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0. Grundlagen aus der Elementaren Zahlentheorie

Wir stellen zunéchst einige Begriffe und Tatsachen aus der Elementaren Zahlentheorie - meist ohne
Beweis - zusammen.

DEFINITION 0.0.1

Es seien a,b € Z, a # 0. b heifit durch a teilbar (a teilt b) genau dann, wenn es x € Z gibt, so dass
ax = b ist. a heifit dann Teiler von b, b heifit Vielfaches von a. Wir schreiben alb. Falls a nicht durch
b teilbar ist, schreiben wir a | b.

Wir stellen einige einfache Eigenschaften der Teilbarkeitsrelation zusammen:

SaTz 0.0.1
Es seien a,b,c € Z, dann gilt:

(i) alb = albe,
(ii) alb und blc = alc,
(iii) alb und alc = a|(bx + cy) fir alle z,y € Z,
(iv) alb und bla = a = +b,
(v) alb und a,b >0 = a<b,
(vi) ist m # 0, so gilt alb < ma|mb.

SATz 0.0.2 (Division mit Rest)
Es seien a,b € Z mit a > 0 gegeben, dann gibt es eindeutig bestimmte Zahlen q und r, so dass b = qa+r
ist mit 0 < r < a. Falls afb, soist 0 <r < a.

DEFINITION 0.0.2
Die ganze Zahl a heifit gemeinsamer Teiler von b und ¢, falls a|b und alc gilt.

Da jede von 0 verschiedene Zahl nur endlich viele Teiler besitzt, gibt es nur endlich viele gemeinsame
Teiler von b und ¢, aufler im Fall b = ¢ = 0. Falls es wenigstens eine Zahl b oder ¢ ungleich 0 ist,
heiflt der grofite ihrer gemeinsamen Teiler der grofite gemeinsame Teiler von b und ¢, und wird mit

ggT (b, c) oder kurz (b, c) bezeichnet. Der grofite gemeinsame Teiler mehrerer Zahlen aq, ..., a, wird
mit ggT(aq,...,a,) bezeichnet. Wir sagen a und b sind teilerfremd, falls (a,b) = 1 ist. Entsprechend
nennt man aq, ..., a, teilerfremd, wenn ggT(aq,...,a,) = 1 ist. Wir nennen aq, ..., a, paarweise, falls
(ai,aj) =1 ist fiir i # j.

Satz 0.0.3

Der grifste gemeinsame Teiler (a,b) kann als ganzzahlige Linearkombination von a und b geschrieben
werden, d. h. es gibt x,y € Z mit ax + by = (a,b).

Die Berechnung des ggT und der Koeffizienten geschieht mit Hilfe des Euklidischen Algorithmus, den
wir im Folgenden erldutern. Er basiert auf den folgenden Eigenschaften des ggT:

LEmMA 0.0.4
Fiir alle a,b € Z gilt (a,b) = (b,a) und (a,b) = (a,b — qa) fir alle q € Z.

BEWEIS

Die erste Behauptung ist klar. Ist ¢ € Z beliebig und d irgend ein gemeinsamer Teiler von a und b,
etwa a = a’d und b = b/'d, so gilt b — ga = b'd — ga'd = d - (b' — qd’), d. h. d ist auch ein Teiler von a
und b — qa fiir alle ¢ € Z. Teilt dagegen ein d die Zahlen a und b — ga, so auch b — ga + ga = b. Also
stimmen die Teiler {iberein und damit auch deren Maximum, der ggT. ]

Man kann den Euklidischen Algorithmus daher wie folgt beschreiben: die beiden Identitéten des Lem-
mas werden sukzessive angewendet, bis der Ausdruck (a,b) in die Form (g,0) gebracht wurde, woraus
(a,b) = (g,0) = g folgt. Fiir eine iibersichtliche Rechnung auf dem Papier bietet sich eine tabellarische
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Notation der Rechenschritte an. Dazu tauscht man ggf. die Zahlen, so dass a > b ist, und setzt a1 = a
und as = b. Danach wendet man sukzessive den Rekursionsschritt

an ‘= Ap—-2 —(4n " n-1

Z”:ij an. Die definierende Eigenschaft der Division mit Rest ist es,

dass der Betrag des Rests a,, stets kleiner ist als der Betrag des Divisors a,—_1, d. h. die Betrége der
so konstruierten Folge sind streng monoton fallend, und nach endlich vielen Schritten ist a,, = 0. Das
letzte nichttriviale Folgenglied ist dann der ggT.

mit dem groftmoglichen ¢, = |

BEeisprIEL 0.0.1 )
Wir berechnen den ggT von 7 und 25. In der zugehorigen Tabelle werden der Ubersicht halber die
Reste a,, sowie die Quotienten ¢, notiert:

@mmwm»—l‘s

ol~]w =
W = = W

Der Euklidische Algorithmus kann erweitert werden, so dass er auch die Koeflizienten r, s € Z berechnet
mit ra+sb = (a, b). Die beiden Operationen ,, Tauschen® und ,,Modulus abziehen* kénnen parallel zum
gg'T auch auf die Koeffizienten angewendet werden, es gilt dann in jedem Schritt der Rechnung, dass
ra+ sb gerade der Rest der letzten Umformung ist, d. h. im vorletzten Schritt ist ra 4 sb = (a, b). Die
Werte der Koeffizienten werden wie die Reste als Folgen (r,) und (s,) aufgefasst und in der Tabelle
mitgefiihrt, dabei sind in jedem Schritt die Werte r, bzw. s, als Reste mit dem Quotienten ¢, zu
berechnen:

Tn = Th—-2 —04n Tpn-1

Spn = Sp—-2 —qn - Sn-1

Der Quotient g, stammt aus der Division mit Rest der (a,)-Glieder des urspriinglichen Verfahrens.
Es wird r1 = 1 und s; = 0 gesetzt, damit im ersten Schritt r1a; + sjas = ay gilt, bzw. ro = 0 und
s =1, d. h. rea; + s2as = as. Wird die obige Rekursionsvorschrift angewendet, so gilt in jedem Schritt
rnal + Spas = a, wie gewiinscht. Fiir das vorige Beispiel ergibt sich die folgende Tabelle, in der die
Koeffizienten 7, und s, in jeder Zeile den Rest a,, aus den urspriinglichen Zahlen a und b kombinieren:

nNian qn TIn Sn
1125 1 0
217 0 1
314 3 1 -3
413 1 -1 4
5 1
6/ 0 3 -7 25

Daraus ergibt sich die Linearkombination des ggT zu 2-25+ (=7) -7 = 1.
Aus Satz 0.0.3 ergibt sich

SATZ 0.0.5
Falls c|lab und (c,a) =1, so gilt c|b.



BEWEIS
Es seien z,y € Z mit cx + ay = 1 und ab = dc fiir ein d € Z. Dann gilt

cbr+aby = b = clbr+dy) =b = clb.
O
Wir erinnern an den Begriff der Primzahl: p € N mit p > 1 ist eine Primzahl, wenn aus d|p fiir d > 1
stets d = p folgt. Aus Satz 0.0.5 folgt unmittelbar
SAaTz 0.0.6
Ist p eine Primzahl und gilt plab fir a,b € Z, so folgt pla oder plb.
Aus Satz 0.0.6 lisst sich leicht der Fundamentalsatz der Arithmetik ableiten:

SaTz 0.0.7
Jede natirliche Zahl n > 1 ldsst sich eindeutig als Produkt von Primzahlpotenzen schreiben:

n = p{t--pt", p1 <p2 <---<p,Primzahlen , «; € N.

Mittels der Division mit Rest ergibt sich eine Partition von Z der ganzen Zahlen in Aquivalenzklassen:
Restklassen oder Kongruenzklassen genannt.

DEFINITION 0.0.3

Es sei m € Nund a,b € Z. Wir sagen, a ist kongruent zu b modulo m genau dann, wenn m/|(b—a) gilt,
und schreiben a = b mod m bzw. a #Z b mod m falls m  (b—a). Fiir die Menge aller b mit a = b mod m
schreiben wir a mod m.

Man sieht leicht, dass a = b mod m genau dann gilt, wenn a und b bei Division durch m den gleichen
Rest lassen, wenn es also q1,q2,7 € Z gibt mit 0 < r < m und a = gym + r sowie b = ggm + r. Man
erhalt sofort

Sarz 0.0.8
Es sei m € N. FEs gibt genau m Restklassen modulo m, und zwar 0 mod m,1 mod m, ..., (m — 1) mod
m. Diese bilden eine Partition von Z.

DEFINITION 0.0.4
Es sei m € N. Die Menge der Restklassen mod m bezeichnen wir mit Z/mZ.

Die Kongruenzrelation ist eine Abschwichung der Gleichheitsrelation. Aus a = b folgt a = b mod m
fir alle m € N. Mit Kongruenzen kann weitgehend so gerechnet werden wie mit Gleichungen. Der
Grund dafiir ist, dass jede Kongruenz als Gleichung zwischen Restklassen geschrieben werden kann,
d. h. a = b mod m < a mod m = b mod m, und dass sich gewisse algebraische Strukturen, die auf der
Menge der ganzen Zahlen gegeben sind, auf die Menge der Restklassen mod m iibertragbar sind. Wie
Z bildet auch Z/mZ einen Ring bzgl. Addition und Multiplikation der Restklassen:

DEeFINITION 0.0.5
Addition und Multiplikation zweier Restklassen sind definiert durch

(amodm) + (bmodm) = (a+b)modm , (amodm) - (bmodm) = (a-b)modm.

Man priift leicht nach, dass die rechten Seiten nur von der Restklasse, nicht aber von den Re-
priasentanten a,b abhéngen. Dadurch sind Addition und Multiplikation auf Z/mZ wohldefiniert. Wie
in jedem Ring kénnen auch in Z/mZ Gleichungen addiert und multipliziert werden. Dies gilt da-
her auch fiir Kongruenzen modulo m. Z/mZ ist jedoch im Allgemeinen kein Korper, weshalb die
Kiirzungseigenschaft nicht allgemein gilt: aus ab = ac mod m folgt nicht b = ¢ mod m.

BEISPIEL 0.0.2
Es gilt 3-2=3-5mod 9, aber nicht 2 = 5 mod 9. Die Restklasse 3 mod 9 besitzt kein multiplikatives
Inverses, d. h. es gibt kein « € Z mit (3 mod 9) - (x mod 9) = (1 mod 9).
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Solche multiplikativen Inversen existieren jedoch stets fiir teilerfremde Restklassen:

DEFINITION 0.0.6
Es sei m € N. a mod m heifit teilerfremde Restklasse, falls (a,m) =1 ist.

Um die Wohldefiniertheit von 0.0.6 zu gewéhrleisten, muss gezeigt werden, dass die Bedingung (a,m) =
1 entweder fiir alle Elemente der Restklasse a mod m erfiillt ist, oder fiir keines. Dies folgt aber sofort
aus Lemma 0.0.4. Ist (a,m) = 1 und ist ax +my = 1 die Darstellung aus Satz 0.0.3, so ist die Inverse
von a mod m die Restklasse x mod m, oder in Kongruenzschreibweise axz = 1 mod m.

BEISPIEL 0.0.3
Wir wollen a = 25513 modulo m = 73685 invertieren. Anwenden des erweiterten Algorithmus ergibt

n an Qn I'n Sn

1| 73685 1 0

2 | 25513 0 1

3| 22659 2 1 -2

41 2854 1 -1 3

51 2681 7 8 -23
6| 173 1 -9 26
7 86 15 143 -413
8 2
9 0 86 143  -413

Damit ist (—295)- 73685 + 852-25513 = 1, d. h. das Inverse von 25513 mod 73685 ist 852 mod 73685.

DEFINITION 0.0.7
Es sei m € N. Die Menge der zu m teilerfremden Restklassen bezeichnen wir mit (Z/mZ)*. Die
Eulersche ¢-Funktion ist definiert durch o(m) = # (Z/mZ)*.

Aus den vorigen Uberlegungen ergibt sich

SAaTz 0.0.9
Es seim € N. Die Menge (Z/mZ)* der teilerfremden Restklassen mod m bildet bzgl. der Multiplikation
eine Gruppe.

Ist p eine Primzahl, so besteht (Z/pZ)" aus allen von dem Nullelement 0 mod p verschiedenen Ele-
menten von Z/pZ:

SAaTz 0.0.10
Ist p eine Primzahl, so ist Z/pZ ein Kdrper mit p Elementen.

Wir fassen zusammen: Kongruenzen ab = ac mod m kénnen stets zu b = ¢ mod m gekiirzt werden,
wenn (a,m) = 1 ist. Ist m = p eine Primzahl, so bedeutet ist (p,m) = 1 gleichbedeutend mit p f a.

Wir kommen nun zum Chinesischen Restsatz. Ist m ein Produkt von zwei teilerfremden Faktoren
m = k-l mit (k,l) = 1, so kann der Ring Z/mZ als direktes Produkt der kleineren Ringe Z/kZ und Z/IZ
und die Gruppe (Z/mZ)* als direktes Produkt der kleineren Gruppen (Z/kZ)" und (Z/I1Z)* dargestellt
werden. Wir wollen diese Definition kurz skizzieren: unter dem direkten Produkt zweier algebraischer
Strukturen (d. h. Mengen mit gewissen Operationen und Axiomen) versteht man das kartesische
Produkt der Mengen, auf der die Operationen komponentenweise ausgefiihrt werden. Beispielsweise
wird in einem direkten Produkt G x H von Gruppen komponentenweise multipliziert und invertiert:

(91,71) - (92.92) = (91-92,h0-h2) , (g.B)™ = (¢7",h71).
Das wohl bekannteste Beispiel ist R" = {(z1,...,2,) | 21,...,2, € R} als direktes Produkt (bzw.
direkte Summe) von Vektorrdumen mit komponentenweiser Addition und Skalarmultiplikation. Bevor
wir den Restsatz formulieren betrachten wir folgendes
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BEI1spIEL 0.0.4
Esseim=35=%k-Ilmit k=7 und [ =5. Wir betrachten die Zuordnung

®: 7/352 — (Z/TZ) x (Z/5Z) , amod 35 — (a mod 7,a mod 5) .
Wie folgende Tabelle zeigt, ist ® bijektiv:

0o 1 2 3 4 5 6
0 15 30 10 25 5 20
21 1 16 31 11 26 6
7T 22 2 17 32 12 27
28 8 23 3 18 33 13
14 29 9 24 4 19 34

= w N = O

Wir berechnen als Beispiel das Produkt (13 mod 35) - (19 mod 35):
®(13 mod 35) = (6 mod 7,3 mod 5) , (19 mod 35) = (5 mod 7,4 mod 5),
und komponentenweises Rechnen ergibt
(6 mod 7,3 mod 5) - (5mod 7,4 mod 7) = (2mod 7,2 mod 5) .
Wir entnehmen der Tabelle das Resultat (13 mod 35) - (19 mod 35) = 2 mod 35. Analog vermittelt die
Abbildung @ auch eine Bijektion von (Z/35Z)" auf (Z/7Z)" x (Z/5Z)".

SATZ 0.0.11 (Chinesischer Restsatz (iiber Z))
Es seien myq,...,m, € N paarweise teilerfremd, m = my---m, und a1, ...,a, € Z. Dann besitzen die
r Kongruenzen

r=amodmy , © = amodme , ... , T = a, mod m,

eine gemeinsame Lisung. Die Restklasse x mod m ist eindeutig bestimmt. Es ist (x mod m) € (Z/mZ)*
genau dann, wenn (a; mod m;) € (Z/m;Z)* firi=1...r gilt.

Als Folgerung erhalten wir die Multiplikativitdt der Eulerschen ¢-Funktion. Man iiberpriift leicht,
dass fiir Primzahlpotenzen p® (a € N) gilt: p(p®) = p® — p®~! = p*~1. (p —1). Es folgt

SATz 0.0.12
Die Eulersche @-Funktion ist multiplikativ: p(mq - ma) = @(my) - p(ma) falls (my,me) = 1. Es gilt

om) = m - [] (1—%) :

p prim

plm
Kongruenzen treten oft in Zusammenhang mit zyklischen Phénomenen auf. Bei der Definition der
Tageszeit (auf Stunden gerundet) wird die Zeitgerade auf einen Kreis mit 24 Markierungszeichen
,abgewickelt*, bei der Definition des Monats auf einen Kreis mit 12 Markierungszeichen. Beide Ideen
haben ihren Grund in zyklischen Prozessen, die in der Natur tatséchlich ablaufen. Die Funktion, welche
die Zahlengerade auf den Kreis abbildet, ist die komplexe Exponentialfunktion:

DEFINITION 0.0.8
Wir schreiben e(x) = 2%,
Firt e Rist e(t) = e2mit — cos(27t) +isin(27t), e bildet also die Zahlengerade R auf den Einheitskreis
E ={z€C||z| =1} ab. Das Urbild von zy = e(ty) € E ist die Restklasse mod 1
tomod1l := tg+7Z = {tER\t:t0+m, mGZ}

von tg. Wenn wir die oben eingefithrten Restklassen [ mod ¢ als Urbilder erhalten wollen, verwenden
wir die folgende Abbildung:



DEeFINITION 0.0.9
Fiir ¢ € N und n € Z definieren wir

q) 2min

eqn) =el=) =€ a .
o) = e (2

Die komplexe Zahl (; = e4(1) ist eine primitive ¢g-te Einheitswurzel.

Die Abbildung e, bildet Z auf die (zyklische) Gruppe E, = {¢; | n € Z} der g-ten Einheitswurzeln
ab. Die Funktionen e und e, sind Beispiele fiir Gruppencharaktere.

DEFINITION 0.0.10
Es seien (G,o0) und (H,*) Gruppen mit den Verkniipfungen o bzw. *. Eine Abbildung ® : G — H
heifit Gruppenhomomorphismus, falls

®(g1092) = ®(g1) * P(g2)

fiir alle g1, 92 € G gilt.

BEISPIEL 0.0.5
Die Abbildungen e : R — E bzw. e, : Z — E, sind Homomorphismen der Gruppen (R, +) bzw. (Z, +)
auf die Gruppen (E,-) bzw. (Eq,-).

Diese Abbildungen sind auch Beispiele fiir Gruppencharaktere (oder kurz Charaktere). Da dieser
Begriff zu seiner Definition topologische Konzepte bendtigt, verzichten wir auf die genaue Definition.
Es sei nur erwihnt, dass die Stetigkeit der Abbildung gefordert wird, und die Bildgruppe (E,-) ist.
Charaktere spielen in der Zahlentheorie eine grofie Rolle. Auch die in der Riemannschen Zetafunktion
vorkommende Abbildung

hs: N—-C, n—n®

kann zu einem Charakter erweitert werden:
m m\ s
hs: QF = C, —r—><—>
n n

ist fiir festes s ein Charakter der Gruppe (Q%,-) mit Q" = {r € Q | » > 0}. Charaktere der Gruppe
(Z/mZ)* sind als Dirichletcharaktere bekannt. Die Charaktere eines direkten Produkts G x H von
Gruppen G und H lassen sich aus den Charakteren der Gruppen G und H gewinnen: es seien x ¢ bzw.
xg Charaktere von G bzw. H, dann ist

x: GxH—E, (9,h) = xa(g) - xu(h)
ein Charakter von G x H. Fiir g1, g9 € G, hy, ho € H ist ndmlich

x(9192, h1h2) = xc(9192) - xu(hih2) = xc(91)xc(92)xu(h1)xu(h2) = x(g1,h1) - x(g2, h2) -

Diese Tatsache ist in Zusammenhang mit dem Chinesischen Restsatz, also der Darstellung von Z/qrZ
bzw. (Z/qrZ)* als direkte Produkte (Z/qZ) x (Z/rZ) bzw. (Z/qZ)* x (Z/rZ)* auch in der Zahlentheorie
von grofler Bedeutung, und der Grund fiir die Multiplikativitdt von vielen Summenausdriicken, die
Charaktere beinhalten.

BEISPIEL 0.0.6 (Multiplikativitdt der Ramanujan-Summe)
Es sei ¢ € N und m € Z. Die Ramanujan-Summe ist definiert als

c(m) = 3 eylm-m).

1<n<q
(n,q)=1

Ist (m,q) = 1, so durchlduft mit n auch das Produkt mn alle Restklassen in (Z/qZ)*, woraus c,(m) =
cq(1) folgt. Die Abbildung

(Z/qZ)" x (Z/rZ)* — (Z/qrZ)" , (m mod q,n mod 1) — (rm + gn) mod qr

9



ist fiir (¢,7) = 1 eine Bijektion. In diesem Fall ist die Ramanujan-Summe wegen

cq(1) ¢ (1) = Z eq(m)er(n) = Z egr(rm +qn) = cgr(1)
I1<m<yq I1<m<gq
1<n<r 1<n<r
(m,q) = (n,r)=1 (m,q) = (n,r)=1

multiplikativ. Man zeigt leicht, dass fiir Primzahlpotenzen ¢ = p”
1 falls v=0
(1) = ¢—1 falls v=1
0 falls yv>1

gilt. Aus der Multiplikativitét folgt cq(1) = p(q).
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1. Weylsche Exponentialsummen
1.1. Einleitung

Exponentialsummen sind zentrale Objekte der analytischen Zahlentheorie. Im néchsten Kapitel werden
wir sie verwenden, um ein scharfes Restglied im Primzahlsatz zu erhalten. Der entscheidende Bestand-
teil ist eine Abschétzung der Riemannschen Zetafunktion ((s) (s = ¢ + it) in der Néhe von 0 = 1
fiir t — oo. In vielen anderen Fragen der Primzahltheorie ist die GroBenordnung der Riemannschen
Zetafunktion im kritischen Streifen {0 < o < 1} von Bedeutung. In der Vorlesung Funktionentheorie
IT (Ubungen, Aufgabe 33) hatten wir die p-Funktion von Lindelsf eingefiihrt:

n(o) = inf{la € R|((o+it) = O )imoo, [t] =1}
Auflerdem wurde gezeigt, dass die so genannte Lindeltfsche Vermutung

19

(o) = {%—J falls —oo<0§%

0 falls o> %

aus der Riemannschen Vermutung folgt. Wir hatten einige Aussagen vollstindig bewiesen (d. h. keine
unbewiesenen Annahmen wie die Riemannsche Vermutung verwendet), beispielsweise

¢(s) = O(loglt]) , ¢'(s) = O(log?[t]) (t—o00), 0 > 1—c-log™"|t],
sowie u(1) < 1, d. h. ((3 +it) = O(t%+5). Grundlegend fiir die Herleitung dieser Aussagen war die
Approximation von ((s) im kritischen Streifen nach Hardy-Littlewood:

tl—s

((s) = Y n™* = = + O(t™).

n<t

Die Abschitzung p(3) < 3 bzw. ((1 +it) = O(t%+5) ergibt sich durch die triviale Abschétzung der

Summe
E n=*%.

n<t

Wir erinnern an Lemma 8.4.10 (Vorlesung Funktionentheorie II) zur abelschen Summation. Wegen
seiner Wichtigkeit als elementare Technik formulieren wir es als unser erstes Lemma:

LEMMA 1.1.1 (Abelsche partielle Summation)

Es sei f: [a,b] — R eine stetig-differenzierbare Funktion und a < b, sowie c1,ca,... komplexe Zahlen.
Ist fir x € |a,b]
clx) = Z Cn ,
a<n<lz

so gilt

b
> eafn) = = [ctwlf (widu + cv)fb).

a<n<b
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(z+it) erhalten wir damit

cw) = > n . fn) = n

n<u

Fiir die Summe iiber n™

= Zn’%’it = Z enf(n) = %/ Znﬂ't w3 du + Zniit 3

t
n<t %<n§t 1 n<u n<t

it = |e~log(™)| = 1, wobei die triviale Abschitzung nach der Dreiecksungleichung

Zn—it < u

n<u

mit n—

ergibt, und damit
t t

/ Zn_it u_%du < /u_%du =

1
1 \n<u 1 2 n<t
2

[SIE

1

—
[\
<
[SIES
[E—
o~
I
DO
~
ol
|
S
S
&
o~
|
[SIE
N

Also ((3 +it) = O(t%) bzw. (1) < 1. Bei der Summe
Z n~ it — Z e—itlog(n)
nlu nlu

handelt es sich um eine Weylsche Exponentialsumme (oder auch trigonometrische Summe):

DEFINITION 1.1.1
Wir schreiben e(z) = >, Eine Weylsche Exponentialsumme oder trigonometrische Summe ist eine

Summe der Form
> e(f(n),

a<n<b
wobei f: [a,b] — R fiir a < b eine stetig-differenzierbare Funktion ist.

Offenbar kann man a,b € Z voraussetzen. Es ist bemerkenswert, dass der Wert von e(f(n)) nur vom
gebrochenen Teil von f(n) abhéngt:

DEFINITION 1.1.2
Fir x € R schreiben wir x = [z] + {2} mit [z] € Z und {z} € [0,1), und nennen {z} den
gebrochenen Teil von .

Es bedeute ||z|| := min({z},1 — {z}) den Abstand von x zur néchsten ganzen Zahl. Weylsche Expo-
nentialsummen wurden erstmals von Hermann Weyl 1916 in seiner Arbeit ,, Uber die Gleichverteilung
von Zahlen mod. Eins“ eingefiihrt. Zerlegt man f(n) als f(n) = [f(n)] + {f(n)}, so hingt wegen
e(f(n)) = e([f(n)]) - e({f(n)}) mit e([f(n)]) = 1 der Wert von e(f(n)) nur vom gebrochenen Teil
{f(n)} von f(n) ab.

Es ist nun zu erwarten, dass in einer Exponentialsumme
o oelfn) = D e{f)}),
a<n<b a<n<b

in der die Anzahl b — a der Summanden geniigend grof§ ist, fiir jedes nicht zu kurze Teilintervall
I: (v,6) € (0,1) die Anzahl N(I) der Terme {f(n)} € I etwa proportional zur Lénge von I ist:
N(I) ~ (b —a)(0 — 7). Nach dem Prinzip der Approximation des Riemannschen Integrals durch
Riemannsche Summen sollte daher

S /()

a<n<b
{f(n)}el
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den Ausdruck
(b—a)- /e(u)du

1

1
/ e(u)du = 0.

Es ist also zu erwarten, dass die Terme e(f(n)) auf dem Einheitskreis der komplexen Zahlenebene auf
alle Richtungen ,,gleichverteilt* sind, und sich somit weitgehend kompensieren. Der Betrag der Summe

> e(f(n)

a<n<b

gut approximieren. Nun ist aber

30

sollte also wesentlich kleiner als die triviale Schranke b — a sein.

1.2. Exponentialsummen in Polynomen, Weylschritte

Eine der Ideen von Weyl war es, die Funktion f(n) in der Exponentialsumme durch ein Taylorpolynom
geniigend hoher Ordnung zu approximieren. Damit kann das Problem der Abschétzung von

> e(f(n)

a<n<b

auf den Fall zuriickgefiihrt werden, dass f(n) ein Polynom ist. Sind die Zahlen e, durch

S : M)
Z e(fla+m)) :Ze,,Zm”6<f(a)m+...+ x m)
v=0 m=1

0<m<b—a

gegeben, und ist e, fiir v > 1 geniigend klein, so kann die Abschétzung der Exponentialsumme mittels
partieller Summation auf die Abschétzung von Summen

I
e(P(m))

mit dem Taylorpolynom
(k)
" (a) b
k!
zuriickgefiihrt werden. Wir werden im Folgenden Weyls Methode zur Abschétzung von Exponential-

summen der Form
> e(P(1)

=1
mit einem Polynom P beschreiben. Die Idee ist, die Abschétzung von

Py(m) = fa)ym + - +

m

> elBeD)

=1
mit einem Polynom k-ten Grades Py(l) = ogl* + ag_11*"1 4+ .-+ 4+ o durch einen so genannten
Weylschritt auf die Abschéitzung von Summen der Form

m

> e(Pea(l)

I=1
mit einem Polynom (k —1)-ten Grades zuriickzufithren. Nach (k —1) Schritten gelangt man schlielich
zu einem linearen Polynom. Die zugehorigen Exponentialsummen sind endliche geometrische Reihen,
deren Wert explizit bekannt ist. Formal wird der Beweis durch Induktion nach dem Grad des Polynoms

13



gefiithrt. Die Qualitat der Abschétzung hingt entscheidend von Diophantischen Approximationseigen-
schaften der Koeffizienten a; von Py (z) = ax® + ap_12*~1 + -+ + g ab.

Es gibt verschiedene Arten, die Giite einer Diophantischen Approximation einer reellen Zahl o durch
eine rationale Zahl g zu messen. Jedoch kann folgende Feststellung gemacht werden: von zwei Appro-

ximationen £ und 22 (mit p;, ¢; jeweils teilerfremd) einer Zahl « ist, falls die Differenzen o — £+| und
lae — Z—;] etwa gleich grof} sind, diejenige besser, fiir die der Nenner ¢; deutlich kleiner ist.

BEISPIEL 1.2.1

Es ist m = 3,14159265 . . ., aus dieser Dezimalbruchentwicklung erhélt man die Approximation
p1 _ 3141592
¢i 1000000

pP1

mit Differenz |7 — ~ 6 - 10~7. Eine wesentlich bessere (weil einfachere) Approximation ist jedoch

gegeben durch
P _ 355
g 113

mit |7 — 2|~ 6-1077.
a2

Die reellen Zahlen, die die besten Diophantischen Approximationen gestatten, sind die ganzen Zahlen.
Eine ganze Zahl p € Z besitzt die Diophantische Approximation g mit ¢ = 1 und p— i 0, d. h. Nenner

und Differenz sind kleinstmdoglich. Es sind jedoch gerade Polynome Py (z) = agaz® +- - -+ o mit ganzen
Koeffizienten «;, also Koeffizienten mit bestmoglichen Diophantischen Approximationseigenschaften,
fiir die die triviale Abschiitzung die richtige GroBe liefert: Ist a; € Z, 1 <14 < k, so ist auch P(n) € Z
und damit e(P(n)) =1 fiir alle n € Z. In der Exponentialsumme

Y e(P(n)
a<n<b

sind also die Terme e(P(n)) von der Gleichverteilung auf dem Einheitskreis maximal weit entfernt,

und es ist
Y eP(n) = > 1=b—a.

a<n<b a<n<b

Wir beginnen mit den linearen Polynomen:

LEmmA 1.2.1
Es sei p € R und A € R\Z. Ist

b
S, = Z e(An + pu),
n=a-+1
so gilt
1

S < — .

S | sin(mA)]
BEWEIS

Nach der Summenformel fiir die endliche geometrische Reihe ist

)| = ‘l—e((b—a))\)‘ 2 _ 1
1—e(N) = le(3) —e(=3)]  Isin(mA)]

14



BEMERKUNG 1.2.1
Diese Abschétzung ist nur gut, d. h. wesentlich besser als die triviale Abschitzung |S1]| < b — a, falls
|sin(m\)| wesentlich groBer als (b —a)™! ist, was wegen

sin(mw\)

lim =7
A—0 A
1

bedeutet, dass ||| wesentlich grofier als (b —a)™" ist.

Wir wenden uns nun dem allgemeinen Fall zu: Durch wiederholte Anwendung von Differenzenopera-
toren wird das Polynom P(n) durch Polynome kleineren Grades ersetzt:

DEFINITION 1.2.1
Die Funktion f sei auf einer Teilmenge von R definiert, und es sei d € R. Wir setzen

Aa(f)(x) = flz+d)— f(x)

fiir alle x, d € R, fiir welche die rechte Seite definiert ist. Fiir [ > 2 ist der iterierte Differenzenoperator
A, dy_y...d; rekursiv durch

Adpdy 1t (@) = Ag (Agyy,.a(f)) (2)

gegeben.

BEISPIEL 1.2.2
Es ist

Adya, (F)() = Ag, (Aa, () (x) = Ag, (f)(@ + d2) — Ag, (f)(2)
= flx+da+d1) — flx+d2) — flx+di) + f(x).
LEMMA 1.2.2
Es seien N1, Ny und N natirliche Zahlen, so dass Ny < Ny und 0 < Ny — Ny < N ist. Es sei f(n)
eine reellwertige zahlentheoretische Funktion und
N2
S(f) = Y elf(n).
n=N1+1
Dann ist

Y Sa(f) mit Sa(f) = D e(Aa(f)(n)) .

|d|<N nel(d)
wobei I(d) ein Intervall von aufeinander folgenden Zahlen ist, das in [Ny + 1, No| liegt.

BEWEIS
Fiir irgend eine Zahl d sei I(d) = [N1 +1 —d, Na — d] N[Ny + 1, Na]. Wir erhalten
No Na
ISP = S-S = | D efm) |- D e(=fn)
m=N1+1 n=N1+1
No N2 No—n
= > > el(fm)—fn) = Z > e(f(n+d) - f(n)
n=N1+1 m=Ni+1 n=N1+1 d=N1+1—n
No—n —Np—1
= Z > e(Ad(f)n) = Z Z
n=N1+1 d=Ni1+1—-n d=—(N2—N1—1) nel(d
= ) Z (n) = > Salf)
|d|<N nel(d |d|<N
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LEMMA 1.2.3
Es seien N1, Ny € N und [ eine ganze Zahl, so dass 1> 1, N1 < Ny und 0 < Ny — N1 < N 1st. Es sei
f(n) eine reellwertige zahlentheoretische Funktion und

Nao+1
S(f) = Y elf(n).
n=Ni1+1
Dann ist l
ISHP < @N+1)P 8> o 3" Sy a(f)
|di|<N |di| <N
mit

Saa(f) = Y e(Aaa(Hn),

nel(d;,....dy)
wobei 1(dy,...,dy) ein Intervall von aufeinander folgenden Zahlen ist, das in [N1 + 1, Na| liegt.

BEWEIS
Der Beweis wird durch Induktion nach [ gefiihrt. Der Fall [ = 1 ist gerade Lemma 1.2.2. Wir nehmen
an, die Behauptung sei fiir [ > 1 schon bewiesen. Mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung folgt

2
1 1\ 2 _y_
SO = (15DF) < [N+ 30 o 3 [Sua ()
|di|<N ldi|<N
2
= NPT LS ST Sy ()]
|di|<N ldi|<N
< @NZTE2EN ) YT ST Sy ()P
|di|<N |di|<N
mit
St (/) = Y. e(Aga(H)(n)) .
nel(dy,...,d1)
Nach Lemma 1.2.2 gibt es fiir jedes [-Tupel (d;,...,d;) ein Intervall
I(dl+17dl7---7d1) - I(dl,...,dl) - [Nl—l-l,NQ]
mit
2
|Say,...ar (F)? = Y eaaH)] = D > e (Adyydyy.nds () (1))
nel(dl,...,dl) |dl+1‘§N ne[(dl+17d17---7d1)
- Z Sdl+1,dl,---,d1 (f)
|diy1|<N
und damit - .
SO < N+ DY T Y Sadiean (F) -
|di|<N |di1|<N
Damit ist Lemma 1.2.3 bewiesen. O

Wir wollen Lemma 1.2.3 nun auf f(z) = Pj(z) mit Py(z) = agz® + o121 + --- + ag anwenden.
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LEMMA 1.2.4
Es seik € Nund k > 2, sowie Py(r) = apa® +og_128 4 -4 ag mit aj € Runddy,dy, ... ,dy—1 € Z.
Dann g¢ibt es ein 3 € R mit

Agy dygydi(Pre)(@) = dy---dp—q - K - gz + 5.
BEWEIS
Nach dem Binomischen Lehrsatz ist
Py(z+d1) = oga® + dikaga™ ! + 12"+ Qpoa(2)

mit einem Polynom Qj_o(z) vom Grad hochstens k — 2. Also ist

Ag (Py)(z) = dikaga®™ ' + Ry_a(x) , deg(Ry—2) <k—2.
Durch vollstéindige Induktion beweist man mit dieser Uberlegung leicht fiir I < k

Adyoy (Pe) (@) = k(k—1) -+ (k—141) - dydy—y -+ dy - apa®™" + Rpyq .

Diese Aussage liefert fiir l = k — 1 und Ry = [ das Ergebnis. U

SATZ 1.2.5
Es sei Py(z) = apa® +og_ 124+ g mit a; €R, k> 2 und K =281, Es sei S =Y e(Py(n)),
wobei n tber ein Intervall von hdchstens N aufeinanderfolgenden Zahlen lduft. Dann gilt
ISIK < 23K . NE-L 93K yE-R, > min (N, |sin(ray, - k! - dy -~ dp_1)|[ 1) .
1<dy,....dig—1 <N

BEWEIS
Wir wenden Lemma 1.2.3 mit [ = k£ — 1 an, und erhalten mit Lemma 1.2.4
(1) S|F < N+ 15 F. 5,
mit
o= > > Saga (P,
ldi|<N  |dg—1|<N
Syt yends (Fr) = > e(Bga (P())
nEI(dk_l,...,dl)

wobei die I(dg_1,...,d;) Intervalle von Lénge hochstens N sind. Wir spalten diese Summe auf:
(2) S = 51 + s,

In ¥; summieren wir {iber alle (k — 1)-Tupel (dg_1,...,dy), fir die alle d; # 0 sind, in ¥, tiber die
verbleibenden Tupel. Wir haben nach Lemma 1.2.4:

Adkflvdkfb---ydl (Pk)(m) = dy-dp1-kapz+ 3
und nach Lemma 1.2.1

|Sd,,_y,...dr (Pr)| < min (N, |sin(may, - k! - dy - - dk,l)]_l)

In der Abbildung ® : (dg_1,...,d1) — (|dx_1],...,|d1|) hat jedes Bild die 2*~! paarweise verschie-
denen Urbilder (+|dg—_1],...,%£|d1]), daher gilt
(3) 2] < 2Rt > min (N, [sin(ray, - k! - dy - di—1)[ ) -

1<dy,...,dg 1 <N

Die Anzahl der (dj_1,...,d;) die mindestens eine Null enthalten, ist hochstens (k — 1) - (2N 4 1)F=2,
Daher gilt
%] < (k—1)-2N+1)F2.N.
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Aus (1), (2) und (3) folgt
ISIK < @N+1DE*k-1)@2N + 1) 2N

+@ENFDETE Y T min (N, [sin(ma, - KL dy o dger)] )
1<dy,....,d,_1 <N

Die Behauptung folgt, wenn wir noch die Ungleichung |k — 1| < 2¥~! benutzen. O

Satz 1.2.5 ist zentral in der Behandlung von Weylschen Exponentialsummen nach Weyl, Hardy und
Littlewood. Da die Schranke entscheidend von der Diophantischen Natur des h6chsten Koeffizienten ay,
abhingt, kommen in den wichtigsten Anwendungen nicht ein festes Polynom, sondern - oft unendliche -
Mengen von Polynomen vor. Es ist dann sicherzustellen, dass fiir die meisten dieser Polynome der
hochste Koeffizient oy, giinstige Eigenschaften hat, d. h. dass es nicht zu viele ganze Zahlen n gibt,
fiir die ||nag|| klein ist. Eine Methode dies sicherzustellen besteht darin, eine rationale Approximation
der Form

1
() o)

ap——| <

vorauszusetzen, in welcher der Nenner g die passende Groflenordnung besitzt. Die Verteilung der ge-
brochenen Teile {nay} &hnelt dann stark der Verteilung der {%*}, die mit der Theorie der linearen
Kongruenzen studiert werden kann. Daraus kann dann die so genannte Weylsche Ungleichung gefolgert
werden.

Zunichst wollen wir uns einen Uberblick iiber die Diophantischen Approximationen der Form (%)
verschaffen. Dies ist der Inhalt des Dirichletschen Approximationssatzes.

1.3. Der Dirichletsche Approximationssatz

SaTz 1.3.1 (Dirichletscher Approximationssatz)
Es set N € N und a € R. Dann gibt esa € Z und g € N mit 1 < q < N, so dass

1
gN ~

q

IN

‘ a

BEWEIS

Jeder der gebrochenen Teile {0}, {a},{2a},...,{Na} liegt in einem der N Teilintervalle [ £, &1 fiir
0 < k < N — 1. Nach dem Schubfachprinzip miissen mindestens zwei von ihnen, etwa {m;a} und
{maa} mit m; < mg, im selben Teilintervall liegen. Daher gilt

{moa} —{mia} | < %

und somit

(1) (m2 —m1) - a = [mea] — [mia] + {maa} — {mia} .

Wir setzen ¢ = mg —my und a = [mea] — [mya]. Wegen 0 < m; < N folgt 1 < ¢ < N. Weiter folgt
aus (1)
a‘ < 1
a——| < —.
q qgN

_ [maa] = [mia] _ {maa} — {mia} also
mo — My ma — My
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SATZ 1.3.2
Ist o trrational, so gibt es unendlich viele rationale Zahlen %, so dass

IN

1
2

gilt.

BEWEIS
Wir konstruieren eine unendliche Folge von rationalen Zahlen (3?) mit a; € Z und ¢; € N, so dass

7

a; 1
(1 ' -— <=
) g @
und
2) ‘a—% ‘ ~ %l vieN
qi+1 q;

Aus (2) folgt dann, dass die ¢ paarweise verschieden sind. Die Konstruktion verlduft rekursiv: wir
setzen ¢; = 1 und a; = [a], dann ist offenbar (1) erfiillt. Es seien %, R Z—: bereits derart konstruiert,
dass (1) und (2) gilt. Wir wéhlen N,, € N, so dass

1

N,

Gn
o — 2
qn

(3)

Nach Satz 1.3.1 gibt es eine rationale Zahl ZZ—JJ: mit an+1 € Z, gnt1 € Nund 1 < gp41 < Ny, so dass

1
(4) ‘a Cn| o1
dn+1 In+1 - Ny
also insbesondere
' An+1 1
a= S 5
Aus (3) und (4) folgt tiberdies
‘a U ' _n
n+1 qn

1.4. Die Teilerfunktion

Wir wollen zunéchst die Summe aus Satz 1.2.5
Z min (N, |sin(ray, - k- dy - dg—1)| ")
1<dy,.odp_1<N
durch eine einfachere Summe von der Form
S wmin (N, o - =)
n<M

ersetzen. Dies geschieht dadurch, dass alle (k— 1)-Tupel (dy,...,dk_1), fir die das Produkt d; - - - dj—1
einen festen Wert n annimmt, zusammengefasst werden. Es geht also zunéchst darum, die Anzahl der
Darstellungen der Form dy - --dp_1 = n fir 1 <d; < N, d. h. die Teilerfunktion abzuschétzen:
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DEFINITION 1.4.1
Die Teilerfunktion 7(n) ist definiert als die Anzahl der positiven Teiler von n:

T(n) = H (dy,d3) | didy =n, di,des € N H .

Die verallgemeinerte Teilerfunktion definieren wir fiir £ € N durch

To(n) = ({ (diy.ooody) [dr--dy=n, di,... dy €N }( .

Es ist also 7(n) = m2(n). In diesem Abschnitt sei die Primfaktorzerlegung von n stets n = p{* - - p2r.
Der Wert 74 (n) hingt dann nur von den Exponenten «; ab.

LEMMA 1.4.1
Die Funktion 1i(n) ist multiplikativ. Fir Primzahlpotenzen gilt

T(p") = (aZle)

BEWEIS
Jeder Zerlegung n = dj - - - di, entspricht das r-Tupel von Zerlegungen
p;’ = ggT(dy,p;’) - -+ - ggT(dy,p;’) , 1<j<r.
Die Zuordnung ist bijektiv, daher gilt mit
m(n) = Te(pyt) - o - T(pyT)

die Multiplikativitéit. Der Wert 7 (p®) ist gleich der Anzahl der Produktzerlegungen

(83 (677

p* = pM-p™ a4 o = a,

d. h. gleicht der Anzahl der Darstellungen von « als Summe von k nichtnegativen Summanden. Die
Folgen (aq,...,ax) entsprechen umkehrbar eindeutig den Folgen (f1,. .., Bx—1) mit

1< B < < Bp1 Satk-—1,

wobei die Bijektion durch
Bi = (a1 +1) 4+ (a;+1)

gegeben ist. Deren Anzahl ist gerade (O‘Zle) O

LEMMA 1.4.2
Es seie >0 und k € N, dann ist ti(n) = O (n°).

BEMERKUNG 1.4.1

Wir machen durch die Indizes k,e deutlich, dass die im O-Symbol implizit vorhandene Konstante
auch von k und e abhéngen darf. Der O-Ausdruck ist stets fiir n — oo zu lesen. Bei komplizierten
Ausdriicken benutzen wir anstelle des O-Symbols auch das Symbol < bzw. <, ..

BEWEIS VON LEMMA 1.4.2
Wir beweisen die Behauptung zunéchst fiir & = 2: nach Lemma 1.4.1 ist 7(n) = (a1 + 1) -+ (o + 1),
deshalb ist

T(n) ar +1 ar +1

ca eaur

ne b br

Fiir ps < 2% haben wir

045(;1—1§048—i—1S as +1 < 2 ’
ps® 2eas eaglog(2) elog(2)

e s <eloZ<2>)2
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Damit ist der Fall £ = 2 bewiesen. Fiir den allgemeinen Fall fiihren wir eine Induktion nach k: aus der
Darstellung n = (dy - - - di—1) - dj, ergibt sich die Rekursion

n) = > o1 () <Y mea(n) = T(n)moa(n).

1.5. Die Weylsche Ungleichung

LEMMA 1.5.1
Esseik>1, K =21 uynde>0. Es sei Py(z) = apz® + - 4+ ag mit a; € R. Wir setzen

n=1
dann gilt
kINF-L
ISIF <« NE-L 4 NE-kte Z min (N, |[may|| ")
m=1
BEWEIS

Wir verwenden die Abschétzung

jsin (wagklds - di—1)| 7" = O (lagk!dy - - di_1]| ")
und sammeln fiir 1 < n < kEIN* alle (k — 1)-Tupel (dy,...,dx_1), fiir die kldy - --dp_, = n ist. Nach
Lemma 1.4.2 gibt es Oy, -(N¢) solche (k — 1)-Tupel, daraus folgt die Behauptung. O
Wir gehen nun daran, die Summe in Lemma 1.5.1 abzuschétzen:

LEMMA 1.5.2
Es seia € R, g > 1 und (a,q) =1, sowie

1
_2 .

Dann gilt fiir Uyn € R die Abschdtzung

1 U
Z min (n—k> < (q+U+n+—n> (1 +1log(q)) -
S k|| q

BEWEIS
Es sel v = ¢ + q% mit |#] < 1. Wir unterteilen das Intervall [1, U] in hochstens (% + 1) Teilintervalle
I; ;= [U;, Uj41] der Lénge < q. Fiir ein festes [ schiitzen wir die Teilsumme
min
)

ab. Zunichst schitzen wir fiir ein festes Paar (I,r) die Anzahl der k € I; mit {ka} € J, := [%1, g],
1 <r < g ab. Dazu seien {kia},{kea} € J, mit k1, ke € I;. Es folgt

k‘ga} {kla}' 1 2
AL JREU el — {kad| 4 ke — k] = < 2.
{22 - {50 < o) - (ol + - ] < 2
Es gibt also héchstens 5 Werte k mit {ka} € J,. Fiir m € N ist daher

(1) Hk:e]l|||k:oz||§%} < 10m.
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Wir zerlegen
(2) me( o k?||) = X1+ i,

wobei in ¥;; iiber alle k£ € I} mit min(n, W) = n summiert wird, und in ¥; 5 iiber alle £ € I; mit

- 1

min(n, W) W Es gilt

1 1

min (n,—— | =n & |ak] < = =L.471.
llak]| n n

Die Anzahl dieser Terme ist < 1 + 1 nach (1). Damit ist
(3) El 1 K q +n.
Fir 0 <s < EEEQ% gibt es < 2° Werte k € I; mit ||ka|| < 2°¢~! wegen (1). Der Beitrag zur Summe
Yo ist < 2531_1 = ¢. Summation iiber 0 < s < logggg ergibt
(4) Y2 < q-(log(g) +1).

Aus (2), (3) und (4) erhalten wir
Y, < (¢g+n)-(log(q)+1).
Summation iiber [ ergibt
. 1 U Un
Z min (n, —— | < (g+n)- | —+1) -(loglq) +1) = (¢+U+n+—)-(1+1log(q)),
2, Ta : 7

und damit die Behauptung von Lemma 1.5.2. U

SaTz 1.5.3 (Weylsche Ungleichung)
Es sei Py(x) = aga® + -+ ag mit oy € R und k > 1, sowie

N a 1
= Ze(Pk(n)) ;== £ =
n=1 q
Es sei K =251 und ¢ > 0, dann ist
1
®

S k<< Nlite. (N’1+q’1+N’kq)
,E

BEWEIS

Da |S| < N ist folgt das Ergebnis sofort, falls ¢ > N* ist. Wir kénnen daher 1 < ¢ < N* annehmen,

und damit log(q) < log(N) < N*. Nach Lemma 1.5.1 ist

EINk—1
ISIK <« NE-1 g NE-kte Z min (N, ||may|| ") .
k.
m=1
Nach Lemma 1.5.2 ist

kINk—1 k'Nk

> min (N, [max| ") < <q+k!Nk—1+N+ : >.(1+log(q))

m=1

Nk
g (e
,E

) -log(N) < Nk (qN_k + N1+ q_l) - N°®.
q 75

Dabher ist
155 k<< NE-1 4 NE+e (qN*k+N*1+q*1) < NEK+e. <qN7k+N71+q71> .
£
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1.6. Anwendungen und Beispiele

Die interessantesten Anwendungen der Weylschen Ungleichung ergeben sich im Zusammenhang mit
der Kreismethode von Hardy und Littlewood. Wir wollen daher zunéchst nur eine Anwendung dieser
Ungleichung geben. Weiter diskutieren wir eine Anwendung des urspriinglichen Satzes 1.2.5.

1.6.1. Polynome mit algebraischem hdochsten Koeffizienten.
Es sei k > 2, Py(z) = agz® +--- +ag, N € N und oy, = /2. Man gebe eine Abschiitzung fiir

N
S = 3 e(Pn)

n=1

mittels der Weylschen Ungleichung.

Losung:
Wir bendétigen zunéchst eine Diophantische Approximation

a 1
(1) ap——| < —

q 7
um die Weylsche Ungleichung

1
2) S < N (N—1 +q Tl N‘kq) K
€

mit K = 2¥~! anwenden zu konnen. Die Terme ¢~ und N~*¢ sind < N~! fiir den Bereich

(3) N < ¢ < N* 1.
Falls wir ein ¢ mit (1) und (3) finden kénnen haben wir die Abschétzung
(4) S <« Ni-xte

Wir werden im Folgenden zeigen, dass es ein solches ¢ gibt.

Behauptung: Fiir ¢ € N und a € Z ist stets

N

(5) .

10¢3

Beweis: Es sei f(z) = 2% — 2, dann ist

1(5) = 1) v (3- )

mit f(+/2) = 0 und 6 zwischen /2 und 7 - BEsist 12 < V2 < 1.3. Man priift die Giiltigkeit von (5)
leicht direkt fiir 1 < ¢ < 4. Es kann daher ¢ > 5 und 0 < 6 < % und damit |f’(0)| < 10 angenommen

werden. Nun ist ¢> - f(2)] = la® — 2¢3| > 1, also gilt

und damit (5).

Nach dem Dirichletschen Approximationssatz gibt es a,q mit ¢ = ¢(N) und (a,q) =1, 1 < ¢ < Nk-1,

so dass
1

— qufl :




Nach (5) muss aber N}C T > wlqg sein, dies ergibt

—N'z < g< NVL
Es gilt also die Abschitzung (4): S < Nl-%+e

Uberlegungen &hnlicher Art lassen sich fiir alle Félle durchfiihren, in denen oy, algebraisch ist.

1.6.2. Zetasummen.
Wir betrachten nun die Zetasummen

5
a<n<b
die bei der Approximation und Abschétzung der Riemannschen (-Funktion eine Rolle spielen.

LEMMA 1.6.1

Esseik e Nundt>1, bTT” < %tiﬁ und
H 2 k-1, k
(m 1 m (=) 'm
(1) ZeXp(_Zt<E_§'ﬁ+”'+T)> <M
m=1
fir alle p < b—a. Dann gilt
b
Z n N < C-M
n=a+1
mit einer absoluten Konstanten C > 0.
BEWEIS
Es ist
b b—a
Yo Z et log(n) Z efz't-log(aer)
n=a-+1 m=1
b—a ‘ b—a m m
= || = 3 e (<itom () e (it o (;)>'
m=1 m=1
mit
1 (_1)1971 0 (_1)l71
pe(u) = u— §U2 et Tuk AMEEY ul .
I=k+1
Weiter sei

>4

l:k+1l
Die Funktionen exp(—it - qi(u)) und exp(t - ri(u)) besitzen fiir |u| < 1 konvergente Potenzreihenent-
wicklungen

exp (—it - g (u qu u” , exp (t-ry(u Zgu

Betrachtet man die Berechnungen der Koefﬁmenten fu(t) und g, (t), so erglbt ein Vergleich
(2) 1f )] < gu(t).

Wir erhalten
00 b—a
fL(t) v . m (——1)k_17nk
it == X7 .

==
v=0
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Partielle Summation (Lemma 1.1.1) liefert:

b—a -

m¥e~itpr(% / Z e~ tre(2) | purldu + (b— a)”_l Z e—itre (%) ,

m=1 0 m<u m<b—a

und damit

SEDINIAE (b;“)y

v=0
und wegen (2)

b— k+1
O e 2
|X| < 2M -exp t.(k—i—l) Tt S 2M-exp (- = < 2M -e*.
a _

SATZ 1.6.2
FEsseia<b<2a, k>2, K:2k*1, a<ctundt>ty. Dann ist

Z n < 0!~k (TR gk (1) + at” T log# (1)

n=a+1

BEWEIS )
Wir kénnen a < 4t#+1 annehmen, da sonst die Abschétzung trivial ist. Wir setzen

1 1
1) w= [pare]

2
und ¥ =Xy 4 - 4+ Xy mit

atp atvptp
Yo = Z n® .y, = Z n~.
n=a+1 n=a+vu+1

Nach Lemma 1.6.1 haben wir ¥, = O(M,,), wobei M, das Maximum iiber alle x/ <y ist von

’

% 9 .
m 1 m m
S,_1 = E —it - 4 A IR AN AV _
! exp( ! (a+y,u 2 (a+wvp)? (=1) k(a—kyu)k‘))

m=1
C(tk =) dy - dpg |
sin
2(a +vp)k
Es ist nun unmoglich, die rechte Seite von (2) fiir ein einzelnes v gut abzuschétzen. Vielmehr miissen
alle v simultan betrachtet werden. Mit der Holderschen Ungleichung erhalten wir
_1> %

(k=1 dy e dp
Sin
2(a +vp)*

tk— 1) dy - dy_s
2@ +vp)k

Nach Satz 1.2.5 haben wir

1 k
(2 S < plmE 4t > min (u,
1<dy,..., dip_1<p

N
3) ¥ < (N+ 1)u1_% —i—,ul_% Z Z min <,u,

v=0 \1<d1,....dx_1<p

Wir setzen zur Abkiirzung

(4) hv) =
Wegen

tk — 1) dy - dy_s
2(a 4 vp)kt1
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liegt die ,,Schrittweite* h(v+ 1) — h(v) zwischen konstanten Vielfachen von ¢(k —1)!dy - - - dj_ypa=*"1,
also wegen (1) von

(5) (k=1 -dy - dp_ .

Die Anzahl der Intervalle I; = [l - %ﬂ, I+ %ﬂ], die Werte von h(v) enthalten, ist daher
< (N+D)(k=1D)dy-dpp " +1.

Wir schétzen fiir ein festes (k — 1)-Tupel (dy,...,dk—1) den Beitrag derjenigen Terme zur Summe in
(3) ab, fir die h(v) in I; liegt. Wir fithren eine Zdhlung durch, die derjenigen im Beweis von Lemma
1.5.2 dhnelt. Fiir festes s < log(t) gilt fiir die Anzahl A(s) der Indices v mit

ir —h(v)] < 2°(k—1)!-dy---dp_pu"
die Abschétzung A(s) = O(2%). Daher ist der Beitrag nur

0( (¥ log(t) > .

dy - dp_q

Die v-Summe in (3) ist daher < (N + 1)log(t) + p*log(t)*. Wenn wir iiber die (k — 1)-Tupel
(di,...,dk—1) summieren, erhalten wir

Y < (N+D)pl % + (N+ Dpl " xpk + t(N+ 1) % - u- (logk (¢)) .
Wegen N + 1 < bfT“ +1= O(tK;H) folgt die Behauptung. O

BEISPIEL 1.6.1
Wir wollen die Summe

¥ o= Z n~" fiira = [\/%] , b= 2a

a<n<b

abschétzen. Wir wenden Satz 1.6.2 an mit & = 2 und erhalten

Y < azt log%(t) + at*%log(t) < tite
&

Satz 1.6.2 kann zusammen mit der Approximation nach Hardy-Littlewood

tl—s

(+) () = D n™" = 7 +O0(t7) . s=o+it

n<t

dazu verwendet werden, die Groflenordnung der Riemannschen (-Funktion im kritischen Streifen ab-
zuschétzen. Es empfiehlt sich jedoch, insbesondere in der Niéhe von o = %, die approximative Funk-
tionalgleichung der (-Funktion zu verwenden. Statt der ,langen* Zeta-Summe

2"
n<t
in (%) enthélt die approximative Funktionalgleichung die kiirzeren Zeta-Summen
)LD Dl
n<zx n<y

mit x -y = t. Die Methode zur Herleitung der approximativen Funktionalgleichung kann auch da-
zu verwendet werden, Weylsche Exponentialsummen abzuschétzen. Diese Methode geht auf van der
Corput zuriick.
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1.7. Exponentialintegrale

Die zweite Hauptidee zur Abschéitzung von Weylschen Exponentialsummen, die auf van der Corput
zuriickgeht, besteht darin, diese durch Exponentialintegrale abzuschiétzen:

DEFINITION 1.7.1
Unter einem Exponentialintegral versteht man ein Integral der Form

b

[ot@etrtanas.

a
wobei f und g auf dem Intervall [a, b] stetig-differenzierbar sind.
Der einfachste Fall ist wiederum der, in dem f ein lineares Polynom und g(x) = 1 konstant ist. Hier
lésst sich das Integral direkt auswerten. Dieser Fall liefert auch die Grundidee fiir die Behandlung des

allgemeinen Falls. Es sei also f(x) = Az + Ao mit A\g, A1 € R und A\ # 0, dann ist

b
(1.1) /e(f(q:))da: - %;1 (e(\b + Ao) — e(Aa+ Ao)) -

76(f(w))dx e (%) ,

a

Insbesondere ist

wobei m eine untere Schranke fiir die Groe der Ableitung |f/(z)| ist: |f'(z)] > m := A;. Die Grofle
der Ableitung f’(x) misst die Schnelligkeit der Oszillation des Integranden e(f(x)). Die Funktion
e(AMz + Ao) hat die Periode ‘)\—11‘ = % Schnelle Oszillation des Integranden bewirkt einen kleinen
Wert des Exponentialintegrals

b

[ets@is .

a

Diese Beobachtung gilt auch fiir allgemeinere Situationen:

LEmMMA 1.7.1
Es seia <bund f,g: [a,b] — R stetig-differenzierbar auf |a,b]. Es sei }‘?,((g;)) monoton auf |a,b] und

‘M
g(z)

>m >0, dann gilt

6
=

(1) / g(@)e(f(x))dz| <

a

BEWEIS
Wir behandeln (1) zunéchst fiir den Spezialfall f(z) = = und schétzen

mit g monoton und stetig-differenzierbar ab. Partielle Integration ergibt

b b b x
@) [o@eiz = o) | [ewiz |~ [¢@) | [etwan | do < 290)+209@ +ig0)) < -

27



Im allgemeinen Fall substituieren wir u = f(x) und definieren «, 5 durch f(a) = o und f(b) = 3. Es
sei f~1(u) die Umkehrfunktion von f. Wegen

df " (u) 1

du  f(f(u))

erhalten wir aus (2)

B 1,
Jot@etstanas = [ew 0 < 2

a

g

Als néichstes betrachten wir die Moglichkeit, dass die Ableitung f’(z) im Exponentialintegral in einem
Punkt ¢ des Integrationsbereichs verschwindet: f’(c¢) = 0. Man sagt dann auch: e(f(z)) besitzt in
x = c eine stationére Phase. Grob gesagt ist ¢ ein Punkt, in dessen unmittelbarer Umgebung e(f(x))
nicht oszilliert.

LEMMA 1.7.2
Esseia <bundg: [a,b] — R stetig differenzierbar sowie f : [a,b] — R zweimal stetig-differenzierbar.

Auf [a,b] sei fg,((z)) monoton und |g(x)| < M sowie |f"(x)| > r. Dann ist

b

/ g(m)e(f(@))dz| <

a

12M
NG

BEWEIS
Wegen e(—f(x)) = e(f(z)) geniigt es, sich auf den Fall f”(x) > r > 0 zu beschréinken. Dann ist f’(z)
auf [a, b] monoton wachsend. Es gibt dann héchstens einen Punkt ¢ € [a,b] mit f'(¢) = 0. In diesem
Fall setzen wir ¢ = ¢. Falls f/(x) > 0 ist fiir alle 2 € [a,b] setzen wir ¢y = a, falls f/'(x) < 0 fiir alle
x € [a,b] ist setzen wir ¢g = b. Fiir 6 > 0 sei ¢;1(0) = max(a,co — §) sowie c2(d) = min(b, co + 9). Wir
zerlegen das Exponentialintegral zu

b

/ g@ef@)de = T+ Lo + I

a

mit c1(9) c2(9) b
L - / g@e(f(@)dz , I = / g(@)e(f(@))dw , Iy = / g()e(f(x))dx
a c1(96) c2(9)

und bestimmen § > 0 spéter. In I; und I3 oszilliert e(f(x)) stark, in I bzw. der Umgebung der
stationdren Phase dagegen schwach. Ist ¢;(0) = a, so ist I; = 0. Andernfalls ist fiir = € [a, ¢1(0)]

@) > / F@)lde > 67
c—90

Nach Lemma 1.7.1 ist dann |[;] < %. Eine analoge Abschétzung ergibt |I3] < %. SchlieSlich wird
I, trivial abgeschétzt: |12 < 20M. Insgesamt erhalten wir

/g(m)e(f(x))dx < 1?’{” + 20M .

a

Wir wihlen ¢ so, dass beide Terme gleich groff sind:




Dalfiir erhalten wir

O

Es ist auch moglich, unter gewissen Bedingungen ein Exponentialintegral mit stationérer Phase asym-
ptotisch auszuwerten. Da wir diese Resultate im Folgenden nicht bendétigen, begniigen wir uns mit
einer Beweisskizze:

LEMMA 1.7.3
Es sei f: [a,b] — R dreimal differenzierbar auf (a,b). Auf (a,b) gelte mit C >0

0< A< f”(x) < Chy \f”’(x)] < C)s.
Es sei f'(¢) =0 mit a < ¢ <b. Dann gilt
e%wi+27rif(c) _%

[etranar - —G;@5§—+OC(A2;é)+4x>Qnmuﬂ«wr%A;%)+4x;Qnmeam—%A;%>.

BEWEIS (SKIZZE)
Wie im Beweis von Lemma 1.7.2 spalten wir den Integrationsbereich auf:

b c—0 c+6 b
/e(f(m))da: = / + /5 + / .
a a c— c+d

Das erste und das dritte Integral, in denen e(f(x)) stark oszilliert, werden mittels Lemma 1.7.1 ab-
geschiitzt. Approximation von f(z) nach dem Satz von Taylor fiihrt zu

c+46 c+d
1
[etsands = etr@ [ e (5= 1@ (140 (- *x) ) o
c—§ c—9d
Das Integral
c+d 1
/e (i(m - c)2f”(c)> dx
c—4
wird mit dem uneigentlichen Integral
1 2 el
e §(x —o)*f"(c) | dz
verglichen, dessen Wert mittels komplexer Integration bestimmt werden kann. O

1.8. Methode von van der Corput und die approximative Funktionalgleichung

Wir kommen nun zum zentralen Satz, der Exponentialsummen mit Summen iiber Exponentialintegrale
vergleicht. Wegen wichtiger Anwendungen wollen wir etwas allgemeinere Summen der Form

Y g(me(f(n)

a<n<b

betrachten, in denen g eine stetig-differenzierbare Funktion ist. Die Grundidee ist die Anwendung der

Poissonschen Summenformel
S o) = b0
nez nez

29



mit der Fouriertransformierten

von ® auf die Funktion

(we(f(u)) falls a<u<b
®(u) = {9 0 sonst '

Unser Vorgehen wird viel mit dem Beweis der Poissonschen Summenformel (Aufgabe 22 aus Funk-
tionentheorie II) gemeinsam haben.

SATZ 1.8.1
FEs seia <bund f: [a,b] — R stetig-differenzierbar mit monotoner Ableitung f'(x). g : [a,b] — R sei

positiv, monoton fallend und stetig-differenzierbar, so dass |g'(z)| monoton fallend ist. Ist « = f(b)
und B = f'(a), so gilt

b
1) > ge(f) = > /g(w)e(f(w) —va)dr + O (g(a) -log(8 — a +2)) + O(lg'(a)])
a<n<b a—n<v<p+n ",
mit einer beliebigen Konstanten 0 < n < 1.
BEMERKUNG 1.8.1
Die Summationsbedingung o« — n < v < § 4 n besagt, dass die stationédre Phase des Integrals
b
[ot@rets(@) vz

ins Innere des Intervalls (a,b) fillt (oder nicht weit davon entfernt ist):
d

dz, € (a,b) : d—(f(acy)—uacy) =0 & Jz,e€(a,b): fllz)=v & a=f(b)<v<flla)=2
T

da f’ stetig und monoton fallend ist.

BEWEIS VON SATzZ 1.8.1
Wir kénnen 8 — « > 10 annehmen, zudem ist ohne Einschrankung a = m; + % und b = mgy + % fiir

my,my € Z. Bs sei némlich (@,b) das groBte in (a,b) enthaltene Teilintervall von der Form (m; +
$.mo + 1): wegen
1
> dﬂﬂ—m)<(ﬁ—a+m+ﬂm
a—n<v<B+n

dndert sich die rechte Seite von (1) hochstens um

(B-at2)~! 2
O | g(a)- / (B—a+2)dt + / %dt = O(g(a) -log(f —a+2)) .
0 (6—a+2)—1

Die linke Seite von (1) dndert sich um O(g(a)). Indem wir f(x) gegebenenfalls durch h(z) = f(x) —kx
fiir k € Z ersetzen, konnen wir zudem annehmen, dass n — 1 < a < 7 ist. Wir erinnern an folgende
Sétze und Definitionen aus der Vorlesung Funktionentheorie II. Nach Definition 2.0.1 (Zusatzinhalte
zu Funktionentheorie II) sind Dirichletkern D,, und Féjerkern F), gegeben durch
N 1 N
Dy(z) = kZNe(kl‘) , Fn(z) = 2N+1kZNDk($)-

30



Nach Satz 2.0.4 (Zusatzinhalte zu Funktionentheorie II) gilt fiir & : R — C stetig
n+%
(2) lim O(t)Fn(t)dt = ®(n)

N—oo

1
n—3

fiir alle n € Z. Es ist klar, dass (2) auch schon gilt, wenn ® auf [n — 3,n + 3] stetig ist. Wir wenden
(2) an mit

(1) = {g(t)e(f(t)) falls a<t<b
0 sonst
und erhalten

b

e > self ) = Jim g Z > / o(0)e(1 (1) — vt

a<n<b Nv=—k

Es sei I = (o —n, 8 +n). Wir schitzen die Summe

k b
> [atoetso - vy

vegl a

ab. Wir haben
(1 [Jottretste) = vyt = o (1) - 1)
mit

b
/f, L e )t ) = [ - e,

Wegen e(va) = e(vb) = (—1)” und der Monotonie von f’(z) — v haben wir fiir v ¢ T

aw) = [s SG=2]" Zg(t)e(f(t) 05 (= )
> .

_ (_1)u+lg(b) B (_1)z/+1

a—v 8—v

1 1

a—v [-v

(@) + 0 (sta)-

Wir teilen die Summe

k

Z Ji(v) = X1+ X
auf mit

k k

21 == Z Jl(lj) ; EQ = Z Jl(lj)
v=—k v=—k
n<ii-a) 1545

Die alternierenden Summen ) (O}# und Z — " sind O(1) nach dem Leibniz-Kriterium. Fiir

v| >4(8 —a) ist 4= < 2 sowie 7— < 2, und daher
a—v v B—v v

L UB-a)

V2

1 1

a—v (-v
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Wir erhalten ¥; < g(a) -log(8 — o + 2) und X9 < g(a). Damit ist

(5) Z J1(v) < g(a)-log(f—a+2).
D;&;k
Nach Lemma 1.6.1 ist
. 1 1
) 5w < W@ (o + )
und damit

ZJQ < |g'(a)].

V;é;k
Aus (5) und (6) folgt
b
> [otets) - vyt < gla)-log(5 - a+2)+ ¢ @)
Vu:gz}k @
also
g b b
> /g(t)e(f(t)—'/f)dt =) /g(t)e(f(t)—l/t)dt + O (g(a) - log(8 — a+2)) + O(lg'(a)]).
v=—k", a—n<v<p+n ",
Mit (3) folgt die Behauptung des Satzes. O
SATZ 1.8.2

Es seia <b, f: [a,b] — R stetig differenzierbar und f'(x) monoton. Es sei |f'(x)] < 0 <1, dann gilt
b

S e(f(n) = / e(f(x))dx + Op(1).

a

BEWEIS

Ohne Einschréinkung kénnen wir f/(z) als monoton fallend annehmen. Wir wenden Satz 1.8.1 mit
7 < 1—6 an, dann wird die Summationsbedingung o« — n < v < (8 + 1 entweder allein fiir v = 0 oder
fiir kein v erfiillt. O

Satz 1.8.3 (Hardy-Littlewood-Approximation)
Es seio > 09 >0 und |t| < 2”—’” fir ein festes C > 1, dann gilt

(HL) =y o0,0(277) -
n<x

BEWEIS
Nach der Eulerschen Summenformel gilt fiir ¢ > 0

5 Nl s

1 - 1

(1) Zn s—s/u—[u]—i)usﬂu— s §N*s

N

(vgl. Ubungsaufgaben 13 und 31 aus Funktionentheorie IT). Wir wenden Satz 1.8.1 auf die Summe
>
r<n<N
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an mit f(u) = —% und g(u) = u~*. Wegen der Bedingung |t| < 2Z% gilt

()] =

fiir u > z. Die Summationsbedingung @ — n < v < 8 + n ist fiir den einzigen Term v = 0 erfiillt, und
wir erhalten

t <1
2mu

N .’El_s Nl—s
Z n=* = /usdu + anyC(xia) - _1 — S * 1-—s T OUO:C(xig) '
r<n<N x
Die Behauptung (HL) folgt nun aus (1) fiir N — oc. O

2w

Wiéhlen wir  kleiner als durch die Bedingung [t| < & vorgegeben, so wird die Bedingung a—n < v <
B +n noch von weiteren Werten aufler fiir v = 0 erfiillt. Die daraus resultierenden Exponentialintegrale
konnen asymptotisch ausgewertet werden. Dies soll im néchsten Lemma geschehen. Daraus werden wir
dann eine schwache Form der approximativen Funktionalgleichung fiir die Riemannsche (-Funktion
ableiten.

LEMMA 1.8.4

Essei0<o<1,2>0,y=5=. Firv<y-—n ist
y o\t e xl=e v
(1) /e(uu)usds =TI(1l-s)- <—) + ON79) + O( " > + O< T > .
i v—y

x
Firy—m<v<y+nist

T

(2) /ul_se(uu)du <z <i2)_

NI

Y
0

BEWEIS
Wir zeigen zuerst

7 AN
(3) /e(uu)usdu =TI(1-s)- (—> .

i

0

Die Substitution w = —2wivu ergibt

0o 9y s—1 —100
/e(yu)u_sdu = <—) /w_se_wdw.
i

0 0

Wir ersetzen nun den Integrationsweg 1 = [0, —ioo) durch den Integrationsweg [0, 00). Dazu betrach-
ten wir die geschlossene Kurve

e+ (1—7)R falls 0<7<1

. o v(T5¢€) falls 1<7<2
Srie, R) := —(3—1)ie — (1 —2)iR falls 2<7<3"

o(T; R) falls 3<71<4

Dabei durchléduft v(7;¢) den Viertelkreis {|z| = ¢, Re(z) > 0, Im(z) < 0} im negativen Sinne, o(7; R)
dagegen den Viertelkreis {|z| = R, Re(z) > 0, Im(z) < 0} im positiven Sinne. Nach dem Cauchyschen

Integralsatz ist
/ w e Ydw = 0.

S( ;e,R)
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Man zeigt leicht, dass

lim w e Ydw = 0 sowie lim w e Udw = 0
e—04+ R—o0
7( 5e) o( ;R)
ist. Daher gilt
—100 [e)
/w_se_wdw = /w_se_wdw =T(1-s).
0 0

Damit ist (3) gezeigt. Partielle Integration ergibt

() 7e(yu)u_8du - [?1 e(yu)r _ Zmiv 7u1_se(yu)du.
0

— 8 0 1—s

Wir wenden Lemma 1.7.1 an mit g(u) = u!~7 und f(u) = vu — %. Dann ist
1

und monoton fallend, also ist —% monoton wachsend. Lemma 1.7.1 ergibt

(5) 7u1_se(uu)du ~ 0 (ji;) .
0

Aus (5) und (4) folgt

(6) 7ulse(l/u)du =0 <x1t_0 > i y> )
0

Fiir hinreichend grofie N ist Vﬁ% monoton fallend. Nach Lemma 1.7.1 erhalten wir
> —0
(7) /e(l/u)u_sdu < Lt
N YT mN
Nach Lemma 1.7.2 folgt (2), und aus (3), (5), (6) und (7) folgt (1). O

SaTz 1.8.5 (Approximative Funktionalgleichung, schwache Form)
Esseih>0,0<o<1und2rzy=t mitx>h>0,y>h>0. Dann gilt

(1) Cs) = Y 0™ 4 x(s) Y 0"t + Oplaloglt]) + Op(t]27y" 1)
n<zx n<y
mit ( )
— ot cos (K2) T r(e) L = 2t e ST g
x(s) = 2 T cos( 2) I'(s) 2 T T cos(%) I(1l-s).

BEMERKUNG 1.8.2 )
(1) hat starke formale Ahnlichkeit mit der exakten Funktionalgleichung

((s) = x(s)¢(1 =)
der Riemannschen (-Funktion, die auch - wie Satz 1.8.1 - mit der Poissonschen Summenformel
bewiesen werden kann. Unter der approximativen Funktionalgleichung versteht man die Aussage

Cs) = Y 0™ 4+ x(s) Y 0"t + Opla™) + Ou(lt]Z 7y Y,
n<lx nly
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indem also das Restglied Oy (z~7log |t|) durch Op(z~7) ersetzt ist. Fiir die meisten Anwendungen ist
dieser Unterschied ohne Bedeutung.

BEWEIS VON SATZ 1.8.5
Wie im Beweis von Satz 1.8.3 gehen wir wieder von der Beziehung

o0

(2) Zn N s/(u— [u] — %)u_s_ldu - %N_S

N

aus und wenden Satz 1.8.1 auf die Summe

>

r<n<N
mit f(u) = tlog( ) und g(u) =u~7 an. Also
N
-5 __ —5 —0 t t
Z n~% = Z /e(—yu)u du + O (z77log(L — £ +2)) .
z<nEN —y—n<v<—glytn 'z
Der Term fiir v = 0 ergibt
N 1-s Nl s
- _
“Pdu = — .
/u “ 1—s * 1-—s
xT
Daher folgt mit (2):
(3) Zn*s + Z (vu)udu + O (277 log(t)) + On(tN~7).

n<lz 1<v<y+n",

Mit Lemma 1.8.4 erhalten wir

(4) > / vuu " du = (27”)1 T(l—s)- >  v*'+ O(N7log(t))

1<v<y+n*, 1<v<y—n
O ‘Tl_a 4 O 1—0 ([t *%
+ t Z v—y + (w (1_2) )
1<v<y—n
o\ 57! 1%y log(t)
= (= r(l— s=1 o
( ; ) (1—29) Z v’ + O(N77) + O( : )
1<v<y—n
Wegen
25—1
) = 2t By 2T e (e ) r
2T - —7t
=7 T(1—s)-(1+0(™))
folgt die Behauptung aus (3) und (4) fiir N — oo. O
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1.9. Abschitzung von Weylschen Exponentialsummen nach van der Corput

Die Ergebnisse des vorigen Abschnitts kénnen auf die Abschétzung von Weylschen Exponentialsum-

> e(f(n)

a<n<b
selbst angewendet werden, wenn man iiber geeignete Schranken fiir die zweite Ableitung f” verfiigt.

SATZ 1.9.1
Es seia<bmitb>a+1. Es sei f: [a,b] = R zweimal stetig-differenzierbar und

0 <X < @) < b

Dann st

Z e(f(n)) < h«(b—a).)é n )\2—%

a<n<b

BEWEIS

Wir kénnen Ay < 1 annehmen, da die Behauptung sonst trivial ist. Die Voraussetzungen von Satz
1.8.1 sind dann erfiillt. Es sei f'(b) = « sowie f'(a) = (. Nach Satz 1.8.1 ist mit beliebigem 1 und
0<n<1dann

b
S e(f) = Y / e(f(x) — vr)dz + O(log(p — o +2)).
a<n<b a—n<v<p+n ",

Nach Lemma 1.7.2 ist

b
(1) / ) —vz)dr < )\2
fiir alle v. Es ist
(2) B—a = f'(b)—fla) = O((b—a) h-X),
und wegen
log(B—a+2) = O(log(B—a+2)) = O((b—a)Xy) + O(1) = O((b—a)-h- )\2%) + O(1).
folgt die Behauptung. O

Exponentialsummen kénnen auch behandelt werden, indem man zuerst einen - oder mehrere - ver-
allgemeinerte Weylschritte anwendet, und den van der Corput-Schritt (Satz 1.8.1) auf die daraus
entstehenden neuen Exponentialsummen. Man kann die Schritte auch beliebig hintereinander schal-
ten.

SATZ 1.9.2 (Weylschritt)
Essei f: [a,b] >R, a<u<b, 1<qg<b—a, dann ist

1
2

S etfm)) < 204 [P0 ST et — Fn))

1
2 q v=1 |a<n<b—v

BEWEIS
Wir definieren e(f(n)) = 0 falls n < a oder n > b ist. Es ist

Ze :—ZZ (n+v)) + 0(qg+1)

a<n<b a<n<bu 1
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mit 0] <1 (vgl. Ubungsaufgabe 9). Anwendung der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung ergibt

2 2
q
(1) Z e(f(n))| < —2 (b—a)- Z Z f(n+v))
a<n<b q a<n<b |v=1
Es ist
q 2 q q
Z Z fln+v))| = Z Z Z e(f(n4+wve) — f(n+1v1)) = X1 + 2%y
a<n<b |v=1 v1=1 v2=1 a<n<b
mit
Si= ) Y eflntw)—flntwm) , To = > Y e(f(ntw) = fln+n)).
1<v1,v9<q a<n<b 1<v1,v9<q a<n<b
v]1=v9 u1<u2
Wir haben
(2) Y1 < q(b—a).

Fiir ein festes Paar (m,v) mit 1 <v < g—1und m € Z gibt es (¢ —v) Tripel (n,v1,v) mit 1 < vy < g,
1<w<qgundn+vi=m,n+1vys=m+wv. Also

q—1 q—1

(3) Soo= Y (¢-v) ) elflm+v) = f(m) < qY |> e(f(m+v)=- f(m)
v=1 m v=1| m
Aus (1), (2) und (3) folgt die Behauptung. O

So wie in der Weylschen Methode die Polynome k-ten Grades Py im Weylschritt durch die Anwendung
der Differenzenoperatoren A, durch Polynome (k — 1)-ten Grades A, (Py) ersetzt werden, so konnen
jetzt Funktionen f, fiir deren k-te Ableitung Schranken gegeben sind, durch Funktionen A, (f) ersetzt
werden, fiir deren (k — 1)-te Ableitung Schranken vorliegen.

SATZ 1.9.3
Esseia<n<bmitb—a>1. Es sei f: [a,b] = R dreimal stetig-differenzierbar und

A3 < [f"(2)] < h-As,

dann st

Z e(f(n)) < h%-(b—a)-/\gé + (b—a)%)\;%

a<n<b

BEWEIS )
Wir kénnen A3 < 1 und /\; 3 < b — a voraussetzen, da sonst die Behauptung trivial ist. Es sei

9(x) = A(f)(@) = fle+v)— flz),

dann ist
(1) §'(@) = [@t+v)— (@) = v [+ o)
mit 0 < 8 < 1 nach dem Mittelwertsatz. Nach dem Weylschritt 1.9.2 haben wir
q—1 2
> i) < 0 (AN Y Anm)

a<n<b qz q

Mit Satz 1.9.1 und (1) folgt

S e(fn) < 5 (bqaq 1( (b— a)AZ + v~ 2)\31>>%

v=1

v=1 |a<n<b—v
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b—a

< —
qi

1
+ (h(b — a)Zq%)\% +(b— a)q_%)\_%) i
3 3

1 1
< (b—a)q i h?(b — a)q%)\g‘ + (b— a)%q_i)\3 1.
_1
Die beiden ersten Terme sind von der selben GroBenordnung (in A3), wenn g = [A5 *] ist. Daraus folgt

die Behauptung. O

Wir behandeln nun den allgemeinen Fall, in dem Schranken fiir die k-te Ableitung existieren. Im Hin-
blick auf Anwendungen ist es wichtig, dass die in den O- und <-Absch#tzungen impliziten Konstanten
unabhéngig von k gewdhlt werden koénnen.

SATZ 1.9.4
Es seik >3, f: [a,b] = R k-mal stetig-differenzierbar, sowie

Me < fB@) < hox, b—a>1, K=2"",
dann ist

Y elf(n) < h%(b—a))\]f’(il‘z’) + (b—a)l"FA 2

a<n<b

BEWEIS
Wir kénnen wieder Ay < 1 und f*)(z) > 0 annehmen. AuBerdem kénnen wir
1

(1) 20,57 < b—a

1 1
annehmen, da sonst \, >~ > (b — a)?, also (b — a)l_%)\k_ 272 > (b — a) ist. Wir fithren den
Beweis durch Induktion nach k. Der Fall k£ = 3 ist Satz 1.9.3, es bleibt also noch der Schritt £k —1 — k
zu zeigen. Dazu sei g(z) = f(x +v) — f(x), dann ist

9" V@) = fE V@) = FE@) = v fO
mit r < £ < z 4+ v nach dem Mittelwertsatz. Deshalb gilt
v < g® V(@) < hwdy.

Nach Induktionsannahme folgt

Z e(g(n))| < Alh%(b_a)(w‘k)ﬁ + AQ(b—a)lf% (V) E2

a<n<b

mit absoluten Konstanten Ay, A5 > 0. Deshalb gilt fiir 1 < ¢ <b—a:

q—1
@ Y| Y elgn)| < AR -a)g TFEATT 4 245(b— ) Tig TREN 7

da wegen k > 4
q—1 1 -5
0 T K2
gilt. Nach dem Weylschritt 1.9.2 und (2) folgt mit absoluten Konstanten Ag, A4 > 0:
> elf(n)
a<n<b

38



MIH

1 N2
< As(b—a)g 2 + Ay(b—a)2q” .(Alh%(b—a) ) 72 +245(b—a) kg TN, “)2

1 _1 __1
< As(b—a)q 2 + AJAZhE(b—a)gR AN 4 Ay(249)2(b— a) " Rg RN, T

Wir wéhlen nun ¢ = g(A\g) so, dass in den ersten beiden Termen die gleiche Potenz von \j auftritt,
1

d.h.q= [A;ﬁ] + 1. Die Bedingung ¢ < b — a in Satz 1.9.2 ist wegen (1) erfiillt. Es ist
1 1 . 1 P EC . W 1
)\k K—-1 S q S 2Ak. K—-1 qm)\;}{—zl S 2m}\él{—4 K—-1 )\2]{—2

) — k )

und wir erhalten

S elfn)| < (A3+2A4A%> h%(b—a)x,jﬁ + Ay(245)2(b—a)' T KA, ws

a<n<b

Bis auf die Konstanten ist dies die Behauptung fiir k. Wenn A; und As hinreichend grof} sind, ist

1
Az +2A4A7 < Ay, A4(2A2)% < As,
womit der Induktionsschluss k — 1 — k durchgefiihrt ist. U

1.10. Groéflenordnung der Riemannschen (-Funktion im kritischen Streifen

SaTz 1.10.1
Esseil >3 und L =21, firoc=1— 2Ll—4 gilt dann

Clo+it) < ¢ logt],

wobei die O-Konstante von | unabhdngig ist.

BEWEIS
Es geniigt, den Beweis fiir t > 0 zu fithren. Wir gehen von der Hardy-Littlewood-Abschétzung (Satz
1.8.3)

1) = Y -

n<x

—S

+OJC( )

aus firo =00 > 0,1t < 2%’”, und kénnen og > % annehmen. Wir wenden Satz 1.9.4 an mit

tloge) . (DR — DLt
fla) = LI gy - CORZ AR
Fira <n <b<2aist
(k—1)!-t¢ (k—1)!-t¢
RS < X 77
27(2a)k ‘f ‘ 2mak

Die Voraussetzungen von Satz 1.9.4
¢ < [FP@)] < e

sind also erfiillt mit der Wahl

(k—1)-¢ &

= = = 2.
Ak 21 (2a)k 7 h
Wir erhalten
1 1
it 2k (k—1)!-t\2K= L2 [(k=1)t\ =2
% .q- | 2~ R RS A
Z nos e < 27 (2a)k o 27 (2a)k

a<n<b
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1——Fk 1 1-24k_ 1
& a 2K-2 .{2K—2 4 q K 2K-2 .t 2K-2 |

Die beiden Terme sind gleich, falls a = t¥¥ KT ist. Falls daher
(2) a < A.{FE=2KT

mit einer absoluten Konstanten A > 0 gilt, kann der zweite Term weggelassen werden. Gilt (2), so
folgt durch partielle Summation

k 1
E n% <« a7 K2 . $7EK 2

a<n<b
i S I
und mit 0 =1 — 57— dann
l k 1
(3) Z n~% <« q2L—2 2K-2 . {2K-2
a<n<b

Wir wenden dies mit k := [ an und erhalten

(4) Y o0t <t

a<n<b

L
fiir a < A - tTL=2L¥2 ., Daraus folgt

Y -Tye

L i n
n<tL—2LF2
wobei iiber die (j,n) summiert wird mit
: L i1 L i L
1 <2 < ¢m=r-1 | 2707 giI2Lee < <277 tiImeLEe

Da iiber O(log(t)) Werte von j summiert wird ist wegen (4)

(5) Z nt < (T -log(t) .

#
n<tL—2L+2

2o T2 2

2-it<n<21-it

Wir behandeln nun die Summe

L
tTE=2LF2 <n<t

wobei iiber alle 7 summiert wird mit
fr=tree < 979t < .
Zu jedem j gibt es ein k < [, so dass
(IEDR2RTT < 979 < (FRRTE
Dann ist nach (3)
(6) >, nt < e (log(t) ' <(2Ll— 2~ ZKk— 2> Tk + I)KK— 2K 11 21(1— 2>> '

2-it<n<21-it

Nun ist 2/=% > [ —k und daher (L — K) > (I—k)K. Daraus folgt weiter (K —1)(L—K) > (K —1)(I—k)
und

—k(L-K)K—-(L-K)K+(K-L)(1-2K) > (I-k)K —k(L-K)+ (k—1)K)
und schlie3lich

l k K 1 1
(7) - : - < :
2L—2 2K-2) (k+1)K—2K+1 2K—-2 ~ 2L—2
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Aus (5), (6) und (7) folgt die Behauptung. O

Im Hinblick auf weitere Anwendungen formulieren wir nun einen allgemeinen Zusammenhang zwi-
schen der Groflenordnung der Riemannschen ¢-Funktion in der Ndhe von o = 1, sowie der Weite der
nullstellenfreien Zone von ((s), die wiederum Konsequenzen fiir die Verteilung der Primzahlen hat.
Zur Vorbereitung beweisen wir zwei funktionentheoretische Lemmata:

LEmmA 1.10.2
Es sei f holomorph und M > 1, so dass

M

< e

‘ f(s)
f(50)

auf der Kreisscheibe |s — so| < r gilt. Dann ist mit einer absoluten Konstante A > 0

J'(s) = 1
O

e s—e

AM
< —— fir |s—so| < %7“,
T

wobei o alle Nullstellen von f mit |0 — so| < %r durchlduft.

BEWEIS
Die Funktion

g(s) = f(s)-[[(s— o)

ist fiir |s — so| < r holomorph und auf der kleineren Kreisscheibe |s — so| < $r von Null verschieden.
Auf dem Rand |s — sg| = r gilt

s—ol = 57 = [s0—al,
und damit

M

< e

‘ g(s)
9(s0)

_ ‘ f(s)
f(s0)

Nach dem Maximumsprinzip gilt diese Ungleichung dann auch auf der Kreisscheibe |s — sg| < r. Wir
setzen

s§—0

50 — 0
I

= ';((580))

— 9(s)
h(s) = Log (g(30)> ,
dann ist (s) holomorph fiir |s —so| < 37. Zudem ist h(sg) = 0 und Re(h(s)) < M, nach dem Satz von
Borel-Carathéodory (Lemma 7.3.8 aus Funktionentheorie II) gibt es eine absolute Konstante A1 > 0,
so dass | f(s)| < Ay M ist fiir [s — so| < 2r. Nach der Cauchyschen Integralformel gilt fiir |s — so| < $r
dann

1 h(Z) A2M
4 = |— d
IR (s) 2mi / (z —5)? S
\zfs|:gr
mit einer absoluten Konstante Ag > 0. O
LEMmMmA 1.10.3
Es sei f holomorph und M > 1 mit
f(s) < M
f(s0)

fiir |s — so| <, und f habe zusdtzlich keine Nullstellen im Halbkreis {|s — so| < 7, Re(s) > Re(so)}-
Dann gilt

® ~Re (5
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Hat f eine Nullstelle pg auf der Strecke zwischen sy — %7“ und Sg, so gilt
) AM 1
r 50— 00

(i) —Re (J}((;(?))

A > 0 ist jeweils eine absolute Konstante.

BEWEIS
Nach Lemma 1.10.2 gilt

~Re (J}’((j;)))) < ATM — > Re (Sol_g) :

Aus Re(ﬁ) > 0 fiir alle g folgt die Behauptung. O

So—
SaTz 1.10.4
Es sei ((s) < e®®) fiirt — oo in dem Gebiet 1 —0(t) < o <2 (undt > 0), wobei ®(t) und Wlt) positiv
und monoton wachsend in t sind firt > 0, sowie
D(t
0t) <1, ®(t) — oo , %e—q’(ﬂ — 0 firt— oo.

Dann gibt es eine Konstante A; > 0, so dass ((s) keine Nullstellen im Gebiet

02t +1

o> 1-— Alg
d(2t+1)

besitzt.

BEWEIS
Es sei 8 + ~yi eine Nullstelle von ((s) in der oberen Halbebene. Die Konstanten Aj > 0 fiir &k > 2
werden im Folgenden hochstens von den Funktionen 8 und ® abhéngen. Es sei oy beliebig mit

(1) 1+e 2@t < 45y <2,
sowie

(2) so = oo +iy, sy, = oo+ 2y,
(3) r=62vy+1).

Da 6(t) monoton fllt, liegen die Kreisscheiben [s — so| < r, |s — s(| < r beide im Bereich {o +it | o >
1 —0(t)}. Wegen [((so)|™! < exp(A - ®(2y + 1)) bzw. [((sf)|™' < exp(A - ®(2y + 1)) fiir geniigend
grofles A existiert eine Konstante A > 0, so dass

(@ s L)
((s0) ¢(s0)
gilt auf den Kreisscheiben |s — sg| < 7 bzw. |s — sp| < r. Wir wenden jetzt Lemma 1.10.3 an mit
M = A®(2v + 1) und erhalten

< 6A2q>(2’y+1) < eAQ‘I)(2’y+1)

bzw. ‘

¢'(o0+2i
(5) —Re(ic(((,&rzi;’))) < As

Wir behandeln zunéchst

Fall I: Es gelte

(6) 6 > 09— %7“ .
Wir erhalten wegen 1.10.3(ii) in diesem Fall
o B(2y + 1) 1
7 R ¢ (Uo+'Z’Y) A _ )
@ e<<(do+w)) < 02v+1) o0—2
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Es ist
¢'(00)

® S < it = ) — 1 R o1,

Wie im Beweis fiir (1 + it) # 0 von Hadamard und de la Vallée-Poussin verwenden wir nun die
Ungleichung

¢'(90) ¢'(o0+i) ¢/ (00+2i)
©) o) Re (Gomtt) —re (Gotit) 2 0
fiir o > 1. Wir wenden (9) an mit 0 = 0y und erhalten mit (5), (7) und (8) dann
8a_ | 5Ad(y+1) 4
oo—1 02y +1) oo—p3 —
also
3a 545 ®(2y+1)\ !
0-F 2 (4(00 -1 T 0(2y+1) ’
und somit
_ ®(2y+1)-(00—1
(100 1-8 > ( fe__ 4 s @(QVH)) 1 (00 — 1) 1-fa— 34 Mg
= _ ' —wem L= a (2711
Hoo—1) 4 @+ oy + 345 T

Fiir hinreichend grofle v kénnen wir wegen (1)

1 6(2y+1)

11 -1 = .
(11) 70 404; B2y + 1)

und wegen (8) a = 2 wihlen. Wir erhalten aus (10)

6(2y+1)
1-0 >
b2 Biae0 +1)

und damit die Behauptung des Satzes.

Fall II:
Es gelte
1 0(2y+1)
12 <og—ir=1 : — 102y +1).
(12) bsoo=gr =140 s@y+1) 2D
Dies ergibt ebenfalls die Behauptung. 0

KoroLLAR 1.10.5

Es gibt eine absolute Konstante Ag > 0, so dass ((s) # 0 firt>0 undo >1— 10‘;—&) 1st.

BEWEIS
Nach der Hardy-Littlewood-Approximation 1.8.3 folgt, dass |((o + it)| < t2 ist fiir o > % und ¢ > 1.
Wir wenden Satz 1.10.4 an mit 6(¢) = 2 und ®(¢) = log(t), und erhalten ((s) # 0 fiir

o > 1_A1M > 11— Ao
o2t +1) log(t)

O

Mittels der Abschétzungen von Satz 1.10.1, also mittels Weylscher Exponentialsummen, lasst sich
dieses Ergebnis leicht verbessern.
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SATz 1.10.6 (Nullstellenfreie Zone der ¢(-Funktion)
Es gibt eine absolute Konstante Ag > 0, so dass ((s) # 0 ist firt >0 und

oy 4 Jos(log(n)
- " log(t)

BEWEIS

Nach Satz 1.10.1 ist

(1) C(s) < 772 - log(t)

firoc=1-— ﬁ und [ > 3. Es sei t > tg gegeben. Die folgende Definition und die Abschétzungen

gelten fiir hinreichend grofles to. Wir setzen

_ |4 log(t)
- Log(Q) o (et

und nehmen [ > 3 an. Dann ist

log(t
L < 210g1(2) 1Og(l«ag?l%(g())t)))_1 — 1 . log(t)
: 2 Tog(log(®) ’

sowie . log ()
Y2 T Tog(log)
Deshalb
I _ L _ log(log(t)) —log(log(log(t))) —log(2) log(log(t)) _ (log(log(t)))?
2L -2 — 2L — log(2) log(t) — log(t)

Deshalb ist 0 > 1 — o7, falls 0 > 1 — % ist. Nach (1) folgt

4log(log(t))

C(s) <« t2r-2 log(t) < tz dog(t) <t~ e®  -log(t) = log(t)®.
Wir wenden jetzt Satz 1.10.4 an mit

(log(log(t)))*
log(t)
und erhalten die Behauptung. O

0(t) = , ®(t) = 5log(log(t))

1.11. Mittelwertsatz fiir Dirichletpolynome und die Riemannsche (-Funktion

SaTz 1.11.1
FEs ser
N
S(s) = Zannfs, a, €C,T>0.
n=1
Dann gilt
To+T N
/ |S(it)|?dt = (T + O(Nlog(N))) - <Z|an|2> .
Ty n=1
BEWEIS

Der Beweis dhnelt dem Beweis der Parsevalschen Gleichung (vgl. Ubungsaufgabe 8). Wihrend dort
die Funktionen

egm + N e(")
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strikt orthogonal sind, d. h.
-1
14 (m1—ma)n 1 falls mi; =mgo
(Cq.mileqms) = 52)6 (f) |0 falls mg #Ema
n=

sind die entsprechenden Funktionen f, : ¢t — n~% im jetzigen Fall nur ann&hernd orthogonal bzgl.
des inneren Produkts

To+T
1 L
nnlfos) = 7 [ witmiar.
To
Es ist
TO+,11 TO+71 N N
/ |S(it)|?dt = / (Z anlnl_it> (Z an2n§t> dt
Ty Ty ni=1 no=1
To+T
= Z Ay Ty / exp (itlog(32)) dt = Y1 + X
1<ni,ne<N Ty

wobei wir in Xy {iber die Diagonalterme mit n; = ne, und in 34 iiber die anderen Terme mit ny # no
summieren. Es ist offensichtlich
N
Y =T) |an)
1 = Ap| .
n=1

Es geniigt daher zu zeigen:

To+T N
(1) > ama—m/ exp (itlog(52)) dt < Nlog(N) ) |an|*.
1<n1<na<N T a1
Es ist
To+T
/ exp (itlog(z—f)) dt = O(|10g(z—f)|_1) )
To

Daher ist wegen |an, @n,| < |an, |? + |an,|?:

< Y am YD Jlog(22)] 7.

1<ni <N 1<ng <N
ng#ng

Wir setzen no = ny + h und erhalten

|log(z—f)|_1 < %,also

Z ‘log(z—f)‘fl < Nlog(N).

1<ng<N
nog#ny

Damit folgt (1). O

Satz 1.11.1 kann dazu verwendet werden, Aussagen iiber das quadratische Mittel von Dirichletreihen
im Bereich ihrer absoluten Konvergenz zu machen. Der folgende Satz entspricht der Parsevalschen
Gleichung fiir Fourierreihen:
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SATZ 1.11.2
Es sei g € R fest. Die Dirichletreihe

o
= g apn”
n=1

sei absolut konvergent fiir s = oy + it, t € R. Dann gilt

2, —20
lglgoﬁ/|Dao+zt|dt Z|an| o,

BEWEIS
Es sei 1 > ¢ > 0 gegeben. Dann gibt es wegen der absoluten Konvergenz ein N = N (¢), so dass

(1) Z lapn™° < e.
n>N
Damit folgt fiir gentigend grofles N auch

(2) Z lan?n~2° < ¢.

n>N
Nun ist
T T | N 2
/ |D (00 + it)|?dt = / > apn” T 4 R(t)| dt
7 Zpin=1

mit einem Restglied R(¢) mit |R(t)| < e fiir alle ¢ wegen der absoluten Konvergenz. Es folgt

N
(3) /\D oo + it)|?dt — / Za n_(UOHt) dt| < 4eT (Z]an\n_”) + 2T .
n=1

Zplin= 1
Nach Satz 1.11.1 ist
TN 2 N
1 _
Thféoﬁ/ S aun 0| g = 3 g 220
Zpin=1 n=1

0

Kann die durch die Dirichletreihe D(s) = > a,,n~* definierte holomorphe Funktion in ein Gebiet links
von der absoluten Konvergenzabszisse fortgesetzt werden, so konnen héufig auch dort noch Aussagen
iiber das quadratische Mittel gemacht werden.

Satz 1.11.3
Fiir g > %, oo # 1 gilt:
[e.e]
—20
Tlgréoﬁ/K oo+ i) dt = Zln o,
n=

BEWEIS
Die Behauptung folgt fiir og > 1 sofort aus Satz 1.11.2, es sei also % < 09 < 1. Wir setzen J =

max{j | T-277 > T%} Fir 0 < j < Jsei Tj = T -277. Es sei T; < t < T beliebig, und stets
s = gg + it. Wir wenden die approximative Funktionalgleichung 1.8.5

SonT 4 xls) o w0 (a7 10glt]) + O (ItETry; )
n<w; n<y;(t)
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3_
an und wéhlen z; =T 7 sowie y; =y,(t) = ﬁ Fiir %Tj <t < Tj gilt dann

1_ . _1
X < T2 Y wt < g < 1
n<y;(t) 0

Es gibt also ein § = d(0p) > 0, so dass

= ans + R(s) , R(s) < Tj_‘s.

n<z; 8,00
Es folgt
T; T; 2 T; T;
/|§(oo+it)]2dt— / > on7tdt| < / > oM R(og + it)] dt + /|R(oo+z’t)|2dt
%Tj % n<x; % |n<z; %Tj
Cauchy T 2 % 7; 2 ) %
Schwarz -5 =—0 1 _
< ; / Z n—(o0+it) . /1dt 5<§O T]g (T + x; log(z;))2 - Z n—200
’ i, n<z; i, ’ n<w;
nach Satz 1.11.1. Also ist
J Tj 2
/yg(ao+¢t)\2dt = / D nT@FD dt 4 O g (le—é) .
2T iry =
Wieder nach Satz 1.11.1 folgt
j
(1) /|§(oo+it)]2dt = (375 + O (zlog(x;))) - > n 2.
%Tj n<x;
Auf
2Tj%
¢ (o0 +it)|* dt
1
2T

wenden wir die Hardy-Littlewood-Approximation (Satz 1.8.3) an, und erhalten ((og + it) < T3 fiir
—oT’3 <t< QT%, also

oT%
(2) / (o0 +it))?dt < T3 .
9T
Wir summieren die Beziehung (1) iiber j fiir 0 < j < J und erhalten mit (2) die Behauptung. O

1.12. Nullstellendichteabschitzungen

Das schéirfste Restglied im Primzahlsatz erhélt man unter Annahme der Riemannschen Vermutung
(RH) ((o+it) = 0fir0<o <l = o =
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d. h. alle nichttrivialen Nullstellen von ((s) liegen auf der kritischen Geraden. Wihrend die Riemann-
sche Vermutung bis heute unbewiesen ist, ist seit 1913 (Bohr und Landau) bekannt, dass die meisten
Nullstellen sehr nahe bei der kritischen Geraden liegen. Um dies zu prézisieren treffen wir

DEFINITION 1.12.1
Essei T>0und N(T)=#{o=8+1i7|¢(0)=0,0<3<1,0<y<T} Fiir £ <a <1 se

N(a,T) = #{o=0+17[¢(0)=0,8>a,0<y<T}.
Jede Nullstelle werde geméaf ihrer Vielfachheit gezéhlt.

Es wurde von Riemann vermutet und von v. Mangoldt (1894) bewiesen, dass
N(T) = %log(%) - % + O(log(T)) , T — 0.

Die Riemannsche Vermutung lésst sich formulieren als N(«,T) = 0 fiir alle o > %, wéhrend aus dem
Ergebnis von Bohr und Landau folgt:

N(a,T)
1 >1: lim —22% = 0.
(1) Vazg: fim —yy =0
Seither sind zahlreiche Ergebnisse iiber N(a,T) - so genannte Nullstellendichteabschitzungen -

bewiesen worden, von denen wir eine hier wiedergeben wollen. Die Grundidee ist die Verwendung der
approximativen Inversen My (s) von ((s):

DEFINITION 1.12.2

Fir X > 1 sei
Mx(s) = S plmn™ , fx(s) = C(s) Mx(s) 1.
n<X
Fiir o > 1 ist
(2) Jim Mx(s) = Y p(n)n™ = ()" baw. lim fx(s) = 0.
n=1

Es ist nicht bekannt, ob die unendliche Reihe (2) fiir ¢ < 1 konvergiert. Ihre Konvergenz fiir o > %
ist dquivalent zur Riemannschen Vermutung. Jedoch kann gezeigt werden, dass fiir geeignetes X die
Funktion fx(s) fiir die meisten s = ¢ + it mit o > % klein ist. Andererseits ist fx (o) = —1, falls

C(g) = 0 ist.

SAaTz 1.12.1
FEs sei X = X(0,T) > 1 und l(c) eine monoton fallende und differenzierbare Funktion mit |l'(0)| < C.
FEs set m > 0 und

T
JirxoPde < 7' og())"
ir
gleichmdfig fiir o > «. Dann ist
N(o,T) < T . 1og™+3(T)

.. 1
firo>a+ Toa(T)

BEWEIS

Es sei N; die Menge aller Nullstellen ¢ = § + 4y von ((s) mit § > 09 > a + @ und %T] <y <7
mit T; =T - 277, Wir wihlen eine , Teilmenge mit Minimalabstand“ {p1,...,0r} C N; wie folgt aus:
Es sei

Y1 = min {’y | B+iye N;j, v> %Tj + 1} , 01 = (1 + iy mit B minimal gew#hlt .
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Ist 01—1 = Bi—1 + i—1 € N; schon definiert, so sei
v = min{y|y>v_1+1, B+iy € N;firein 8} , o = [+ iy, mit §; minimal gew&hlt .

Nach Satz 8.5.10 und Korollar 8.5.11 aus Funktionentheorie II gibt es < log(7’;) Nullstellen o = 3+~
von ((s) mit y,_1 <y <1 + 1. Daher gilt

(1) |N;| < R-log(T}),

(2) Yigr—n = 1.

Die Idee fiir den Rest des Beweises ist die Folgende: In jeder Nullstelle o; fiir 1 <1 < R ist |fx(0;)|?
gro8. Dann ist | fx(s)|? groB fiir s nahe bei g;. Die obere Schranke fiir

1

/ 7ny(0 + it)|2dtdo

11
00~ 1057y 3 L4

bedingt, dass die Anzahl R klein sein muss. Versionen dieser Idee haben viele weitere Anwendungen,
beispielsweise im Groflen Sieb. Fiir 1 <[ < R sei

K = {5||5—Ql|§@}

die Kreisscheibe um den Mittelpunkt g; mit Radius 10# Wegen (2) sind die K; disjunkt. Nach der

(1)
Cauchyschen Integralformel haben wir fiir r < —logl(T)
1 fx(s)
2 X
= 5= d
fx(a) Gy / s— o s,
|8—Qz\:7’

also mit s = g; + rcos(#) + irsin(f) fiir 0 < 6 < 27

27
If%(a)| < %/!fx(gz—i-rcos(@+irsin(9))|2d0
0

und

log(T) 27
2@ < 2log(T) / /r|fx<@l+rcos<e>+z'rsin<e>>2dedr,
TToe(T)

nach Ubergang zu kartesischen Koordinaten also

Ifx ()| < 210g(T)//|fx(J+it)|2dodt.
K

Da die K| paarweise disjunkt sind, folgt nach Annahme
1 T;
3) S 1f2a)| < 1og(T) / / fx(o + it)Pdtde < T . log(T)m+1 |
1<I<R

1 1m
90— log(T) ETJ

Aus ¢(g;) = 0 folgt fx (o) = C(e)Mx(g) —1 = —1. Also mit (3): R < T;(UO) log(T)™ 1. Wegen (1)
folgt |N;| < T0) log(T)™+2. Summieren iiber j liefert schlieBlich die Behauptung. O
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LEMMA 1.12.2
Fiir ¢ > 0 gelte die Abschitzung ((5 + it) = O.(t°), dann ist

T
/|fx(%+it)!2dt < T% (T + X) - log(X) .
0

BEWEIS
Es ist

Fx(G+it)> < 2(|¢E +it))? - |[Mx (3 +it)2+1) .
Nach Satz 1.11.1 ist

T
/|Mx(% +it)]2dt < (T4 X)-log(X).
0
LEMMA 1.12.3
FirT >e seil—}—m <UT§1+%. Esseil < X <T, dann ist
g T
/\fX(JT +it)]2dt < X -log(T)" .
0
BEWEIS

Wir wenden die Hardy-Littlewood-Approximation 1.8.3 an:
1-s
x

((s) = Y n™* = [ T Oac (z77)

n<x

fir 0 > 09 > 0 und |t| < 2”79”, und erhalten mit og = % und x =T
((s) = Cr(s) + O(|tI™") mit ¢r(s) = > n™°.
n<T
Also
(1) fx(s) = Cr(s)Mx(s) =1 + O (|Mx(s)|-t7")
fiir t > 1. Nun ist

Crls) - Mx(s) = 3 blnn*

1<n<XT
mit
bn) = Y uldr).
dy<X
dy<T
didg=n
Aus
1 falls n=1
Zu(d) o {0 sonst
d|
folgt
1 falls n=1
b(n) = <0 falls n <min(X,T)
0 falls n>XT
sowie
(2) b(n)| < 7(n)



fiir die Teilerfunktion 7(n). Es sei X; = X -2/ und 2771 < T' < 27| dann ist
T 2

T
(3) /!CT(S)MX(s)—u?dt < log(T)? Z/ S b0 gr
1

0<j<J Y] |zj<n<2z;

Nach Satz 1.11.1 ist
T 2

> b TRt < (T +ajlog(ay) - Y. [b(n)Pn T

1 |z <n<2z; Tj<n<2zx;
Ubungsaufgabe 25 zeigt
(4) Z 7(n)? < z-log(x)?.

n<x
Wegen (2), (3) und (4) gilt
T
2 T 6
(5) [Cr(s)Mx () — 17dt < < -log(T)".
1
Andererseits ist
T i+l 3 9i+1 3
_ . dt
(6) /t HMx(s)ldt < / |Mx (op +it)?dt | - / 2| < log(T)° .
1 J:1<23<T 2 2
Aus (5) und (6) folgt die Behauptung. O

Aus den Abschétzungen fiir das quadratische Mittel auf den Geraden s = 3 + it (Lemma 1.12.2)
und s = op + it (Lemma 1.12.3) lédsst sich nun mittels des folgenden Konvexitétsprinzips auch eine

Abschitzung des quadratischen Mittels fiir die dazwischen liegenden Geraden o = o + it, % <o<1,
gewinnen.

LEMMA 1.12.4
Die Funktion f sei im Streifen o1 < o < go holomorph und beschrinkt. Es existiere

1oy = [t + i,

und sei gleichmdfig konvergent in o1 < o < o9. Ferner gelte

lim |£(s)| = 0

|t|—o0

gleichmdfig in 01 < o < 09. Dann gilt

g9 —0 og—0o1

J(o) < J(o1)o27o1 - J(og)721 .

BEWEIS

Wir betrachten den Spezialfall oo = 3(01 +02), fiir den die Aussage die Form J(og) < J(O’l)% -J(O’g)%
annimmt. Fiir jedes T' > 0 ist mit f(s) auch die Spiegelung an der Mittelabszisse f*(s) = f(20¢0 — 5) im
Rechteck R mit den Eckpunkten o1 2 4= 47" holomorph (was man mit Hilfe der Charakterisierung der
komplexen Differenzierbarkeit iiber die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen schnell nach-
priift). Wir ergénzen das fragliche Wegstiick v = [0¢ — iT, 09 + ¢T] auf zwei Arten zu einem geschlos-
senen Integrationsweg in R: Es sei C die linke Randhiilfte von R (negativ durchlaufen) und C9 die
rechte Randhilfte (positiv durchlaufen):
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o1+ T O'0+’L'T oy + 1T

o1 —11T o9g—1tT o09—1T
Auf der Abszisse oq ist f*(s) = f(s), also gilt
T

T
/ F(s)f*(s)ds = / F(s)Pds = / FO ) (Ddt = i / (o0 + it)dt
v v -1

Auch f- f* ist auf R holomorph, also ist das Integral nach dem Cauchyschen Integralsatz unabhéngig
vom Integrationsweg:

T

(1) / F(5)F(s)ds = / F(8)F(s)ds = / F(s)f*(s)ds = i / oo+ it) 2t
Cy Co Y

Nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung gilt

=

(2) /f<s>f*<s>ds < / £ - 1£7(s)llds] < / F(s)[2ds| - / () s
Cs Co Co Cs

NI

/\f<s>12\dsr - /\f(s)!zlds\ ,
Cs C1

wobei im letzten Schritt benutzt wurde, dass s € Cy < 209 — 5 € C gilt. Aus der Voraussetzung
|f(s)] — 0 fiir [t| — oo gleichméBig in o folgt, dass die Integrale iiber die horizontalen Wegstiicke im
Grenzwert verschwinden:

o1 —1T oo+iT oo—iT oo+iT

Jim [ 15@Plas| = Jin [ 15@)Plds| = Jim [ 17)Plas| = Jim [ 17(s)Plds] = o,
oo—1T o1+iT oo—iT oo+iT
woraus

Hop = [15(e;+inPar = Jim_ [15()Plas
—50 Cj

fiir j = 1,2 folgt. Fiir T — oo ergeben (1) und (2) damit die Konvexitétsaussage J(og) < J(o1)-J(02)
im Spezialfall oy = %(01 + 02). Nun sei M C [01, 02] die Menge aller o, fiir die

J(o—) S J(Ul)022:01 . J(02)02__011 .
gilt. Wir haben oy € M schon gezeigt, und trivialerweise ist 01,09 € M. Da o1 und oy beliebig waren
folgt, dass mit a < b aus M auch der Mittelpunkt ¢ = %(a +b) in M liegt, denn aus

ogg—a a—o go—b b—oq

abeM = J(a) < Jo1)7 et - Joo)7or , J(b) < J(o1)7o1 - J(og)7eor
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folgt nach der obigen Rechnung

gg—a .ﬂ_’_ 02=b c—a a—oq .b—c+ b—01 c—a gg—c c—oq
— J(Ul)UQ_Ul b—a ' og9—01 b—a J(O-2)02—01 b—a ' og9—01 b—a — J(O-l)ag—ol . J(O-z)ag—al

und damit ¢ € M. Induktiv liegt dann auch 27k (09 —01)in M firalle k € Nund [l =0... 2k Da M
offenbar eine dichte Teilmenge von [0, 03] ist folgt M = |01, 09], denn J(o) ist eine stetige Funktion
in o wegen der Voraussetzung, dass das Integral gleichméflig o konvergiert. O

Aus Satz 1.12.1 und den Lemmata 1.12.2 bis 1.12.4 folgt schliellich

SATZ 1.12.5
Aus der Schranke C(% +it) < t¢ folgt

N(o,T) < T*1+2)1=9) (1og(T))7
gleichmdfig fiir % <oc<1.

BEWEIS: UBUNGSAUFGABE

KORrROLLAR 1.12.6
Fiir alle e > 0 gilt

N(o,T) < TG00 Jog(T)7
&€
gleichmdfig fiir % <o<1.

BEWEIS
Dies folgt aus der Abschitzung C(% +it) < to log(t), die sich als Spezialfall fiir [ = 3 aus Satz 1.10.1
ergibt. O

KOROLLAR 1.12.7
Aus der Lindeldfschen Vermutung C(% +it) < t° folgt

N(o,T) < T@+)1=9) Jog(T)7 .
&€

BEWEIS
Das ist klar. O
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2. Primzahlen in arithmetischen Progressionen
2.1. Dirichletcharaktere

Grundlegend fiir die Behandlung von Primzahlen in arithmetischen Progressionen ist die zahlentheo-
retische Funktion des Dirichletcharakters. Einen Dirichletcharakter x mod ¢ (¢ € N) kann - wie in
der Einleitung ausgefiihrt - als Gruppenhomomorphismus

x:(Z/qZ) — (C*, )
aufgefasst werden, der stetig ist (wenn wir endliche Mengen mit der diskreten Topologie versehen,

d. h. alle Teilmengen gelten als offen). Man kann daraus auch eine zahlentheoretische Funktion gewin-
nen durch die Definition

X(n) = 0 falls ggT(q,n) #1 -

Dies fiihrt zu folgender Definition (wir identifizieren im Folgenden y und x):

. {X(n mod ¢) falls ggT(¢,n) =1

DEFINITION 2.1.1
Es sei ¢ € N. Ein Dirichletcharakter mod ¢ ist eine zahlentheoretische Funktion y : Z — C* mit
folgenden Eigenschaften:

(i) Periodizitét: x(m) = x(m + kq) fiir alle k € Z,
(ii) Multiplikativitét: x(mn) = x(m)x(n) fir alle m,n € Z,
(iii) Normierung: |x(m)| =1 fiir ggT(m,q) = 1 und x(m) = 0 falls ggT(m,q) # 1.

Der Hauptcharakter xg mod ¢ ist

1 falls ggT(m,q) =1
Xo(m) = {o falls geT(m,q) #1

SaTz 2.1.1
Fiir g € N bilden die Dirichletcharaktere mod q bzgl. der Multiplikation eine Gruppe mit ¢(q) Elemen-
ten und dem neutralem Element xo.

BEWEIS
Das Inverse des Charakters x ist y (der konjugiert-komplexe Charakter). Nach Ubungsaufgabe 7
bilden die Charaktere von (Z/qZ)* eine Gruppe, die zu (Z/qZ)* isomorph ist, insbesondere gibt es

(Z/qZ)*| = ¢(q) Charaktere mod gq. O
SaTz 2.1.2 (Orthogonalitétsrelationen)
Durchliuft m ein vollstindiges Vertretersystem mod q (etwa m =1,...,q), so ist
- _ Jelg) falls x=xo
(@) Z x(m) = { 0 falls x#xo0
m mod ¢

Durchlduft andererseits x alle Dirichletcharaktere mod q, so ist
. _ Jelg) falls m=1modgq
(if) Z% x(m) = { 0 falls m#lmodg "

x mod ¢

Daraus folgen die allgemeineren Relationen

) > atmivalm = {70 M2

1<m<q
. —— _ [e(g) falls m; =mgemodgq
(iv) Zd x(ma)x(mz) = { 0 falls mj1 Z msomod q °
x mod g
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BEWEIS
Fiir x = xo ist (i) klar. Ist x # xo, so existiert ein b mit ggT(b,q) = 1 und x(b) # 1. Da mit m auch
bm alle Reste mod ¢ durchléuft ist

x®) > xtm) = Y x(m) = > x(m),

m mod q m mod g m mod g

also Y x(m) = 0 wegen x(b) # 1. Die Aussage (ii) ist ebenfalls klar fiir m = 1 mod ¢. Der Fall
m # 1 mod ¢ erfordert als schwierigsten Teil den Nachweis der Existenz eines x mod ¢ mit x(m) # 1.
Hier wenden wir den Hauptsatz iiber endliche abelsche Gruppen an: Die Gruppe der zu q teilerfremden
Restklassen ist isomorph zu einem direkten Produkt von zyklischen Gruppen Z;:

(Z)qZ)" = Zy x -+ X Zp.

Essei |Z)| =n;und Z; = {ey, 2, . . . 72;”71}' Dann sind sdmtliche Charaktere x;; von Z; gegeben durch

Xjl = en,(J) = GXP(QZ—ZU> , 0<j<m—1.
Sdmtliche Charaktere von Z7 X --- x Z; haben dann die Form
X((h1,. - he)) = xjia(ha) - X (he) o hi € Z;.

Fiir b = (hq,... yhr) # (e1,...,e.) gibt es daher stets einen Charakter y von Z; x -+ X Z,, so dass
x(h) # 1 ist. Ist also m # 1 mod ¢, so gibt es x; mod ¢ mit x1(m) # 1. Da mit x auch yix alle
Dirichletcharaktere mod ¢ durchlauft, folgt

xim) > xm) = > xamx(m) = D ax)m) = > x(m).
x mod ¢ x mod ¢ x mod g x mod g
Wegen x1(m) # 1 folgt > x(m) = 0. Mit x1 und x2 ist auch x;X2 ein Dirichletcharakter mod ¢, und
es ist x1X2 = Xo genau dann, wenn y; = Y2 ist, daraus folgt (iii). Weiter ist x(mso)x(mse) = 1 fiir
geT(ma,q) = 1, da x(ma) = x(m5 ") ist (my ! ist das Inverse von mg mod ¢). Also

> xtmi)x(ma) = > x(mumy').

x mod m x mod m

Daraus folgt (iv). O

Die Orthogonalitétsrelation (iv) erméglicht es, aus einer Zahlenfolge (a,,) die Indizes einer gewiinschten
Restklasse ,, herauszufiltern®:

SATZ 2.1.3
Es sei g € N mit ggT(l,q) =1 und (a,);2, eine Zahlenfolge. Dann gilt

Z an = L Z WA(an)

©(q)

nz?iﬁd q X mod q
mit
A('%X) = ZanX(n)
n<x

sowie

9] 1 L

Z an = ﬁ Z x(DA(x)

n=1 wia x mod ¢

n=[l mod g
mat
Ax) = anx(n)
n=1

falls die entsprechenden unendlichen Reihen konvergieren.

55



BEWEIS

Es ist
1 S 1 -
@ Z X(DA(z,x) = Z an @ Z x(Ox(n) | = Z an
x mod g n<x x mod ¢ nz?iﬁd .
nach Satz 2.1.2(iv). O

2.2. Dirichletsche L-Reihen, Primzahlen in arithmetischen Progressionen

DEFINITION 2.2.1
Es sei ¢ € N und x ein Dirichletcharakter mod ¢. Unter der Dirichletschen L-Reihe L(s,x) zu x
versteht man

L(s,x) = Y _ x(n)n™*.
n=1

SATZ 2.2.1

Es sei ¢ € N und x ein Dirichletcharakter mod q. L(s,x) ist fir o > 1 normal konvergent, und fir
X # Xo sogar fir o > 0. L(s,x) stellt fir o > 1 (bzw. o > 0 fiir x # xo) eine holomorphe Funktion
dar. Fir o > 1 gilt die normal konvergente Eulerproduktdarstellung

(1) L) = [[——

— -5’
1= Xx()p

insbesondere ist L(s,x) # 0 fir o > 1. Im Fall x = xo ist

2) L(s,x0) = ¢(s)- [[(1=p7") .
plg

Daher kann L(s, xo) zu einer in o > 0 meromorphen Funktion fortgesetzt werden.

BEWEIS
Mit partieller Summation gilt

(3) Zx(n)n_s = lim N_SZX(n) - s/ Zx(n) w5 du .
n=1 1

Fiir x # xo gilt

3

—_
3
IN
IS

Damit existiert die rechte Seite von (3) fiir ¢ > 0. Die Eulerproduktdarstellung wurde in Ubungs-
aufgabe 24 aus Funktionentheorie II bewiesen. Es ist

[0 falls p|gq
Xo(p) = {1 falls pfq °
also fiir o > 1

L(s,xo) = [[a=p) " = JJa-p) ' [[0 =07 = ¢s)- [JA-p7).

pYq P plg plg
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DEFINITION 2.2.2
Es sei ¢ € N und x ein Dirichletcharakter mod ¢. Wir setzen

Ulax) = D Amxn) , Ylxgl) = Y, Am) , w(zql) = D 1.

n<x n<z p<z prim
n=[l mod ¢q p=Il mod ¢
SATZ 2.2.2
FEs ist .
i x mod g
BEWEIS
Das ist gerade die Aussage von Satz 2.1.3. O

Wir formulieren ohne Beweis

SATZ 2.2.3 (Primzahlsatz fiir arithmetische Progressionen)
Es sei q € N fest und ggT(q,l) = 1, dann ist

z—o0 2/ (0(q) - log())

Eine Moglichkeit, diesen Satz zu beweisen, ist, in simtlichen Uberlegungen, die zum Beweis des Prim-
zahlsatzes (Satz 8.3.5 aus Funktionentheorie II) fiithrten, die Riemannsche ¢-Funktion durch die Rei-
hen L(s,x) zu ersetzen. Jede der beiden Vorgehensweisen der Vorlesung Funktionentheorie II kann
ibertragen werden. Zum einen kann das Ergebnis von Satz 8.3.7 {(1 + it) # 0 auf Dirichletsche
L-Reihen iibertragen werden: L(1 + it, ) # 0. Daraus folgt wie in Satz 8.3.10

lim 7¢($,X0) —T 0 sowie lim L(%X)

T—00 €T T—00 €T

= 0 fiir x # xo0 -

Die andere Moglichkeit besteht in der Herleitung von expliziten Formeln. Zunéchst wird die Koeffizi-

entenformel
b+iT

1 C'(s) a® rlog(z)?
b—iT
verallgemeinert zu
. b+iT Disy) o log(2)?
_ 1 _L'(s,x) «*° z log(x
Uz x) = 5 Tisx) s ds + Oy (7T ) , t¢N.
—iT

Eine Verschiebung des Integrationswegs fithrt dann zu einer Verallgemeinerung der expliziten Formel
(Satz 8.6.2) der Form

x® rlog(T)? rlog(z)? 1
= BEx)z - Y = roe\L ) Lo8\T)” _ :
U(x,x) (x)-x > + Oy ( Tlog() + Oy T , m + 5 meN
IIm(g)| <T

mit

0 falls x # xo

Die Ergebnisse iiber nullstellenfreie Zonen und Nullstellendichte sind fiir festes ¢ auf Dirichletsche
L-Reihen tibertragbar. Man vermutet die Giiltigkeit der verallgemeinerten Riemannschen Vermutung
1

L(s,x) = 0fiir 0 < Re(s) <1 = Re(s) = 3.

1 falls =
00 = {0 fn 20
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Der Beweis fiir L(1 4 it, x) # 0 folgt fiir ¢ # 0 dem Beweis von Satz 8.3.7: Wir setzen x(n)n~% = e,
dann ist fiir o > 1

l(o) = 3log|C(0)| + 4log |L(o + it, x)| +log|L(a+2it,X2)|

= Re (i apn” 7 (3 +4cos(V) + cos(219))> >0
n=1

wegen a, > 0 und 3 + 4 cos(¥) + cos(29) = 2(1 + cos(9))? > 0. Dagegen folgt aus L(1 +it,x) =0

(o) — oo,

Eine besondere Schwierigkeit bereitet der Beweis von L(1,y) # 0. Diese Schwierigkeit wurde bereits
von Dirichlet gemeistert. Er bewies 1834, dass w(x,q,l) — oo fiir z — oo ist, falls ggT(q,l) = 1
gilt. Zum Beweis dieser Tatsache geniigt es, die Dirichletschen L-Reihe nur fiir reelle Werte von s zu
betrachten. Der Beweis verwendet also nur reelle Analysis.

2.3. Der Dirichletsche Primzahlsatz

LEMmMmA 2.3.1
Es sei ¢ € N, und z(q) die Anzahl der Dirichletcharaktere x mod q, fir die L(1,x) = 0 ist (mit
Vielfachheiten gezihlt). Dann ist

1

lim [(c-1) - > Amn 7| = —(1-2(q)).

oot n=1 mod ¢ SO(Q)
BEWEIS
Wir verwenden im Folgenden die Tatsache, dass L(o, x) fiir x # xo und L(o, x0) — % Taylorent-
wicklungen um den Punkt o9 = 1 besitzen. Dies folgt aus der Holomorphie dieser Funktionen (Satz
2.2.1), ldsst sich jedoch auch mit reeller Analysis beweisen (worauf wir nicht eingehen wollen). Es ist
firo > 1

(1) S AT = — 3 (—%)

n=1 mod q (P(Q) x mod g
Es gilt
L(ox) _ -
2) Lox)#0 = 72X = 00) (- 14).

L(o,x) habe eine Nullstelle der Vielfachheit m, in o9 = 1. Dann haben L(o,x) und L'(o,x) die
Taylorentwicklungen

L(o,x) = em (0= 1)™ + cpq1(oc—1)™F 4+ oo [ Lo,x) = myem, (0 —1)™ ! + ...
um og = 1 mit ¢, # 0. Also gilt
] L/( ) ) —
3) Jim (-1 (-55)) = —me

Auflerdem ist
(4) lim ((0—1).(—%)) — 1.

o—1+
Aus (1), (2), (3) und (4) folgt die Behauptung. O
DEFINITION 2.3.1
Der Dirichletcharakter y mod ¢ heifit reell, falls x(m) € R fiir alle m € Z ist, ansonsten komplex.

LEMMA 2.3.2
Es gilt fiir festes q:
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(i) L(1,x) = 0 fiir héchstens ein x mod q.
(ii) Fir komplexe x ist L(1,x) # 0.

BEWEIS
Wegen

. _ | <
Ulinlrl+ (c—1) 12 ) A(n)n >0
n=1 mod ¢

folgt Teil (i) aus Lemma 2.3.1. Aus L(1,x) = 0 folgt L(1,%) = 0. Da x # X ist fiir komplexe x folgt

(ii) aus (i).

Wir zeigen im Folgenden, dass L(1, x) # 0 auch fiir die reellen x gilt.

LEMMA 2.3.3
Es sei x # xo und x reell, dann gilt

(1) L(1,x) = > x(nn™'| < 27!

n<x 1
und
(2) L) - Y x(mn 72| < a7z

n<x 4
BEWEIS
Es sei 0 > 0. Abelsche partielle Summation ergibt

o0
L(o,x) — Z x(n)n™ 7| = J/ Z x(n) |utdu < 277
n<lx :1: z<n<lu 1
LEMMA 2.3.4
Fiir x # xo reell ist L(1,x) # 0.
BEWEIS
Es sei
F(n) = > x(d).
din

F' ist multiplikativ. Wir untersuchen die Werte von F' fiir Primzahlpotenzen p”:

1 falls plq

v v v+ 1 faHS p)= 1
F(p") = Z x(@”) = 0 )

0<v'<v 1 falls x(p)=-1 und v gerade

Es ist F(p¥) > 0, und F(p”) > 1 fiir 2|v, also

(1) F(n) >0 , F(m®) > 1.
Wir setzen )

G(z) = Y F(n)n 2.

n<x
Aus (1) folgt
1
(2) G(z) > Fm*)m™" > mt > §log(ac).
mgx% mgx%
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Andererseits ist
(3) }jnzik )= Y x(@d Y (@) + Y (d)7E X(d)d™% .
n<x dﬁx% < 1

Nach der Eulerschen Summenformel ist fiir ¢ > 0 dann
Yy Yy

d n7 = /u_"du - U/BO(U)U_U_ldU — ¥y ?Bo(y) + Bo(1).
n<y 1 1

Wegen
y

/Bo( u 7 ldu = /BO _J_ldu + Oo‘ (y_”)
1

1
folgt mit einer passenden Konstanten C' = C(o)

(4) S = (1—0) o + o) + 0, (y°) -

n<ly
Aus Lemma 2.3.3 sowie (3) und (4) folgt

G = Yt 2@ e +o(9)7) + X (@-hoeh)

1 1
d<z2 d'<z?2

= (20,0 + 0@ ) -2t + C(d)- (L0 + 0@ 1) + 0(1).

Man sieht, dass die Annahme L(1,x) = 0 zu G(x) = O(1) fiihrt, ein Widerspruch zu (2).

SATZ 2.3.5
FEs sei g € N und ggT(q,l) = 1, dann ist

lim | (c—1)- Z A(n)n™? = —.

o—1+
n=l[ mod q

Insbesondere enthdlt die arithmetische Progression | mod q unendlich viele Primzahlen.

BEWEIS
Die Lemmata 2.3.2 und 2.3.4 implizieren z(¢q) = 0 in Lemma 2.3.1, woraus die Behauptung folgt.
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3. Die Kreismethode von Hardy und Littlewood
3.1. Einleitung

Ein Grundproblem der additiven Zahlentheorie ist von folgender Art: es seien N; endlich (oder ab-
zdahlbar unendlich) viele Mengen nichtnegativer ganzer Zahlen. M sei eine weitere Menge ganzer Zah-
len. Was kann iiber die Darstellungen der Form

(1) n+ng+--+n. =N neN,, NeM

ausgesagt werden? Zur Behandlung dieser Fragen haben Hardy und Littlewood ihre Kreismethode
entwickelt. Fiir jede Menge N; wird eine erzeugende Funktion

fils) = 3 "
neN;
eingefiihrt. Wegen N; C NU{0} sind die Potenzreihen f;(z) absolut konvergent fiir |z| < 1. Es sei r(NN)
die Anzahl der Darstellungen von N in der Form (1). Dann ist nach der Cauchyschen Integralformel
fir R <1

(2) r(N) = QLm (H fl(z)> 2~ Wy

)=k N
Die Methode hat ihren Namen also von der Wahl des Integrationswegs, den Kreis mit Radius R. In
vielen Fillen ldsst sich nun das Integral (2) fiir R — 1 asymptotisch auswerten. Spéter hat Vinogradoff
die Kreismethode abgewandelt, indem er die Kreise |z|] = R durch den Einheitskreis [z|] = 1 und
diesen mittels der Substitution z = e(a) durch das Einheitsintervall [0, 1] ersetzt hat. Die unendlichen
Reihen f;(z), die fiir |z| = 1 nicht mehr zu konvergieren brauchen, werden - endliche Indexmenge [
vorausgesetzt - durch die endlichen Abschnitte

fin(z) = > 2" = ) e(na) = fin(e(a))

neN; neN;

ersetzt. Die Formel (2) wird dann ersetzt durch

@ ) = (H fi,Ni<e<a>>> e(~Na)do

0 el

In wichtigen Spezialfillen sind die Mengen N; Wertemengen von Polynomen: N; = {P;(n) | n € N}.
Die Summen

fin(e(@) = Y e(abi(n))

neN;
n<N;

sind dann Weylsche Exponentialsummen. Die Methode der Auswertung von (3) ist grob wir folgt: wir
teilen [0, 1] in zwei Teilmengen ein fiir passend gewihlte Parameter @ und #:

My = | Mg , My =[01]\M;.
1%§LC<2q
(a,q)=1

a.

Dabei sind die Mengen M(a, q) Umgebungen rationaler Punkte it

M(a,q) = [G—n,g+n] , MO =[0,n , M(1) = [1-n1].

Die Menge M besteht aus den so genannten major arcs M(a,q), und ist die Menge derjenigen «,

die eine gute Diophantische Approximation |o — %| < 71 durch Zahlen % mit kleinem Nenner haben.
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M besteht aus den minor arcs. Nach dem Dirichletschen Approximationssatz 1.3.1 besitzen auch die
a € Ms eine Approximation der Form

(4) a-2

1
q 2

q

IN

)

der Nenner ¢ ist hier aber grofer. Fiir « € M wird der Integrand in (3) asymptotisch ausgewertet,
wihrend der Beitrag fiir a € My nach oben abgeschétzt wird. Grundlegend fiir diese Abschétzung sind
eine Mittelwertaussage und die Weylsche Ungleichung 1.5.3, bei der eine Diophantische Approximation
der Form (4) vorausgesetzt wird. In giinstigen Fillen ldsst sich dann beweisen, dass

/ <H i, (e(oz))> e(—Na)dx
M

el

einen grofleren Beitrag liefert als das Integral iiber Ms, obwohl das Mafi von M kleiner ist, als
das Mafl von My. Wir werden als einziges Beispiel fiir dieses Verfahren das Waringsche Problem
behandeln.

3.2. Das Waringsche Problem

Beim Waringschen Problem wird nach den Darstellungen von natiirlichen Zahlen als Summe von k-ten
Potenzen gefragt:

1) nf k4 tnk =0

Waring vermutete 1770, dass es fiir alle k eine Zahl r gibt, so dass sich jede Zahl n € N als Summe
von 1 k-ten Potenzen schreiben ldsst. Die Zahl r der in (1) benétigten Summanden ist also nicht
unbeschrénkt. g(k) sei die kleinste Zahl mit dieser Eigenschaft fiir die k-ten Potenzen. Der Fall k = 2
wurde schon von Lagrange im 18. Jahrhundert geldst: es ist g(2) = 4, d. h. jede natiirliche Zahl ist
eine Summe von 4 Quadraten ganzer Zahlen, wihrend drei Quadrate nicht ausreichen. Das Waringsche
Problem wurde vollstéindig von Hilbert im Jahr 1909 gelost. An Stelle von g(k) kann auch die Zahl
G(k) betrachtet werden: sie ist die kleinste Zahl r, so dass jede hinreichend grofie Zahl n € N als
Summe von r k-ten Potenzen geschrieben werden kann. Ziel dieses Abschnitts ist der Beweis des
folgenden Satzes, aus dem G(k) < 2 + 1 folgt:

SaTz 3.2.1 (Hardy-Littlewood)
Es seik > 2 und s > 2 + 1. FEs sei rk,s(IN) die Anzahl der Darstellungen von N als Summe von s

k-ten Potenzen natirlicher Zahlen. Dann gibt es eine multiplikative zahlentheoretische Funktion G(N)
und § = §(k,s) >0, so dass

ea(N) = S(V) T+ 7T NE) 1 0y, (VE71-0)
gilt. Es gibt zudem positive Konstanten c1 = ci(k,s) und ca = ca(k,s), so dass ¢; < &(N) < ¢ fir

alle N ist.

3.3. Zerlegung des Integrationsintervalls

DEFINITION 3.3.1 .
Essei N € Nund N > 2F P = [N*], sowie



LEMMmA 3.3.1
Es gilt

1
Trs(N) = /F(a)se(—Na)da.
0

BEWEIS
Klar. O

Wie in der Einleitung ausgefiihrt, zerlegen wir das Integrationsintervall in zwei Teilmengen M und
Mo, wobei M1 aus den major arcs, und My aus den minor arcs besteht.

DEFINITION 3.3.2
Essei0<v< %, 1<q¢< PY 0<a<qmitggT(a,q) =1. Wir setzen

M(a,q) = {ae0,1]] |a—¢| < p=)

also
M(G7Q) = [% - Pklfu ) % Pklfu] fiir q> 1 )
M(0,1) = [0, =] , M(L1) = [1 - mis, 1],
q
Ml - U U M(G,Q)
1<q<Pv a0
(a,q)=1
LEMMA 3.3.2
Die major arcs sind paarweise disjunkt, d. h. fir ¢ # % ist M(a,q) " M(d',q') = 0. My hat eine
Linge
2
BEWEIS
Es sei o € M(a,q) N M(d’,q') mit ¢ # %, dann ist lag’ — a’q| > 1 und
1 1 a d a a 2
A B TR A R

Dies ist fiir P > 2 und k > 2 unmoglich. Die Linge von M(0,1) U M(1,1) ist 2PY~*. Fiir jedes ¢ > 2
und ggT(a,q) = 1 ist [(M(a,q)) = 2P*~F. Fiir jedes ¢ > 2 gibt es genau (q) Zahlen 1 < a < ¢ mit
ggT(a,q) = 1, daher ist

2 2 2 PY(P"+1) 2
l(Ml) - Ppk—v Z (‘O(n) < Ppk—v Z q < Pk;—u' 2 < Ppk-=3v "’

1<q<P¥ 1<q<P¥

BEMERKUNG 3.3.1
Aus Lemma 3.3.2 ergibt sich {(M;) — 0 und [(M3) — 1 fir P — oo.

Obwohl die Menge der major arcs M eine viel kleinere Lange hat als die Menge der minor arcs M,
ist in der Zerlegung

rEs(N) = /F(a)se(—Na)da = /F(a)se(—Na)da + /F(a)se(—Na)da
M Mo
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das erste Integral iiber M asymptotisch gleich dem Hauptglied von Satz 3.2.1:

/F(a)se(—Na)da ~ &SNP+ Ly NG
My
wahrend

/F(a)se(—Na)da k<< N#—1=9
,S
Ma

nur zum Restglied beitrégt. Zunichst werden wir den Beitrag der minor arcs abschétzen.

3.4. Die Minor Arcs

SaTz 3.4.1
Es seik>2 und s > 2F + 1, dann gibt es 61 = 91(k, s) > 0 mit

/ F(a)’e(~Na)da < N&—1=01
,S
Mo

Der Beweis beruht auf der Weylschen Ungleichung 1.5.3 und auf Hua’s Lemma, einer Mittelwertaus-
sage, die wir zuerst behandeln:

LEMMA 3.4.2 (Hua)

Firk>2 unde >0 ist
1

/ Fla)"da < PPk
€

0

BEWEIS
Wir beweisen durch Induktion nach I, dass

1
(1) / [Fla)Pdo < P20
£

)

0
fir 1 <1 <k gilt.

=1

1 P P 1
/|F(a)y2da = > Z/e(a(mk—nk))doz =P
0 0

m=1n=1

ist die Parsevalsche Gleichung.

=141 (1<k-1):
Wir wenden Lemma 1.2.3 an: Es ist

mit f(z) = ax®. Nach Lemma 1.2.3 ist
2) F@)* = [S(HF < @P+1* 770 3" 0 3 Sy a ()
[di|<P  |di|<P
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mit
Sa.an(f) = > e(Ag (),
€l (dp,.odr)

wobei I(dy,...,d;) ein Intervall von aufeinander folgenden Zahlen ist, das in [1, P] liegt. Durch Induk-
tion nach [ zeigt man leicht, dass

Adz,---,dl (f)(l‘) = ady--- dek—l(CC)
ist mit einem Polynom Q_;(z) vom Grad k — [ und ganzzahligen Koeffizienten. Nach (2) folgt

(3) F)P < @P+1)* 713 3 3 e(adi - diQii(n))

|di|<P  |di|<Pnel(d,....d1)

< 2P+ 1)2l_l_1 Z r(d)e(ad
d

wobei r(d) die Anzahl der Faktorisierungen von d in der Form d = d; - - - d1Qk—;(n) mit |d;| < P und
n € I(dy,...,d) ist. Wegen d < P* folgt nach Lemma 1.4.2

(4) r(d) < |df < P®
fiir d # 0. Da Qg—;(x) = 0 fiir hochstens k — [ ganze Zahlen x ist, folgt
(5) r(0) < P!,

Andererseits gilt

p 2171 p 2l71
F(@)? = F)? - F(-a)*" = (Zd—m’“)) : (Ze(an’w)
m=1

n=1

P P P P 2l=1 ol—1
DDREEED DI DRI P Z” —> " mf = > s(d)e(—ad)
mi=1 Myi—1=1n1=1 Ng—1=1 i=1 d

wobei s(d) die Anzahl der Darstellungen von d in der Form

2l71 2l71
= me - Z“f , 1<min; <P
i=1 i=1
fir i =1,...,0 — 1 ist. Dann ist

(6) Y s(d) = [T(0)* = P¥
d
und nach Induktionsannahme

1
(7) s(0) = / 7)) da < PP
0

Mit (3), (4), (5), (6) und (7) folgt, dass

1
/|F )2 da = /| F(o)?|F(a)|*da < (2P +1)2 1~ 1/ r(d)e(ad) Y s(d)e
0 /

O d

= 2P+ 1?3 r(d)s(d) = 2P+ 1)Fr(0)s(0) + (2P + 1)1 r(d)s(d)
d#£0
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1<< p2-i-1_ pl p2-ite + p2-i-1, P€Zs(d) < p2t=(+1)+e + p2-i-1 -PEZs(d)
o d#0 d#£0

< P2H17(l+1)+s + P2Ll71 . pe. PQZ < P2l+17(l+1)+5_

BEWEIS VON SATZ 3.4.1
Nach dem Dirichletschen Approximationssatz 1.3.1 gibt es fiir alle « € R und N € N Zahlen a € Z
und ¢ € Nmit 1 < ¢ < N und |a — %] < qLN. Wir wenden dies fiir &« € Ms und N = P*% an und

erhalten (a,q) mit 1 < ¢ < P*™" und ggT(a,q) = 1, sowie

PR N A
| = P < min |z, 7)) -

Aus ¢ < PV folgt |a — %\ < %, also a € My, ein Widerspruch. Daher ist P¥ < ¢ < PV, Aus der
Weylschen Ungleichung 1.5.3 folgt

‘ a

1 1
1) F(a) k<< plte (P’1+q*1+P*kq)K < plte (P71+q71+Pkak7u)K < plte—k
€

mit K = 2*~1. Aus (1) und Hua’s Lemma 3.4.2 folgt

/F(a)se(—Na)doa = /F(a)32kF(a)2ke(—Na)da
Mo Mo

1
< [IF@FIF@P da < max [F@)F - [|F@)P da
acMs
Mz 0

s—2F
< (Pl—i—e—%) . p2i—k+e _ ps—k—d
mit
v(s —2k)

6 = T—(s—2k+1)5 > 0

fiir hinreichend kleines . Damit ist Satz 3.4.1 bewiesen. O

3.5. Die Major Arcs

DEFINITION 3.5.1
Wir setzen

e

N
o) = o) = S pmie(Bm) L S(aa) = De (=)

m=1 v=1
LEMMA 3.5.1
Es sei |8 < 5. Dann ist
M v(8) < min (P, |3]71) .
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BEWEIS
Es gilt

M=
?rl*—‘
M»—‘

N
lv(B)] g /k a2t ldr+1 < Nt < P.
1

|= H

Ist |B| < %, s0ist P < N* < |8 %, und v(F) < min(P, |ﬁ]71) also (1). Wir k'c)nnen also annehmen,
dass + < |6] < 3 gilt. Dann ist \5]__ < P. Es sei M = [|8]71], dann ist M < \ﬁl <M+1<N.Es

UMW) = Yelpm) () = ot

m<t
Nach Lemma 1.2.1 ist U(t) < ||8]| 7! = |8 ~!. Partielle Summation ergibt
N

> pmblem) = [FOUON - [U0r @ < |87 < 8 < win (Pl

M<m<N M

Deshalb ist

R‘b—i

¥~le(fm) < min (P,mr%) .

wIH

Moy N
U(ﬁ)ZZEmE ) + Z

m=1 m=M+1

LEMMA 3.5.2
Es seien ggT(a,q) =1,1 < qg< P und 0 < a < q. Wenn a € M(a,q) ist, so gilt

Fla) = (@) (e —2) + O(P%).

BEWEIS
Es sei = o — 2. Dann ist |3 < PY=F und

mit

Es sei y > 1. Da |S(a, q)| < g ist haben wir

3 e(‘%ﬂ = Zq:e(‘%k> Y 1= 580q- (4+00) = y-(S(Z’q)>+O(q).

1<m<y v=1 1<m<y
m=v mod ¢q

Es seit > 1. Da v(8) < P ist folgt

= — am S(G7Q) 1 %_
U(t)—Zu(m)— Ze<q)— . szl




Partielle Integration ergibt

N

m=1

N
w(m)e(Bm) = e(BN)U(N) — 2ri3 / e(BOU (t)dt
1

N
- O(q)—2mﬂ/e(ﬁt)0(q)dt < q+|8INg < (1+|8IN)g < (1+P"*PHP" « p
1

Damit ist Lemma 3.5.3 bewiesen. O
LEMMA 3.5.3
FEs sei .
S(a,q)\*
S(N.Q) = > (L) e(-N9)
1<¢<@ ot

und

Pufk

70 = [ eere-Naas.

,Pu—k

dann ist

[ Flaye-Naya = &V, P*)- 1 (V) + 0 (P
M1

mit 69 = 1 — 5v > 0.

BEWEIS
Es sei a € M(a,q) und § = o — 2. Zudem sei
S(a, o S(a,
V= Vieag = 2000z - XD,

Da |S(a, q)| < q gilt, ist nach Lemma 3.5.1 |V| < |v(8)| < P. Es sei F' = F(«a), dann ist |F| < P. Da
nach Lemma 3.5.2 F — V <« P? ist folgt, dass

FS_Vs = (F o V) . (Fs—l +F8_2V 4t Vs—l) _ Ps—1+2y
gilt. Da nach Lemma 3.3.2 u(M;) < P3~F ist folgt, dass

/ ‘FS . VS‘dOé < P3V—k‘ i P8—1+2V — PS—I{I—(SQ

My
ist mit §o = 1 — 5v > 0. Es folgt
) [F@re-Nayia = [Viaaare-Nayia+o(pE)
Ml _/\/11

— Z Zq: / V(a,a,q)’e(—Na)da + O (Ps*kf‘b) )

<g<Pv a=0
A (a,q)=1 M(a7Q)
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Fiir ¢ > 2 haben wir
%_’_Pufk

/V(a,a,q)se(—Na)da: / V(o a,q) e(—Na)da

(2)
M(a,q) % pr—Fk
P”_k a S a S(a7 q) B a Py_k S
— / V(B+ 2 a,q) e(—N(ﬂ+g))d5=< : ) e(~N2) - / o(B)*e(—Np)dp
_Pufk

-k
— (M)S.e(_N%).J*(N).

q

Fiir ¢ = 1 haben wir V(«,0,1) = v(«) und V(e, 1,1) = v(a — 1). Deshalb

/ V(a,a,q) e(—Na)da + / V(a,a,q) e(—Na)do

M(0,1) M(1,1)
pv—k 1
= /v(a)se(—Na)da—i— /v(a—l)se(—Na)doz
0 1-PpPv—Fk
pr—k 0
= [ ore-Nas+ [ w(@)re-Nps.
0 _pv—k

Mit (1) und (2) folgt
/F(a)se(—Na)da = > 3 (S(Z’Q)

My

3.6. Das singulére Integral

Wir betrachten als néchstes das singulére Integral

J(N) = [v(B)’e(=Np)dp .

\mha

|
SIS

SATZ 3.6.1
Es gibt 63 > 0, so dass
J(N) < P*7% und JY(N) = J(N)+O<Ps—k;—53> .
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BEWEIS
Nach Lemma 3.5.1 ist

1

) < [ min(PJo+) a0
0

min (P, |5|i)sdﬁ+/min (P,mri)sdﬁ

Psdj3 + /ﬂ tdj < psk

O\Z‘D—‘
O\Z‘)—‘

und
1
2
I =rw = [ eraenge < [ @
Pr=h<|B|<3 Pk
1
2
< / B tdg < PEGE-) = ps—h-ds
pv—k
LEMMA 3.6.2

Es seien a und 0 reell, so dass 0 < 8 <1 und o > 3 ist. Dann ist

N-1
- - —1, D(@)T(B) -
/-1 a—1 __ a+6—1 a—1
m” (N —m = N ==+ 0g(N .
2 mHN = m) Datg) PO
m=1
BEWEIS
Es sei g(z) = 271 (N — 2)2~!. Dann existiert das uneigentliche Integral
N

/g(ac)dac .

0
Es ist

7g(ac)dac
0

N 1
/xﬁl(N —z)* lde = Na+ﬁ1/tﬁ1(1 —t)*at
0

0
_ I(a)L(5)
— Na+ﬁ 1B a, NCV+,3 1
= Fa+5)
Dabei ist
1
/tﬁ NP YA (o)
I(a+pB)
die Eulersche Beta-Funktion. Ist oo > 1, so gilt
g(@) = gl@) (5 - §=%) <0,
d. h. g(z) ist fallend auf (0, N), und
N N—1 N-1
/g(x)dx < ) g(m) < /g(m’)d:ﬂ
1 m=1 0
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Deshalb ist

N N—1 1 1 1 o
0 < /g(ﬂﬁ)dl‘— Zg(m) < /g(m)dz = /mﬁ_l(N—a:)o‘_ldx < No‘_l/:cﬁ_ld:c =5
0 m=1 0 0 0
st0<f<a<l,soist 0 < a+ < 2und g(x) hat ein lokales Minimum im Punkt
(1-p8)N N
= — SN .
¢ 2 _a— ,8 € [ 2 ]

Da g(x) streng monoton fallend ist fiir z € (0, ¢), folgt

[c] ¢
gm) < [g(w)is
sowie
g g ¢ ¢
Nafl
> am) > [g@dz+alc) > [ole)ds > [ote)dr -~
m=1 1 1 0
Ahnlich folgt, da g(x) monoton wichst fiir z € (¢, N)
N-1 N
> glm) < oo
m:[c}—&—l c
sowie
N1 N—1 N-1 N N1
Z glm) > /g(a:)d:c+g([c]+1) > /g(ac)dac > /g(a:)d:c— .
m= c]+1 [C]-i—l c c
Deshalb ist
0 < 7 (e~ 3 glm) < N N 2N
x)dx — m
- 29 E a E

Dies beschlie3t den Beweis.

SATZ 3.6.3
Wenn s > 2 ist, gilt

BEWEIS
Es sei

N[

Js(N) = [v(B)’e(=Np)dp

N

fiir s > 1. Wir berechnen dieses Integral durch Induktion nach s:

N
v(B) = Z Em
m=1

==

“le(mp)
folgt, dass
v(B)° = % Z R Z (mq - 'ms)%_le((rm + -+ mg)f)
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und deshalb

1 N N 1 :
JN) = 5 37 S e m [ em o, — N

mi=1 ms=1 1

2

1 1_4
=% > (mttmy
mi+--+mg=N
1<m;<N

Induktionsanfang s = 2:

Wir wenden Lemma 3.6.2 mit o = 3 = % an, und erhalten

1

1 =
J(N) = 5 > mi (N —m)e!
m=1

(R
r'($)
Induktionsschritt s — s + 1:

_ 1_ _F(l—i—l)z
N 1+O(Nk 1)_T%)k.

EallN]

Js1(N) = [v(B)*Fle(-NB)dp = [ v(B)v(B)e(~Np)dp

1 m=1 m=1
2
I‘14_1st11 Nfl1 .
_ ( Sk) _m%A(N_m)k 140 —m%’l(N—m) 11
') k
m=1 m=1
Wir wenden nun Lemma 3.6.2 mit o = 7 und 8 = % an und erhalten
N-1 1 1 s
1 S T F T F T. s
pd v -yt = EEHD T ey oy
et L(5)
Dies ergibt
DA+ 45 e .
) - S v oty
und die Induktion ist abgeschlossen.
3.7. Die singulidre Reihe
DEFINITION 3.7.1
Es sei
< S(a,q)\°® —N G
Avlg) = Y (Ben) e (=) | e(v) = Y An(g)
a=1 q=1
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LEMMA 3.7.1
Es sei 0 < e < —-. Es gibt 64 = 64(k, s) > 0, so dass A,(q) < ql+64'

BEWEIS
Da s > 2F +1 =2K + 1 ist haben wir
° 1 > 14 — 1496
K s =~ K s = 4
mit 64 = % — se > 0. Nach der Weylschen Ungleichung 1.5.3 ist
q 1
se q1+54 :

An(q) <

qi-

LEMMA 3.7.2
Die singuldre Reihe

S(N) = Z An(q)
q=1
konvergiert absolut und gleichmdf$ig in N. Es gibt ¢ = c(k,s) mit
IG(N)] < ¢ , &(N)—G&(N,P") <« P77,

BEWEIS
Das folgt sofort aus Lemma 3.7.1. U

Wir wollen im Folgenden zeigen, dass 0 < ¢1 < &(N) < ¢ gilt.

LEMMA 3.7.3

Es sei ggT(q,r) =1, dann ist S(mr + ng,qr) = S(m,q) - S(n,r).

BEWEIS )

Der Beweis wurde in Ubungsaufgabe 10 gefiihrt. O
LEMMA 3.7.4 (Multiplikativitit von Ay )

Es sei ggT(q,r) =1, dann gilt Ax(qr) = An(q) - An(T).

BEWEIS
Der Beweis verlduft &hnlich wie in Beispiel 0.0.6 (Multiplikativitdt der Ramanujan-Summe). Die Ab-
bildung

(Z]qZ)" x (Z]rZ)" — (Z]qrZ)* , (mmodq,nmodr) — (rm + qn) mod qr

ist eine Bijektion. Daher ist

An(qr) = Zq: Z (W)S.e(_(mﬁ?qw)
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LEMMA 3.7.5 (Eulerprodukt der singuldren Reihe)
Es ist
o0
sN) = [ (1 +>° AN(ph)>
p prim h=1

BEWEIS
Dies folgt sofort aus der Multiplikativitdt von Ay und der absoluten Konvergenz der Reihe.

DEFINITION 3.7.2
Wir setzen

xn(p) = 1+ZAN(ph) . Mns(q) = H(xl,...,xs)EZ/qZ[xlf—i—---—i-:cI;ENmoqu
h=1

und schreiben kurz My (q) = My s(q).

LEMMA 3.7.6
Es ist .
. N,s(p )
xn(p) = hljgo ph(s=1)
BEWEIS

Ist d = ggT(a,q), dann gilt

9]
VS
Q
Q8
o
N———
I
M-
9]
VS
e
8
o
N———
I
ISH
M
9]
VS
e
Q) ]
N———
I
ISH
n
—
[SHES
Qe
SN—

(1) S(a,q) = 7
=1 r=1 a4 r=1
Aus
1< o 1 falls m =0mod g
526(‘1) _{0 falls m #Z 0 mod ¢
a=
folgt
li . (a(xllmr...ﬂl;,N)) _ 1 falls x’f 4428 = N mod ¢
q = q 0 falls 2} +---+2%# N modq
und damit
q 91 . . 191 q . .
r1=1 rs=1 q a=1 q a=1z1=1 rs=1
1.9, 1 q q
= - Z Z eq(axy) Z eq(azf)e,(—~Na) = = ZS(a,q)S -eq(=Na)
q a=1xz1=1 rs=1 a=1
1 1 1 1
= 23S S(@a) e(-Na) = =30 3 @ S(5,5)° eg(-NY)
q d‘ a=1 ( ) q d‘ a=1
? (a.q)=a 1 (a.q)=a
1 . S(2.9\° -1
IS e (R) N = o YA
la (:q:)id dlg
Also ist



fiir alle ¢ > 1. Speziell fiir ¢ = p* folgt

h
L+Y AN) = Y An(g) = " My (")
j=1

dlph
und somit
h
= dim (14> Av@) | = dim (0 "))
xv(p) = lim +; N () Jim (p N (")
Der Grenzwert ist endlich, weil die Ay asymptotisch durch ql+64 beschréankt sind. ]

Es bleibt noch xn(p) > 0 zu zeigen. Wir beginnen mit einer Tatsache aus der Theorie der k-ten
Potenzreste.

DEFINITION 3.7.3
Es sei ¢ € N. Ein N € Z mit ggT(N,q) = 1 bzw. die Restklasse N mod ¢ heifit k-ter Potenzrest, falls
die Kongruenz

(%) ¥ = N mod ¢

losbar ist.

LEMMA 3.7.7
Es sei k > 2 und p > 2 eine Primzahl. Dann gibt es mindestens p%l k-te Potenzreste mod p (wenn
nur paarweise verschiedene Restklassen gezahlt werden).

BEWEIS

Da Z/pZ ein Korper ist (Satz 0.0.10), hat die Kongruenz z* = a mod p hochstens k Losungen mod
p. Die Potenzen 1%, 2% ... (p — 1)¥ gehoren daher mindestens p%l verschiedenen Restklassen mod p
an. O
LEMMA 3.7.8

Es seip > 2 eine Primzahl und N € Z mit p/ N. Dann ist My s(p) > 0 fir s > 2k — 1.

BEWEIS
Fiir N € Z sei s(N) das kleinste s € N fiir welches die Kongruenz

(1) ¥+ 42 = N modp

losbar ist. Es sei C(j) die Menge aller Restklassen N mod p, so dass ggT(N,p) =1 und s(N) = j ist.
Aus (1) folgt

B = NmF modp.

(maz1)* + - + (mas)

Daher
Nmodp € C(j) & (NmF)modp € C(j).
Wegen Lemma 3.7.7 folgt
, N s Pl

2 CH)£0 = 10G) =L
Es sei n die grofite natiirliche Zahl mit C'(n) # 0. Es ist 1 € C(1) und daher n > 1. Es sei 2 < j <n
und N die kleinste natiirliche Zahl mit ggT(N,p) = 1 und s(N) > j. Es ist ggT(N — 1,p) = 1 oder
geT(N —2,p) =1, N—1 € Noder N—2 & N. Dann ist s(N — 1) < j oder s(IN —2) < j. Wegen
N=(N-1)+1Fund N = (N —2) + 1¥ + 1% folgt, dass

j+1 < s(N) < s(N—-i)+2 < j+2
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fiir ¢ = 1,2 ist. Damit sind fiir keine zwei aufeinander folgenden Werte von j die Mengen C'(j) leer, und
daher ist die Anzahl der nichtleeren Mengen C(j) mindestens "TH Da die C(j) paarweise disjunkt
sind, folgt mit (2)
. n+1 p—1
SR WCUEES S
C(5)#0
und damit n < 2k — 1. O

DEFINITION 3.7.4
Es sei k > 2 und p eine Primzahl. Dann setzen wir k = p” - kg mit ggT(kg,p) = 1, sowie

— (p k) = 21+ 1 falls p=2
7= PR = max(1,27) falls p>2°

LEMMA 3.7.9
Es sei ggT(N,p) =1 und h > ~v(p, k). Ist die Kongruenz

y* = N mod p"
losbar, so auch die Kongruenz

yk = N mod p"*!.

BEWEIS
Es sei yﬁ = N mod p". Wir setzen fiir t € Z: y = yj, + tp"~7. Dann ist

_ B B\ L B
(1) (yn + ") = yh + koyy, o + (2)95 22p2h=m) 4

Im Fall p > 2 haben wir

-7 k - -7 -7 k
p2h ’ <2>y}/§ 2t2p2(h ) und p3(h )‘ <

l>yﬁ_ltlpl(h7) firl > 3.

Im Fall p = 2 haben wir

-7 k - —T
P2 | (l)yZ L)

Wegen h > v folgt aus (1) stets
h+1 )

<
Il

yl,i + koyzfltph mod p

Die Kongruenz
k

N —
koyﬁ_lt = phyh mod p

besitzt eine Losung t = tj,. Die Wahl y;,41 = yp, + tpp" ™" erfiillt daher die gesuchte Kongruenz
yﬁJrl = N mod p"*t.
O

LEMMA 3.7.10
Es sei p eine Primzahl und N € Z. Wenn es a1,...,as € Z gibt, die nicht alle durch p teilbar sind, so
dass

(1) a¥+---+ad* = N modp’
gilt, dann ist My ¢(p") > p=76=1 fiir b > ~.
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BEWEIS
Es sei ohne Einschriankung ggT(aq1,p) = 1. Der Fall h = ~ ist klar, es sei also h > . Dann gibt es
ph=06=1 (5 — 1)-Tupel

- h h

@y = (r2,p mod p”, ..., x5 mod p")
mit x; 5, = a; mod p”. Da die Kongruenz

:clf7 = N—ak, - —2F, modp’

fiir jedes ¥}, durch 1, = a1 # 0 mod p geldst wird, gibt es nach Lemma 3.7.9 zu jedem &, eine Losung
von
xlf—i—---—i—:cf = N mod p"

mit x; = x; 5, fiir 2 <7 < s. Daraus folgt die Behauptung. O
LEMMA 3.7.11

Es seis>2F+1, N € Z und p eine Primzahl. Dann ist die Kongruenz

(%) ¥+ 2% = N modp?

losbar.

BEWEIS

Es sei zunéichst 7 = 0. Dann ist ¥ = 1 und die Behauptung folgt aus Lemma 3.7.8 wegen 2F +1 > 2k—1
fir k > 2. Es sei nun 7 > 0 und p > 2. Dann folgt wegen k = pTko und v = 27: k2 > p7. Wegen
s> 2k 41> k2 > p7 ist die Kongruenz () mit z; € {0,1} losbar. Fiir 7 > 0 und p = 2 ist k2 > p?. Es
ist s > 2% 4+ 1> k3 fiir k > 10, und die Kongruenz () ist mit z; € {0, 1} losbar. In den verbleibenden

Fallen p =2 und k = 2,4,6,8 wird die Behauptung leicht durch Nachrechnen gezeigt. O
LEMMA 3.7.12

Es sei s > 2F + 1. Dann ist xy(p) > 0 fiir alle N € Z und fiir alle Primzahlen p.

BEWEIS

Dies folgt aus den Lemmata 3.7.6, 3.7.10 und 3.7.11. U
LEMMA 3.7.13

Es sei s > 2% + 1. Dann gibt es Konstanten c; = c1(k,s) > 0 und c3 = cz(k,s) > 0, so dass
c1 < 6(N) < e

gilt.

BEWEIS

Die Abschitzung von oben folgt aus Lemma 3.7.2, die Abschitzung von unten aus der Produktdar-
stellung von 3.7.5 und der Positivitét der Faktoren (Lemma 3.7.12). O

Jetzt haben wir alle Bestandteile fiir den

BEWEIS VON SaATzZ 3.2.1
Es ist

Tks(N) = /F(a)se(—Na)da + /F(a)se(—Na)da.
My Mo
Nach Lemma 3.5.3 ist
/ F(a)*e(~Na)da = G(N,P")J*(N) + O (Ps—k—52) .
My
Nach Satz 3.6.1 und Satz 3.6.3 ist

JN) =T (1+4)" T(

v
S—
—
el
L
_l’_
Q
/~
Y
i
i
=9
w
N—



Nach Lemma 3.7.2 ist
S(N) — &(N,P") « P,
Also gibt es § > 0, so dass

/F(a)se(—Na)da — S(N)-T(1+1)" .7 (&)"
My

CN+7L 4 O (N%_l_(S)

gilt. Satz 3.2.1 folgt nun aus Satz 3.4.1 und Lemma 3.7.13. U

3.8. Ausblick

Wir haben in dieser Vorlesung Anwendungen von Abschétzungen von Weylschen Exponentialsummen
kennengelernt. Eine der wichtigsten Folgerungen war ein Resultat iiber die nullstellenfreie Zone der
¢-Funktion (Satz 1.10.6):

C(s) # 0 fir ¢t>0und

. Jog(log(t)
log(t)
Eine Anwendung dieses Resultats war die Existenz von Primzahlen in kurzen Intervallen: es gibt 6 > 0,
so dass s
i @) =Yl
Tr—00 ;le‘s
Wir haben ferner gesehen, dass § > 0 durch 1 — b~! 4 £ mit ¢ > 0 ersetzt werden kann, falls eine
Nullstellendichteabschétzung der Form

N(o,T) < TP1=9%¢ . (log T)®

gilt, und Ap in (1) durch Ap(t) — oo fiir ¢ — oo ersetzt werden kann. Eine solche Verbesserung von
(1) kann nun durch die Exponentialsummenmethode von Vinogradoff erreicht werden:

C(s) # 0 fir ¢t>0und

(1) oc>1-

2) o > 1 (log(t))5+°.
Diese Abschéitzung ergibt auch das schirfste bis heute bekannte Restglied im Primzahlsatz:
m(x) = li(z) + O (:c - exp (— log(:c)%_a)> .

Auch im Waringschen Problem ergibt die Vinogradoffsche Methode Verbesserungen: G(k) < 2% + 1
kann zu G(k) < k -log(k) verbessert werden.

78



Abschitzung (triviale), 11
Approximationssatz (Dirichlet), 18
Approximative Funktionalgleichung, 34
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Eulersche Funktion, 7

Exponentialintegral, 27

Exponentialsumme, 12
Exponentialsummenmethode (Vinogradoff), 78

Féjerkern, 30
Fouriertransformierte, 30
Fundamentalsatz der Arithmetik, 6

Gebrochener Teil, 12

ggT, 4

Groflenordnung der Zetafunktion, 41
Grofles Sieb, 49
Gruppenhomomorphismus, 9

Hardy-Littlewood- Approximation, 32
Hauptcharakter, 54

Komplexer Dirichletcharakter, 58
kongruent, 6

Kongruenzklassen, 6
Konvexitatsprinzip, 51
Kreismethode, 61

Lemma von Hua, 64

Major Arcs, 61
Minor Arcs, 62, 64

Nullstellendichteabschétzungen, 48
Nullstellenfreie Zone, 41, 44

Orthogonalitétsrelationen (Charaktere), 54

Partielle Summation, 11
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Reeller Dirichletcharakter, 58
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Singuléres Integral, 69
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