Skriptum zur Vorlesung

Analytische Zahlentheorie

Sommersemester 2007

Prof. Dr. Helmut Maier
Dipl.-Math. Dipl.-Inform. Daniel Haase

Institut fiir Zahlentheorie und Wahrscheinlichkeitstheorie
Universitat Ulm







Inhaltsverzeichnis

1 Die Riemannsche Zeta-Funktion und der Primzahlsatz

2

1.1 Einleitung . . . . . . . . e e e
1.2 Die Verwendung der Symbole O und o . . . . . . .. .. ..
1.3 Abelsche partielle Summation und Eulersche Summenformel . . . . . . . ... ... ... ...
1.4 Dirichletsche Reihen . . . . . . . . . . o
1.5 Die Riemannsche Zeta-Funktion. . . . . . . . . . . . . o
1.6 Fouriertheorie und Poissonsche Summenformel . . . . . . . .. ... ... .. 0.
1.7 Die Gamma-Funktion . . . . . . . . . . e
1.8 Die Funktionalgleichung der Riemannschen Zeta-Funktion . . . . . . . ... ... ... .. .. ..
1.9 Die Koeffizientensumme einer Dirichletreihe . . . . . . . . . . ... ... ... ..
1.10 Der Primzahlsatz . . . . . . . . . oL
1.11 Primzahlverteilung und Nullstellen, Riemannsche Vermutung . . . . . . . .. .. ... ... ...
Weylsche Exponentialsummen

2.1 Einleitung . . . . . . . L
2.2 Exponentialsummen in Polynomen, Weylschritte . . . . . .. .. ... ... 0L
2.3 Der Dirichletsche Approximationssatz . . . . . . . . . . . . . ...
2.4 Die Teilerfunktion . . . . . .. .. e
2.5 Die Weylsche Ungleichung . . . . . . . . .. ... .
2.6 Exponentialintegrale . . . . . . . . . .o
2.7 Die Methode von van der Corput . . . . . . . . . . . ...
2.8 Abschitzung von Weylschen Exponentialsummen nach van der Corput . . . . . . ... ... ...
Die Methode von Vinogradoff und Koroboff

3.1 Einleitung, Hua’s Lemma . . . . . . . . .. ..
3.2 Grundlegende Eigenschaften von J(P;n, k) . . . . . .o o o
3.3 Linnik’s Lemma . . . . . . . . . oL e
3.4 Eine Rekursion fiir J(P,m, k) . . .« o o oo
3.5 Der Mittelwertsatz . . . . . . . . . . e
3.6 Das schirfste Restglied im Primzahlsatz . . . . . . . ... .. .. ... ... ...

10
13
15
18
20
30

33
33
33
38
39
41
42
44
48



INHALTSVERZEICHNIS




Kapitel 1

Die Riemannsche Zeta-Funktion und
der Primzahlsatz

1.1 Einleitung

Die Primzahlen standen seit jeher im Mittelpunkt des Interesses vieler Mathematiker. Euklid konnte um 300
v.Chr. die Existenz von unendlich vielen Primzahlen beweisen. Zur feineren Untersuchung fithrt man die
Primzahlzéhlfunktion

m(x) = |{p§x : pprim}| = Zl

p<w

ein. Hierbei gilt die Konvention, an die wir uns auch kiinftig halten wollen, dass der Buchstabe p unter einem
Summen- bzw. Produktzeichen bedeutet, dass die Summe bzw. das Produkt nur iiber Primzahlen erstreckt
wird. Der Primzahlsatz, der 1792 von Gaufl vermutet, aber erst 1896 von Hadamard und de la Vallée-Poussin
unabhingig voneinander bewiesen werden konnte, besagt, dass

)
M olog@)

ist. Die Beweise von Hadamard und de la Vallée-Poussin waren funktionentheoretischer Natur und beruhten auf
der Beziehung zwischen Primzahlen und der Riemannschen Zeta-Funktion. Diese Beziehung wurde als erstes von
Euler im 18. Jahrhundert entdeckt, der die Zeta-Funktion nur als Funktion einer reellen Variable betrachtete:

Definition 1.1.1. Die Zeta-Funktion ist

fir s > 1.

Satz 1.1.2 (Euler). Die Zeta-Funktion besitzt fir s > 1 die Produktdarstellung

0 = I

p

Bemerkung 1.1.3. Dieses Produkt wird auch Eulerprodukt genannt.

Beweis. Die Produktdarstellung ist eine Folge des Fundamentalsatzes der Arithmetik: jede natiirliche Zahl
n € N lésst sich eindeutig als Produkt von Primzahlpotenzen darstellen:

n = Hp“(p) , a(p) € Ny und a(p) > 0 nur fiir endlich viele p.
P
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6 KAPITEL 1. DIE RIEMANNSCHE ZETA-FUNKTION UND DER PRIMZAHLSATZ

Wir betrachten nun das Produkt

[[—— =[O+ +r2+-).

1—p—s o
p<y p<y

Da die endlich vielen geometrischen Reihen in dem Produkt absolut konvergieren, darf das Produkt ausmulti-
pliziert und die Summanden beliebig angeordnet werden:

[T = X

<y

wobei in Y’ sémtliche Produkte von Primzahlpotenzen p?j mit p; <y vorkommen. Nach dem Fundamentalsatz
der Arithmetik ergibt sich
1 . _—s
| R S

p<y

wobei in X" séamtliche natiirlichen Zahlen n vorkommen, die nur Primfaktoren p < y besitzen, insbesondere
auch alle n < y. Damit folgt

]. = sl < —S 1 ]‘ — 1 1 — - -Ss _
Hl_p_s—;n _Zn ,aso]_;[l_p_s *yggoH1_p—s —;n = ((s).

p<y n>y p<y

O

Riemann betrachtete 1859 die Zeta-Funktion erstmals als Funktion der komplexen Variablen s € C, und zeigte
unter Anderem, dass sich ((s) auf ganz C meromorph fortsetzen lisst. Er stellte auflerdem einige Vermutungen
auf, die zum Teil 1894 von v. Mangoldt bewiesen wurden. Die berithmte Riemannsche Vermutung bleibt bis heu-
te unbewiesen. 1896 bewiesen dann Hadamard und de la Vallée-Poussin den Primzahlsatz unter Verwendung der
analytischen Eigenschaften von ((s). Wir werden in diesem Kapitel die grundlegenden analytischen Eigenschaf-
ten der Riemannschen Zeta-Funktion besprechen und dann den Beweis des Primzahlsatzes geben. Wir werden
dabei jedoch nicht der Methode von Hadamard und de la Vallée-Poussin folgen, sondern im Wesentlichen eine
Methode von Edmund Landau beniitzen. Zunéichst werden wir einige elementare Hilfsmittel besprechen.

1.2 Die Verwendung der Symbole O und o

Der Primzahlsatz

@
% 7/ log(x)
lésst sich auch folgendermafien formulieren: Fiir = > 2 gilt
x
") = oy + R, 1)
wobei fiir das Restglied R(z) gilt:
R(x)

T
log(z)

Der Term heiflit Hauptglied. Beziehungen der Form

Unbekannte Funktion = Hauptglied + Restglied ,

wobei das Hauptglied explizit bekannt ist, wihrend fiir das Restglied eine Abschétzung gegeben ist, sind zentral
in der analytischen Zahlentheorie. Zur Vereinfachung der Formulierung hat E. Landau die nach ihm benannten
O- und o-Symbole eingefiihrt. Die Beziehung (1) wird mittels dieser Symbole folgendermafien formuliert:

@) = o o (m) (@ o0)
oder auch .
m(x) = Tog(2) “(1+0(1) (z—o00).



1.3. ABELSCHE PARTIELLE SUMMATION UND EULERSCHE SUMMENFORMEL 7

Definition 1.2.1. Es seien f(z) und g(z) zwei Funktionen, die fiir geniigend groe positive x definiert sind,
und es sei f(x) beliebig komplex, g(x) > 0, eventuell nur fiir geniigend grofie . Dann soll

f(x) = O(g(z)) bzw. f(z) = o(g(x)) (z— o0)
bedeuten, dass fiir geniigend grofle x gilt:

@,

|f(z)] < A-g(z) fir passendes A > 0 bzw.
gla) a—ee

Analog mogen die Beziehungen
f(x) = O(g(x)) baw. f(z) = o(g(x)) (z— a+)oder (z —a—)
definiert sein, wobei g(z) > 0 fiir  nahe bei a vorausgesetzt ist.

Beispiel 1.2.2. Es gilt

Va2+1l =240 (2) (z—>00) 10g1(a:) = 0(75) (z—14).

1.3 Abelsche partielle Summation und Eulersche Summenformel

Unser Studium der Riemannschen Zeta-Funktion wird uns spéter nicht direkt die Primzahlzdhlfunktion m(x)
liefern, sondern die leicht verdnderte Funktion

d(x) = > log(p),

p<z

bei der also jede Primzahl mit ,,Gewicht“ log(p) gezihlt wird. Das Verfahren, solche regelmifligen (d. h. stetig-
differenzierbaren) Gewichte hinzuzufiigen bzw. zu entfernen, liefert

Satz 1.3.1 (Abelsche partielle Summation). Es seien a < b reelle Zahlen und c1,ca, ... kompleze Zahlen.
Es sei f: [a,b] — R eine stetig-differenzierbare Funktion. Dann setze fir x € [a,b]

dann gilt

Beweis. Es ist

b b
(B - 3 efm) = S ealf) - fm) = 3 / euf (D)t = / S e | 0yt
a<n<b a<n<b a<n<b®, a a<n<t

O

Satz 1.3.2 (Eulersche Summenformel). Es seien a < x reelle Zahlen. Die Funktion g : [a,x] — C sei stetig
und (stiickweise) stetig-differenzierbar auf [a,x]. Wir setzen Po(x) =z — |x] — 5, dann ist

x x

> gt = [awdn + [Raw)g@dn - g@R@) + g@Pa).
Beweis: In der Ubung. O



8 KAPITEL 1. DIE RIEMANNSCHE ZETA-FUNKTION UND DER PRIMZAHLSATZ

1.4 Dirichletsche Reihen

Bevor wir zur Diskussion der Riemannschen Zeta-Funktion als Funktion der komplexen Variablen s € C kom-
men, wollen wir die allgemeine Funktionsklasse diskutieren, der die Zeta-Funktion angehort, die Dirichletschen
Reihen.

Definition 1.4.1. Eine Dirichletreihe ist eine unendliche Reihe der Form

D(s) = Zann_s , a, €C, seC.
n=1

Es stellt sich sofort die Frage nach dem Konvergenzbereich von D(s) und nach den analytischen Eigenschaften -
insbesondere Holomorphie - von D(s) in diesem Bereich. Im Zusammenhang mit Dirichletschen Reihen ist die
Schreibweise s = o + it, 0 = Re(s), t = Im(s) tiblich (oder, falls eine Folge vorliegt, s; = o; + it;).

Satz 1.4.2. Es sei

(o)
D(s) = Z anpn”®
n=1

in einem Punkt sy konvergent, dann konvergiert D(s) gleichmifig im Winkelraum |arg(s — so)| < im — 4 fiir
festes § > 0. Die Funktion D(s) ist in der Halbebene {o > oo} holomorph.

Beweis. Mit partieller Summation (Satz 1.3.1) folgt

Z ann~® = Z ann~%0n%0 7

M<n<N M<n<N
N
Noo—s g an,n” %0 —/ E ann "% | (so — s)u* """ tdu .
M<n<N M M<n<u

Es ist |[N®0~%| = N70~9 < 1. Wegen der Konvergenz von »_ a,n =% ist

im Winkelraum |arg(s — so)| < 37 — 0. Es ist

1
50—s—1 oc—oo—1
O Rt
und damit
N
€ €
ann % | (sg — s)u®™ " tdu| < Mo <
é M§<u sin(J) sin(9)

Damit folgt der erste Teil des Satzes. Jede kompakte Teilmenge von {s = o +it : o > oo} ist fiir 6 > 0
geniigend klein im Winkelraum | arg(s — so)| < 37 — 4 enthalten. Die Reihe

o0
E anpn”?
n=1

ist damit kompakt konvergent in {o > 0¢}, und damit holomorph. O



1.5. DIE RIEMANNSCHE ZETA-FUNKTION 9

Satz 1.4.3. Zu jeder Dirichletreihe
(oo}
D(s) = Za,m‘s
n=1

gibt es stets ein og € RU {£oo}, so dass D(s) fir alle s = o + it mit o > o¢ konvergiert, und fir o < og
divergiert.

Beweis. Man setze
oo = inf {0 eER : Is=0c+it: Zann_s konvergiert} ,

Die Behauptung folgt dann aus dem vorigen Satz. O

Definition 1.4.4. Der Wert o heifit Konvergenzabszisse der Dirichletreihe D(s).

Die Fille 09 = 0o konnen eintreten:

Beispiel 1.4.5. Die Dirichletreihe
i e'n~*®
n=1
konvergiert fiir kein s € C, hat also die Konvergenzabszisse 0¢g = co. Dagegen konvergiert

oo
E e—nn—s

n=1

fiir alle s € C und hat die Konvergenzabszisse 09 = —oo. Auch alle Dirichletpolynome

Z ann”® , an # 0 nur endlich oft

n=1

haben die Konvergenzabszisse 09 = —o0.

1.5 Die Riemannsche Zeta-Funktion

Definition 1.5.1. Die Riemannsche Zeta-Funktion ((s) ist definiert durch

((s) = Y n

fir o > 1.

Satz 1.5.2. Die Riemannsche Zeta-Funktion stellt fiir o > 1 eine holomorphe Funktion dar. Sie besitzt dort
das Eulerprodukt
1
) = [I7—

Insbesondere ist ((s) # 0.
Beweis. Die Reihe -
2
n=1
konvergiert fiir ¢ > 1. Die Existenz des Eulerprodukts wird wie im reellen Fall (Satz 1.1.2) bewiesen. O

Die Untersuchung der Primzahlverteilung wird durch die Tatsache ermdglicht, dass die Zeta-Funktion mero-
morph fortgesetzt werden kann. In einem ersten Schritt setzen wir sie auf den Bereich {¢ > 0} fort.

9



10 KAPITEL 1. DIE RIEMANNSCHE ZETA-FUNKTION UND DER PRIMZAHLSATZ

Satz 1.5.3. Die Riemannsche Zeta-Funktion lisst sich meromorph fortsetzen auf den Bereich {o > 0}. Die
einzige Singularitit ist ein Pol erster Ordnung in s = 1 mit Residuum 1.

Beweis. Anwendung der Eulerschen Summenformel 1.3.2 fiir Re(s) > 1 und € > 0 beliebig klein ergibt

o0 oo

o0
C(s) = ans = /ufsdu + s/Po(u)u*S*ldu + (1—¢e) - Py(l—¢)
n=1 1—e 1—¢
°r T 1 1 Tu—|ul -1 1
= /ufsdu + 5 | Po(u)u™"tdu + 3= 1, + s/%du + 3
1 1 1

Wegen |Py(u)| = |u— [u] — 1| < 1 ist die Folge

kompakt konvergent in der Halbebene Re(s) > 0. Also stellt

s/Po(u)u_s_ldu
1

eine in Re(s) > 0 holomorphe Funktion dar. Die iibrigen Summanden sind dort ebenfalls holomorph, aufler in
s =1, da dort 1—; einen Pol erster Ordnung mit Residuum Eins aufweist. o

1.6 Fouriertheorie und Poissonsche Summenformel

Definition 1.6.1. Im Rest der Vorlesung verwenden wir die Bezeichnung e(x) = e?™*.

Definition 1.6.2. Es sei f : R — C eine integrierbare Funktion der Periode 1, d. h. f(z + 1) = f(x) fiir alle
x € R. Fiir n € Z heift

f(n) = / F(tye(—ntydt

der n-te Fourierkoeffizient von f. Unter der Fourierreihe

Sple) = Y fln)e(na)

n=—oo
von f versteht man die Folge der Partialsummen

N
Sp(x,N) = Y f(n)e(na).
n=—N

Die Fourierreihe Sy(x, N) heiit konvergent in = € R falls
li N
Ngnoo Sy (33, )

existiert.

Eine zentrale Frage der Fouriertheorie ist, wann eine Funktion f durch ihre Fourierreihe darstellbar ist, d. h. wann
lim S¢(z,N) = f(x)
N—oo

ist. Dies kann beispielsweise garantiert werden, wenn f auf R stetig-differenzierbar ist. Ein wichtiges Hilfsmittel
zum Studium dieser Fragen sind die Dirichlet- und Fejérkerne:

10



1.6. FOURIERTHEORIE UND POISSONSCHE SUMMENFORMEL 11

Definition 1.6.3. Es sei N € Ny. Der N-te Dirichletkern Dy ist gegeben durch

N
Dy(z) = Z e(nx) .
n=—N
Der N-te Fejérkern Fy ist gegeben durch
1 N
F = — Dy(x) .
~(z) ON + 1 n;N (x)

Es ist nun moglich, die Partialsummen Sy(x, N) mittels des Dirichletkerns Dy darzustellen. Die arithmetischen
Mittel der Partialsummen kénnen dann mittels der Fejérkerne Fy dargestellt werden:

Satz 1.6.4. Es sei N € Ng. Dann ist

1 N 1
. 1
S¢(xz,N) = /f(t)DN(a:—t)dt sowie o ZNSf(x,n) = /f(t)FN(a:—t)dt
0 n=- 0
Bewets. Es gilt

/f(t)DN(x—t)dt = /f —nt)dt | e(nz) = Z f(n = Sy(z,N).

n=—N
Daraus folgt auch die zweite Behauptung. O
Satz 1.6.5. Es sei N € Ny. Es gelten fiir nicht ganzzahliges x € R die Darstellungen
e((V + 5)7) — e(=(N + 3)x)

Dla) = ——_Zro— 1
und
oy~ (e«m%)x)eum%)w)f LI
V@) = SN e(32) — e(—52) S N
Zudem gilt

fiir alle § >0

Beweis. Einsetzen der Formel fiir die endliche geometrische Reihe ergibt

2N L) N
Dy(z) = e(fo)Ze(m) _ e(Nx)e(@f(;l)xl)_l _ ey (21) (N+ ) )'

Die Darstellung fiir den Fejérkern ergibt sich durch eine analoge Rechnung. Die Voraussetzung = ¢ Z ist
notwendig, da sonst die Nenner e(iz) — (—%z) und e(z) — 1 verschwinden. Man sieht aber, dass sich alle

2 2
Ausdriicke auf Z fortsetzen lassen. Es ist

1 1 N n N n 1 1
1 ) 1 .
/FN(:c)dx = / NI > 'Z e(jz) | dz = SN > Z /e(]:c)der/ldx
0 0 n=—N j=—n n=—N Jj=-n"y 0
J#0
N n . 1 N
1 [e(yx)} 1
- o |5 e o
2N +1 Sy j:;n 2mij |, e()=1 2N +1 Sy
§#0

11



12 KAPITEL 1. DIE RIEMANNSCHE ZETA-FUNKTION UND DER PRIMZAHLSATZ

Fiir z € [6, 1] gilt nach der Euler-Identitét e’® = cos(¢) + isin(¢) und der Monotonie des Sinus auf [0, 37 die
Abschétzung

1
2N +1

sin((2N + 1)) | 1 1
sin(mx) ~ 2N +1 sin(wd)?
Daraus folgt fiir jedes feste ¢ € (0, %) der Ubergang

[Fn(2)] =

i-6 1
F < 2 . )
n(z) < 2N +1 sin(7wd)? Njoo 0

%\Mh—‘

Diese Konvergenz gilt auf (— , —0) analog, woraus die letzte Behauptung des Satzes folgt. O
Satz 1.6.6. Es sei f: R — C zweimal stetig-differenzierbar mit Periode 1, dann gilt

Jim Sy, N) = f(x)
fiir alle x € R.

Die Behauptung gilt auch schon, wenn f nur einmal stetig-differenzierbar ist, erfordert aber zu ihrem Beweis
grofleren Aufwand.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass die Fourierkoeffizienten f (n) schnell gegen Null streben: zweimalige partielle
Integration ergibt

fo = [swet-nna = [0S0 s oL /f

- i / f'(Be(=nt)dt = O(35) (n—o0).

0

Damit konvergieren die Partialsummen gleichmé8ig

N~>oo

N
= > f(me(na) g(x) (1)
n=—N

gegen eine Grenzfunktion g(x), und es bleibt f(x) = g(x) zu zeigen. Aus (1) folgt, dass auch die Folge der
arithmetischen Mittel der S¢(x, N) gegen g(z) konvergiert:

N_>OO2N+1ZSf‘T" = 9(@). @)
In|<N

Nach den Sétzen 1.6.4 und 1.6.5 folgt fiir festes 6 > 0

z+2 x+6
J&gnoom%sf(x,n) = lim /f VP (z — t)dt = A}gnoo/f(t)FN(:c—t)dt. (3)
ni= l—— r—0

Wegen der Stetigkeit von f fiir ¢ = x kénnen wir zu beliebigem & > 0 ein § = §(¢) so bestimmen, dass
If(t) — f(x)] < e ist fir |x —¢] < . Mit (2) und (3) folgt

x40
l9(@) — f(@)] < e /FN(x—t)dt < e
x—0

und folglich g(z) = f(z) iiberall. O

12



1.7. DIE GAMMA-FUNKTION 13

Definition 1.6.7. Es sei f: R — C integrierbar mit

/|f(t)|dt < o0

Dann nennt man
o0

fiR—C, flu) = /f(t)e(fut)dt

die Fouriertransformierte von f.

Satz 1.6.8 (Poissonsche Summenformel). Es sei f: R — C zweimal stetig-differenzierbar und mit einer

Konstanten C > 0 gelte
1

12

Yot = Y ).

n=—oo n=—oo

f@)] + 1f' @) + [f"(@)] < ¢ (1)

Dann ist

Beweis. Die Funktion

F@) = Y fla+n)

n=—oo

besitzt offenbar die Periode 1. Wegen der Bedingung (1) konvergiert auch
[e.e]
PR ARICERD
k=—o0

gleichméBig fiir m = 0,1,2. Also ist F(x) zweimal stetig-differenzierbar. Nach Satz 1.6.6 konvergiert die Fou-
rierreihe Sp(x, N) gleichmiBig gegen F(x), also

Fa) = S Fmeta) = 3 / Flt)e(—nt)dt | e(nz)
= > | X /f(t+k)e(—n(t+k))dt enz) = > | D /f(t)e(—nt)dt e(nx)
n=—oo \k=—o0 0 n=—oo \ k=—oco k
= Z /f(t)e(—nt)dt e(nz) = Z f(n)e(nz) .
Die Behauptung folgt nun, wenn wir x = 0 einsetzen. O

1.7 Die Gamma-Funktion
Definition 1.7.1. Die Gamma-Funktion I' ist definiert iiber
o0
I'(z) = /tzfleftdt
0

mit *~1 = exp((z — 1) log(t)).

13



14 KAPITEL 1. DIE RIEMANNSCHE ZETA-FUNKTION UND DER PRIMZAHLSATZ

Satz 1.7.2. Die Gamma-Funktion T'(z) ist fiir Re(z) > 0 holomorph, und auf ganz C meromorph fortsetzbar.
Sie besitzt Pole genau in den Stellen {0,—1,—2,—-3,...}. Es sind Pole erster Ordnung, das Residuum in —n ist

%. T (z) geniigt der Funktionalgleichung T'(z 4+ 1) = z-T'(2), und es ist T'(n + 1) = n! fir n € Ny.

Beweis. Die Folge

n

I, = /tz_le_tdt

1
n

ist fiir Re(z) > 0 kompakt konvergent und besitzt daher eine holomorphe Grenzfunktion I'(z). Durch partielle
Integration erhalten wir fiir Re(z) >0
o0 o0
P(z+1) = /tze*tdt = [ftze*t}go + z/tzfle*tdt = z-I'(2)
0 0

und damit durch Induktion
I'(z+n+1)
~ (1)
z-(z+1)---(24+n)
Die rechte Seite ist nun meromorph fiir Re(z) > —(n + 1) und ist dort holomorph bis auf die Nullstellen
{0,—1,—2,...} des Nenners, die Pole erster Ordnung konstituieren. Da n beliebig gewihlt werden kann, ergibt
sich die meromorphe Fortsetzbarkeit in die gesamte komplexe Ebene. Es ist

I(z) =

o

rQ) = /e*tdt =

0

woraus mit (1) die Darstellung I'(n + 1) = n! fiir n € Ny folgt. Das Residuum des Pols in z = —n ergibt sich

aus (1) zu
I'(z4+n+1) ) _ (=)™ .

Res (I') = lim ((z+n) (

z=—n z——n z Z+1)(Z+’Il) n!
O
Satz 1.7.3. Firze C—27Z gilt
™
I'(z) - I'(1 — =
(2)-T(L =2) sin(mz)
Beweis. Fiir Re(z) > 0 haben wir
o0
I0(z) / =ttt = / {Re()~Te=t gy — D(Re(2)) .
0
Daher ist I'(z) in jedem Vertikalstreifen {z : § < Re(z) < b} mit 0 < § < b beschrénkt. Aus der Rekursion
r 1
I(z) = (z+n+1)
z2(z+1)---(z+n)
folgt dann, dass I'(z) auch auf jeder Menge der Gestalt
{#z : a <Re(z) <b, |Im(z)| > 1} (%)
beschréankt ist. Wir betrachten nun die Funktion
™
=T)lrd1-2 —
f6) = TN =2) - =

im Vertikalstreifen V' = {z : 0 < Re(z) < 2}. In der Menge V7 = V N {Im(z) > 1} der Gestalt (x) ist f(z)
beschréinkt. Die Funktionen I'(2)I'(1 — z) und 47— haben in den Stellen z = 0,1,2 Pole erster Ordnung mit
denselben Residuen. Damit ist f im Vertikalstrelfen V' holomorph. f ist sogar in V beschrankt, da V — V3
kompakt ist. Da f die Periode 2 besitzt ist f auf ganz C holomorph aber auch beschriankt, und daher nach dem
Satz von Liouville konstant. Wegen f(—z) = —f(z) bleibt nur f(z) = 0, woraus die Behauptung folgt. O

14
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Satz 1.7.4. Die Gamma-Funktion T'(z) hat keine Nullstellen, d. h. ﬁ ist eine ganze Funktion.

Beweis. Dies folgt aus den Sétzen 1.7.2 und 1.7.3. O

1.8 Die Funktionalgleichung der Riemannschen Zeta-Funktion

Mittels der Funktionalgleichung kann die Riemannsche Zeta-Funktion, die wir bereits in die Halbebene Re(s) > 0
meromorph fortgesetzt haben, in die gesamte komplexe Ebene meromorph fortgesetzt werden. In dieser Funk-
tionalgleichung tritt auch die Gamma-Funktion auf.

Definition 1.8.1. Die Theta-Reihe und die Psi-Reihe ¥, : (0,00) — R sind definiert durch
(o) o0
2 1
Zenw17 Z nwx: 19(%)71)
Lemma 1.8.2. Die Reihen ¥(x) und ¢ (x) sind zweimal stetig-differenzierbar in (0,00). Die unendliche Reihe

Y(x) konvergiert gleichmdfig auf jedem kompakten Teilintervall von (0, 00).

Beweis. Es sei M > 1 beliebig. Auf [M !, M] haben die Reihen

[e%S)
E —n’nx bzw. E TL Te —n’rx bzw. E TL4 2 7n T

n=1

die konvergenten Majoranten

00 0o

2 —1 2 — 1
2 e M bzw. § n27T€ nmM bzw. 2 n4 2 n?a M~
n=1 n=1

Daraus folgt, dass die beiden ersten Ableitungen durch gliedweises Ableiten erhalten werden kénnen sowie die
Stetigkeit der beiden ersten Ableitungen. Entsprechendes gilt fiir 9(z) = 2¢(z) + 1. O

Lemma 1.8.3. Die Funktionen 9(x) und (x) erfillen fir x > 0 die Funktionalgleichungen

I(z) = %-0(%) (1)
20(@)+1 = —=- (20 (1) +1) @)
sowie die Abschitzungen
@) = 0(F) (@—04) (3)
P(x) = O(e‘”) (x — o) (4)

Beweis. Es geniigt (1) zu zeigen, denn (2) folgt aus (1), (4) folgt aus der Reihendarstellung von ¢ (z), und (3)
folgt aus (2) und (4). Wir wenden dazu auf 9(z) die Poissonsche Summenformel 1.6.8 an: es ist

Z f(n) mit f(t) = et
Die Bedingung (1) von Satz 1.6.8

1

OISO+ 17O < € 15

15
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ist offenbar erfiillt. Zur Berechnung der Fouriertransformierten f verwenden wir die bekannte Beziehung

oo

/e*ﬁdt = Jr.
—00

Die Substitution ¢ — ¢ - /7x ergibt
o0
—t’rx 1
e dt = —.

/ v
— 0o

Verschiebung des Integrationswegs (—o0, 00) auf (—oo + iy, 0o + iy) fiir festes y € R mittels des Cauchyschen
Integralsatzes ergibt

co+iy 1
—t?nx
dt = —.
e 7
—oo+1y
Wir erhalten
(oo} oo
¢ 2 . iu\2 u?
flw) = /exp(—t 7x) exp(—2miut)dt = /eXp (—mc(t—l—?) —77?> dt
oo+ ix

= / exp (—tQTFI) dt - exp(—w%) = % - exp (—W%)

oot

und damit

@) = 3 fm) = S fn) = %-ﬁ(%%

n=—oo n=-—oo

Lemma 1.8.4. Firo > 1 gilt

3
[N

(oo}
() o) = [l
0
Beweis. Es sei M > 1 beliebig. Wegen der gleichmé#Bigen Konvergenz von 1 (z) auf [M~!, M] haben wir

M w M
/w(m)xésfldm = Z /xés*le”ﬁ”dm. (1)
'rz:1]\471

M-1

Aus den Schranken 1 (z) = O(—=) fiir * — 0+ bzw. ¥(x) = O(e~™) fiir z — oo (Lemma 1.8.3) folgt fiir die

x

Summanden
M

lim :c%s_lw(a:)dx = /:c%s_lw(:c)dx. (2)
0

M— o0
M-1
Wir fiihren den Grenziibergang auf der rechten Seite von (1) im Integral aus: Es sei § = §(o) > 0 so gewéhlt,
dass $0(2 — 0) > 1 ist (das ist méglich, da o > 1 ist), und schétzen

Mt
1. _n2
/sz 16 n w:cdx
0
1 .
ab. Fiir n < M 23 erhalten wir
Mt
ls—1_—n’rz —i0
2% e dr = Oy (M ™2
0
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und damit
M-t
1

Z /xis_le_”zmdx = O, (Mﬁ_%“) , (3)

n§M2i3 0

die Summe geht also gegen Null fiir M — oo, da Q—i& — %0‘ < 0 ist. Fiir n > M™% erhalten wir

M-t n—(2=9) M-t
1o 1 _p? 1o 1 _p2 1o 1 _pn?
/x26 16 NI o S / 728 16 NI o T / 728 16 nIAT o
0 0 n—(2-9)

= O, (n_%“(2_6)> + O, (exp(—n‘s)M_%”)
durch Abschitzung der Faktoren der Integranden. Es folgt

M71

Z /xésfle—yﬁwxdm M_} 0, (4)

m>M2_i5 0

weiter strebt

sl ezl = O, (M%UG_WM) (5)

NE
3}8

gegen Null fiir M — oo. Aus (3), (4) und (5) folgt

50 M 0o ®
. 1, 2 e 14 M2,
A}lm /1,25 16 [T - § :/1,25 16 nIAT o
—00
n:lj\471 n=1 0

= g 3. (Zl n_s> ~/e_tt%s_1dt =7 3.7 (%) -((s) .

t=n2mx
0
Damit und (1), (2) folgt die Behauptung. O

Satz 1.8.5 (Funktionalgleichung der Riemannschen Zeta-Funktion). Die Riemannsche Zeta-Funktion
besitzt eine Fortsetzung in die ganze komplere Ebene mit einem Pol erster Ordnung und Residuum FEins in
s = 1. Die vollstindige Zeta-Funktion

) =T(5) 72 C0s)
erfillt die Funktionalgleichung &(s) = &§(1 — s). ((s) besitzt keine Nullstellen fir Re(s) > 1 und besitzt fir
Re(s) < 0 genau die Nullstellen —2,—4,—6, . ... Fir die Nullstellen im kritischen Streifen {0 < Re(s) < 1} gilt
((s)=0<((1—s)=0.

Beweis. Nach den Lemmata 1.8.3 und 1.8.4 gilt fiir o > 1

o] 1 0o
&(s) = ac%s*lw(x)dx = xés*lw(x)dx + [ x2s e (x)da
/ / /
1 o)
1 1 1 1
= /15571 <_:c P <E> + 7z " 2) dx + /:c25 L (x)dx
0

17
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Wegen ¢(z) = O(e”™) nach Lemma 1.8.3 ist die Folge

I(N,s) = /(x_%s_% +a:%s_1> Y(zx)dx

kompakt konvergent in C, und
(o]
I(s) = /(afés*é +m%571> Y(x)dx
1

stellt eine ganze Funktion dar. Die Funktion £(s) ist damit holomorph auf C\{0,1} und erfiillt offenbar die
Funktionalgleichung £(s) = £(1 — s). Damit gilt auch £(s) =0 < (1 —s) = 0. Da £(s) # 0 fiir o > 1 ist folgt
£(s) # 0 fiir 0 < 0. Wegen I'(3) # 0 auf C (Satz 1.7.4) besitzt ((s) Nullstellen in den Polstellen von I'(§) mit
Ausnahme von s = 0, nach Satz 1.7.2 also in —2, —4, —6, ... wie behauptet. O

1.9 Die Koeffizientensumme einer Dirichletreihe

Entscheidend fiir den funktionentheoretischen Beweis des Primzahlsatzes ist die Moglichkeit, die Koeflizienten-
summen von Dirichletreihen durch Kurvenintegrale auszudriicken, die wir hier behandeln wollen.

Satz 1.9.1. Es sei -
D(s) = Zannfs

n=1

fiir o > 1 absolut konvergent. Mit einer fiir x > xy monoton wachsenden und positiven Funktion ®(x) und einer
Konstanten C > 0 sei |ap| < C - ®(z) fir alle n < x. Es sei

Z lan|n™ = O((c—1)"%) (0 — 1+)

fiir ein festes a > 0 sowie ¢ > 1, x > 1, x ¢ Z sowie T > 0, dann gilt

c+iT

Zan _ ﬁ -TD(S)%st Lo (ﬁ) Lo (x.@(Qx)T. 10g(2x)) L0 (:CTLS:T[))

fiir T — oo, wobei ||x|| den Abstand von x zur nichsten ganzen Zahl bedeute.

Zur Vorbereitung beweisen wir
Lemma 1.9.2. Es seic>0,T >0 undy > 0, dann ist fir T — oo
c+iT y°
/ v {1 + Olrriggy) falls  y>1
S
c—iT

O(m) falls O<y< 1 ’

Beweis. Es sei y > 1. Fiir U > 0 ist nach dem Residuensatz

c—iT c+iT —U+iT —U—iT

1 S S S S s
— / y—ds + / y—ds + / y—ds + / y—ds = Res (y—) =1
273, S S s s s=0 9
—U—iT c—iT e+iT —U+iT
wenn im positiven Sinn iiber die geradlinigen Verbindungsstrecken integriert wird. Es ist
—U+iT s 1 c .
Y Y
Cal < a0 )
/ s T T - |log(y)|
c+iT —00

18
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und analog
c—iT )
y° y°
=—ds| = O =———] .
/_ s (T~|10g(y)|)
—U—iT
—U+iT
s Ty~ Y
/ Y as| = 0( Y ) 0
s |log(y)| ) U—eo
—U—iT
Also ist
1 c+iT ) )
yé y(,
— =—ds = 1+0| =———— ) .
i ) s T (T-uog(yn)
c—1iT

Es sei 0 < y < 1: Fiir U > 0 ist nach dem Cauchyschen Integralsatz

c+iT U+4iT U—iT s
/ y—ds / y—ds + / y—ds / y—ds =0,
27 S
U—iT c+iT U+iT

wobei wiederum tiiber die geradlinigen Verbindungsstrecken integriert wird. Es ist

U+iT 1 [e%S) c—iT
y® y© y° ye .
—ds| < —/y"da = O<7> , / —ds| = O<7> sowie
/ s T T - |log(y)l s T - |log(y)|
cHiT c U—iT
U+iT
s T. U
/y—ds = O( g ) — 0
s |log(y)| ) U—c
U—iT
woraus die Behauptung des Lemmas folgt. O

Beweis von Satz 1.9.1. Wegen der gleichméfiigen Konvergenz von

o0
E apn”?
n=1

auf [c — iT, ¢+ iT] erhalten wir mit Lemma 1.9.2

c+iT c+iT

1 1 s |a"|
— D(s n |l — z)%d n — | . 1
2mi Za 2m‘/ ()] = 2 +O< ch-Ilog( )I) W
c—iT c—iT n<x =1
Wir spalten die Summe
- |an|
Yo = NP
; ne - log |()]
auf in
Yo = X1+ X2+ 33
mit

|an]| |an| |an|
Y = - 3y = Y, = '
1 ;»”‘”ilog(%ﬂ’ P = 2 g T 2 ne - [log(Z)]

n>2x | log( n

Fiir n < § und n > 2z ist |log(+)| > log(2), also

Y143 =0 <Z M) = O0((c=1)"%) (2)

n=1
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20
nach Voraussetzung. Wir kommen zum schwierigsten Teil, der Abschéitzung von ¥3. Es sei N eine natiirliche
Zahl, die x am néchsten liegt. Fiir N < n < 2z sei r = n — N. Wir haben wegen © < N + % die Abschitzung

" N +r r—1
2 2

Im Folgenden seien cg,c; > 0 feste Konstanten. Aus dem Mittelwertsatz schliefen wir, dass log(1 + u) > cou

fiir 0 < w < 1 ist, und erhalten
1 ro 1 ,
1 1 2 2 > -
Og(+N+%)_CON+%_Clx
Also haben wir
|an| 1— 1 1—
——— = 0| ®(22) - ¢. — = O (®(22) - ¢ . log(2 3
N;ﬂ:@ e log(Z)] (2z) -z 1g§22r (®(2z) -z 0g(2z)) (3)
Analog folgt
|an| 1—c
— = 0 (®(2 ¢ . log(2 . 4
Z ne - | log(Z)] (®(22) - @ 0g(2z)) (4)
L <n< N n
Fiir n = N erhalten wir
|an| O(N) o(2x) - 2t
e C ) - o(FEL). o)
- [log (%) Ne - [log(1 + #5~)| |z
O

Aus den Abschitzungen (1)-(5) folgt die Behauptung des Satzes

1.10 Der Primzahlsatz

m(x) = Zl

Die Primzahlzahlfunktion
p<z

ist eng mit der Koeffizientensumme von %, der negativen logarithmischen Ableitung der Riemannschen

Zeta-Funktion, verkniipft.
Definition 1.10.1. Die Funktion

log(p) falls n = p™ fiir eine Primzahl p
A:N=R, Aln) = { 0( ! sonst

heifit Mangoldtsche Funktion. Die summatorischen Funktionen

P(x) = ZA(n) bzw. d(x) = Zlog(p)

p<z

n<z

heiflen Tschebyscheffsche ¥-Funktion bzw. Tschebyscheffsche 1-Funktion.

Lemma 1.10.2. Es gilt die Asymptotik

Beweis. Es gilt
Y(x) —d(z) = Z Z log(p) < (Jﬂ + - —&—xﬁ) log(z) ,
m=2pm<zg



1.10. DER PRIMZAHLSATZ 21

wobei ko so gewihlt ist, dass 3 < 2% < 2 st (es ist kg = O(log(x)) fiir z — o0). Also folgt

O
Satz 1.10.3. Firo > 1 gilt
€O _ S g
()~
Beweis. Wir betrachten das Eulerprodukt
) = [I:—
= T
P
zunéchst fiir s € R mit s > 1. Logarithmieren ergibt
log(¢(s)) = = log(1—p~)
P
und Differentiation dann
'(s log(p) _. 2 e > s
) _ Zig(,)sp S= Do) logp) = D Am)ne.
C(S) p 1- p p m=1 n=1
Aus dem Identititssatz fiir Potenzreihen folgt, dass dies fiir alle s € C mit Re(s) > 1 gilt. (]
Satz 1.10.4. Der Primzahlsatz
x x
_ PZo
" = iy + o () ()
ist jeweils dquivalent zu den Behauptungen
Y(x) = x + o(x) (x — 00) (PZ0b)
Yz) = =z + o(x) (z— o0) (PZ0c)

fiir die Tschebyscheffschen Funktionen.

Beweis. Die Behauptungen (PZ0c) und (PZ0b) sind fiquivalent nach Lemma 1.10.2, wir zeigen noch die Aqui-
valenz von (PZ0a) mit (PZ0c):

(PZ0a)=(PZ0c):
Mit abelscher partieller Summation (Satz 1.3.1) ist

x

Hax) = Zlog(p) = m(z)log(x) 7/@&.

p<z

Njw

Es ist

W=

x

Z@dt < /#dt + 0 7@& = 0(105(:5)) .

2

e
W=

X

Also folgt ¥(x) = x + o(z) aus (PZ0a).

21
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(PZ0c)=(PZ0a):
Wiederum mit abelscher partieller Summation gilt

T

o los) _ @) [ 0 V@) i
@ = 2 i) T g s = ot 0 | |

3 3
2

ol

Dabei ist
/ dt / dt / dt T
= + =0|——— .
log(®)? ) Togt? "/ Tog(0? log(x)?
3 3 1
2 2 x2

O

Zum Beweis des Primzahlsatzes geniigt es also, ¥(z) = z + o(x) nachzuweisen. Dazu wenden wir den Satz 1.9.1
itber die Koeflizientensumme auf die Dirichletreihe

Dis) = g/@

an, deren Koeffizientensumme gerade () ist. Wir werden tatséichlich (PZ0b) mit einem schérferen Restglied
beweisen, was auch ein schirferes Restglied im Primzahlsatz (PZ0a) zur Folge hat. Dabei muss allerdings die
einfache Nadherungsfunktion @ durch den Integrallogarithmus

xT

. it
li(z) = / o

2

ersetzt werden.

Lemma 1.10.5. Es seix =m+ 3 firm € N und ¢ = ¢(z) =1+ m, dann ist
c+iT , 1 9
1 s .
o) = g [ (F5) L+ o (2.

2mi (s) T

c—1

Beweis. Wir wenden Satz 1.9.1 mit a,, = A(n) auf

C (5) _ ZA(H)TL_S

D6 = -5

an mit Koeffizientenbeschréinkung ®(x) = log(z). Da D(s) einen Pol erster Ordnung in s = 1 besitzt, folgt

o0
Z Ann™ = O((c—=1)"") (0 —14).
n=1
Es kann also o = 1 im Satz 1.9.1 gewihlt werden. Die drei Restglieder des Satzes sind alle durch
x - log()?
0 ( 2
beschrankt. n

Wir werden im Folgenden den Integrationsweg [¢ — ¢T', ¢ + ¢T| zu einer geschlossenen Kurve ergénzen, die ein
Rechteck R im positiven Sinne berandet, und zwar zur Kurve

v = [c—iT,c+iT) U [c+iT,a+iT) U [a+iT,a—iT) U [a —iT,c—iT)

22
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fiir a < 1 < c. Die einzige Singularitit des Integranden ~<. “? im Innern des Rechtecks R soll der Polin s =1

¢
sein. Das Integral

p= (‘ Qg((;))) S

Y

wird dann durch den Residuensatz ausgewertet. Dazu muss sichergestellt werden, dass ((s) im Innern von R keine
Nullstellen besitzt, d. h. zum Beweis des Primzahlsatzes benttigt man die Existenz einer nullstellenfreien Zone.
Diese wollen wir im Folgenden diskutieren. Wir wissen nach Satz 1.5.2, dass ((s) # 0 fiir o > 1 ist. Entscheidend
fiir den Beweis des Primzahlsatzes durch Hadamard und de la Vallée-Poussin im Jahre 1896 war die Tatsache,
dass ((s) auch auf der Geraden o = 1 keine Nullstellen besitzt. Diese Tatsache reicht fiir den Beweis des
Primzahlsatzes aus, liefert jedoch nur die Asymptotik. Der Beweis fiir {(1 4 it) # 0 beinhaltet jedoch auch die
Grundidee fiir den Beweis des Primzahlsatzes, daher wollen wir damit beginnen:

Satz 1.10.6 (Hadamard und de la Vallée-Pussin). Fiir ¢ # 0 ist ((1 4 it) # 0.

Beweis. Wir verwenden die Ungleichung
3 +4cos(f) +cos(20) > 0 (V0 €R). (1)

Angenommen ((s) besitzt eine Nullstelle der Ordnung mq > 1 in s = 1 + 4 fiir ein v € R und eine Nullstelle
der Ordnung mgy > 0 in s =1 4 2¢7. Fiir 0 > 1 sei

L C(s) (s +iy) (s +2iy)
=30 Tt T e

Diese Funktion besitzt in s = 1 die Laurententwicklung

o(s)

3 4my ma
= — h
#(s) 5—1+s—1+s—1Jr (5)

mit einer in s = 1 holomorphen Funktion h(s). Es folgt

i (Re(p(a)) = oo. 2)
Andererseits ist nach Satz 1.10.3
plo) = — i An)n™7 (3+4n~"" +n 727 |
n=1
also wegen (1)
Re(p(o)) = — i A(n)n™7 (3 4+ 4 cos(ylog(n)) + cos(2vlog(n))) < 0
n=1
im Widerspruch zu (2). O

Es ist nun moglich, die Nullstellenfreiheit auch fiir ein Gebiet links von der Geraden ¢ = 1 zu beweisen. Wir
stellen zunéchst einige Hilfsmittel aus der Funktionentheorie bereit.

Satz 1.10.7 (Borel-Carathéodory). Die Funktion f sei holomorph auf einem Gebiet, das die Kreisscheibe
|s| < R enthdlt. Es sei f(0) =0 und Re(f(s)) < M fir alle |s| < R. Fir|s| <r < R gilt dann

2Mr 2MR
< ! < —.
F6 < o W6 S
Beweis. Wir zeigen zunéchst
f® (0 2M
k!( ) < mE (Vk>1). (1)

23
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Die Substitution s = R - e(f) ergibt mittels der Cauchyschen Integralformel

1

[rm-cona = o= [ 195 = o) = 0. 2)
0 |s|=R
Fiir £ > 0 haben wir )
-k
/f(R-e(a))e(ke)de = R—m, f(s)s"tds = 0 (3)
0 |s|=R
und )
k k £(k)
/f(R-e(@))e(—kH)dH _ % / F(s)s~ " 1ds = %!(O). (@)
0 |s|=R

Indem wir eine Linearkombination von (2),(3) und (4) bilden, erhalten wir fiir beliebige ¢ € R

1

/f(R -e(0))(1 + cos(2m (kO + ¢)))df =

0

RE - e(=9) - 9)(0)
2k!

und

Re <%R’f (=) - 1M(0)

o ) < M/(1+cos(27r(k9+¢)))d9 =M (5)
0

fiir alle k& > 0. Wir withlen ¢ so, dass e(—)f*)(0) = | f*)(0)] ist. Die Gleichung (1) folgt dann aus (5). Aus (1)
folgt weiter

fl <Y ! k!( )‘rk <2y ()" = R_:
k=1 k=1
sowie " -
) S SPO)R 2M K k-1 2MR

O

Lemma 1.10.8. FEs sei f holomorph in einem Gebiet, das die Kreisscheibe |s — so| < r umfasst. Es sei M > 1
so gewdhlt, dass
‘ f(s)

f(s0)

auf der Kreisscheibe |s — so| < r gilt. Dann ist mit einer absoluten Konstante A >0

M

< e

A-M
< fiir |s — so| < ir,
r

wobei o alle Nullstellen von f mit |0 — so| < %7“ entsprechend ihrer Vielfachheit durchlduft.

Beweis. Die Funktion

o(s) = £5)-J[—

4 s-e

ist fiir [s — so| < r holomorph und auf der kleineren Kreisscheibe |s — so| < 37 von Null verschieden. Auf dem
Rand [s — so| = r gilt [s — o| > 37 > |so — 0|, und damit

] S0 — 0
I

s—0

f(s)
f(s0)

M

< e

S ‘

‘g<s> _ ‘f(s)
a(s0)| = | 7(s0)

24
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nach Voraussetzung. Nach dem Maximumsprinzip gilt diese Ungleichung dann auch auf der Kreisscheibe |s —

So| < r. Wir setzen
9(s)
h(s) = Log( > ,
) 9(s0)

wobei Log die holomorphe Funktion sei, die aus log : (0,00) — R durch analytische Fortsetzung hervorgeht
Dann ist h(s) holomorph fiir |s — so| < 2r. Zudem ist h(sg) = 0 und Re(h(s)) = M. Nach Satz 1.10.7 ist
2M - %7‘ A-M

B <
| (S)| — (%7" %T’)Q — r
(]

fiir |s — so| < %7’, woraus die Behauptung folgt.
Lemma 1.10.9. Die Funktion f sei holomorph in einem Gebiet, das die Kreisscheibe |s — so| < r umfasst. Es

Sez f(s)
S M
< e
‘f(so)
mit M > 1 fiir |s— so| <r, und f habe keine Nullstellen im Halbkreis {|s — so| < r | Re(s) > Re(so)}. Dann gilt
f’(so)> A-M

—Re < . 1
(f(So) r B

%7‘ und sg, so gilt

Hat f eine Nullstelle o9 auf der Strecke zwischen sg —
/ .
“Re (f (SO)) < A-M _ 1 .
f(s0) r S0 — 00

Dabei ist A eine absolute Konstante.

Beweis. Nach Lemma 1.10.8 gilt
f’(SO) A-M 1
—-R — R .
© ( 7(50) - Z e(5-2)
lo—so| <37
O

Aus Re(rl_g) > 0 fiir alle p in der Summe folgt die Behauptung.
Lemma 1.10.10. Es seim € Z und 6 > 0. Fiiro =—m+4§ und |s— 1| > 1 ist
C(5) = Oms (t™H1)

fiir || — oo.
Beweis. Mit der allgemeinen Eulerschen Summenformel (Ubungsaufgabe 5) besitzt ((s) fir o > 1 mit ¢ < %

und g(u) = u=*%, g™ (u) = (=1)*s(s +1)--- (s + k — 1)u= G+ die Darstellung

x

/g(U)dU + > (DM gW (@) Pi(e) — W (1 - e)Pu(1 =) + (-1)™ /9(m+1)(U)P (u)du
k=0 l1—¢

lim
Tr—00
3 )

1—e
1 1
— 1 S = Ry(x)r ™+ (-1 1) — Dz~ p(z) — Pu(1
on xinélo<51+2 o(x)z +k=1( )s(s+ 1) (sHEk—1)(x i (2) — Pi(1))

+(=D)™s(s4+1)--- (s +m) [u TP (u)du

——3

(—1)m/u_(s+m+1)Pm(u)du .
1

1 J -
= 571+5+;(—1)kPk(1)s(s+1)-~-(S+k—1)
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26 KAPITEL 1. DIE RIEMANNSCHE ZETA-FUNKTION UND DER PRIMZAHLSATZ

Da das Integral

u_(s+m+1)Pm(u)du

\8

—~~

fiir o > —m konvergiert, gilt die Darstellung (1) fiir & > —m. Nun ist

u_(s'*"”H)Pm(u)du =0Q1) , s(s+1)---(s+k-1) = Om(|t|k) (|t] — o)

——3

fir 1 <k <m + 1. Daraus folgt die Behauptung. O

Definition 1.10.11. Es sei T > 0. Mit N(T') bezeichnen wir die Anzahl der Nullstellen von ((s) mit 0 <
Re(s) <1 und 0 <Im(s) <T.

Lemma 1.10.12. Es ist N(T'+ 1) — N(T) = O(log(T)) fiir T — oo. Es sei m € N. Fir alle s = o + it mit
o>—mundt>0 und ((s) #0 gilt

d(s) _ 1 ) .
C(s) > o Om(log(t)) (t ).

[Tm(g)—t|<1

Beweis. Wir wenden Lemma 1.10.8 an mit
f(s) =¢(s), so =241t ,r =4(m+3).

Es ist

1 1
I¢(s0)| = Hm > H1+p_2-
p p

Nach Lemma 1.10.10 sind die Voraussetzungen von Lemma 1.10.8 erfiillt mit M = 4(m + 4) log(t), falls ¢t > ¢
geniigend grof ist. Lemma 1.10.8 ergibt fiir |s — sg| < m + 3 dann

(s) 1
(s) 2

4 s—e

= Om(log(t)), (1)

wobei g alle Nullstellen von ((s) mit |0 — so| < 2(m+ 3) entsprechend ihrer Vielfachheit durchlauft. Wir wenden

(1) zunéchst mit s = so und m = 2 an: wegen Cgl((;:)) = O(1) fiir t — oo erhalten wir

1

S0 — 0

Re

= O(log(1)) . (2)

lo—s0|<10

1 50— 0 2 —
=
So— 0 |so — o lso — ol

Esist 2— 3> 1 und |so — o|? < 100, also

Fiir o = 8+ iy ist

Mit (2) folgt
N({t+1) — N(t) = O(log(t)) . (3)

Aus (1) folgt schliefflich fiir |s — sg| < m die Abschéitzung

¢(s) 3 L 0 (og(t) + O > L) = Onltog(t))

s s—0
[o—s0|<1 1<|o—s0|<2(m+3)

wegen (3). O
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1.10. DER PRIMZAHLSATZ 27

Wir formulieren nun einen allgemeinen Zusammenhang zwischen der Groflenordnung der Riemannschen Zeta-
Funktion in der N#he von o = 1, sowie der Weite der nullstellenfreie Zone von ((s):

Satz 1.10.13 (Nullstellenfreie Zone der Zeta-Funktion, allgemeines Ergebnis). Es gibt eine absolute
Konstante Ay > 0 mit der folgenden Eigenschaft: Es sei ((s) < e®®) fiirt — oo in dem Gebiet 1 —0(t) < o < 2,
t > 1, wobei ®(t) und ﬁ positiv und monoton wachsend in t seien, sowie

(1)

<1 [} — ()
0(t) <1, ®(t) —> o0, 5 e 0
fiirt — oo. Es gelte zudem
im 0t +1) - hmw - 1.
Dann hat ((s) keine Nullstellen im Gebiet
0(2t +1)
> 1-2A NZ1
7 YVeRt+1) (NZ1)
Zudem gilt
D(2t) ¢'(s) d(2t)
>1-A  —— = —= -1 . NZ2
cz 1=y 7 e - 9\ aa e (NZ2)

Beweis. Es sei 3+ i eine Nullstelle von ((s) in der oberen Halbebene. Die Konstanten Ay > 0 fiir k& > 2 werden
im Folgenden absolut sein. Es sei oy beliebig mit

14+e D) < 55 <2 (1)

sowie
so = oo+iy , sy = 0o+ 2iy (2)

und
r=60(2y+1). (3)

Da 6(t) monoton fallend ist, liegen die Kreisscheiben |s—sg| < r und |s—sj| < r im Bereich {o+it | 0 > 1—-6(¢)}.
Wegen |((so)| ™! < exp(A®(2vy + 1)) bzw. [((s))| ™! < exp(AP(2y + 1)) fiir geniigend groBes A existiert eine
Konstante As, so dass

‘ C(s) < AP 1,0 ‘ ¢(s) < A2yt (@)
¢(s0) ¢(s0)
gilt auf den Kreisscheiben |s—so| < 7 bzw. |s—s(| < r. Wir wenden jetzt Lemma 1.10.9 an mit M = A;®(2v+1)
und erhalten o %i7) (2 D
oo + 21y v+
—Re|ZF—"—F= ) < A3——=. 5
e(((cfo+2w)) 02y +1) ®)

Wir behandeln zunéchst

Fall I: 8 > 0¢g — %r
Wir erhalten wegen 1.10.9(2) in diesem Fall

R (¢ lo0 +i7) P(2y+1) 1
" (C(UoJri’Y)) <A ©)

02v+1) oo-4°

Es ist C'( )
(o) a
o) < ool ()

mit @ = a(og) — 1 fiir 09 — 1. Wie im Beweis fiir ((1+4t) # 0 (Satz 1.10.6) verwenden wir nun die Ungleichung

o) o (Clov i) o (o t2in)
Sl B (<<oo+m>) R (c(or m)) =0 ®)
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28 KAPITEL 1. DIE RIEMANNSCHE ZETA-FUNKTION UND DER PRIMZAHLSATZ

fiir o > 1. Wir wenden (8) an mit o = oy und erhalten mit (5), (6) und (7) dann

3a 5A3P(2y + 1) 4

_ >0,
oo —1 0(2vy+1) oo—f
also .
3a 543 ®(2v+1)\
-3 > ([ —— L= 277 7
o0-F =2 <4(00— D3 e )
und somit

_ 3 ®(2v+1)-(0o—1)
3a 543 <I>(2’y+1)) 1_(00_1) _ 1 —Ja— 343 55505 o)

bs (o
Aoo—1) 4 92y +1) 2+ g - 22

Fiir hinreichend grofie v kénnen wir wegen (1)

1 02y +1)
-1 = 04 3@y 1) (10)

und wegen (7) a = 2 wihlen. Wir erhalten aus (9)

02y +1)
1-0 > Ay———= , also (NZ1) .
fzd (27 +1) (NZ1)
Fall IT:
Es gelte
1 1 62y+1) 1
< ——r =1 . — =0(2 1). 11
B o0—gr =140 Bay s 20+ (11)
Daraus folgt ebenso die Behauptung (NZ1). Fiir
0(2t)
> —
7= Y3 (21)
folgt wegen (NZ1) die Abschétzung
|5 _ |—1 > (I)(Qt)
¢ 6(21)
fiir alle Nullstellen ¢ von ¢(s) mit [Im(p) — ¢| < 1. Die Behauptung (NZ2) folgt mit Lemma 1.10.12. O

Wir benutzen nun das - relativ einfache - Ergebnis von Lemma 1.10.10 iiber die Gréfienordnung von ((s)
um daraus ein - ebenfalls einfaches - Resultat iiber die nullstellenfreie Zone von ((s) (Satz 1.10.14) zu er-
halten, um daraus eine erste einfache Version des Primzahlsatzes mit Restglied zu folgern. Wir werden dann
im Folgenden durch die Verwendung von Weylschen Exponentialsummen die Ergebnisse von Lemma 1.10.10
iiber die Grofienordnung von ((s) wiederholt verbessern. Dies wird dann auch zu Verbesserungen in den Folge-
rungen fithren: wir erhalten eine groflere nullstellenfreie Zone als in Satz 1.10.13 und ein besseres Restglied im
Primzahlsatz (vgl. Sétze 2.8.6, 2.8.7 sowie 3.6.6, 3.6.7).

Satz 1.10.14 (Nullstellenfreie Zone, 1. Version). FEs gibt eine absolute Konstante Ag > 0, so dass ((s) # 0
firt>0undo >1— 240_ ot Fiir o > 1710‘2% gilt

log(t)
¢'(s) 2
= O (log(t)*) .
S = 0 (oste)
Beweis. Wir wenden Satz 1.10.13 an mit 6 = % Nach Lemma 1.10.10 ist die Voraussetzung von Satz 1.10.13
C(s) < e®W fiir t — oo im Streifen 1 — 0(t) < o < 2 erfiillt mit ®(t) = C - log(t) fiir ein festes C' > 0. O
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1.10. DER PRIMZAHLSATZ 29

Definition 1.10.15. Der Integrallogarithmus li(z) ist fiir © > 2 definiert durch

, Tt

2

Satz 1.10.16 (Primzahlsatz mit Restglied, 1. Version). Es gibt Konstanten cg,c1 > 0, so dass gilt:

() = x4+ O (x-exp(—co 1og(x)%)) , (PZ1a)

=

n(z) = li(z) + O<x~exp(fcl log(z) )) . (PZ1b)
Beweis. Es sei zunéchst T = T(z) > 1, ¢ = c(z) = 1+ log(z)~!, = m + 4 mit m € N. T wird spiiter so
gewdhlt, dass wir das optimale Ergebnis erhalten. Nach Lemma 1.10.5 ist

c—1i

Wir ergéinzen den Integrationsweg [c — ¢T', ¢ + iT'] zur geschlossenen Kurve

C=lc—iT,c+iT| U [c+iT,a+iT) U [a+iT,a—iT] U [a—iT,c—iT|

mita=1-— lo‘gﬁ, wobei Ag die Konstante aus Satz 1.10.14 ist. Es ist nach dem Residuensatz und Satz 1.10.14
1 ¢(s) ) 2 ¢(s) a*
— — Z ds = — L) = 2
27i ( C(s) ) s N E{:els C(s) s o @)
¢
R log(T)’
s)\ x° x - log
_ Zds = it =2 SalV
()5 - () ®
c+iT
RO log (T)?
s)\ x° x - log
— 2 ds = 4
[ (-&5) 5 - o(=F). W
a—1iT

sowie

a+1i1T
¢(s) = log(z) 3
— —ds = O . —A -log(T . 5
[ () e = 0 (o (~ogenggy ) oam) )
a—1iT
Die Restglieder in (3) und (4) sind monoton fallend in 7' = T'(z), wihrend das Restglied in (5) in 7" monoton
wéchst. Das optimale Resultat wird erreicht, wenn 7" so gewéhlt wird, dass beide etwa gleich grof3 sind, d. h. wenn

P =)

gilt (die anderen Terme ignorieren wir), also fiir

1
log(T) = (log(x))? . (6)
Aus (1)-(6) folgt
(@) = 2+ 0 (v exp (—eollog@)}h))) - (7)
Man sieht leicht, dass die Bedingung x = m+% entfallen kann. Die Behauptung (PZ1b) folgt aus (PZ1a) mittels
partieller Summation (wobei die Konstante cq leicht abgedndert wird). (]
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30 KAPITEL 1. DIE RIEMANNSCHE ZETA-FUNKTION UND DER PRIMZAHLSATZ

1.11 Primzahlverteilung und Nullstellen, Riemannsche Vermutung

Im letzten Abschnitt haben wir gesehen, dass die Qualitdt des Restglieds im Primzahlsatz wesentlich von der
Existenz einer nullstellenfreien Zone fiir die Riemannsche Zeta-Funktion abhéingt. Wir werden nun Ausdriicke
fiir ¢(z) betrachten, in denen die Nullstellen der Zeta-Funktion direkt auftreten.

Satz 1.11.1. Es sei x =m + 5 mit m € N. o = 3 + iy bedeute eine Nullstelle von ((s) mit # = Re(o) € (0,1)
und v =Im(p). Dann gilt firx > 1 und 1 <T <z

2 x- 1og(x)2) | "

W) = z— ?+0< =

[v|<T

Beweis. Wir verwenden die Darstellung von #(z) als komplexes Kurvenintegral (Lemma 1.10.5):

I B O NN P e & ,
= 25 (5) 2o 2 o

c—iT

mit ¢ = ¢(x) = 1 + log(x) ™. Den vertikalen Integrationsweg [c — iT, ¢ + iT| erginzen wir dieses Mal zu einem
Rechteck, das die Nullstellen von (s) umfasst. Nach Lemma 1.10.12 gilt fiir die Anzahl der Nullstellen o = 5+~
mit [y—T| < 1: N(T+1)—N(T—1) = O(log(T)). Es gibt eine feste Konstante co > 0 und ein 7" € [T— 3, T+3],
so dass

=T > colog(T")"! ()

fiir alle Nullstellen ¢ = G+iv von ((s) gilt. Ersetzen wir in (1) die Summe > x—; iiber die Nullstellen mit |y| < T
durch die Summe .
x

)

[v|<T" e

so ist der Unterschied beschrankt durch

Z I_:_ il O(x-l(;%(T')).

0
[vI<T [v|<T"

Es geniigt daher, (1) fiir 77 anstelle von T zu zeigen. Wir schreiben im Folgenden wieder T statt 77 und setzen
anstelle von (3’) nun

[y =T| > colog(T)™ (3)

voraus fiir alle Nullstellen ¢ = G+~ von {(s). Wir ergéinzen den Integrationsweg [c—iT, c+iT| zur geschlossenen
Kurve
C = [c—iT,c+iT] U [c+iT,—% +4iT| U [-% +iT,~3 —iT] U [-3 —iT,c—T].

Fiir s € [c + 4T, —3 + 4T haben wir nach Lemma 1.10.12 und wegen (3) die Abschéitzung

g((;) = Z % +O(log(T)) = O((N(T +1) — N(T —1))log(T)) + O(log(T)) = O (log(T)?)
[B-T|<1
und damit
() o () "
_ C(s) ) s T
c+iT
und ebenso
/” G e 1og<T>2> 5
N ¢(s) ) s T
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1.11. PRIMZAHLVERTEILUNG UND NULLSTELLEN, RIEMANNSCHE VERMUTUNG 31

Fiir s = —% + 4t mit t € [T, 7] ist nach Lemma 1.10.12

¢(s) m(g)—t|<1°
und damit
— 44T
SO 1
/ ( o) > ?ds =0 (:c 1og(T)2) . (6)
—1—iT

Nach dem Residuensatz ist

ﬁc Ca)Fe - (Ca ) TR (e S -2

[vI<T

und die Behauptung folgt aus (2)-(7). O

Zwischen dem Restglied im Primzahlsatz und der horizontalen Verteilung der Nullstellen von ((s) besteht eine
enge Beziehung, insbesondere auch zur Riemannschen Vermutung:

Vermutung 1.11.2 (Riemannsche Vermutung). Alle Nullstellen von ((s) im kritischen Streifen 0 <

Re(s) < 1 liegen auf der kritischen Geraden Re(s) = 1.

Satz 1.11.3. Es seien

61 = inf{a:Ve>0: ¢(z) =2+ 0 (z*")}
0 = inf{a : Ve>0: n(z) =li(z) + O (2°7°)}
05 = sup{fB : Jo=p0+iy: {(s) =0}.

Dann gilt 0, = 65 = 03, insbesondere ist die Riemannsche Vermutung jeweils dquivalent zu
Ve>0: ¢(z) = 24 O; (ac%“) bzw. Ve >0: w(z) = li(z) + O: (Jc%“) .

Bemerkung 1.11.4. Man kann zeigen, dass im kritischen Streifen unendlich viele Nullstellen von ((s) liegen.
Nach deren Imaginérteil geordnet ergeben sich die ersten sechs Nullstellen als

o = §+14.13i
02 = 5+21.02
03 = 1+2501i
04 = 5 +30.42
05 = 343294
06 = 1+37.59

X. Gourdon und P. Demicki haben 2004 rechnerisch bestétigt, dass Re(o,) = % ist fiir n < 10'3.

Beweis von Satz 1.11.3. Die Identitdt 6; = 65 folgt durch partielle Summation, wir verzichten auf die Rech-
nung. Es geniigt daher, 61 = 03 zu zeigen. Wir zeigen zunéchst

91 S 93:
Dazu wenden wir Satz 1.11.1 an mit T' = x. Wir erhalten, falls x = m + % mit m € N ist:

ba) = 2= 3 T 4 0 (log@)?) . &

[v|<z

31



32 KAPITEL 1. DIE RIEMANNSCHE ZETA-FUNKTION UND DER PRIMZAHLSATZ

Es ist |2¢| < 2% und
e 1
> Call gy Y —+o1) | . (2)
[v|<z |Q| 1<y<z
Wir wahlen J so, dass 27 < ¢ < 2711 igt und erhalten
J J

doo—< D27 Y 1= 27 (NPT -N©@)) .

1
1$9<e | G20 2i<y<aitt =0
Nach Lemma 1.10.12 ist N (271) — N(27) = O(527), also
1
> = =0(1?) = 0(log(x)?) . (3)
1<9<a !

Mit (1), (2) und (3) folgt

P(z) = x40, (2%+)
fiir alle € > 0, also 61 < 03.
93 § 912

Es sei
Y() = 2+ 0. (27) | Ve>0. (4)

Fir o > 1 setzen wir

Fo) = <5 - g 6 = [wle) - o),

Partielle Summation ergibt fiir o > 1

) D et — et
S = A = [w) d o)
und damit -
e 1 g
F(s) = 58 -5 [w) Jo~ e = G(s)

Aus der Abschitzung (4) folgt nun, dass die Folge

Grls) = / ((z) — 2)z—""dz

in der Ebene o > 0; kompakt gegen G(s) konvergiert. Damit ist G(s) holomorph fiir o > 6;. Damit besitzt
auch F'(s) keinen Pol fiir o > 601, d. h. {(s) # 0 fiir o > 61, woraus 03 < 6; folgt. O
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Kapitel 2

Weylsche Exponentialsummen

2.1 Einleitung

Definition 2.1.1. Eine Weylsche Exponentialsumme oder trigonometrische Summe ist eine Summe der Form

=) elf(n),

a<n<b

wobei f: [a,b] — R fiir a < b eine stetig-differenzierbare Funktion ist. Unter der trivialen Abschiitzung von ¥
verstehen wir die Abschétzung

dooefm)| < D le(f(n)] = [b) — la].
a<n<b a<n<b
Unser Ziel ist es, nichttriviale Abschédtzungen zu erhalten.
Beispiel 2.1.2. Eine Summe der Form
Z n~’ (s =o0+it)
a<n<b
die in Zusammenhang mit der Zeta-Funktion von Bedeutung ist, kann durch partielle Summation umgeschrieben

werden zu
b

Z n°® = a/ Z n~ | wTo  du + Z n~ b,

a<n<b a a<n<u a<n<b

Sortm X () ma 3

a<n<u a<n<u a<n<b

Die Summen

sind Weylsche Exponentialsummen. Nichttriviale Abschétzungen werden spéter bei den Abschéitzungen der
Groflenordnung der Riemannschen Zeta-Funktion von Bedeutung sein.

2.2 Exponentialsummen in Polynomen, Weylschritte

Eine der Ideen von Weyl war es, die Funktion f(n) in der Exponentialsumme durch ein Taylorpolynom geniigend
hoher Ordnung zu approximieren. Damit kann das Problem der Abschétzung von

> e(f(n)

a<n<b
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34 KAPITEL 2. WEYLSCHE EXPONENTIALSUMMEN

auf den Fall zuriickgefiihrt werden, dass f(n) ein Polynom ist. Sind die Zahlen e, durch

o b—a (k) a
Z e(fla+m)) = Zeyz;lm”e (f’(a)m+...+fk—!()mk)

0<m<b—a v=0

gegeben, und ist e, fiir v > 1 geniigend klein, so kann die Abschitzung der Exponentialsumme mittels partieller
Summation auf die Abschitzung von Summen

mit dem Taylorpolynom
(k)
[ (a) mF
k!
zuriickgefiihrt werden. Wir werden im Folgenden Weyls Methode zur Abschétzung von Exponentialsummen der
Form

Pulm) = f'(@m + - +

m

> elPn)

=

—

mit einem Polynom P beschreiben. Die Idee ist, die Abschéitzung von

> e(Pul)
=1

mit einem Polynom k-ten Grades Py (1) = arlf + ap_115"1 4+ -+ . 4+ ap durch einen so genannten Weylschritt auf
die Abschétzung von Summen der Form

S e(Pia (1)
=1

mit einem Polynom (k — 1)-ten Grades zuriickzufithren. Nach (k — 1) Schritten gelangt man schlielich zu einem
linearen Polynom. Die zugehorigen Exponentialsummen sind endliche geometrische Reihen, deren Wert explizit
bekannt ist. Formal wird der Beweis durch Induktion nach dem Grad des Polynoms gefiihrt. Die Qualitéit der
Abschétzung hingt entscheidend von Diophantischen Approximationseigenschaften der Koeffizienten «; von
Py(z) = apz® + 12" 1 + -+ g ab.

Es gibt verschiedene Arten, die Giite einer Diophantischen Approximation einer reellen Zahl « durch eine
rationale Zahl % zu messen. Jedoch kann folgende Feststellung gemacht werden: von zwei Approximationen %
und £2 (mit p;, ¢; jeweils teilerfremd) einer Zahl « ist, falls die Differenzen |ov — 2] und |or — £2| etwa gleich
grof} sind, diejenige besser, fiir die der Nenner ¢; deutlich kleiner ist.

Beispiel 2.2.1. Es ist m = 3,14159265. . ., aus dieser Dezimalbruchentwicklung erhilt man die Approximation

p1 3141592
¢ 1000000
mit Differenz |r — % ~ 6 - 10~ 7. Eine wesentlich bessere (weil einfachere) Approximation ist jedoch gegeben
durch
pa 355
¢ 113

mit |7 — 22|~ 6-107".
q2

Die reellen Zahlen, die die besten Diophantischen Approximationen gestatten, sind die ganzen Zahlen. Eine ganze

Zahl p € Z besitzt die Diophantische Approximation % mit ¢ =1 und p — % = 0, d. h. Nenner und Differenz

sind kleinstmoglich. Es sind jedoch gerade Polynome Py (z) = ax® + - - - 4+ ag mit ganzen Koeffizienten a;, also
Koeffizienten mit bestmoglichen Diophantischen Approximationseigenschaften, fiir die die triviale Abschéitzung
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2.2. EXPONENTIALSUMMEN IN POLYNOMEN, WEYLSCHRITTE 35

die richtige Grofle liefert: Ist a; € Z, 1 < i < k, so ist auch P(n) € Z und damit e(P(n)) =1 fiir allen € Z. In
der Exponentialsumme
> e(P(n)

a<n<b
sind also die Terme e(P(n)) von der Gleichverteilung auf dem Einheitskreis maximal weit entfernt, und es ist
Z e(P(n)) = Z l=b—a.
a<n<b a<n<b
Wir beginnen mit den linearen Polynomen:

Lemma 2.2.2. Es sei p € R und A € R\Z. Ist

b

Si= 3 en+p),

n=a+1
so gilt
Sl <
= Tsin(r)]
Beweis. Nach der Summenformel fiir die endliche geometrische Reihe ist
1—e((b—a)N) 2 1
Sl = 1—e( = e(2 N 7 sin(mA)]
—e(}) le(3) —e(—=3)]  |sin(mA)|

O

Bemerkung 2.2.3. Diese Abschiitzung ist nur gut, d. h. wesentlich besser als die triviale Abschéitzung |S7| <
b — a, falls | sin(7\)| wesentlich groBer als (b — a) ! ist, was wegen
sin(mw\)

lim =
A—0 )\

bedeutet, dass ||A|| wesentlich groBer als (b — a) ™1 ist.

Wir wenden uns nun dem allgemeinen Fall zu: Durch wiederholte Anwendung von Differenzenoperatoren wird

das Polynom P(n) durch Polynome kleineren Grades ersetzt:

Definition 2.2.4. Die Funktion f sei auf einer Teilmenge von R definiert, und es sei d € R. Wir setzen
Aa(f)(z) = flz+d) - f(z)

fir alle x,d € R, fiir welche die rechte Seite definiert ist. Fiir [ > 2 ist der iterierte Differenzenoperator
Ag,.d,_+,....d, rekursiv durch

Adpdiy,di (@) = Da, (Bay () (2)
gegeben.

Beispiel 2.2.5. Es ist

Adya, (@) = Ag, (Ag, (f)) () = Ag, (f)(T +d2) — DAa, (f) ()
= flx+da+di)— flz+d2) — flx+di)+ f(x).

Lemma 2.2.6. Es seien N1, Ny und N natiirliche Zahlen, so dass Ny < Ny und 0 < Ny — N1 < N ist. Es sei
f(n) eine reellwertige zahlentheoretische Funktion und

N3

n=N1+1

Dann ist

ISUHIP = D Sa(f) mit Sa(f) = > e(Aa(f)(n))

|d|<N nel(d)

wobei I(d) ein Intervall von aufeinander folgenden Zahlen ist, das in [N1 + 1, N3] liegt.
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36 KAPITEL 2. WEYLSCHE EXPONENTIALSUMMEN

Beweis. Fiir irgend eine Zahl d sei I(d) = [N1 +1—d, N — d] N [N7 + 1, Ny]. Wir erhalten

SU) = SU) -5 = ( > e<f<m>>> ( > e(—f(n))>

m=Ni1+1 n=Ni1+1
N2 N2 No—n
= > X elfm—f() = Z Y. e(fn+d)—f(n)
n=N1+1 m=N1+1 n=N1+1 d=N1+1—n
No—n —N1—1
= Z > e(Auf)n) = Z e
n=Ni1+1 d=Ni+1—n d=—(N2—Ni—1) nel(d)

=) X e ) = 3 Salf)

|d|<N nel(d) |d|<N
O

Lemma 2.2.7. Fs seien N1, No € N und | eine ganze Zahl, so dassl > 1, Ny < No und 0 < Ny — Ny < N ist.
Es sei f(n) eine reellwertige zahlentheoretische Funktion und

No+1
S(f) = Y elf(n).
n=N;+1
Dann ist L l
IS(HP < @N+1D* 0 3" o 3 S a(f)
[di|<N |[di|<N
mat

Sana(f) = Y e(Baa(H),

nel(d,...,d1)

wobei I(dy,...,d1) ein Intervall von aufeinander folgenden Zahlen ist, das in [N1 + 1, No] liegt.

Beweis. Der Beweis wird durch Induktion nach [ gefithrt. Der Fall [ = 1 ist gerade Lemma 2.2.6. Wir nehmen
an, die Behauptung sei fiir [ > 1 schon bewiesen. Mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung folgt

2

SOP = (s0F) < [ev e Y Y 1Sh a0

ldi[<N |di|<N

= NPT LN S (S a ()

ldi|<N |di|<N

IN

I+1_
2N 2N+ D) DY e Y [Sa (P

ldi|<N ldi|<N
mit
Sdl7~~~,d1 (f) = Z € (Adl,...,d1 (f)(n)) .

nel(di,...,d1)

Nach Lemma 2.2.6 gibt es fiir jedes [-Tupel (dj,...,d;) ein Intervall

I(dH_l,dl,...,dl) - I(dl,...,dl) - [N1+1,N2]
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2.2. EXPONENTIALSUMMEN IN POLYNOMEN, WEYLSCHRITTE 37

mit
2
|Sdl,m,d1 (f)|2 = Z € (Adli“wdl (f)(n)) = Z Z e (AdH»lgdlv”wdl (f)(n))
nel(dy,....d) |dig 1| <N n€l(diy1,di,....d1)
= Y Sapndia(f)
|diy1|<N
und damit l l
+1 +1
|S(f)|2 < (2N+1)2 —Hn-1 Z Z Sdl+17dl,m7d1(f)'
[di|<N l[diy1| <N
Damit ist Lemma 2.2.7 bewiesen. O

Wir wollen Lemma 2.2.7 nun auf f(x) = Py(z) mit Py(x) = apz® + ap_125~1 + - -+ + ag anwenden.

Lemma 2.2.8. Es sei k € N und k > 2, sowie Py(z) = apz® + ap_12*71 + - + ap mit a; € R und
di,da,...,dg—1 € Z. Dann gibt es ein B € R mit

Adk—lydk—27~»gd1 (Pk)(a:) = dy---dp_1 - k! - apr + ﬂ

Beweis. Nach dem binomischen Lehrsatz ist
Pi(x+dy) = apr® + dikorx® ' + ap 12 + Qr—2(x)
mit einem Polynom Qg_2(z) vom Grad héchstens k — 2. Also ist
Ag, (Py)(x) = dikagz™ '+ Ry_o(x) , deg(Rp_2) <k—2.
Durch vollstindige Induktion beweist man mit dieser Uberlegung leicht fiir I < k
Ddyyvdy (Pi) (@) = k(k = 1) (k=1+1) - didi—1---dy - g™ + Ryyy .
Diese Aussage liefert fiir [ = k — 1 und Ry = 3 das Ergebnis. O

Satz 2.2.9. Es sei Py(x) = apz’+ap_ 12814+ 4ag mita; €R, k>2und K =21, Essei S = e(Py(n)),
wobei n tiber ein Intervall von hochstens N aufeinanderfolgenden Zahlen lduft. Dann gilt

S < 2% NETE R 28 NEE S min (N [sin(rar - B di e die) |7
1<dy,...,d 1 <N

Beweis. Wir wenden Lemma 2.2.7 mit [ = k — 1 an, und erhalten mit Lemma 2.2.8

ISI¥ < 2N +1)K7F. 5, (1)
mit
Yo = Z Z Sdk:—lguwdl(Pk) )
[di|<N |[di—1|<N
Sdp—ryds (Pr) = Y e(Bua(PO0)
nG[(dkfhu‘,dl)
wobei die I(dg—1,...,d1) Intervalle von Linge hochstens N sind. Wir spalten diese Summe auf:

So = %1 4 2. (2)
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38 KAPITEL 2. WEYLSCHE EXPONENTIALSUMMEN

In ¥y summieren wir iiber alle (k—1)-Tupel (dg—1, ..., d1), fir die alle d; # 0 sind, in X iiber die verbleibenden
Tupel. Wir haben nach Lemma 2.2.8:

Ay 1 dpo,ndi(Pe)(x) = di--di—1 -k -agz+ 3
und nach Lemma 2.2.2
|Sdp 1,y (Pe)| < min (N, |sin(rog - k- dy - di—1)|7")
In der Abbildung ® : (dp_1,...,d1) — (|dr_1],...,|d1|) hat jedes Bild die 2*~! paarweise verschiedenen
Urbilder (+|dk—1],...,%|d1]), daher gilt

= < 28t > min (N, |sin(rog - k- dy - - de—1)] 1) (3)
1<di,...,dx—1<N

Die Anzahl der (dj_1,...,d;) die mindestens eine Null enthalten, ist hochstens (k—1)- (2N +1)*~2. Daher gilt
%] < (k—1)- 2N +1)F2.N.
Aus (1), (2) und (3) folgt
S| < @N+1D)EFE-1)@N+ 1) 2N

+ (2N + 1)Kk ok Z min (Nv |sin(rag, - k! - dy - 'dkfl)rl) ‘
1<dj,...,dp_1 <N

Die Behauptung folgt, wenn wir noch die Ungleichung |k — 1| < 2¥~1 benutzen. O

Satz 2.2.9 ist zentral in der Behandlung von Weylschen Exponentialsummen nach Weyl, Hardy und Littlewood.
Da die Schranke entscheidend von der Diophantischen Natur des hochsten Koeffizienten aj abhéngt, kommen
in den wichtigsten Anwendungen nicht ein festes Polynom, sondern - oft unendliche - Mengen von Polynomen
vor. Es ist dann sicherzustellen, dass fiir die meisten dieser Polynome der hochste Koeffizient «j giinstige
Eigenschaften hat, d. h. dass es nicht zu viele ganze Zahlen n gibt, fiir die |nay|| klein ist. Eine Methode dies
sicherzustellen besteht darin, eine rationale Approximation der Form

a

o — —

1
< =

q

()

vorauszusetzen, in welcher der Nenner ¢ die passende Groéflenordnung besitzt. Die Verteilung der gebrochenen
Teile {nay} &hnelt dann stark der Verteilung der {%*}, die mit der Theorie der linearen Kongruenzen studiert
werden kann. Daraus kann dann die so genannte Weylsche Ungleichung gefolgert werden.

Zunichst wollen wir uns einen Uberblick iiber die Diophantischen Approximationen der Form (x) verschaf-
fen. Dies ist der Inhalt des Dirichletschen Approximationssatzes.

2.3 Der Dirichletsche Approximationssatz

Satz 2.3.1 (Dirichletscher Approximationssatz). Es sei N € N und « € R. Dann gibt esa € Z und ¢ € N
mit 1 < g < N, so dass

al _ 1
a——| < —.
q gN
Beweis. Jeder der gebrochenen Teile {0}, {a},{2a},...,{Na} liegt in einem der N Teilintervalle [£, 1] fiir

N

0 < k < N — 1. Nach dem Schubfachprinzip miissen mindestens zwei von ihnen, etwa {mia} und {mqa} mit
mq < me, im selben Teilintervall liegen. Daher gilt

1

{mea} — {mia} | < N
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2.4. DIE TEILERFUNKTION 39

und somit
(ma—mq) - a = [mea] — [mia] + {mea} — {mia} . (1)

Wir setzen ¢ = mo —mq und a = [maa] — [mia). Wegen 0 < m; < N folgt 1 < ¢ < N. Weiter folgt aus (1)

- - 1
B [maa] — [m1a] _ {maa} — {mia} Calso |a— a < L
mo — M1 ™Mo — My qN
O
Satz 2.3.2. Ist « irrational, so gibt es unendlich viele rationale Zahlen %, so dass
al 1
a—-| < =
q 7
gilt.
Beweis. Wir konstruieren eine unendliche Folge von rationalen Zahlen (%) mit a; € Z und ¢; € N, so dass
'a 1 (1)
qi q;
und
a—2* < la— 2 vieN. (2)
qi+1 4i
Aus (2) folgt dann, dass die a—l paarweise verschieden sind. Die Konstruktion verlduft rekursiv: wir setzen ¢; =1
und ay = [a], dann ist offenbar (1) erfiillt. Es seien £1,..., 2= bereits derart konstruiert, dass (1) und (2) gilt.
Wir wahlen N,, € N, so dass
QA 1
- — —. 3
‘ In Ny, )

Nach Satz 2.3.1 gibt es eine rationale Zahl Z;‘% mit ap4+1 € Z, gn+1 € Nund 1 < gp41 < Ny, so dass

Ap+1 1
o — 4
‘ Gnt1| = Qg1 No’ 4)
also insbesondere
‘ Ap+1 1
o — < =
dn+1 dn+1
Aus (3) und (4) folgt iiberdies
\a _ Gat1 \ _n
dn+1 dn

2.4 Die Teilerfunktion

Wir wollen zunéchst die Summe aus Satz 2.2.9

Z min (N, |sin(ray - k! dy - dp—1)| 1)
1<di,...,dx,—1<N

durch eine einfachere Summe von der Form

3 min (N, [l - nl| )

n<M

ersetzen. Dies geschieht dadurch, dass alle (k — 1)-Tupel (ds,...,dk—1), fiir die das Produkt dy - - - di—1 einen
festen Wert n annimmt, zusammengefasst werden. Es geht also zunéchst darum, die Anzahl der Darstellungen
der Form dy ---dp_1 =n fir 1 <d; < N, d. h. die Teilerfunktion abzuschétzen:
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40 KAPITEL 2. WEYLSCHE EXPONENTIALSUMMEN

Definition 2.4.1. Die Teilerfunktion 7(n) ist definiert als die Anzahl der positiven Teiler von n:
m(n) = H (di,d2) | did2 =n, di,d2 €N }‘ :

Die verallgemeinerte Teilerfunktion definieren wir fiir £ € N durch

Te(n) = H (d,...,dy) | d1---dp=n,di,...,dy €N }‘ .

Es ist also 7(n) = 72(n). In diesem Abschnitt sei die Primfaktorzerlegung von n stets n = p{* - - - p@~. Der Wert
7i(n) hingt dann nur von den Exponenten «; ab.

Lemma 2.4.2. Die Funktion 1, (n) ist multiplikativ. Fir Primzahlpotenzen gilt

m(p%) = (aZfll)

Beweis. Jeder Zerlegung n = d; - - - di, entspricht das r-Tupel von Zerlegungen

p;’ = ggT(di,p’) - -~ - ggT(dy,p;’) , 1<j<r.

Die Zuordnung ist bijektiv, daher gilt mit

Th(n) = m(py") - o - TR(pE7)
die Multiplikativitit. Der Wert 7 (p®) ist gleich der Anzahl der Produktzerlegungen

pa _ pO“"-pa"' , o+ tap = a,
d. h. gleicht der Anzahl der Darstellungen von « als Summe von k nichtnegativen Summanden. Die Folgen
(a1, ..., ap) entsprechen umkehrbar eindeutig den Folgen (81, ..., Ok—1) mit

1< B <o < Bro1 Catk-1,

wobei die Bijektion durch
Bi = (a1 +1)+-+(a+1)

gegeben ist. Deren Anzahl ist gerade (O"}i;l) H

Lemma 2.4.3. Es seie >0 und k € N, dann ist 7(n) = Ok (n).

Bemerkung 2.4.4. Wir machen durch die Indizes k,e deutlich, dass die im O-Symbol implizit vorhandene
Konstante auch von k und e abhéingen darf. Der O-Ausdruck ist stets fiir n — oo zu lesen. Bei komplizierten
Ausdriicken benutzen wir anstelle des O-Symbols auch das Symbol < bzw. <y, .

Beweis von Lemma 2.4.3. Wir beweisen die Behauptung zunichst fiir & = 2: nach Lemma 2.4.2 ist 7(n) =
(a1 + 1)+ (e + 1), deshalb ist
T(n)  a1+1 a +1

ne pi

couy

Pr

Fiir ps < 2% haben wir
as+1<as+1< ag + 1 < 2

Py T 2% T eaglog(2) T elog(2)’

T < (slo;?))ﬁ |

Damit ist der Fall £ = 2 bewiesen. Fiir den allgemeinen Fall fithren wir eine Induktion nach k: aus der Darstellung
n=(dy---dg_1) - dy ergibt sich die Rekursion

T(n) = Zrk_l () < Zrk_l(n) = 7(n)mp—1(n) .

daher ist
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2.5 Die Weylsche Ungleichung

Lemma 2.5.1. Es sei k > 1, K =281 und ¢ > 0. Es sei Py(x) = apa® + -+ + g mit a; € R. Wir setzen

N
= Y e(Pim)

n=1

dann gilt
kINF-1

1S|% < NE=1 4 NER2 N min (N, [[ma]|7)
&

m=1
Beweis. Wir verwenden die Abschétzung
|sin (ragk!ldy - dg—1)| " = O (||ewklds - dp—1] ")

und sammeln fiir 1 < n < kIN* alle (k — 1)-Tupel (di,...,d,_1), fiir die k!d; ---dx_; = n ist. Nach Lemma
2.4.3 gibt es Ok (N®) solche (k — 1)-Tupel, daraus folgt die Behauptung,. O

Wir gehen nun daran, die Summe in Lemma 2.5.1 abzuschétzen:
Lemma 2.5.2. Es sei a € R, ¢ > 1 und (a,q) =1, sowie

1
q_2 .

IN

Dann gilt fir U,n € R die Abschditzung
. 1 U
Z min <n, —kz) < <q+U+n+—n> (14 log(q)) -
G2 ok || q

Beweis. Es sel a = ¢ + (;% mit |#] < 1. Wir unterteilen das Intervall [1, U] in hochstens (% + 1) Teilintervalle

I; := [U;, Ui41] der Linge < q. Fiir ein festes [ schiitzen wir die Teilsumme
min
= 2o (v fa)

ab. Zunichst schitzen wir fiir ein festes Paar (I,7) die Anzahl der k € I; mit {ka} € J, = [“1 ﬂ, 1<r<gq
ab. Dazu seien {k1a}, {koa} € J, mit k1, ko € I;. Es folgt

kaa kia 1 2
-] = e < £
Es gibt also hochstens 5 Werte & mit {ka} € J,. Fiir m € N ist daher
ern | Ikallé%}‘ < 10m. 1)

Wir zerlegen
= Sowin (o) = S+ e, )
kel

wobel in ¥ ; iiber alle k € I; mit min(n, m) = n summiert wird, und in ¥; o iiber alle & € I; mit min(n, ”a—lkn) =

W Es glh}
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Die Anzahl dieser Terme ist < I 41 nach (1). Damit ist

21,1 L qg+n. (3)

Fir 0 < s < 13583 gibt es < 2% Werte k € [; mit ||ka| < 25¢~" wegen (1). Der Beitrag zur Summe %5 ist
< 2%1—3,1 = ¢. Summation iiber 0 < s < % ergibt

Si2 < q-(log(q) +1). (4)

Aus (2), (3) und (4) erhalten wir
Y < (g+n)-(log(g) +1).

Summation iiber [ ergibt
. 1 U U
Z min <n,k—) < (q+n).<—+1) ~(log(q) +1) = <q+U+n+—n) (1 +1og(q)),
o [kl 4 ”
und damit die Behauptung von Lemma 2.5.2. O

Satz 2.5.3 (Weylsche Ungleichung). Es sei Py(z) = aga® + -+ + apg mit a; € R und k > 1, sowie

a

ap ——| <

N
S = > e(Pn) |

n=1

»QM| —_

Es sei K =2~ und € > 0, dann ist

A=

S < N'Ye (N1 ¢+ NFg)

k,e

Beweis. Da |S| < N ist folgt das Ergebnis sofort, falls ¢ > N* ist. Wir konnen daher 1 < ¢ < N* annehmen,
und damit log(q) < log(N) < N*. Nach Lemma 2.5.1 ist

kINFL
|S|K <« NE-1 4 NK-kte Z min (N, [|mag| ") .
ke m=1
Nach Lemma 2.5.2 ist
EINF—L X - EIN*
> min (N, [Jmox]7!) < (q+kz!N T+ N+ . )-(Hlog(q))
m=1

Nk
< (q + Nk 4 7) -log(N) < NP (gN"F+ Nt 4q¢71) N=.
s€ ,€

Daher ist

|S|K < NE-L L NEFe (gNF+ N g7 < Nt (N F+ NP7t
€

2.6 Exponentialintegrale

Eine weitere Hauptidee zur Abschéitzung von Weylschen Exponentialsummen, die auf van der Corput zuriick-
geht, besteht darin, diese durch Exponentialintegrale abzuschétzen:
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Definition 2.6.1. Unter einem Exponentialintegral versteht man ein Integral der Form

b

ﬁmwmm,

a
wobei f und g auf dem Intervall [a, b] stetig-differenzierbar sind.
Der einfachste Fall ist wiederum der, in dem f ein lineares Polynom und g(z) = 1 konstant ist. Hier ldsst sich

das Integral direkt auswerten. Dieser Fall liefert auch die Grundidee fiir die Behandlung des allgemeinen Falls.
Es sei also f(x) = Az + A\p mit A\g, A\; € R und A; # 0, dann ist

b

[ets@nas -

a

27Ti)\1 (G(Alb + )\0) — e(/\la + )\0)) . (21)

7dﬂﬂwx0<%),

a

Insbesondere ist

wobei m eine untere Schranke fiir die Grole der Ableitung |f/(x)| ist: |f/(x)| > m := A\;. Die Grofe der Ableitung
f/(x) misst die Schnelligkeit der Oszillation des Integranden e(f(x)). Die Funktion e(A1z 4+ Ao) hat die Periode
1

= % Schnelle Oszillation des Integranden bewirkt einen kleinen Wert des Exponentialintegrals

b

[etr@nis.

a

Diese Beobachtung gilt auch fiir allgemeinere Situationen:

Lemma 2.6.2. Es seia <bund f,g: [a,b] — R stetig-differenzierbar auf [a,b]. Es sei fg,((fc)) monoton auf [a, b]

und ‘J;l((gf)) >m >0, dann gilt

> (1)

ﬁmwmm

a

IN

Beweis. Wir behandeln (1) zunéchst fiir den Spezialfall f(x) =  und schitzen
b
[otaretz)ds
a

mit g monoton und stetig-differenzierbar ab. Partielle Integration ergibt

b b b T
Joetiar = 90 | [e@iz | - [g@) | [etin] do < 290+ 20900)] + o)) < . @)

Im allgemeinen Fall substituieren wir v = f(x) und definieren «, 3 durch f(a) = a und f(b) = 3. Es sei f~!(u)
die Umkehrfunktion von f. Wegen

df ~*(u) 1

du  f(f(u)

erhalten wir aus (2)

b 8
R DN (€ CO) I
#@Mwm—lmﬂwwﬁgm
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Als néchstes betrachten wir die Moglichkeit, dass die Ableitung f/(z) im Exponentialintegral in einem Punkt
¢ des Integrationsbereichs verschwindet: f’(c) = 0. Man sagt dann auch: e(f(z)) besitzt in z = ¢ eine
stationére Phase. Grob gesagt ist ¢ ein Punkt, in dessen unmittelbarer Umgebung e(f(z)) nicht oszilliert.

Lemma 2.6.3. Es seia < b und g : [a,b] — R stetig differenzierbar sowie f : [a,b] — R zweimal stetig-
differenzierbar. Auf [a,b] sei f'(x) # 0, ]?,((92) monoton und |g(x)| < M sowie |f"(x)| > r. Dann ist

b
12M
/ el ais| < 2

a

Beweis. Wegen e(—f(z)) = e(f(x)) geniigt es, sich auf den Fall f”(z) > r > 0 zu beschrinken. Dann ist f’(x)
auf [a, b] monoton wachsend. Es gibt dann hochstens einen Punkt ¢ € [a,b] mit f'(¢) = 0. In diesem Fall setzen
wir ¢g = ¢. Falls f'(z) > 0 ist fiir alle « € [a, b] setzen wir ¢g = a, falls f'(z) < 0 fur alle z € [a, b] ist setzen wir
cp = b. Fiir § > 0 sei ¢1(d) = max(a, co — §) sowie ca(d) = min(b, ¢o + ). Wir zerlegen das Exponentialintegral

zu
b

/ g@e(f@)de = I + T + I

a

mit

c1(0) c2(9) b
L - / g(@)e(f(@)dz | I, = / g(@e(f@)ds , I = / g(@)e(f(x))de
a c1(8) c2(9)

und bestimmen ¢ > 0 spéter. In I; und I3 oszilliert e(f(x)) stark, in Iy bzw. der Umgebung der stationiren
Phase dagegen schwach. Ist ¢1(d) = a, so ist I; = 0. Andernfalls ist fiir « € [a, ¢1(0)]

()] > /|f”(x)|da: S 5or
c—0

Nach Lemma 2.6.2 ist dann |I;| < %. Eine analoge Abschitzung ergibt |I3]| < %. Schliefllich wird I trivial
abgeschétzt: |Iz| < 20 M. Insgesamt erhalten wir

/g(aﬁ)e(f(x))dx < % + 26M .

a

N

Wir wihlen § so, dass beide Terme gleich grof3 sind:

Dafiir erhalten wir
46 - 12M
NG VT

2.7 Die Methode von van der Corput

Wir kommen nun zum zentralen Satz, der Exponentialsummen mit Summen {iber Exponentialintegrale ver-
gleicht. Wegen wichtiger Anwendungen wollen wir etwas allgemeinere Summen der Form
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betrachten, in denen g eine stetig-differenzierbare Funktion ist. Die Grundidee des Beweises ist die Anwendung

der Poissonschen Summenformel
Y o) = > &)

nez nez

mit der Fouriertransformierten

von ® auf die Funktion
B(u) = {g(u)e(f(u)) falls a<u<b .
0 sonst

Satz 2.7.1. Es seia < b und f : [a,b] — R stetig-differenzierbar mit monotoner Ableitung f'(x). g : [a,b] — R
sei positiv, monoton fallend und stetig-differenzierbar, so dass |g’'(x)| monoton fallend ist. Ist « = f'(b) und

8= f'(a), so gilt
b

Yo gme(fn) = Y /g(fv)e(f(w) —va)dr + O (g(a) -log(B—a+2)) + O(g'(a))) (1)

a<n<b a—n<v<p+n 7,
mit einer beliebigen Konstanten 0 <n < 1.

Bemerkung 2.7.2. Die Summationsbedingung o — n < v < (4 n besagt, dass die stationdre Phase des

Integrals
b

/ g(@)e(f(z) — va)de

ins Innere des Intervalls (a, ) fillt (oder nicht weit davon entfernt ist):
d
Jz, € (a,b) : %(f(xl,)—uxy) =0 & 3dz,€(a,b): fllazy) =v & a=fb) <v<flla)=p

da f’ stetig und monoton fallend ist.

Beweis von Satz 2.7.1. Wir kénnen 8 — a > 10 annehmen, zudem ist ohne Einschrankung a = my + % und
b = ms + & fiir my,mo € Z. Es sei nimlich (a,b) das groBte in (a,b) enthaltene Teilintervall von der Form
(m1 + 4, ma + 3): wegen
1
delft)-wvt) < (ﬂ—a+2)+m
a—n<v<p+n

andert sich die rechte Seite von (1) hochstens um

(B-at2)! 3
O | g(a)- / (B—a+2)dt + / %dt = O (g(a)-log(B—a+2) .
0 (B—at2)-1

Die linke Seite von (1) dndert sich um O(g(a)). Indem wir f(z) gegebenenfalls durch h(z) = f(x) —kz fir k € Z
ersetzen, konnen wir zudem annehmen, dass n— 1 < a < 7 ist. Wie in Abschnitt 1.6 sind Dirichletkern D,, und
Fejérkern F;, gegeben durch

N N
1
Dn(x) = > elkx) , Fn(x) = SN > Di(x).
k=—N k=—N
Nach Satz 1.6.5 gilt fiir & : R — C stetig
n+3
lim O(t)Fn(t)dt = ®(n) (2)
N—oo

_1
n—3
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46 KAPITEL 2. WEYLSCHE EXPONENTIALSUMMEN

fiir alle n € Z. Es ist klar, dass (2) auch schon gilt, wenn ® auf [n — £, n + 1] stetig ist. Wir wenden (2) an mit

o) = {g(t)eéf(t)) Sfjrlllsst a<t<b

und erhalten

1 N kb
> gme(sm) = tim g 373 [a0ets) - vy 3)

a<n<b k=—N v=—k

Es sei I = (o —n, 8+ n). Wir schétzen die Summe

3 b
> [awets) - vy
T
ab. Wir haben ,
Jottretste) =iyt = 5 (1w) = a(w) (1)
mit , 1 ] , »
W) = [ e —myar . hw) = | %-ewut)dt.

Wegen e(va) = e(vb) = (—1)” und der Monotonie von f’(x) — v haben wir fiir v ¢ T

70 = sy YO 7g(t)e(f(t) - 5 (=)

B (71)1/+1 (71)u+1 1 1
= () 7 g(a) + O {9g(a) | — )
Wir teilen die Summe i
Z Jl(V) = X1 + X
n—=—
vl
auf mit
k k
21 = Z Jl(V) 5 22 = Z Jl(V) .
v=—%k v=—Fk
vl vl
\V|§4§(Zﬁ*a) \V|>4§(Zﬁ*a)

Die alternierenden Summen D" nd > (_ﬁlluﬂ sind O(1) nach dem Leibniz-Kriterium. Fiir |v| > 4(8—«)

a—v v
1 2 1

. 2
oy <3 sowie z= < 7, und daher

ist

1 1

a—v [-v

A5—a)

= 1/2

Wir erhalten ¥ < g(a) - log(8 — a + 2) und 32 < g(a). Damit ist

k
Y Nily) < gla)-log(B—a+2). (5)
uy:é}k
Nach Lemma 2.6.2 ist ) )
5w) < @ (o + ) (6)
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2.7. DIE METHODE VON VAN DER CORPUT 47

und damit

k
> hv) < |ga).

v=—k

ug{[
Aus (5) und (6) folgt
k b
3 / g(Oe(f(t) — vi)dt < gla) -log(B — a+2)+|g'(a)],
Vuzg_fk a

also

b

k b
> /g(t)e(f(t) —vt)dt =Y /g(t)e(f(t) —wvt)dt + O(g(a) -log(8— a+2)) + O(lg'(a)]) -

v=—k ", a—n<v<p+n a
Mit (3) folgt die Behauptung des Satzes. O

Satz 2.7.3. Es seia <b, f: [a,b] — R stetig differenzierbar und f'(x) monoton. Es sei |f'(x)] <0 < 1, dann
gilt
b
> el = [els@ds + 0uf).

a<n<b a

Beweis. Ohne Einschrénkung kénnen wir f/(x) als monoton fallend annehmen. Wir wenden Satz 2.7.1 mit
n < 1—6 an, dann wird die Summationsbedingung oo — n < v < 3+ n entweder allein fiir ¥ = 0 oder fiir kein v
erfiillt. (]

Satz 2.7.4 (Hardy-Littlewood-Approximation). Es sei ¢ > oo > 0 und |t| < 22 fiir ein festes C > 1,
dann gilt

(o) = ot = T 4 Onla™). ()

n<x

Beweis. Nach der Eulerschen Summenformel gilt fiir ¢ > 0

Wir wenden Satz 2.7.1 auf die Summe

>

z<n<N
an mit f(u) = —% und g(u) = u™*. Wegen der Bedingung [t| < 2ZZ gilt
Pl = |5 <1
27w

fiir u > z. Die Summationsbedingung o —n < v < f+n ist fiir den einzigen Term v = 0 erfiillt, und wir erhalten

N
) ) 1-s N1-s
Z n % = /u_édu + Oppc(z™7) = —I + + Ogyc(x™).
1-s 1-s
z<n<N -
Die Behauptung (HL) folgt nun aus (1) fiir N — oo. O
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48 KAPITEL 2. WEYLSCHE EXPONENTIALSUMMEN

2.8 Abschitzung von Weylschen Exponentialsummen nach van der
Corput

Die Ergebnisse des vorigen Abschnitts kénnen auf die Abschétzung von Weylschen Exponentialsummen

> elf(n)

a<n<b
selbst angewendet werden, wenn man {iber geeignete Schranken fiir die zweite Ableitung f” verfiigt.
Satz 2.8.1. Es seia <bmitb>a+ 1. Es sei f: [a,b] = R zweimal stetig-differenzierbar und
0 < X < [f"(x)] < h-Xs.

Dann ist

ST e(f(n) < h-(b—a)-Af + A ?

a<n<b

Beweis. Wir kénnen Ay < 1 annehmen, da die Behauptung sonst trivial ist. Die Voraussetzungen von Satz 2.7.1
sind dann erfiillt. Es sei f/'(b) = a sowie f’(a) = 8. Nach Satz 2.7.1 ist mit beliebigem 7 und 0 < n < 1 dann

Z e(f(n)) = /e —vz)dz + O(log(f —a+2)).

a<n<b ﬁ+77 a

Nach Lemma 2.6.3 ist

fiir alle v. Es ist

und wegen

log(8—a+2) = O(log(B—a+2) = O((b—a)X2) + O(1) = O((b—a)-h-A3) + O(1).
folgt die Behauptung. O
Exponentialsummen kénnen auch behandelt werden, indem man zuerst einen - oder mehrere - verallgemei-

nerte Weylschritte anwendet, und den van der Corput-Schritt (Satz 2.7.1) auf die daraus entstehenden neuen
Exponentialsummen. Man kann die Schritte auch beliebig hintereinander schalten.

Satz 2.8.2 (Weylschritt). Es sei f: [a,b)) > R, a<u<b,1<qg<b—a, dann ist

qg—1

S erm)| « E2+ [0S S ettt v) - fn)

a<n<b qz q v=1 la<n<b—v

Beweis. Wir definieren e(f(n)) = 0 falls n < a oder n > b ist. Es ist

Z e( Z Z (n+v)) + 0(g+1)

a<n<b a<n<bu 1

mit |f] < 1 (vgl. Ubungsaufgabe 9). Anwendung der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung ergibt

2

> i) < -b-a): )

a<n<b a<n<b

2
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2.8. ABSCHATZUNG VON WEYLSCHEN EXPONENTIALSUMMEN NACH VAN DER CORPUT 49

Es ist

Ze (n+v))| = Z Z Z e(f(n+wva) — f(n+r1)) = X1 + 2%9

v=1

a<n<b
mit

¥ = Z Z fn4+wve)— f(n+r1)) , Xo = Z Z fn+wv2) = f(n+11)).

1<vi,v2<qga<n<b 1<vi,v2<ga<n<b
v1=r2 v <vs

Wir haben

¥ < g(b—a). (2)
Fiir ein festes Paar (m,v) mit 1 < v < ¢—1 und m € Z gibt es (¢ — v) Tripel (n,v1,15) mit 1 < 11 < g,
1<y <gundn+wvy =m,n+ vy =m-+v. Also

Soo= Y (a=v) Y e(fm+v)—f(m) < ¢Y > elf(m+v)—f(m) . (3)
Aus (1), (2) und (3) folgt die Behauptung. O

So wie in der Weylschen Methode die Polynome k-ten Grades Py im Weylschritt durch die Anwendung der
Differenzenoperatoren A,, durch Polynome (k—1)-ten Grades A, (Py) ersetzt werden, so kénnen jetzt Funktionen
f, fiir deren k-te Ableitung Schranken gegeben sind, durch Funktionen A, (f) ersetzt werden, fiir deren (k—1)-te
Ableitung Schranken vorliegen.

Satz 2.8.3. Essecia<n<bmitb—a>1. Es sei f: [a,b] — R dreimal stetig-differenzierbar und
A3 < (@) < h-Xs,

dann ist .

3 e(f) < hE-(b—a) A + (b-a)iAg

a<n<b

_1
Beweis. Wir kénnen A3 <1 und A3 ®* < b — a voraussetzen, da sonst die Behauptung trivial ist. Es sei

9(x) = A(f)(x) = fle+v)—flz),
dann ist
g"() = f"la+v)— (@) = v f"(x+0v) 1)
mit 0 < < 1 nach dem Mittelwertsatz. Nach dem Weylschritt 2.8.2 haben wir

[

> ) <« =t [FEY Y A

1
a<n<b qz v=1 [a<n<b—v

Mit Satz 2.8.1 und (1) folgt

>
S

+ (h(b — a)Qq%)\g +(b— a)q_%)\;§> ’

< (bfa)q_% + h%(bfa)qi)é + (bfa)%q_i)\;%

_1
Die beiden ersten Terme sind von der selben Gréflenordnung (in A3), wenn ¢ = [A; ] ist. Daraus folgt die
Behauptung. O
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50 KAPITEL 2. WEYLSCHE EXPONENTIALSUMMEN

Wir behandeln nun den allgemeinen Fall, in dem Schranken fiir die k-te Ableitung existieren. Im Hinblick auf
Anwendungen ist es wichtig, dass die in den O- und <-Abschéitzungen impliziten Konstanten unabhéngig von
k gewdhlt werden konnen.

Satz 2.8.4. Es seik >3, f: [a,b] — R k-mal stetig-differenzierbar, sowie
M < |fP@) <h-X, b—a>1, K=2"1

dann ist 1 1
D elf(m) < hF(b—aFT + (b—a) RN

a<n<b

Beweis. Wir kénnen wieder A\, < 1 und f* () > 0 annehmen. Auflerdem kinnen wir

1

20, T < b—a (1)

1 1
annehmen, da sonst A, **~* > 5(b— a)z, also (b— a)lfi)\k 272 > 1(b— a) ist. Wir fithren den Beweis durch
Induktion nach k. Der Fall k = 3 ist Satz 2.8.3, es bleibt also noch der Schritt £k — 1 — k zu zeigen. Dazu sei
g(x) = f(z +v) — f(x), dann ist

9" V@) = [V @) - SV @) = v O

mit x < £ < z 4 v nach dem Mittelwertsatz. Deshalb gilt

N [=

v, < g(k_l)(:c) < hv)g.

Nach Induktionsannahme folgt

D elgn)| < Ath® (b—a)(wAe) T + As(b—a)' K - (A) T

a<n<b

mit absoluten Konstanten Ay, Ay > 0. Deshalb gilt fiir 1 < ¢ <b— a:

g—1 1
ST elgn)] < Ath®(b—a)g T FEATT 4 245(b—a)' TR g EEN T2 (2)

v=1 la<n<b—v

da wegen k > 4
a1 ql_ﬁ
vV E2 < /ufxfz du = — < 2(]171(72
= A - %=

< As(b—a)gd + AdAFRF (b — a)gTFTATT + A (245)F (b— @)l FgmTR=IA, TR

Wir wihlen nun ¢ = g(\r) so, dass in den ersten beiden Termen die gleiche Potenz von \j auftritt, d. h. ¢ =

o
(A, “7']+ 1. Die Bedingung ¢ < b — a in Satz 2.8.2 ist wegen (1) erfiillt. Es ist

1 1 1

_ . 1 (1__1 1
AT < g < oA T qmRmATRT < =Rl R gy
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und wir erhalten

1 1 1 1
3 elf(n)| < (A3 n 2A4Af) hR(b— a)AT " + A4(245)3(b—a)'~F A, 72 |
a<n<b
Bis auf die Konstanten ist dies die Behauptung fiir k. Wenn A; und As hinreichend grof sind, ist
A+ 24447 < Ay, Ay(245)%F < A,

womit der Induktionsschluss £ — 1 — k durchgefiihrt ist. O

Eine wichtige Anwendung dieses Resultats ist die Abschitzung der Riemannschen Zeta-Funktion im kritischen
Streifen:

Satz 2.8.5. Es seil >3 und L =271, fiir o =1 — 57— gilt dann

((o+it) < [t|7=== -log |t]

wobei die O-Konstante von | unabhdngig ist.

Beweis. Es geniigt, den Beweis fiir ¢ > 0 zu fithren. Wir gehen von der Hardy-Littlewood-Abschitzung (Satz
2.7.4)
1-s

) = Y n* = T 4 Ope (a7) (1)

1—s

n<z

aus fir c =09 >0, t < 2”7“’, und kénnen og > % annehmen. Wir wenden Satz 2.8.4 an mit

_ t-log(x) W) EDFE=1)!-¢
flo) = ——>—, fP) = —F
Fir a <n <b<2aist n : n .
— 1)t *) — 1)t
r2a)f = ‘f (”)‘ N

Die Voraussetzungen von Satz 2.8.4
N < [fP@)] < hen
sind also erfiillt mit der Wahl
(k—1)-¢
2m(2a)k 7

L 1
it g g (B DN e (k- DUy T
Z n < 2K -q ( 277(2a)k + a7 % 27r(2a)k

a<n<b

A\ = h = 2k,

Wir erhalten

1——k _1 1—- 24k 1
K a 2?K-2 .{2K-2 4 KT2K-2 .{ 2K-2 |

Die beiden Terme sind gleich, falls a = t*% “2x72 ist. Falls daher
K
a < A-tFK-2KT2 (2)

mit einer absoluten Konstanten A > 0 gilt, kann der zweite Term weggelassen werden. Gilt (2), so folgt durch
partielle Summation
Z N~ < =73 . 4R
a<n<b

o1
und mit 0 =1 — 57— dann

a<n<b

o1



52 KAPITEL 2. WEYLSCHE EXPONENTIALSUMMEN

Wir wenden dies mit &k := [ an und erhalten

Yoo < e (4)

a<n<b

fiir a < A -$72-52%2 . Daraus folgt

)OREED 9 SIS

L
n<tTL—2L+2

wobei iiber die (j,n) summiert wird mit
1 <92 < tmﬁ , 2_j_1.tm <n §2_j-tm.

Da iiber O(log(t)) Werte von j summiert wird ist wegen (4)

ST Tt <t log(t) (5)

L
n<tTL—2L+2

2 -2 7

2-it<n<21-it

Wir behandeln nun die Summe

L
tTIL=2LF2 <n<t

wobei {iber alle j summiert wird mit
t—lL—§L+2 < 9=J¢ < t.
Zu jedem j gibt es ein k < [, so dass

K .
tRFDK2K+1 < 277t < tkK—IéK+2.

Dann ist nach (3)

> T < e (log(t)' <(2Ll—2 - 2Kk—2> ' (k+1)KK— 2K 1 2K1—2>) - ©)

27 7t<n<21 it

Nun ist 2=% > — k und daher (L — K) > (I — k)K. Daraus folgt weiter (K —1)(L — K) > (K —1)(I — k) und
k(L — K)K — (L — K)K + (K — L)(1 — 2K) > ((I— k)K — k(L — K) + (k — ) K)

und schliefilich

l k K 1 1
_ : n < : (7)
2L—2 2K-2) (k+1)K-2K+1 2K—2 — 2L—2
Aus (5), (6) und (7) folgt die Behauptung. O

Diese Abschitzung ldsst sich mit Hilfe von Satz 1.10.13 zur Vergroéflerung der nullstellenfreie Zone aus Satz
1.10.14 verwenden:

Satz 2.8.6 (Nullstellenfreie Zone, 2. Version). Es gibt eine absolute Konstante Ag > 0, so dass ((s) # 0
ist firt >0 und

o1 g losllog(®)
log(t)
Beweis. Nach Satz 2.8.5 ist )
((s) < t7=7 -log(t) (1)

firo=1- ﬁ und [ > 3. Es sei t > ty gegeben. Die folgende Definition und die Abschétzungen gelten fiir

hinreichend grofles to. Wir setzen
_ 4 log (1)
' [1og(2) o (et
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und nehmen [ > 3 an. Dann ist

log(t)
L < 210g(2) 10g<log(1g.m>—l _ 1 10g(t>

2 Togllog(®))

sowie

1 log(t)
L2 1 ogllog(@)

Deshalb

I 1 _ log(log(t)) —log(log(log(t))) —log(2) log(log(t)) _ (log(log(t)))*
2L -2 — 2L — log(2) log(t) — log(t)

falls 0 > 1 — (log(log(1)® 4 Nach (1) folgt

Deshalb ist c > 1 — Tog (%)

2L 27

4log(log(t))

C(s) < t7277 -log(t) < tT -log(t) < t e -log(t) = log(t)® .

Wir wenden jetzt Satz 1.10.13 an mit

(log(log(t)))?
0(t) = ————— , ®(t) = blog(log(t
(1) = SE @) = Bloglox(t)
und erhalten die Behauptung nach entsprechender Wahl der Vorkonstanten. Dass auch die Nebenbedingungen
aus Satz 1.10.13 erfiillt sind rechnet man leicht nach. O

Diese verbesserte nullstellenfreie Zone iibersetzt sich analog zu Satz 1.10.16 in ein verbessertes Restglied:

Satz 2.8.7 (Primzahlsatz mit Restglied, 2. Version). Es gibt Konstanten cg,c; > 0 mit

Y() =2+ O <x~exp< co - /log(x) log(log(z )))) , (PZ2a)

m(z) = li(z) + O (x-exp( - /log () log(log(x )))) . (PZ2D)

Beweis. Wie in der ersten Version 1.10.16 brauchen wir nur die Abschiitzung fiir ¥ (z) zu zeigen. Es sei also
T=T(x)>1,c=clx) =1+ @, r=m+ % mit m € N. T wird spéter so gewihlt, dass wir das optimale
Ergebnis erhalten. Nach Lemma 1.10.5 ist

s = g | (65) oo (=57).

c—iT

Wir ergéinzen den Integrationsweg [¢c —iT, ¢ + iT'] zur geschlossenen Kurve
C=le—iT,c+iT| U [e+iT,a+iT) U [a+iT,a—iT] U [a—iT,c—iT|

mita =1—Ag log(log(T)) , wobei Ag die Konstante aus dem vorhergehenden Satz ist. Es ist nach dem Residuensatz

log(T')
1 ¢(s) ) 2 ¢(s) a*
—_ - “ds = R — — ) = x. 3
27 ( C(s) ) s N P ¢(s) s v 3)
c
Satz 1.10.13 liefert neben der nullstellenfreien Zone auch die Abschétzung

0 = © (ot e0) = © (o)
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fiir die Wahlen von ® und 6 im Beweis des vorigen Satzes, daraus folgen die Abschéitzungen

a+1i1T

[ (65) 5 - o (Fostatry)

i T Tog(loa(T)) (®)
/ § (-5 5 = O(%) v )

C’(S)> ® ( ( log(x) > log(T)* )

— —ds = Olxz-exp|—A - log(log(T | 6
/ ] SOk og(r) ) ) gtiog ) “
Die Restglieder in (4) und (5) sind monoton fallend in 7' = T'(z), wihrend das Restglied in (6) in 7" monoton

wichst. Das optimale Resultat wird nun erreicht, wenn (unter Vernachléssigung der Logarithmen die nicht in
der Exponentialfunktion stehen)

B log()

N NIR

gilt, wir wihlen also eine Funktion T' = T'(x) mit

log(T')? B B
Tog(log(T)) log(z) bzw. log(T) = +/log(x) - log(log(z))

(7)

bis auf multiplikative Konstanten und erhalten aus (2)-(7) das verbesserte Restglied
Y(x) = x4+ O (:E - exp (fco . \/log(x) log(log(x))) ) ) (8)
O

Von Vinogradoff und Koroboff wurde das Restglied noch weiter verbessert zu

m(z) = li(z) + O (:c -exp(—ci - log(z)* log(log(x))*%) ,
dies ist das Ziel des néchsten Kapitels.
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Kapitel 3

Die Methode von Vinogradoff und
Koroboff

3.1 Einleitung, Hua’s Lemma

Die Idee im Weylschritt (Satz 2.8.2) war, Exponentialsummen durch die Mittelwertbildung abzuschétzen. Dies
ist auch die Idee in der Methode von Vinogradoff und Koroboff. Man betrachtet hier Mittelwerte der folgenden
Form:

Definition 3.1.1. Es seien n,k € N, Pe N, & = (a1,...,a,) € N”. Man setzt dann

0 0 |1sz<P

mittelt also iiber sdmtliche Parameter o, ..., a,,.

Es ergibt sich ein Wechselspiel zwischen Mittelwerten der Form (1) und Lésungsanzahlen von Systemen Dio-
phantischer Gleichungen. Dieses Wechselspiel wird in einfacher Form in Hua’s Lemma sichtbar, in dem nur iiber
einen einzigen Parameter o gemittelt wird, infolgedessen nur eine einzige Diophantische Gleichung betrachtet
wird.

Definition 3.1.2. Essei Pe N,n e Nund k € N. Fiir A € Z sei J = j(P;n,k:, A) die Anzahl der Losungen
der Diophantischen Gleichung

-yl ==y = A (D)

mit (z1,..., Tk Y1, Yk) € 228, 1 < xj,y; < P, 1 < j < k. Zur Abkiirzung sei J(P;n, k,0) =: J(P;n, k)
gesetzt.
Das niichste Lemma beschreibt den Zusammenhang zwischen J und dem Mittelwert einer gewissen Exponenti-

alsumme:

%)



56 KAPITEL 3. DIE METHODE VON VINOGRADOFF UND KOROBOFF

Lemma 3.1.3. Es sei A € Z, dann gilt

2k

(a) J(P;n,k,\) / e(az™)| e(—aN)do.
o |1<z<P

IN
IA

x

(b)  J(Pin,k,A) < J(Pin,k,0) = J(P;n,k).

(c) > J(Pink,\) = P,

(d) e(az™) Z J(P;n,k,Ne(aX) .
(e) j(P;n, k) = j(P;n,k:,—)\).

Beweis. Es ist

2k

1<z<P 1<zqy,.. a:k<P

1<y1,...,y <P

Das Integral nimmt den Wert Eins genau dann an, wenn (D)) gilt, d. h. wenn

/ Z e(az™)| e(—aX)da = Z / afxt + - +ap—yr — - —yp — A)da.
0

ist, ansonsten ist das Integral Null, woraus (a) folgt. Teil (b) folgt sofort aus |e(—a))| = 1. Teil (c) folgt aus

pP* = > 1= > > = > J(Pink,N).
A

(T15ee s Tl s Y150, Yk ) A (@1, Y1s 5 Yk)
1<z;,y; <P (Dx)
Zu (d): Es ist
2k
n _ n n n n
> cloa™)| = Y elalaf ot af - o = 4f)
1<z<P lga;j,ngP

Z Z e(a)) = Zj(P;n, k, Ne(aX) .

A 1<z;,y; <P
(Dx)

Zu (e): Dies folgt aus der Bijektivitdt der Abbildung (x1,..., 2k, Y1, -, Yk) < (Y1, - - Yk, T1, - - -

Satz 3.1.4 (Hua’s Lemma). Firn > 2 und e > 0 ist J(P;n, k, 2" 1) « P —nte,

n,e

Beweis. Wir beweisen durch Induktion nach [, dass j(P; n, 271 <« P2 —le gt
=1 B
Nach Definition 3.1.2 ist J(P;n, 1) die Anzahl der Losungen der Diophantischen Gleichung

-y =0, 1<z, <P.

Sie ist offenbar genau dann erfiillt, wenn x; = y; ist, also j(P; n,1) = P.
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3.1. EINLEITUNG, HUA’S LEMMA o7

| — 1+ 1:
Wir wenden Lemma 2.2.7 an: Es ist

1<z<P 1<z<P
mit f(z) = az™ und

1 1

IS(HF < @P+1)* 70 Y o Y Saa(f) (2)
|di|<P |di|<P
mit
Sdrdi—,.1(f) = Z e(Ag,,...a,(f)(@)) ,
zel(d,...,d1)

wobei I(dy,...,d;1) ein Intervall von aufeinander folgenden Zahlen ist, das in [1, P] liegt. Durch Induktion nach

[ zeigt man leicht, dass
Adyar (f)(@) = a-didi—1 - di - Qui(2)

ist, mit einem Polynom @, _;(z) vom Grad n — [ und ganzzahligen Koeflizienten. Nach (2) folgt

ISP < P+ ST NN e(adi - di Qi) (3)

|[di|<P  |di|<P z€l(di,...d1)
< 2P+ 121N r(Me(an)
A

wobei 7(A) die Anzahl der Faktorisierungen von A in der Form A = d;---d1Qp—(z) mit |d;| < P und z €
I(dy,...,dy) ist. Wegen |A| < P folgt nach Lemma 2.4.3

r(\) < |\F < Pf (4)

fiir A # 0. Da Q,—;(z) = 0 fiir hochstens n — [ ganze Zahlen x ist, folgt

r(0) < P'. (5)
Andererseits gilt nach Lemma 3.1.3(d,e)
S = D T(Pin, 2" Ne(—an). (6)
A
Weiter ist nach Lemma 3.1.3(c)
ST J(Pin, 2N = PY (7)
A
und nach Induktionsannahme B l
J(P;n, 271, 0) < p2-ite, (8)
€

Mit (3) und (6) folgt

[1s0P da = [IsP ISP da
0 0
< (2p+1)2l+1/ (Zr()\’)e(a/\’)) <Zj(P;n,2ll,)\)e(a>\)> do
0 \ X A
= P+ () J(Pyn, 2 N
A
= (2P + 1 () J(Pin, 27,0) + (2P + 1P LY e J(Pin, 25N

A#£0
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58 KAPITEL 3. DIE METHODE VON VINOGRADOFF UND KOROBOFF

Mit (4), (5), (7) und (8) folgt weiter

1
/lS(f)IQL“da < PpEoliiplp¥otie g p2oisipe NTJ(pip, ol )
o n,e =

< P2l+1—(l+1)+a+P21—z—1P5P21 < P2l+1—(l+1)+a

und damit die Induktionsbehauptung. O

3.2 Grundlegende Eigenschaften von J(P;n, k)

An Stelle der einzelnen Gleichung 7 + -+ 2z} —y7 — -+ — yi = X aus Definition 3.1.2 betrachten wir nun das
System
x%+...+x§ — yé_..._yg = )\
Arora - oo = b =
I?-f—-‘r-%‘z — y?__yg = )\.n

Definition 3.2.1. Es sei P > 1 ganz, n,k € Nund A = (Ay,...,\,) € Z™. Unter L(P;A) verstehen wir die
Menge der Losungen (Z, ) des Systems (Sa) mit 1 < x;,y; < P fir 1 < j < k. Wir setzen J = J(P;n,k,A) =
|L(P,A)|. Fir A = 0 schreiben wir kurz J(P;n, k) = J(P;n, k,ﬁ) Sind A, B C Z*, so sei J(n,k, A, A, B) die
Anzahl der Losungen (Sp) mit & = (21,...,2,) € Aund § = (y1,...,yx) € B. Fiir & = (o, ...,a,) € R™ und
z € R setzen wir zudem

F(z) = F(r,d) = aqz+ aga® + -+ apa™.

So wie die Anzahl J (P;n, k) der Losungen der Diophantischen Gleichung
af ot ag -y =y = 0

durch den Mittelwert von
2k

Z e(az™)

1<a<P

iiber den einzigen Parameter o ausgedriickt werden kann (Lemma 3.1.3), kann J(P;n, k) durch den Mittelwert
von

2k
> e(F(x,d)
1<z<P
iiber die sémtlichen Parameter 1, ..., o, ausgedriickt werden. Es ist
1 1 2k
J(P;n,k) = I(P;n,k) = // Z e(F(z,d))| daj---day,
0 o |1Sz<P

(vgl. Definition 3.1.1). Das folgende Lemma ist ein Analogon von Lemma 3.1.3:
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3.2. GRUNDLEGENDE EIGENSCHAFTEN VON J(P; N, K) 59

Lemma 3.2.2. Es sei A € Z™, dann gilt

2k

1 1
(a) J(P;n,k,A) = / . / e(az™)| e(—a1A1 — - — apAy)dag - - - day, .
o o |1<z<P

(b) J(P;n,k,A) < J(P;n, k,0) = J(P;n, k).

(c) > J(Pink,A) = P
ALy An
2k
(d) o oe(F(a,a@)| = > J(Pink Aelarh + - +ann) .
1<z<P Ay An

Beweis. Es ist

Z e(F(z,@))| e(—aih — - — apAy)day - - - day,

1<z1<P 1<z, <P

( Z elaqzy + -+ apal) | - Z e(arzg + -+ - + anxy)

e(*alyl ) || DD el—ang — - — anyp)
1<yn<P
e(—aaA — - — apdp)dag -+ - da,
1
= /6 (@1 4+ Xk =y — o — Yk — A)dog
(1, ,iclmyh ,yk) 0
1< xJ,yJ
1
/e(an(ﬂf?+---+x’£—y?—---—yZ—An)dan
0
Das Produkt der n Integrale ist Eins fiir genau die (2k)-Tupel (z1,...,zk, 41, .., Yk), fir die die Gleichungen
des Systems (S ) erfiillt sind, und sonst Null. Teil (b) folgt aus (a) wegen |e(—ai1 A1 — -+ — anA,)| = 1. Zu (¢):
Es ist
ST SR IS SR S|
(T15e TRy Y1see,YR) <An) (Z,9)EL(P,A)
1<z;,y; <P

Teil (d) folgt aus

2k
Z e(a1z + -+ - + apz™) = Z e(arzy + -+ anel) - e(laqzr + - - - + anay)
1<z<P 1<z;,y; <P
e(—a1yr — - —apyt) e(—aayk — - — anyy) -

1<z;,y; <P

Z Z e(ar A1 + -+ apy) -

A=(A1,02n) (B,H)EL(A)
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60 KAPITEL 3. DIE METHODE VON VINOGRADOFF UND KOROBOFF

Definition 3.2.3. Wir setzen Q = [0, 1] und schreiben [ ---dQ anstelle von

1 1
/. .. / DR dal DR dan .
0 0

Im néchsten Lemma formulieren wir weitere Eigenschaften der Losungsmenge L£(P, 6) und der Z&hlfunktion J:

Lemma 3.2.4. Es gilt:

(a) Die Lisungsmenge L(P,0) ist translationsinvariant, d. h. fir a € Z geniigt
(Z,9) = (X1, Thy Y1, -+, Yk)
dem System (Sg) genau dann, wenn
(Z—a,y—a) = (z1—a,...,z, —a,y1 — ..., Yk — Q)
thm gentigt.

(b) J(P;n, k) ist auch die Losungsanzahl des Systems (Sg) unter den Zusatzbedingungen 1—a < x;,y; < P—a
fir a € Z.

(¢) J(P;n,k) ist monoton nicht-fallend in P.

()

2

J(Pin, k) :/ S e(F(e1,@) + e+ Flag,@)| d9.

1<z1,...,.zx, <P

m
(e) Es sei ACZF und A= |J A, eine nicht notwendig disjunkte Vereinigung von Teilmengen As. Dann ist

/

2

o < mZ/ > e(F(1, @)+ + Flag,d@))| d2.

TEA,

> e(F(w1,d) + -+ + F(y, @)

ZEA

Beweis. Zu (a): (Z,7) erfiille (Sg), d. h. es sei
i btah = g4y, 1<1<n.
Wir beweisen durch Induktion nach [, dass auch
(1—a)++@—a) = (m—-a)'+ - +@y—0a, 1<I<n.

gilt. Der Fall [ = 1 ist klar, im Induktionsschritt [ — [ 4+ 1 gilt

l
1+1 ) . .
(11— ) o (- 0) T = ari“+---+x2“+2(§ )““"'H?g)(—a)l“—ﬂ
7=0
l
I+1\, ; .
= Byt <j)(y{+---+yi)<—a)””
=0

= (pm—-a) 4+ (g —a)t
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3.3. LINNIK’S LEMMA 61

Die Aussage (b) folgt unmittelbar aus (a), und Teil (c) ist klar, da fiir Py < P, jede Losung des Systems (Sg)
mit 1 < zj,y; < P auch 1 <zj;,y; < P erfiillt. Zu (d): Nach Lemma 3.2.2(a) ist

J(Pin, k) :/ S e(Fan@) Y e(Fad)

1<m <P 1<a <P
Yo el=Fnd@) - Y e(=Flyrd)) dQ
1<y <P 1<yr<P

2

~[| ¥ Perd+t Pl ao.

1<z, <P
Zu (e): Eine Rechnung wie im Beweis von Lemma 3.2.2(a) ergibt

> e(F(w1,d) + - + F(y,d))| dQ.

ZeA

J(n,k,0,A,A) = /

Es ist

J(Tl,k,ﬁ,A,A) S Z J(Tl,k,ﬁ, AsaAt)

1<s,t<m

> e(F(w1,@) + -+ Flag,d) | | D e(~F(x1,8) — -+ = F(xx,d)) | d9
TEA, TEA,L

I
—

dQ

IA
|~
—
2
)
8
&
+
+
g
5
T
&
=y
ko)
+
—
o
3
2
B
+
+
e
5
T
&

3.3 Linnik’s Lemma

Das Gleichungssystem des vorigen Abschnitts wird nun durch ein System von Kongruenzen ersetzt.

Lemma 3.3.1. Es sei p > n eine Primzahl und 1 < P < p"™ sowie a € Z. Die Anzahl T der Ldisungen des
Systems (Cp) der Kongruenzen

Y1+ 4y, modp
yi +---+y, modp?

2 yi +---+y; modp”

mit
1*a§x1,~-~,xn,y1,~-~7ynSP*Q 9 xzix]modpfurz7é]
erfillt die Schranke T < n!-pzn(n=1) . pn

Zum Beweis von Lemma 3.3.1 bendtigen wir
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62 KAPITEL 3. DIE METHODE VON VINOGRADOFF UND KOROBOFF

Lemma 3.3.2. Es sei K ein Korper und x1,...,Tn, A\1,--.,An € K gegeben. Es gelte

1+ +xT, = A\
:E% R CE% = A\
b+ + xz = A
dann sind die x1,...,x, bis auf die Reihenfolge eindeutig durch die \; bestimmdt.

Bemerkung 3.3.3. Lemma 3.3.2 folgt aus dem Hauptsatz iiber symmetrische Funktionen. Eine Folgerung
daraus ist: Jede Potenzsumme 2§ +---+2% 1 < k < n kann als Polynom in den ersten elementarsymmetrischen
Funktionen

o1 =1+ -+ Ty, O2=T1T2+T1T3+ -+ Tp—1Tp , ... , Ok =T1 Tkt + Tn—k41° " Tn

geschrieben werden. oy, ist bis auf das Vorzeichen der Koeffizient von 2" ~* in dem Polynom (x —z1) - - - (x — zy,).
Fiir die Details verweisen wir auf die Vorlesung Algebra II.

Beweis von Lemma 3.3.1. Es ist T < P™T3, wobei T} die Anzahl der Losungen des folgenden Systems von
Kongruenzen ist:

T+t ap = A1 modp
i+ a2 = )X modp?
o . : : ()
x4+ = A, modp”
1<z, ..,z <pP"
Vi#j: x; #Zx; modp
Dabei ist A = (A1,...,\,) ein festes n-Tupel ganzer Zahlen. Fiir ¢t = 1,2, ..., n schreiben wir z; in der Form
Ty = T +pTo+ o+ ', . —a+ 1<z <P—a, 0< 20,20, <P—1. (1)
Es sei nun N die Anzahl der n-Tupel (z1s,...,2n,s), die in den Lésungen von (C},) - die in der Form (1)
dargestellt werden - auftreten kénnen, wenn fiir die Koeffizienten x;1,..., 251 (1 <t < n) eine feste Wahl
getroffen wird:
Tpy = Ty, fir 1<t<n,1<v<s—1. (2)
Wir beginnen mit dem Fall s = 1: Eine notwendige Bedingung fiir (C]'D) ist
i+ dan, = A, modp, v=1,2,...,n. (3)

Aus Lemma 3.3.2 - angewandt mit dem Korper K = Z/pZ - folgt, dass das n-Tupel (21,1, ..., %y, 1) bis auf die
Reihenfolge der Koeffizienten eindeutig durch die rechte Seite (A1,...,Ay) von (3) bestimmt ist. Also ist

Fiir s > 2 betrachten wir folgendes System, das aus (C}) folgt:

i +---+a5 = As modp®
; ; ; (5)
2P+ +ar = A, modp”

und nehmen an, dass in der Darstellung (1) z;, = &, fir 1 <t <mn, 1 <v < s—1 gilt. Dann wird (5) nach
dem binomischen Lehrsatz zu

n
(@ +vE e P e D]

t=1

Tts + DTt 541) (6)
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3.4. EINE REKURSION FUR J(P, N, K) 63

+

VN _,_ _ _9_ _
(2) Ti1 "o+ 40 s 07 @+ PP + )

+ (PEo4 -+ P T E DT s A P T + )Y

= )\, mod p°

fiir s <v <mn.In (6) sind die Koeffizienten von z;,, fiir m > s+ 1 alle = 0 mod p®. Die Koeffizienten von z; s
—v—1 S

sind = vy p ~!mod p*. Als notwendige Bedingung fiir (5) ergibt sich das System
1/5;11’7_1133175 + fog’_lll'&s + -+ nyyl’_llzn,s = )\V,s I’IlOdp y S S v S n (7)

wobei die A, s durch Aq,..., A und die schon gewahlten Koeffizienten Z;,,, 1 <t <mn, m < s — 1, eindeutig
bestimmt sind. Fassen wir das Kongruenzsystem (7) als Gleichungssystem iiber dem Kérper Z/pZ auf, so hat
dieses die Koeffizientenmatrix

s:fi_ll modp --- sffl’_ll mod p
o (s+1)zf;modp --- (s+1)z; 1 modp
m’ci}l modp --- m’cfﬁl mod p

Wir betrachten die quadratische Untermatrix von M, die aus den ersten (n — s+ 1) Spalten gebildet wird. Nach
geeigneter Multiplikation der Zeilen und Spalten mit konstanten Faktoren geht daraus die Matrix

1 mod p .- 1 mod p
Zygmodp -+ Ty gy1,1 modp
Q =
:E?ESH modp --- :%Z:Zﬂl mod p

hervor, eine Vandermondsche Matrix mit Determinante

n—s+1
det(Q) = H (Z;,1 mod p — Z; 1 modp) # 0 (in Z/pZ) .

ij=1
1#]

Da somit die Koeffizientenmatrix M maximalen Rang n— s+ 1 hat, besitzt (7) hochstens p*~! Losungen. Damit
gilt

Ne < p ' (s>2). (8)

Aus (4) und (8) ergibt sich
Tl S n' .p.p2...pn71 — n'p%n(nfl) , (9)
womit Lemma 3.3.1 bewiesen ist. O

3.4 Eine Rekursion fiir J(P,n, k)

Lemma 3.4.1. Es seien n, P € N mit P > (4n2)", dann enthilt (P ,2P%) mindestens n Primzahlen.

Ohne Beweis. O
Lemma 3.4.2. Es seien k,n, P € N mit k >n und P > 1, dann gibt es p € (P%,2P%) mit
J = J(Pn,k) < 4k2p2k-2ntann=Dpn (P n k—n) + (2n)%" P (1)

wobei Py = |Pp~1] ist.
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64 KAPITEL 3. DIE METHODE VON VINOGRADOFF UND KOROBOFF

Beweis. Fiir P < (4n?)" ist der zweite Term in (1) mindestens P?*, wihrend der erste Term immer nichtnegativ
ist, d. h. (1) folgt aus der trivialen Ungleichung

J(P;n, k) < P?*.
Deshalb kénnen wir annehmen, dass
P > (4n?)" (2)
gilt. Nach Lemma 3.4.1 enthélt das Intervall (P% , 2P%) mindestens n Primzahlen. Es seien pq, ..., p, paarweise
verschiedene Primzahlen aus diesem Intervall. Nach Lemma 3.2.4(d) ist

2

J = J(Pin,k) :/ S e(Flan @)+ + Pl @)| 4. (3)

1<zq,...,.zx <P

Wir teilen die Menge k-Tupel & = (z1,...,2%), 1 < z; < P, in zwei Klassen A und B. A besteht aus allen
k-Tupeln Z, fir die ein ps € {p1,...,pn} existiert, so dass die Zahlen x1,...,z; mindestens n verschiedenen
Restklassen mod ps angehoren, B aus den iibrigen k-Tupeln. Nach Lemma 3.2.4(e) ist dann

J:/Z...+Z...2dg SQ/Z...QdQ+2/ Z"'2

TeA ZEB 7eA zeB
Y= elFlan, @)+ Flan, @), Y = Y e(Flen, @)+ + Flag, @) .

TeA TeA reB ZeB

mit

Wir schéiitzen zunédchst J; ab: Jy ist die Anzahl der Losungen des Systems

N R = Y1+t Yk
af -t = Y+t
S = g (S(4))
1<z,y; <P fiir 1<i<k
Z=(x1,...,25) €A
v=(y1,...,yx) €A

Wir unterteilen A in n Teilmengen Aq,..., A,, wobei A, aus denjenigen k-Tupeln & = (z1,...,xx) besteht, fiir
die die Aussage

Z1,...,%k liegen in mindestens n verschiedenen Restklassen mod p;

fiir t = s, aber nicht fiir ¢ < s gilt. Wir erhalten nach Lemma 3.2.4(e)

le/z..- dQ:/ZZ--- dﬂgnZ/Z..- Q= nd Jis (5)
TeA s=17€A, s=1 TEA, s=1
mit
2
JLS:/ >l d. (6)
TEA,

Wir leiten eine obere Schranke fiir Jq s her, indem wir A, in (méglicherweise nicht disjunkte) Teilmengen A s
aufteilen: Dazu sei £ = (t1,...,t,) mit natiirlichen Zahlen 1 < t; < ty < --- < ¢, < k. Es sei As,; die Menge
aller k-Tupel & = (z1,...,zr) € Ag, fir die x4, ..., x, paarweise inkongruent mod ps sind. Fiir zwei n-Tupel
t1 und 5 sieht man sofort, indem man, falls nétig, die Nummerierung der Variablen x; &ndert, dass

2 2

/az dQ:/ Z . dO

TEA, 7 feAs,@
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3.4. EINE REKURSION FUR J(P, N, K) 65

gilt. Es sei Ag1:= A 7 mit t=(1,2,...,n). Mit Lemma 3.2.4(e) folgt

2 2
1\ 2
J . = . .
= 1 a0 < (n) [ > e (7)
7 oEEA, ; FE€As
Es ist
2 () 2 2k—2n
[ = [| ¥ || X crway ao (s)
€A1 (T1yeesTn) 1<z<P
wobei in der Summe (%) die Terme e(F(z1,d&) + - -+ + F(xy,,&)) iiber alle n-Tupel & = (z1,...,2,) summiert

werden mit
1<z;<P,1<j<nund z; Zx;modp, firl <i<j<n.

Wir teilen die Summe

in ps Summen auf:

> e(FP(z,d) = Y > e(F(x,d).

1<z<P 0<w<ps—1z=w+psz
1<z<P

Mittels der Holderschen Ungleichung erhalten wir

2k—2n 2k—2n
> e(F(x,d) = > > e(F(w+psz,d)) (9)
1<z<P 0<Sw<ps—10<z<P-p;?t
2k—2n—1 2k—2n
<[ v Y Y e pea)
0<w<ps—1 0<w<ps—1|0<2<P-p;?t

Aus (6), (7), (8) und (9) erhalten wir

) ) 2 2k—2n
k
J . < . p2k—2n—1 . 2, .
s (5) a2 D> Y Fwpna) d
0<w<ps—1 (z1,..,Tn) 0<z<Pp3*
Dabei erstreckt sich die Summe () iiber alle (x1,...,x,) mit x; # x; mod ps fiir ¢ # j. Es sei wy so gewihlt,

dass das letzte Integral maximal ist. Wir erhalten

2k—2n

2
()
k 2
nes (B [l X 1 T drwespsa)| (10)

(@1wn)|  |0<z<Pp,-1
Eine Rechnung wie in Lemma 3.2.2(a) ergibt, dass das Integral in (10) gleich der Lésungsanzahl des Systems

T1+ -+ + (Wo +psz1) 4o+ (Wo + Pszh—n) = Y14+ Yn + (Wo +psv1) + -+ (Wo + PsVr—n)
22+ 22+ (wo +psz1)? o+ (Wo + Pszh—n)? = YE 4+ + Y2+ (wo + psv1)? + -+ (Wo + PsVE—n )?

a4 a4+ (wo + psz1)™ + -+ (Wo + Pszk—n)” = YP+ -+ Yyl + (wo + psv1)t + -+ (Wo + PsVk—n )™

ist mit
0<zj,v;<P-p;', x;Zx;modp,, y; Zyjmodps, 1 <i,j<n.
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66 KAPITEL 3. DIE METHODE VON VINOGRADOFF UND KOROBOFF

Wegen der Translationsinvarianz der Losungsmenge (Lemma 3.2.4(a)) ist dies auch die Losungsanzahl des
Systems

Z1++xn7y177yn = ps(zl+...+zkin71)17...71]]6’”)
af oty —yi = —yn = PR bz, i - =0 ,)

: (11)
af e tan -yl = —yn = P b, o - )

mit 1—wo < zj,y; < P—wp und x; # x; mod p, sowie y; Z y; mod p, fir 1 <i < j<nund0 < z;j,v; < P~p;1.
Fiir A = (A,...,\n) sei D(A) die Anzahl der Losungen des Systems

o+ tag -yl = —yy = P, 1sv<n
1—wo <zj,y; <P —wp
x;  x; mod p, , y; Z y; mod p, fur 1<i<ji<n

Die Anzahl J’ der Losungen des Systems (11) ist dann
J' =Y DIN)J(|Pp;*+1n,k—n,A) < J(|Ppst|+1;n,k—n) Y D(A) < J(|Ppy'|+1,n,k—n)T, (12)
A A

wobei T' die Anzahl der Losungen des Kongruenzsystems (Cp,) ist mit 1 —wo < z;,y; < P —wo und x; #
xj mod ps und y; # y; mod p; fiir ¢ # j. Nach Lemma 3.3.1 (Linnik) ist

T < nl -pén(nil) - P (13)
Aus (5), (6), (7), (10), (11), (12) und (13) folgt dann
k\* \
Ji < nl- < > n? . pPkmntan(n=tl)  pn J(Pi;n k—n), (14)
n

wobei fiir p dasjenige ps gewiihlt wird, fiir das die rechte Seite von (14) maximal ist. Wir kommen nun zur
Abschitzung von Jo: Es sei ps € {p1,...,pn}. Fiir £ = (21,...,2) € B setzen wir

5:‘<S>=(x§5),...,x,§5>) , a:ile(-s) mod p; O§x§5)<ps , 1<i<k.
Es sei B, = {#®) | # € B}. Es ist
Ps k
B, < S(n—1)*, 1
Bl< () - (15)

da fiir # € B nach Definition die x; in héchstens n — 1 verschiedenen Restklassen mod pg liegen. Fiir eine feste
Wahl des n-Tupels (1), ..., Z(™) mit Z*) € B, betrachten wir die Menge

{a’:’GB|fzf(s)modps, 1§s§n}.

Nach dem Chinesischen Restsatz kann das System & = #(*) mod p,, 1 < s < n, durch eine einzelne Kongruenz
£ =M modp;-pn (16)

ersetzt werden mit

—

M = (Ml,...,Mk) R 0§M1<p1pn

Wegen z; < P und p;---p, > P ist & durch M und somit durch das n-Tupel (@™ ... 2™ mit #%) ¢ B,
eindeutig bestimmt. Daher

Bl < Bl 1Bl < ([P ) vse (P Jnet, (1)

n—1

fiir ein festes & € B betrachten wir die Anzahl aller ¥ = (y1,...,yx) mit (Z,7) € L(P, 0), d. h.

I'1++xk- = y1++yk
x%—f—---—i—x% = y%+...+yz
:c’er---erZ = y{l+...+yg

1<z;,y; <P
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Nach Lemma 3.3.2 sind fiir festes (y1,...,yx—n) die n Komponenten (yx—n+1,.-.,yn) bis auf die Reihenfolge
eindeutig bestimmt. Damit folgt mit (17) die Abschitzung

Jo < (n—1)k <nlf 1) (npj 1> -nl - PP < p2hn phel (18)

Aus (4), (14) und (18) folgt

k

2
) ) .p2k72n+%n(n71) -P"- J(Pyiyin,k —n) + (2n)2kn . pk-1 (19)
n

J < 2J14+2J < 2n2~<

< Ak2m . p2k—2n+%n(n—1) . p". J(Pl;n, [ Tl) + (2n)2kn . Pk

3.5 Der Mittelwertsatz

Die folgende Abschiitzung fiir J(P;n, k) kann auch als Abschiitzung der Mittelwerte aus Definition 3.1.1 aufge-
fasst werden, und trdgt daher den Namen Mittelwertsatz:

Satz 3.5.1 (Vinogradoff). Es seien k,n,7 € N. Firk > nr und P > 1 gilt die Abschitzung

J — J(P,’I’L,k’) S nQDn .2T . (Sk,)Qn'r .P2k7D (MW)
mit den Werten
1 1 1\"
D = D(r) = = —-n®(1-=
7) = golne - gt (1-1)
T = T(7) *nQTJrln(nJrl)fan(nfl) - (1LY < §(n+1)2 T
- - 2 2 n 2 '

Beweis. Wir fithren den Beweis durch Induktion nach 7, dabei wird die Rekursion fiir J des vorigen Abschnitts
sowie die Rekursionen

Dim+1) = D(m)+n+%f (ng%D(m)) , T(m+1) < T(m)JrD(m)Jr%n(n— 1) (1)

der eingefiithrten Funktionen D und T angewendet. Es geniigt zunéchst, die Schranke fiir den Fall k¥ = n7 und
n > 2 zu zeigen. Fiir 7 = list k =n, D =n und T = n? + n, d. h. die Behauptung ist in diesem Fall

J S n2n2 .2n2+n . (8n)2n . P2k7n ,

die wegen
J < ml.pon

trivialerweise erfiillt ist. Wir nehmen also an, dass die Behauptung fiir 7 = m gilt und zeigen sie fiir 7 = m + 1.
Anwendung der Rekursion aus Lemma 3.4.2 auf J(P;n,n(m + 1)) ergibt

J(P;n,n(m+1)) < 4> . p2k=2nt3n(=0) . pro J(Prin k —n) + (2n)%7 . P (2)
mit k = n(m + 1). Anwendung der Induktionsvoraussetzung 7 = m ergibt
J(Piyn, k—n) < n?Pm .27 . (8um)?mm . p2F=P
mit
1

D = D7) = D(m) = gn(n+1)— g’ <1%)m,
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Diese Abschitzung wird nun in (2) eingesetzt. Aus den Abschiitzungen D(7) < nt und P < (4k)? folgt
P%k < (8k)27 . P?R=D(7) also iibersteigt die Schranke (MW) die triviale Schranke P?* fiir die Losungsanzahl
J(P;n, k) sobald P < (4k)? ist, wir kénnen daher im Folgenden P > (4k)? annehmen und erhalten

P —14+1 2 1
— < 2P I Q— —
P = =7 " %
und damit
P 2k—2n—D(m) 1 2k
P12k—2n—D(m) _ (; + 1) < P2kf2nfD(m) .p72k+2n+D(m) . (1 + ﬁ)

< 3P2k72n7D(m) . p72k+2n+D(m)

In der Abschétzung (2) gilt damit
J < 12k,2n . n2D(m)n . 2T(m) . (Snm)Qnm . pD(m)+%n(n71) . P2k7n7D(m)
< 1220 QTEMFDEM)+En(n=1) 2D (g2, p2i—(D(m)+nt—(hn+ED(m)

Anwendung der Rekursionen (1) fiir D und T ergibt

1
J < 5nQD(erl)n . 2T(m+1) . (Sk,)2n(m+1) .P2k7D(m+1) ) (3)

Es bleibt zu zeigen, dass der zweite Summand in (2) ebenfalls durch diese Schranke abgeschiitzt wird. Da
D(m+1) < k ist, kénnen wir P > (2n)?" annehmen, sonst ist die rechte Seite von (MW) grofier als die triviale
Abschiitzung J(P;n, k) < P?*. Daraus folgt

k—D(m+1) k—D(m+1)

((271)_2" -P) > 1 bzw. (2n)2k” . pk. ((Qn)—Q" . P) > (2n)2kn . pk 7

und wir erhalten mit
(2n)2kn . Pk < n2D(m+1)n . P2k7D(m+1)

die verbleibende Abschétzung

%(2n)2D(m+1)n Pk o< %nQD(erl)n LgT(m+1) | (gp)2n(m+1) | p2k—Dm+1) (@)

Einsetzen von (3) und (4) in (2) ergibt die Schranke (MW) fiir 7 = m+ 1, und der Beweis ist abgeschlossen. O

3.6 Das schirfste Restglied im Primzahlsatz

Der Mittelwertsatz erlaubt eine bessere Abschétzung der Exponentialsumme
>
a<n<b

die sich in eine verbesserte Abschitzung von |[((o + it)| iibersetzt, und iiber Satz 1.10.13 eine verbesserte
nullstellenfreie Zone der Riemannschen Zeta-Funktion und ein besseres Restglied im Primzahlsatz ergibt. Wir
bendtigen dazu die folgende (rein technische) Abschiitzung:

Lemma 3.6.1. Ist @ = %Jrq% mit ¢ > 1 und ggT(a,q) = 1 sowie |0] < 1, dann gilt fiir alle 3,U > 0 und P > 1
die Abschitzung

> " min (P, [laz + 6]7") < 6- (§ + 1) (U +q-log(q)) -
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Beweis. Es bezeichne ||« den Abstand von a € R zur néchsten ganzen Zahl und {a} = a— |« den gebrochenen
Anteil. Wir teilen die (ggf. auf ein Vielfaches von ¢ erweiterte) Summe in 5 + 1 Teilsummen der Liange q auf
und zeigen

q
S =Y min(U, ez + i) < 6(U+ q-log(q))

r=1

fiir beliebige 1. Es gilt zunéchst

ar + [gB1] | Oi(z)
T3
q q
mit 61(x) = Ox + {qB1}q. Es ist |01(x)] < 2¢ fiir 1 < z < ¢, und da ||z|| die Periode 1 besitzt ergibt die
Substitution y = ax + |gf1] die Abschitzung
y +62(y) H_l
q

mit |f2(y)| < 2. Wir kénnen ¢ > 6 annehmen, sonst ist die Behauptung schlechter als die triviale Abschiitzung.
Falls 2 < |y| < 2 ist, gilt

oar+p1 =

)

Hy+02(y)H S lyl=2

q q
und damit q
S <5U+ Y ——— <6(U+q-log(q)).
atgres Wl =2
y|<3

O

Wir schétzen nun mit dem Mittelwertsatz die reine Zeta-Summe ab. Da wir fiir die spétere Verwendung der
Abschétzung eine exakte Schranke bendtigen, kénnen wir die O-Notation nicht verwenden, wodurch die Rech-
nung sehr technisch wird:

Satz 3.6.2. FEs gibt absolute Konstanten c,y > 0 so dass die Abschdtzung

log(N)?
log(t)? )

N

§ nzt

n=1

< C-N-exp(—q/-
fiir 2 < N <t gilt.

Beweis. Es sei 100 < M < N, wir betrachten Teilsummen der Form

oM
S = Z n't.

n=M+1
Es sei a = LMT51J und 1 < z,y < a, dann gilt
2M
S = Z exp (it - log(n + zy)) + 26a*
n=M+1
mit ] <1, damit
| M e a -
2 . _ ,
|S] < o %:H |[W(n)| + 2a* mit W(n) = zjlzjlexp (zt -log (1 + 7)) )
n= r=1y=

Wir fithren also einen Weylschritt (in Analogie zum Beweis von Satz 2.8.2) aus, d. h. wir iibertragen eine
Schranke fiir W (n) auf S. Aus der Abschétzung |e™? — 1| = 2|sin(5¢)| < |¢| folgt fiir 7 > 1 die Darstellung

exp (it -log (1 + %)) = exp(it- F,.(zy)) +t- 01 - (%)TH
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mit der Logarithmus-Reihe

~ m n
und [01] < 1. Es sei r festgelegt durch
11 - log(t)
-1 —— e\
r < Tog (M) T,

dann gilt W (n) = Wy(n) + 46 - a> - M~ mit

a a 44»m71 ¢
= ZZe(alzy+...+arlﬂ“yr) , Oy = OL%L) — L_

r=1y=1

fir m=1,2,...,r und |f2] < 1. Aus der Hélderschen Ungleichung und Lemma 3.2.2(d) folgt fiir alle k > 1 die
Abschétzung

2k

a
|W1|2k S a2k71 Z e (O[ll‘y + .+ Oérl'ryr)

Z J(a;r Kk, A) -

ALy

IN

Z (ar iz + -+ + apApa”)

=1

Durch mehrfache Anwendung dieser Abschitzung konnen wir eine geeignete Potenz von Wj auf eine Summe
aus linearen Exponentialsummen reduzieren, die nach Lemma 2.2.2 die Schranken

11
[sin(mA)] — 2[A]

Z e(Ax)

fiir 0 < A < 1 besitzen. Zweifache Anwendung der Holderschen Ungleichung und Lemma 3.2.2(d) ergibt

2%—1 2%
WA < ST (e kA Z J(air b, A) - Z (adsz -+ arka’)
A Ay A =1
< a8k274kl](a; r, k) . Z J a rk, @ (041>\1191 + -+ Oér>\r19r)
I
< o8 4k J(a;r k) Z J(a;r, k,©) -min (244, a1 [|7) -+ - min (24, [|a 9, 71)
915000y
< % (a5, k)2 H > min (24, [lamm]| )

m=1[9,,|<Am

mit A =(\,...,\) bzw. © = (91,...,9,) und A,, = 2ka™ fir m=1,...,7.
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11 log(t
Veranschaulichung von ¢, und A,,, der Schnittpunkt liegt bei mg = — - og(1)
6 log(M)

Mit Lemma 3.6.1 konnen die Summen iiber die 1,,, fiir m mit

3 log(¢)

= 2 log(M)

(%)

abgeschéitzt werden, fiir die anderen m schitzen wir die Summe iiber ,, trivial durch (24,,)? ab. Fiir Summen
iiber die m mit () gilt

om = > min (24, o))
[ O |<Am
< 6 (24mg, +1) - (24m + gmlogam)) < 6 (24m)% (g, + AL + 1amAL?) - 1og(gm)

nach Lemma 3.6.1 mit den ¢,, aus der Darstellung

—1)™ 1t m O
O™ am

— —1 _ —1
S gm @ O T (=)™ g = [2emn™ T 10,] < 1.

Oy =

Die Bedingung (x) ergibt die Abschitzung
Om < 400(32)" - (24,,)% - 711

und damit oatt)
2 2 2 2 8 og
W% < @B =% J(a;r k)2 - (400)7 - (32)7 ca” T T AT T
Ist 7 € N minimal, so dass e” > 380" ist, so ergibt der Mittelwertsatz 3.5.1, angewendet auf J(a;r, k) mit
k = r7, zusammen mit a < M 1T die Abschitzung

4 log(t)

W < @B (400) - (32)7 - (4k)27 - (207) 107 T T 0D

Daraus folgt die Abschétzung
W1 < -a® - exp (—71 .

log(M)3
log(t)?
mit absoluten Konstanten ¢q,y; > 0. Daraus folgt die entsprechende Abschétzung fiir die Teilsummen S und
damit Behauptung des Satzes

N

S it log(NV)? )

2
— log(t)

fiir entsprechend gewihlte Konstanten ¢,y > 0. O

< C-N-exp(—q/-
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Aus dieser Abschétzung reiner Exponentialsummen folgt
Satz 3.6.3. Es gibt eine absolute Konstante v; > 0, so dass fiir alle o aus der Zone

71

o>1-—1_
log([t])3

t>2

die Abschitzung )
(o +it) = O(log([t])*)
gilt.

Beweis. Wir konnen ¢ > 2, und wegen Lemma 1.10.10 auch o < 2 annehmen. Es sei v; = %fy fiir die Konstante

~ aus Satz 3.6.2. Wir setzen N = exp(log(t)%) sowie z = t, dann erhalten wir mit der Hardy-Littlewood-
Approximation (Satz 2.7.4) die Abschitzung

< —S —S —0 .
s < Y no 4+ Y n +7|1_U_it|+0(t )

n<N N<n<lz

Die erste Summe wird abgeschéatzt zu

donem < Y e < 1+/ 7 v +7§du = O(log(N)) = O(log(t)%) .

n<N n<N

Die zweite Summe schitzen wir durch partielle Summation ab mit ¢, = n=%:

x

Z n—a—it < 0../ Z n—it u_l_odu—&— Z n—it Lz C
N<n<zx N | N<n<u N<n<lx
T log(u)? o
= g _ d t o—
o [rrew (g ) au | +o )
N
log(x)
= 0 / ex 1}(1—(7)—V—U3 dv | +0(1)
a P log(t)?
log(N)
log()
0 / " Naw | +001) = ogogt)h)
= <p [ —
exp ’ylog(t)Q v og(t
log(N)
fiir o aus der Zone. O

Auf der Halbebene Re(s) > 1 erhilt man dagegen

Satz 3.6.4. Fir % <o <1 undlt| > 2 gilt die Abschitzung

3
c(6) = 0 (10" 1o
mit einer absoluten Konstante a > 0.

Beweis. Die Hardy-Littlewood-Approximation 2.7.4 ist fiir z = ¢ und s = o + it

= > n 4+ 0(1)

n<t
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Partielle Summation wie im Beweis von Satz 3.6.3 ergibt

g nn % < o

t
n<t [ n<u
t
1

—it u_l_gdu+ Zn—ut o

n<t

o log(u)?
u” 7 exp (—'y Tog(1)? ) du | +0(1)

0

log(t)

,03
o) { exp <v(10)7—> dv | +0(1)

log(t)?

mit der Konstanten v > 0 aus Satz 3.6.2. Der Integrand ist maximal fiir

l1—-0
3y

v = vy = log(t) -

und nimmt in vy den Wert
2(170)%

exp (%(10)% ~log(t)) — ¢ s

2
337y

Korollar 3.6.5. Fir jedes ¢ > 0 existiert ein ¢1 > 0, so dass fiir alle s aus der Zone

an. Daraus folgt die Behauptung mit a =

cbdbdﬂﬁ

o> 1-— 5
log(t)3

. t>10

die Abschdtzung
(s) = O(log(t)™)

gilt. Durch Wahl eines gentigend kleinen ¢ > 0 kann c; < 1+ ¢ erreicht werden fiir jedes € > 0.

3 3
Beweis. Fiir o < 1 folgt die Abschiitzung aus Satz 3.6.4 wegen t(1=7)2 < log(t)¢?, fiir o > 1 folgt die Behaup-

tung dagegen aus Satz 3.6.3.

O

Mit Hilfe des allgemeinen Satzes 1.10.13 aus Kapitel 1 kann daraus eine verbesserte nullstellenfreie Zone und

eine Abschétzung fiir die logarithmische Ableitung gewonnen werden:

Satz 3.6.6. Es gibt eine absolute Konstante o > 0, so dass die Riemannsche Zeta-Funktion ((s) keine Null-

stellen in der Zone

W=
wlo

o > 1—r,-log(log(t))”
besitzt. Zudem gilt die Abschdtzung

log(t)™5 , £>10

¢'(s)
¢(s)

olon

< log(log(t))% -log(t)

in der Zone ) )
o > 1—cy-log(log(2t))s - log(2t)3

fiir eine absolute Konstante co > 0.

Beweis. Es seien ¢ > 0 und ¢; > 1 so gewéhlt, dass fiir beide Konstanten Korollar 3.6.5 gilt, dann wéhlen wir

B(t) = log(log(t)) , 6(t) = c

Es gilt
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fiir 1 — o < 6(t) nach Korollar 3.6.5, und véllig analog

2@t) —a(

0(1) 8 log(y 0

" < log(log(t)*") - log(log(t)) e

da ¢; > 1 ist. Zudem ist 6(¢)~! monoton wachsend und alle Funktionen sind positiv. Die Bedingung

lim M = lim 9(t+1) =1
e T N N 0)

rechnet man leicht mit dem Satz von de I’'Hopital nach. Aus Satz 1.10.13 folgt somit, dass es eine Konstante 1
gibt, so dass ((s) keine Nullstellen in der Zone

bRt+1) o

> 1oy 2T
a et @(2t+1)’ el

besitzt, mit

0(2t + 1)
(2t + 1)

2

" = 1 - log(log(2t + 1)) - log(log(2t + 1))5 - log(2t +1)75 < 75 - log(log(t)) ™% - log(t) ™3

fiir ein geniigend grofles 2 > 0. Zusétzlich ist nach Satz 1.10.13
! (2t 1 , 1
i((;)) < log(t) - 2(2t) = log(t) - - log(log(2¢)*) -log(log(Qt))_% -1og(2t)% < log(log(t))s - log(t)

0(2t)
in der Zone

wlon

Wi

c>1l—-m ——F =1- 7—61 log(log(2t)°*) - log(log(Qt))*g -log(2t)

mit

wlvo

2 log(log(2t)°") - log(log(2t)) % - log(2t)¥ > cz - log(log(t))* - log(t)

fiir gentigend kleines co > 0. O

Diese Abschétzungen ergeben, eingesetzt in den Beweisgang der Sétze 1.10.16 und 2.8.7, das schirfste bekannte
Restglied fiir den Primzahlsatz:

Satz 3.6.7 (Primzahlsatz mit Restglied, 3. Version). Es gibt eine Konstante co > 0 mit

=x 4+ O|x-ex —cq - 17 g(l‘)%
T = li(x) + ( ) | - ex —Cq - 17 g(l‘)%
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