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1. Das Kriterium zur Gleichverteilung einer Folge in [0, 1) wurde in Aufgabe 1 auf Ubungsblatt 3 unter

der Bedingung bewiesen, dass der Vektorraum

N
F = {f(@) = Z ane(nf), N € No,ap € (C}

n=—N
der Fourierpolynome im Vektorraum C' der auf [0, 1) stetigen Funktionen dicht ist (im quadratischen

Mittel). Der Beweis dieser Tatsache soll nun nachgeliefert werden.

Es sei ¢ € N ungerade, m,l € Z, 0 < A<1lund 0<I—Ag<l<m<m+ Aq <gq.
Die Funktion Chg = Chq(+;1,m,q): G = (Z/qZ,+) — C sei durch

1, fallsl<r<m,

0, sonst,

)

Cho(r mod q) = {

und die Funktion Ch; = Chy(+;1,m, ¢, A): G — C durch
Ch; (r mod ¢) = (Ag)™* Z Cho(r mod ¢;1 — u,m + u, q)
1<u<Agq

definiert.

(a) Berechne die Fourierreihenentwicklung

Ch; (r mod q) = Z c(n)e (n ;)
—3<n<g
von Ch; und zeige, dass eine positive von A, [, m und ¢ unabhiingige Konstante C; > 0
existiert, so dass |c(n)| < C1A™In=2 gilt.
(b) Fir A > 1 sei
Cha(r mod ¢; A) = Z c(n)e (n T) .
Inl<A q
Zeige, dass zu jedem € > 0 ein von ¢ unabhingiges A = A(e) existiert, so dass fiir alle
r mod g € Z/qZ dann | Ch; (r mod ¢) — Cha(r mod ¢; A)| < € gilt.
(c) Fir a € [0,1) setzen wir
Ch(o; A) = Z c(n)e(na).
In|<A
Es sei g <a< %1. Zeige, dass es eine von ¢, r, [, m, A und A unabhingige Konstante Cy > 0
gibt, so dass | Ch(a; A) — Cha(r mod ¢; A)| < CaA%q~ 1 gilt.
Hinwers:
Benutze den Mittelwertsatz der Differentialrechnung getrennt fiir Real- und Imaginérteil der
Differenz.

(d) Zeige, dass F dicht in C liegt. (12 Punkte)



2. Beweise die Eulersche Summenformel. (5 Punkte)
3. Es sei x ein Dirichletcharakter modulo 8.

(a) Zeige mittels des Satzes von Taylor, dass fir p > 2 und R(s) > 1

log(1 — x(p)p~*) = —x(p)p~* + c(p)p~**
mit |e(p)| < 2 gilt.

(b) Bestimme eine Konstante C' > 0, so dass

log L(s,x) = »_x(p)p~*| < C

P
gilt.
(c) Zeige:
lim L(s,x) # 0.

s—1+

(d) Bestimme fir k € {1,3,5,7} Konstanten Cj, so dass

gilt. (7 Punkte)



