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1. Wir setzen die Aufgabe 3 von Übungsblatt 4 fort, um

0, 92 · x

log x
< π(x) ≤ 1, 08 · x

log x

für alle x ≥ x0 zeigen.

(a) Wie betrachten den Spezialfall D = 30,

ν(1) = 1, ν(2) = ν(3) = ν(5) = −1, ν(30) = 1

und ν(d) = 0 für alle anderen d|30.

Zeige, dass die Vorzeichen der von null verschiedenen cr alternieren.

(b) Beweise mit Hilfe von Teilaufgabe a):

i. ψ(x) ≥ ax · (1 + o(1))

ii. ψ(x)− ψ
(
x
6

)
≤ (a+ o(1)) · x− ψ

(
x
7

)
+ ψ

(
x
10

)
(c) Zeige obenstehende Behauptung. (5 Punkte)

2. Es sei Q(A) die Anzahl der quadratfreien Zahlen in A, und es bezeichne

c =

∞∑
d=1

µ(d)

d2
.

Es sei ε > 0 und 1
3 + ε < θ ≤ 2

5 sowie x ≥ 1. Weiter sei

A = A(x, θ) = {n ∈ N : x− xθ < n ≤ x}

und q(x) = Q(A(x, θ)).

Zeige nun, dass ein x0 = x0(ε) existiert, so dass für x ≥ x0 die Aussagen a) bis c) gelten:

(a) ∑
d≤xθ−ε/2

µ(d)|Ad2 | = c · xθ +O
(
xθ−ε/2

)
.

(b) Zu gegebenem l ≤ x1/3 gibt es höchstens ein d, so dass d2l ∈ A gilt.

(c) ∣∣∣∣∣∣
∑

d≥xθ−ε/2
µ(d)|Ad2 |

∣∣∣∣∣∣ ≤ x1/3.
(d) Zeige nun q(x) = c · xθ · (1 + o(1)). (7 Punkte)



3. Die Definition der Funktionen χν im Reinen Brunschen Sieb benützt Schranken der Form ν(d) ≤ r.
Diese Aufgabe zeigt nun, was die normale Größe von ν(n) ist.

Zeige:

(a) Es gilt ∑
n≤x

ν(n) = x log log x+O(x).

(b) Es gilt ∑
n≤x

ν(n)2 =
∑

p1≤x1/4

p1∈P

∑
p2≤x1/4

p2∈P

x

p1p2
+O(x log log x).

(c) Es gilt ∑
n≤x

(ν(n)− log log x)2 = O(x log log x).

(8 Punkte)

4. Für q, l ∈ N und (q, l) = 1 sei

ψ(x, q, l) =
∑
n≤x

n≡l mod q

Λ(n).

Der Satz von Bombieri besagt:

Zu jedem c > 0 gibt es ein D > 0, so dass∑
q≤x1/2(log x)−D

max
l : (q,l)=1

max
y≤x

∣∣∣∣ψ(y, q, l)− y

ϕ(q)

∣∣∣∣ = O
(
x(log x)−c

)
für x→∞.

Ein numerisches Ergebnis besagt:

Für eλ = 1, 288 gilt

1− 2λ2e2λ

1− λ2e2+2λ
> 0 und 2 +

4, 02

e2λ − 1
< 9.

Folgere aus dem Satz von Bombieri, dem numerischen Ergebnis und Satz 1.8.1, dass es unendlich

viele Primzahlen p gibt, für die p+ 2 höchstens 8 Primfaktoren besitzt. (4 Punkte)


