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1. Wir versuchen, die Abschiitzung von Pafnuti Lwowitsch Tschebyschew in Satz 3.3.2 zu verbessern.

Wir definieren

Y(x) = Z A(n) und T(z):= Z logn.

n<z n<x

T(z):zz/;(%).

r<x

(a) Zeige:

Es sei nun D € N und v(d) eine zahlentheoretische Funktion. Wir betrachten den Ausdruck
Zu(d) T(g) . (%)
d|D

Diesen Ausdruck wollen wir nun auf zwei Arten auswerten und die Ergebnisse vergleichen.

(b) Zeige:

07 (G) - Dowrs()
% ()T (5 ng vl
mit Koeffizienten ¢,,, die nur von der Restklasse m mod D abhéngen.
Hinwezs:
Werte (x) mit Teilaufgabe a) aus.
(c) Zeige:

Zu(d)-T(%)z(mlogw—x)- Z@ —z- Z@Jogd + O(log ).

d|D d|D d|D
Hinweis:
Werte (%) mit dem aus der Stirlingschen Formel resultierenden T'(z) = zlogz — x + O(log )

aus.
Um ein optimales Ergebnis zu erhalten, wihlen wir D und v(d) so, dass > ) @ =0 gilt.
(d) Zeige

v(d)
fiir die Wahl D = 30 sowie v(1) = v(30) = 1, »(2) = v(3) = v(5) = —1 und v(d) = 0 fiir alle
anderen d|30.
(e) Bestimme nun die Werte c,,.
(f) Vergleiche nun die beiden Darstellungen von (%) in den Teilaufgaben b) und ¢) und bestimme
ein bestmoglichstes a < 1 mit ¢(x) > ax - (14 o(1)). (15 Punkte)



2. Fdrbungen eines Halsbandes und kleiner Satz von Fermat:
Es seien a,d € N und d > 3. Es werden d Plétze, die mit 0 mod d,...,d — 1 mod d bezeichnet
werden, in einem Kreis angeordnet.
Jeder der d Plitze (oder Objekte, die sich auf den Pldtzen befinden, wie etwa die Perlen eines

Halsbandes) wird mit einer von a Farben gefirbt. Eine Fiarbung F kann also als Abbildung
F:Z/dZ — {1,...,a}, lmodd — F(l mod d)

interpretiert werden.

Zwei Farbungen F; und F; heiflen dquivalent (Schreibweise: F; ~ F»), wenn sie durch Rotation der
Farben auseinanderhervorgehen, d.h. wenn F2(l mod d) = F1(I mod d + i) fiir ein festes i € Z/dZ
gilt.

Geht eine Féarbung F durch eine echte, d.h. von der Identitét verschiedene, Rotation aus sich selbst
hervor, d.h. gilt (I mod d) = F(I mod d + i) mit ¢ # 0 mod d, so heifit F selbstéquivalent.

Das kleinste j mit 1 < j < d — 1, fiir das F(I mod d) = F(I mod d + i) mit ¢ = j mod d gilt, heift
Periode von F.

Zeige:

(a) Die Relation ~ ist eine Aquivalenzrelation.
(b) Ist F selbstiquivalent mit Periode m, so gilt 7|d.

Von nun an sei d = p eine Primzahl.

(c) Zeige, dass es aP — a nichtselbstidquivalente und a selbstiquivalente Farbungen gibt.
(d) Bestimme die Michtigkeit der Aquivalenzklassen der Relation ~.

(e) Folgere den kleinen Satz von Fermat. (9 Punkte)



