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Kapitel 1

Charaktere und Gleichverteilung auf
Gruppen

1.1 Gruppen und ihre Charaktere

Durch die analytische Zahlentheorie zieht sich wie ein roter Faden die Idee der Gleichverteilung von
Folgen auf Gruppen und das Studium der Gleichverteilung durch Charaktere dieser Gruppen.

Definition 1.1.1. Es seien (G, o) und (H,*) Gruppen mit den Verkniipfungen o und .
Eine Abbildung ®: G — H heifit Gruppenhomomorphismus, falls

®(g1092) = ®(g1) x P(g2)

fiir alle g1, g2 € G gilt (Relationstreue).

In dieser Vorlesung wird die Gruppe G stets abelsch und H stets H = C* = {z € C: |z| = 1} mit
der Multiplikation sein. Ist die Gruppe G endlich, so versteht man unter einem Charakter x von G
einen Homomorphismus x: G — C*. Auch fiir unendliche Gruppen G kann der Begriff des Charakters
definiert werden, falls die Gruppe G eine topologische Gruppe ist. Ein Charakter y von G ist dann
ein stetiger Homomorphismus x: G — C*.

Wir werden den Begriff der topologischen Gruppe in dieser Vorlesung nicht benttigen, da wir nur we-
nige Beispiele von unendlichen Gruppen betrachten. In jedem Fall wird klar sein, was unter Stetigkeit
zu verstehen ist.

Satz 1.1.1. Es sei (G,0) eine endliche Gruppe. Fir jeden Charakter x von G und fiir alle g € G ist
dann x(g) eine |G|- te Einheitswurzel. Insbesondere gibt es nur endlich viele Charaktere von G.

Definition 1.1.2. Es sei e(a) := €™,

Wir schlieflen diesen ersten Abschnitt mit einer Liste der Beispiele, mit der wir uns in dieser Vorlesung

beschiéftigen werden:

Beispiel 1.1.1. (i) Es sei ¢ € N und (Z/qZ,+) die Gruppe der Restklassen modulo ¢ mit der
Addition als Verkniipfung. Fiir m € {0,1,...,q — 1} ergeben sich die Charaktere

em,q: L/qZ — C*, rmod ¢ — e <TZT> .



(ii) Esseiq € Nund G = ((Z/qZ)*,-) die Gruppe der zu ¢ teilerfremden Restklassen modulo ¢ bzgl.
der Multiplikation. Die Charaktere von ((Z/qZ)*,-) heiflen Dirichletcharaktere modulo ¢. Ihre
Konstruktion ist komplizierter.

Wir geben ein Beispiel:
Es sei g eine Primzahl. Zu einem Primzahlmodul existiert immer eine Primitivwurzel, so besitzt
etwa ¢ = 7 die Primitivwurzel r = 3. Es ist ((Z/7Z)*,-) die zyklische Gruppe

(z/72)*,) = {3°mod 7,3' mod 7,...,3% mod 7} .

Ein Dirichletcharakter y kann nun dadurch definiert werden, indem man fiir x(3) eine beliebi-
ge sechste Einheitswurzel wihlt: wir setzen x,,(3) = e (%) Wegen der Relationstreue ist
vollsténdig durch x,,(3F) = e (%n) bestimmt.

Nun zu unendlichen Gruppen:

(iii) Es sei G = (C*,-). Jedes z € C* hat eine Darstellung z = e(a), wobei o durch die Forderung
a € [0,2m) eindeutig bestimmt ist. Fiir n € Z ist die Abbildung

en: C*— C*, e(a) — e(na)
ein Charakter von G. Die Forderung der Stetigkeit ist offenbar erfiillt.
(iv) Es sei G = (R, +). Fiir v € R ist die Abbildung
ey: R— C* t — e(vt)

ein Charakter.

Wir werden (zum Teil in Ubungsaufgaben) zeigen, dass wir in den Beispielen stets simtliche Charaktere
der jeweiligen Gruppen beschrieben haben.

1.2 Gruppe der Charaktere, Orthogonalitéitsrelation

Bis auf weiteres sei nun (G,-) mit G = {g¢1,...,9n} eine endliche abelsche Gruppe mit neutralem
Element e.

Definition 1.2.1. Es sei G die Menge aller Charaktere von G. Es seien y1,x2 € G zwei Charaktere
von G. Dann definieren wir das Produkt xj - x2 durch (x1x2)(9) = x1(9) - x2(g) fiir alle ¢ € G. Man
sieht unmittelbar, dass x1 - x2 wieder ein Charakter ist.

Satz 1.2.1. Es ist G eine endliche Gruppe bzgl. der Multiplikation von Charakteren.

Beweis. Der Charakter yg: G — C*, g — 1 ist offenbar ein neutrales Element der Multiplikation.
Das Inverse zum Charakter y € G ist der konjugiert komplexe Charakter x¥: G — C*, g — x(g), da

x(9) o x(g) = Ix(g)| =1 fiir alle g € G ist. L

Definition 1.2.2. Das neutrale Element yog der Gruppe G heiBt der triviale Charakter von G. Bei
Dirichletcharakteren, im Fall G = ((Z/qZ)*, -), spricht man auch vom Hauptcharakter. Ein x € G mit
X # Xo heifit auch nichttrivialer Charakter.

Wir wollen nun die Anzahl der Charaktere |G| bestimmen.
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Dazu bendtigen wir zunéchst

Lemma 1.2.1. Fiir g € G\{e} gibt es stets ein x € G mit x(g) # 1.

Beweis. Es sei U = (g) die von g erzeugte zyklische Untergruppe von G, also U = {e,g,...,g™ '},
somit [U| =m. Essei G=U-hy UU -hy U...UU - h die Zerlegung von G in Rechtsnebenklassen
der Untergruppe U. Dann hat jedes [ € GG eine eindeutige Darstellung I = ¢° - hy. Wir definieren dann
den Charakter x durch x(I) =e (%) Man sieht dann leicht, dass x ein Charakter der Gruppe G ist.

Esist x(9) =e (L) # 1. O
Satz 1.2.2. (i) Fir x € G ist

_J1Gl, falls x =xo
ZX@‘{ 0, Jalls x# xo.

geG

(i) Firge G ist

_ [ |G|, falls g=e
Z x(g) = { 0, falls g#e.
xX€G

Beweis. (i) Der Fall xy = xq ist klar.
Falls x # xo ist, gibt es ein g, € G mit x(gy) # 1. Mit g durchléuft auch g, - g alle Elemente

von G. Damit ist
D ox(9) =D xl(ox-9) = x(9x) D x(9)-

geG geG geG

Wegen x(gy) # 1 folgt > x(g) = 0.

(ii) Der Fall g = e ist klar.
Ist g # e, so gibt es nach Lemma 1.2.1 ein x, € G mit x4(g) # 1. Mit dem Charakter x
durchlduft nun auch y, - x alle Elemente von G. Damit ist

> x(@) = (e X)) =x4(9) > _ x(9)-

XGG xeé xeé

Wegen x4(g) # 1 folgt - o x(g9) =0.

Satz 1.2.3. Es ist |G| = |G].

Beweis. Es ist

DY x@ = xo(@+ > x(9.

xe@ 9€CG geG X#x0 9€G

Nach Satz 1.2.2 (i) verschwindet die Doppelsumme. Also ist

> xlo) =16 (1)

xeG 9€G
Weiter ist
DD X =D xe)+ > x(9).
xeG 9€CG xe@ g7€ ye@



Nach Satz 1.2.2 (ii) verschwindet auch diese Doppelsumme. Also ist
> > xlg)=1d (2)
xeG 9€CG

Aus (1) und (2) folgt die Behauptung. O

Definition 1.2.3. Es sei F(G,C) = {f: G — C} der Vektorraum iiber C aller Funktionen vom Grad
n. Wir definieren F;, fiir 1 < k <n durch

1, fir =
Ey(g) := { 9=

0, sonst

und nennen B := {Fy,..., E,} die ”Standardbasis” von F(G,C). Wir definieren auf F'(G,C) durch

1 -
(f h) = @l > fl9)hlg)

geG

fiir alle f,h € F(G,C) ein inneres Produkt.

Satz 1.2.4. Es ist dim F(G,C) =n und f = Zf(gk)Ek
k=1
Mit dem inneren Produkt (-,-) ist F(G,C) ein unitdrer Vektorraum.

Beweis. Man sieht unmittelbar, dass fiir ff = chEk dann f(gx) = cp gilt.

k=1
Damit ist klar, dass die obige Form die einzige Darstellung von f als Linearkombination der Fj ist.
Also ist B eine Basis und dim(F(G,C)) = n.
Die Eigenschaften eines inneren Produkts werden leicht nachgepriift. O

Aus Satz 1.2.2 (i) folgt nun leicht, dass G eine Orthonormalbasis von F(G, C) ist.

Satz 1.2.5. (i) (Orthogonalititsrelation 1. Art:)
Es seien x1, X2 € G. Dann ist

_ )L falls x1=xe
(s x2) = { 0, sonst,

das heifst

Z x1(9)x2(9) = { |G|, falls x1 = x2

0, sonst.
geG

(ii) (Orthogonalititsrelation 2. Art:)
Es seien g1,92 € G. Dann ist

> x(g1)x(g2) :{ G|, falls g1 =go

‘ 0, sonst.
X€G

Beweis. (i) Wir wenden Satz 1.2.2 (i) fiir den Charakter xy = x12 an. Es ist genau dann y = o,
wenn x1 = X2 ist.

(ii) Nun wenden wir Satz 1.2.2 (ii) fiir g = g1g5 ' an.



Bemerkung 1.2.1. Der Teil (i) von Satz 1.2.5 kann aus Teil (i) erhalten werden, wenn in Teil ()

die Gruppe G durch die Gruppe G ersetzt wird und man beachtet, dass G' mit G durch g(x) := x(g)
identifiziert werden kann.

Satz 1.2.5 besagt, dass G eine Orthonormalbasis (ONB) des Vektorraums F(G,C) ist. Soweit ist es
moglich, jedes f € F(G,C) als Linearkombination der x auszudriicken:

F=>_Ff0)x oder f=> f(x;)xi (1)

xe@ Jj=1

falls G = {x1,. .., Xn} ist.
Wie auf jedem unitédren Vektorraum konnen die Koeffizienten beziiglich einer ONB durch Bildung des
inneren Produkts erhalten werden. Dann folgt aus (1):

(fsxw) = Zf (06G) O xk) = FOxw)-

7=1

Definition 1.2.4. Es sei f € F(G,C).
Fiir x € G heifien die inneren Produkte (f, x) die (verallgemeinerten) Fourierkoeffizienten von f.

Die Summe Z f (x)x heiit (verallgemeinerte) Fourierreihe von f.
x€G

Die obige Diskussion ergibt folgenden
Satz 1.2.6. Es wird f € F(G,C) durch seine Fourierreihe dargestellt:

F=>Fox

x€G
Satz 1.2.7. Fir f € F(G,C) gilt die Parsevalsche Gleichung:

D@l => 1f 0P

9€G xeé

Beweis. Es ist nach Satz 1.2.6:

Y P = <Z O, 3 S >

QEG G

= > foa)fxe) (xaxe) . Z!f

X1,X2€G xEG

Wir kommen nun zu den unendlichen Gruppen in unseren Beispielen:
G=(C") mit G={en:neZ}

wobei e,,: e(a) — e(na).
Es stellt sich zunéichst die Frage nach den Orthogonalitéitsrelationen. Im Falle der endlichen abelschen
Gruppen basieren diese auf Satz 1.2.2 (i):

Fir x € G ist
Z X { |G| falls X = X0
= 0, falls x# xo



Wir erhalten ein Analogon fiir den Fall G = (C*,-), wenn wir die Summe durch ein Integral ersetzen:

! (na) da = 1, fir n=0, d.h.e, trivialer Charakter
0 ANOAX=1"0, fir n#0

Daraus ergeben sich leicht ” Orthogonalitdtsrelationen 1. Art”:

1, fir ny=no

1
/0 e(nia)e(—nga) daw = { 0, fiir ni #ng

Das innere Produkt zweier Funktionen auf G sollte also als

1
(f.0) = /0 f(a)g(a) da

definiert werden. Es bleibt die Frage nach der Menge der Funktionen, die betrachtet werden. Will
man mit dem Riemann- Integral auskommen, so muss man sich natiirlich auf Riemann- integrierbare
Funktionen beschrinken. In der reellen Analysis, wo man das Lebesque- Integral zur Verfiigung hat,
wihlt man den Vektorraum L?(C*), den Vektorraum der Lebesque- integrierbaren Funktionen f mit
endlicher L?- Norm:

1
/ |f(0)]? do < 0.
0

Man erhilt die klassische Theorie der Fourierreihe:
Es sei f € L?(C*). Die Fourierreihe von f ist

Y f(ne(na)

n=—oo

mit den Fourierkoeffizienten

. 1
fn) = /O f(@)e(=na) da.

Die Frage, ob f durch die Fourierreihe dargestellt wird, ist hier wesentlich komplizierter als bei endli-
chen Gruppen. Es gilt stets Konvergenz im quadratischen Mittel, d.h.

2
da = 0.

N

f@) = 3 fn)e(na)
n=—N

1
lim
N—oo 0

Die punktweise Konvergenz kann jedoch nur unter starken Zusatzbedingungen, nimlich stetige Dif-
ferenzierbarkeit, garantiert werden. Es gibt Beispiele fiir nur stetige Funktionen, bei denen sie nicht
gilt.

Die ”Orthogonalitétsrelationen 2. Art” sind:

' - 1, falls oy =«
lim N7} Z e(n(al—a2)):{ 0. sonst. 1 2

N—oo
—N<n<N

Es ist G = (R, +) mit G = {e,: v € R}, wobei e,: R — C*, t — e(vt).
Die ”Orthogonalitétsrelationen 1. Art” sind hier:

o1 [T 1, falls v =uv
lim / el,l(t)eyz(t)dt:{ bl =



An die Stelle der Fourierreihe tritt das Fourierintegral

/_ Z f(t)e(at) dt
= [ 1wet-

1.3 Gleichverteilung auf Gruppen

mit der Fouriertransformierten

Definition 1.3.1. Es sei (G, o) eine endliche Gruppe, (gn)22, mit g, € G eine Folge von Gruppen-
elementen. Fiir g € G und = > 0 sei

N(z,g9) = {n < z: gn =g}l
Die Folge (gy) heiit gleichverteilt auf G, falls fiir alle g € G
lim 27 'N(z,9) = |G|™!
T—>00

gilt, d.h. die Folge (g,,) nimmt jeden moglichen Wert asymptotisch gleich oft an.

Eine Grundidee der analytischen Zahlentheorie ist, die Gleichverteilung von Folgen auf Gruppen zur
Grofle von Charaktersummen in Beziehung zu setzen.

Satz 1.3.1. Es sei (G,0) eine endliche Gruppe mit Charaktergruppe G dessen neutrales Element
der triviale Charakter xo ist. Es sei (gn)oe eine Folge von Elementen von G. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

(i) Die Folge (gy) ist gleichverteilt auf G.
(i) Fir jeden Charakter x # xo gilt:

lim =~ IZX% )=0.

T—00
k<z

Beweis. (i) — (ii) :
Es sei x # xo. Dann ist

tim oY (o) = 3 Jim a3 (o) = X x(o) fim a N (o) = g X xla) =0,

k<x gelG k<x geG

gk=g
(i1) — (i) :
Es sei g € G. Nach den Orthogonalitéitsrelationen 2. Art (Satz 1.2.5 (ii)) ist

Zl_ZK}\ZXQk |G‘ZX091¢ Z |G\ngk

k<zx k<zx k<zx XFX0 k<zx
9k=9

Wegen xo(g) = 1 und wegen (i) folgt:

. —1 1 - = —
xlggox N(z,g) = |G| mll)ﬂolou’ﬂ Zl+ Z |G’| 11_>H15L’ ZX (9%) ’
k<= XFX0 k<z



Kapitel 2

Riemannsche Zeta-Funktion,
Dirichletsche L- Reihen und
Primzahlverteilung

2.1 Arithmetische Funktionen und Mo6biussche Umkehrformel

Definition 2.1.1. Eine arithmetische Funktion ist eine Abbildung f: N — C von den natiirlichen
Zahlen in die komplexen Zahlen.

Eine arithmetische Funktion f heiit additiv, falls f(mn) = f(m) + f(n) fir g¢g7'(m,n) = 1 ist bzw.
multiplikativ, falls f(1) = 1 und f(mn) = f(m)f(n) fir g¢gT'(m,n) = 1 ist. Vollstdndig additiv bzw.
vollstdndig multiplikativ heifit f, falls die Gleichungen f(mn) = f(m)+ f(n) bzw. f(mn) = f(m)f(n)
auch ohne die Zusatzbedingung gg7'(m,n) = 1 gelten.

Im folgenden werden einige Beispiele arithmetischer Funktionen definiert:

Definition 2.1.2. 1. In der Analysis vorkommende Besipiele vollstindig additiver bzw. multipli-
kativer Funktionen sind logn bzw. n® fir a € R.

(n) = 1, falls n=1,
A= 0, sonst

2. Die Funktion

ist vollstandig multiplikativ.
3. Die Funktion 1 mit 1(n) := 1 fiir alle n € N ist ebenfalls vollsténdig multiplikativ.

4. Es sei Q(n) := } a), a die Anzahl der verschiedenen Primfaktoren von n (mit Vielfachheit
gezihlt) und w(n) := me 1 die Anzahl der verschiedenen Primfaktoren von n.
Dann ist 2 vollstdndig additiv und w additiv.

5. Die Eulersche ¢- Funktion ist multiplikativ.
6. Die Mobiusfunktion p ist durch

[ (=1)*M™) ] falls n quadratfrei ist,
pln) = { 0, sonst

definiert. Wir werden zeigen, dass p multiplikativ ist.

7. Die Teilerfunktion 7(n) := }_,,, 1, die Anzahl der (positiven) Teiler von n, ist, wie wir zeigen
werden, multiplikativ.
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Definition 2.1.3. Es seien f und g arithmetische Funktionen. Unter der Faltung f x g von f und g
versteht man die arithmetische Funktion

(f*9)(n d%;f ( )

Unter der Summe f + g von f und g versteht man die arithmetische Funktion

(f +9)(n) = f(n) + g(n).
Beispiel 2.1.1. Es ist 7(n) = >_4,, 1 =>4, 1(d) - 1(7), also 7 = 1 x 1.

Satz 2.1.1. Die Menge A aller arithmetischen Funktionen bildet mit der Addition und der Faltung
als Multiplikation einen kommutativen Ring mit Finselelement e.

Beweis. Die Menge A bildet offenbar unter der Addition von Funktionen eine abelsche Gruppe. Das
Distributivgesetz f x (g + h) = (f xg) + (f = h) ist klar.
Es bleibt die Kommutativitdt und Assoziativitdt der Faltung zu zeigen, sowie dass € Einselement ist:

e Esist (fxg)(n) =>4, f(d)g(§)- Durchléuft d alle Teiler von n, so auch d = 15. Also ist

(f *xg)(n Zf(d,> = (g f)(n).

d'|n

e Es seien f, g, h arithmetische Funktionen. Dann ist

(Frxh)m) = S (Fx9@-h(5) =D fld)g < ) ()

dn din di|d

D DR (CAICOLIC

d1,d2,ds
didods=n

Derselbe Ausdruck ergibt sich fiir (f x (g *h)) (n). Alsoist (fxg)xh = fx(g*h).

e s ist n

(ex N)m) =D ed)f (5) = e(1)f(n) = f(n).

din
Alsoist ex f = f.

Satz 2.1.2. Die Faltung zweier multiplikativer Funktionen ist multiplikativ.

Beweis. Es seien f,g € A multiplikativ und F' = f % g. Es gelte ggT(m,n) = 1. Dann ist

S Fd)g(d)

dy,dz
dido=mn

Wir schreiben d; = ejes mit e = ggT'(di,m) und e; = ggT'(di,n) sowie analog do = ezes mit
es = ggT(d2, m) und eq = ggT(da,n). Dies ist bei gegebenem d; und ds auf genau eine Art moglich.
Dann ist eje3 = m und egeq = n.

11



Also ist wegen der Multiplikativitdt von f und g

F(mn) = Z f(ere2)g(eses) = Z f(e1) f(e2)g(es)g(ea)

€1,€2,€3,€4 €1,€2,€3,€4
e1e3=m,ez2e4=n e1e3=m,eze4=n
= Y flegles) Y flea)glea) = F(m)- F(n).
e1,e3 €2,64
eilez3=m ezeq=n

Satz 2.1.3. Die Teilerfunktion ist multiplikativ.

Beweis. Aus Satz 2.1.2 ergibt sich mit 7 = 1% 1 ein Beweis fiir die Multiplikativitidt der Teilerfunktion.
O

Beispiel 2.1.2. Es sei oi(n) := de. Daraus folgt o3, = f 1 mit f(n) = n*.
dln
Nach Satz 2.1.2 ist o multiplikativ.

Satz 2.1.4. Es ist ux1 =¢e.

Beweis. Nach Satz 2.1.2 ist ux 1 multiplikativ. Es bleibt, die Werte von p x 1 fiir Primzahlpotenzen
zu bestimmen: Fiir o > 1 ist

«

(ux1) () =D u (pﬂ) =1+pu(p) =0.
£=0

Also ist px1 =e. O

Satz 2.1.5. (Mdébiussche Umkehrformel)
Es seien f und F arithmetische Funktionen. Die folgenden Beziehungen sind dquivalent:

(i) F(n)=>_ f(d) fir alle n € N

dln

(ii) f(n) = Z,u(d)F (g) fir alle n € N

din

Beweis. 7="":
Nach der Definition der Faltung haben wir F' = 1 x f. Daraus folgt nach Satz 2.1.1 und 2.1.3

prF=px(Ixf)=(uxl)xf=exf=Ff

Also st Y, u(d)F(3) = f(n).

” <:77:
Es ist also g+ F' = f. Dann ist

frxl=1x(uxF)=(1xu)xF=exF =F,

also >y, f(d) = F(n). O
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Satz 2.1.6. (2. Mobiussche Umkehrformel)
Die Funktionen F' und G seien auf [1,00) definiert. Dann sind folgende Beziehungen dquivalent:

(i) F(z) = ZG(%) firz > 1

n<x

(ii) G(x) = Z p(n)F (%) firx>1

n<x

Beweis. Ubungen O

2.2 Grundlagen aus der elementaren Primzahltheorie

Definition 2.2.1. Die Primzahlzihlfunktion 7(z) ist durch

r(z)=[{peP:p<al =31

p<z

definiert. Der Summationsindex p bedeutet hier und im folgenden, dass {iber Primzahlen summiert
wird.

Schon Euklid wusste, dass 7(x) — oo fiir 2 — oo gilt. Gaul vermutete um 1792 die Giiltigkeit des
sogenannten Primzahlsatzes:

x ) ()

(r - o0) d.h.

m(x)

~ log = z—o0 z/ log x -

Dies konnte jedoch erst 1896 von Hadamard und de la Vallée- Poussin gezeigt werden.
Schwéchere Ergebnisse wurden schon von Tschebyschew um 1850 gegeben, wo zuerst die wahre
Groflenordnung von m(z) bestimmte wurde.

Satz 2.2.1. Es gibt Konstanten ¢y > 0 und co > 0, so dass fiir alle © > xg

X

C1

<7(x) <co-

. log log

gilt.
Beweis. Ubungen. O

Ergebnisse der Analytischen Zahlentheorie haben die Form
”Unbekannte Funktion = Hauptglied + Restglied”
oder ”Unbekannte Funktion < Explizite Funktion”.

Zur Vereinfachung der Formulierung hat Edmund Landau die nach ihm benannten O- und o- Symbole
eingefiihrt.
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Definition 2.2.2. Es seien f(z) und g(z) zwei Funktionen, die fiir geniigend grofie positive x definiert
sind, und es sei f(z) beliebig, g(x) > 0 eventuell nur fiir gentigend grofle . Dann soll

f(z) =0(g(z)) bzw. [f(z)=o(g(z)) (z—o0)

bedeuten, dass fiir geniigend grofle x folgendes gilt:

|f(z)] < A-g(x) fiir passendes A >0 bzw.

Analog mogen die Beziehungen
f(z) =0(g(x)) bzw. f(z)=o0(g(z)) (z—a") oder (z—a")
definiert sein, wobei g(z) > 0 fiir  nahe bei a vorausgesetzt ist.

Satz 2.2.2. Der Primzahlsatz kann in der Form

m(z) = — +0< ° ) (z = 00) oder auch m(z)

= fogz gz (I40(1) (z— o0)

- log
geschrieben werden.

Satz 2.2.3. (Mertens)
Es gilt

1
Z 98D _ logz +0(1) (x — o0).
p<z

Beweis. Es sei N = [z], und wir untersuchen die Primfaktorzerlegung von N!. Es sei N! = Hpngv(p).

Zur Bestimmung des Exponenten 7(p) beachten wir, dass von den Zahlen 1,..., N genau [%} durch

p teilbar sind, [p%} durch p? usw. Damit gilt

_ logx

mit r(p) = 155,

Somit folgt wegen 7(x) = O ( - )

1
log N! =z - Z 8P + O(x).
p<z

Mittels der Stirlingschen Formel log N! = N -log N — N + O(log N) folgt

1
xz o8P =zlogx + O(x)

p<w

und damit

1
Z %8P _ logz + O(1).
p<z

14



log p

Von Interesse ist auch die Summe p<z 3

die ” Gewichte” logp entfernt.
Eine Methode zur Entfernung oder Hinzufiigung reguldrer Gewichte liefert die Abelsche Partielle
Summation.

%. Diese erhilt man, indem man aus der Summe )

p<z

Satz 2.2.4. (Abelsche Partielle Summation)

Es seien a < b reelle Zahlen und c1,, ca, ... kompleve Zahlen. Weiter sei c(x) =3, <, Cn-
Dann gilt
i) diskrete Version:
Es seien fi,..., fn kompleze Zahlen mit (Af)y = fns1 — fn. Dann gilt
Z Cnfn = C(b)f[b] - Z c(n)(Af)n.
a<n<b a<n<b—1
it) kontinuierliche Version:
Es sei f auf [a,b] stetig differenzierbar. Dann ist
b
> eudn) = c)f) ~ [ el O
a<n<b a
Beweis. i) Esist
Z Cnfn = Z (C(n) - C(n - 1)) = Z C(n)fn - Z C(n)fn+1
a<n<b a<n<b a<n<b a<n<b—1
= C(b)f[b] - Z c(n)(fat1 — fn)-
a<n<b—1

Dies beweist (i).

ii) Es seien die Voraussetzungen von Teil ii) erfiillt. Zudem setzen wir f,, ;== f(n). Firt € [n,n+1)
ist ¢(t) = ¢(n), und es gilt

n+1
fn-i-l_fn:/ fl(t)dt7

also _—

) (i~ )= [ el ()t 1)
Auflerdem ist b

c(b) f(b) — c([b]) fiy) = /[b] c(t) f'(t) dt. (2)

Damit folgt aus i), (1) und (2)

[b] b
S enfn = c(B)F(5) — (c(b) £(b) — (b)) £([8])) — / (1) /() dt = e(b) f(B) / () ' (t) dt.

a<n<b

Satz 2.2.5. FEs gibt eine Konstante b € R mit

1 1
Z:loglogx—i-b—i-O( >
P log

p<w

15



Beweis. Wir wenden Satz 2.2.4 (ii) mit

82 fallsp=peP
CTL fry p
0 sonst

und f(t) = @ sowie a = 3 an. Wir erhalten

1 logp. 1 log p o1 * log p dt
ZE_Z Z P 10gx+/3/2 Z D tlog?t’

logp
p<z p<x p &P p<x p<t

Nach Satz 2.2.3 ist 3, 52 = logt + r(t) mit r(t) = O(1). Also gilt

1 1 Toodt r t
2 = logrtr@) et [ o [T
D log 3/2 tlogt 3/2 tlog™t
oe t 1
1+T(x)+logloga:—loglog3+/ T(g dt—l—O( )
log x 2 J3 tlog®t log ©

1
= loglogx+b+ 0O <1>

ogx

mit
> r()

—5—dt.
s2t log?t

3
b—l—loglog+/
2 Js

2.3 Arithmetische Funktionen und Dirichletreihen

Bevor wir nun zur Diskussion der Riemannschen Zeta-Funktion als Funktion der komplexen Variablen
s € C kommen, wollen wir die allgemeine Funktionsklasse diskutieren, der die Zeta-Funktion angehort:
die Dirichletschen Reihen.

Definition 2.3.1. Eine Dirichletreihe ist eine unendliche Reihe der Form

oo
D(s) = Z anpn”?®
n=1
mit a, € C und s € C.

Es stellt sich sofort die Frage nach dem Konvergenzbereich von D(s) und nach den analytischen
Eigenschaften, insbesondere der Holomorphie, von D(s) in diesem Bereich. Im Zusammenhang mit
Dirichletschen Reihen ist die Schreibweise s = o + it mit o = R(s), t = J(s) iiblich (oder, falls eine
Folge vorliegt, s; = o; + it;).

Satz 2.3.1. Es sei -
D(s) = Z apn”?®
n=1

in so konvergent. Dann konvergiert D(s) gleichmdfig in dem Winkelraum |arg(s — so)| < %71 — 4 fir
festes 6 > 0. Die Funktion D(s) ist in der Halbebene {o > oo} holomorph.

16



Beweis. Mit Abelscher partieller Summation (Satz 2.2.4) folgt

E a,n_ % = E apn” %0n%0T?

M<n<N M<n<N
N
= N°%0°* E ann_so—/ E ann % | (so — s)u** " Ldu.
M<n<N v \M<n<u

Es ist |[N%0~%| = N90=7 < 1. Wegen der Konvergenz von » _ a,n ™% ist

im Winkelraum | arg(s — so)| < 7 — .

Es ist .
(o0 = st < - (o= ogpur
und damit
N
/ Z anpn_ %0 (sofs)uso_s_ldu < ,6 Moo= < .E .
) \ e sin(0) sin(9)

Damit folgt der erste Teil des Satzes.
Jede kompakte Teilmenge der Halbebene {s = o 4+ it: 0 > o¢} ist fiir ein geniigend kleines § > 0 im
Winkelraum |arg(s — sp)| < 47 — & enthalten. Die Reihe

oo
E apn”?®
n=1

ist damit in {0 > o} kompakt konvergent und damit holomorph. O
Satz 2.3.2. Zu jeder Dirichletreihe

D(s) = i anpn”?®
n=1

gibt es stets ein 0. € R U {£o0}, so dass D(s) fir alle s = o + it mit o > o, konvergiert und fir
o < o, divergiert.

Beweis. Man setze
o, = inf {a e R: ds =0 +1it, Z apn”® konvergiert} ,

und die Behauptung folgt dann aus dem vorigen Satz. O

Definition 2.3.2. Der Wert o, heifit Konvergenzabszisse der Dirichletreihe D(s).

17



Die Fille 0. = 00 kénnen eintreten:

Beispiel 2.3.1. Die Dirichletreihe
o0
Z e"n"®
n=1
konvergiert fiir kein s € C, hat also die Konvergenzabszisse 0. = co. Dagegen konvergiert
o0
Z e "'n"?
n=1

fiir alle s € C und hat die Konvergenzabszisse o, = —o0.
Auch alle Dirichletpolynome

o0
>
n=1
wobei a,, # 0 nur endlich oft auftritt, haben die Konvergenzabszisse . = —oc.
Definition 2.3.3. Es sei f eine arithmetische Funktion. Fiir alle s € C, fiir die
oo
F(s) =) f(nn*
n=1

konvergiert, heift F'(s) die Erzeugende Dirichletreihe von f.

Satz 2.3.3. FEs seien f,g,h arithmetische Funktionen mit h = f x g. Die zugehdrigen Erzeugenden
Dirichletreihen seien F, G und H. Falls F und G in sg € C absolut konvergieren, so ist fiir dieses sg
auch H absolut konvergent, und es ist H(so) = F(s0)G(s0).

Beweis. Nach dem Groflen Umordnungssatz ist

F(s0)G(s0) = (Z f(k)k‘so) (Z g(m)m“”) => ( > f(k)g(m)(km)‘50>
k=1

m=1 n=1 \km=n

[e.e]
= DMl = H(so),
n=1
und letzte unendliche Reihe ist absolut konvergent. O

Ist die Funktion f multiplikativ, so kann die Erzeugende Dirichletreihe von f unter gewissen Voraus-
setzungen als sogenanntes Eulerprodukt dargestellt werden.

Satz 2.3.4. Es sei f eine multiplikative Funktion und s € C. Ist
[e.e]
F(s) =Y f(nn~*
n=1

absolut konvergent, so ist

Fs) =[] ( f(p‘“)p“"s) .
0

peP \a=

18



o
Beweis. Aus der absoluten Konvergenz von Z f(n)n™? folgt die Konvergenz von Z Z ‘ f (po‘)p_o‘s‘
n=1 peP a>1

o0
und daraus die Konvergenz des unendlichen Produkts H (1 + Z f (po‘)p_a5> .
peP
Es sei pT(n) der grofite Primfaktor von n. Dann gilt fiir alle z > 1

St =TT £ = | S fn=| < S IF
n=1

p<z a=0 pt(n)>x n>x

a=1

Daraus folgt die Behauptung fiir x — oo. O

2.4 Die Koeffizientensumme einer Dirichletreihe

Entscheidend fiir den funktionentheoretischen Beweis des Primzahlsatzes ist die Moglichkeit, die Ko-
effizientensummen von Dirichletreihen durch Kurvenintegrale auszudriicken.

Satz 2.4.1. (Riemanns Methode der komplexen Integration)
Es sei

D(s) = i apn”®
n=1

fiir o > 1 absolut konvergent.
Mit einer fir x > xo monoton wachsenden und positiven Funktion ®(x) und einer Konstanten C > 0
sei |an| < C - ®(x) fir allen < x. Es sei

Z lann™ =0 ((c —1)7%)
n=1

fiir o — 17 und fiir ein festes a > 0 sowie ¢ > 1, x > 1, x ¢ Z sowie T > 0. Dann gilt

n<x

fiir T — oo, wobei ||x|| den Abstand von x zur nichsten ganzen Zahl bedeute.

Zur Vorbereitung beweisen wir

Satz 2.4.2. (Perronsche Formel)
Es seic>0,T >0 undy > 0. Dann gilt fir T — oo

ki /-chiT v [ 15 <7T.“gg(y)|) . fallsy > 1
27T/L c—iT S O (m) fallS 0 < y < 1.

Beweis. Es sei y > 1. Fiir U > 0 ist nach dem Residuensatz

1 c—iT s c+iT , s —U+iT s -U—iT s s
(/ yds+/ yds—l—/ yds+/ yds)zRess:0<y>:1,
2mi \J_v—ir s c—iT S cHil S —U+iT S s

wenn im positiven Sinn iiber die geradlinigen Verbindungsstrecken integriert wird.

19



Es ist
—U+iT

y® 1 /C . ( y° )
Zds| < = - yYWdo=0 ———
c+iT S T —00 T- | log(y)’
und analog
S & g C C
'/ yds §/ yd0§y20<y>.
T S _u VT? + o2 T [logyl T - |log(y)|
bzw U+ T T U U
A — —
/ s| < / Vo as< P2V )
-T ’8’ U U—oo
Also ist

1 c+iT y yc
L ds =140 <) .
2m JeiT S T - |log(y)]

Essei 0 <y < 1. Fiir U > 0 ist nach dem Cauchyschen Integralsatz

1 c—iT c+iT U+iT U—iT | s
(/ yd+/ yds—i—/ yds+/ yds>:0,
2mi \Ju—ir S c—iT S T S UiT S

wobei wiederum iiber die geradlinigen Verbindungsstrecken integriert wird. Es ist

U—HTy
[,k g
c—iT s
Yy
Zds| = O —2——
L5 ( sy >|>

UtiT , s 7. U
[ Ta = o(y) Lo,
U—iT S |log(y)| ) U—oo

woraus die Behauptung folgt.

Beweis. (Beweis von Satz 2.4.1)
Wegen der gleichméfigen Konvergenz von

o
E apn”?®
n=1

auf [¢ — T, c + iT] erhalten wir mit der Perronschen Formel

1 c+iT s 0 1 c+iT
— D(s)Z ds = —
omi | P ds ;a” (2m‘ /C_

Wir spalten die Summe

n<x

in Xg = X1 + X9 + X3 mit

|an|

Y1 = _—
' Encwmg(%n
’I’L<§
|an|
22 = Z c z
2 e log(2)]
|an|
23 = Z c x
2z, |log(Z)

auf.
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Fir n < § und n > 2z ist [log(%)| > log(2), also

S+ ¥ =0 (Z |Z’;f|> =0 ((c—1)") 2)
n=1

nach Voraussetzung.

Wir kommen zum schwierigsten Teil, der Abschétzung von 3. Es sei N eine natiirliche Zahl, die x
am néchsten liegt. Fiir N < n < 2x sei r = n — N. Wir haben wegen x < N + % die Abschétzung

n N+r r—i
1 (f)>1 —log [14+-—2].

1 1
2 2
Im folgenden seien ¢y > 0 und ¢; > 0 feste Konstanten. Aus dem Mittelwertsatz schliefen wir, dass
log(1 + u) > cou fiir 0 < u < 1 ist und erhalten
1

1
r 1 r 1 r
lo 1+ 2 > ¢ 2>C.f.
g( N"‘%)_O = z

=
+
N[

Also haben wir

|an| 1—- 1 1—-
——————— =0 ®(2z) -z - — | =0 (®(2x) -2 °-log(2x 3
RONCEEE RPN B
Analog folgt
|an| 1—
————— =0 (®(22) -2 - log(2x)) . 4
T i~ @) (20)) )
2
Fiir n = N erhalten wir
n d(N o(2z) - 2t —¢
e =0 e ) —o (PR ®)
Ne - |log ()] Ne - [log (14 25) | ]
Aus den Abschitzungen (1) bis (5) folgt die Behauptung des Satzes. O

2.5 Die Riemannsche Zeta-Funktion und Dirichletsche .- Reihen

Definition 2.5.1. Es sei ¢ € N.
FEine arithmetische Funktion y: N — C heifit ein Dirichletcharakter modulo ¢, falls folgende Eigen-
schaften erfiillt sind:

(i) x#0
(ii) x(n+¢q) = x(n) fur allen € N
(iii) x(n) =0« (n,q) > 1

(iv) x(mn) = x(m) - x(n) fir alle m,n € N.
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Der Dirichletcharakter yo mit
[ 1, falls (¢g,n) =1,
Xo(n) = { 0, falls (¢g,n)>1

heilt Hauptcharakter modulo q.

Ein Dirichletcharakter x modulo ¢ kann zu einer Funktion y: Z — C durch folgende Festsetzung
fortgestzt werden:

Fiir z € Z wéhle k, so dass z + kq € N und setze x(z) = x(z + kq).

Definition 2.5.2. Es sei ¢ € N und x ein Dirichletcharakter modulo gq.
Die zu yx gehorige Dirichletsche L- Reihe L(s, x) ist durch

[ee]
L(s,x) = > _x(n)n™*
n=1
fiir o > 1 definiert. Im Spezialfall ¢ = 1 erhélt man die Riemannsche Zeta-Funktion

((s)=> n*
n=1

Satz 2.5.1. FEs sei ¢ € N und x ein Dirichletcharakter modulo q. Die Dirichletsche L- Reihe L(s,x)
stellt fiir o > 1 eine holomorphe Funktion dar. Sie besitzt dort das Eulerprodukt

L(S7X) = H 1_

—S *
op L x(p)p

Insbesondere ist L(s,x) # 0, und es ist
o0
L(s,) 7" =Y n(n)x(n)n>.
n=1

Beweis. Die Reihe

[eS)
>
n=1

konvergiert fiir o > 1.
Der Beweis fiir die Existenz des Eulerprodukts folgt aus Satz 2.3.4. O

Satz 2.5.2. (Eulersche Summenformel)

Es seien a < x reelle Zahlen. Die Funktion g: [a,z] — C sei stetig und (stickweise) stetig differen-
zierbar auf [a,x]. Wir setzen Py(x) := x — [x] — 1/2. Dann ist

S gn) = / (o) du+ / " Pou)g/(u) du — g(x) Po() + g(a) Po(a).

a<n<x

Beweis. Ubungen. O

Satz 2.5.3. Die Riemannsche Zeta-Funktion ldsst sich meromorph auf den Bereich {o > 0} fortsetzen.
Die einzige Singularitit ist ein Pol erster Ordnung in s = 1 mit Residuum 1.
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Beweis. Anwendung der Eulerschen Summenformel fiir ®(s) > 1 und einem beliebig kleinen ¢ > 0
ergibt

¢(s) Zn S—/ _Sdu—l—s/loo Po(w)u™* P du+4 (1 — €)™ - Py(1 — ¢)

1 1 4y — |u) — L 1
o —s —s—1 - 2 _
= / du+s/ Py(u du+2—s_1+s/1 RS du+2.

Wegen |Py(u)| = |u — [u] — 3| < 1 ist die Folge

Vu—lu -4
1 us+1 U

in der Halbebene R(s) > 0 kompakt konvergent. Also stellt

3/ Py(uw)u="t du
1

eine in R(s) > 0 holomorphe Funktion dar. Die iibrigen Summanden sind dort ebenfalls holomorph,
aufler in s = 1, da dort - 1 einen Pol erster Ordnung mit Residuum 1 aufweist. O

Satz 2.5.4. FEs sei ¢ € N und x ein Dirichletcharakter modulo q.

(i) Ist x = xo der Hauptcharakter modulo q, so konvergiert die Dirichletreihe L(s, xo) fir o > 1.
Es ist

Lis.xo) = ¢(s) - [Ja - p)

plg

Dann ldsst sich L(s, xo) auf den Bereich {o > 0} meromorph fortsetzen. Die einzige Singularitdt
ist ein Pol erster Ordnung mit Residuum

Res,—1 L(s,xo) = [J(1 = p 7).

plg

(ii) Ist x # xo, so konvergiert L(s,x) fir o > 0 und ist dort auch holomorph.

Beweis. (i) Es gilt

L(s,xo) = [J0=xopp®) ' =]Ja-p) ' =][-p) " - JJC—p*

p€eP pl4 peP plg

= ((s)-JJa-»).

plg
Die tibrigen Eigenschaften folgen aus den Eigenschaften der Riemannschen Zetafunktion.
(ii) Abelsche partielle Summation ergibt (zunéchst fir o > 1)

Zx(n)nfs: b Zx(n) t—s~1at. (%)
1
n=1

n<t
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Es sei mg <t < (m + 1)g. Dann ist

Wegen

folgt

Damit ist (%) fiir o > 0 konvergent.

2.6 Der Primzahlsatz und der Primzahlsatz fiir arithmetische Pro-
gressionen

Wir wollen in diesem Abschnitt eine scharfere Version des Primzahlsatzes

m(x)

X

~ log

beweisen. Der Beweis beniitzt analytische Eigenschaften der Riemannschen Zetafunktion ((s).

Eine noch allgemeinere Fragestellung ist die Verteilung der Primzahlen auf arithmetischen Progres-
sionen a mod ¢, die eng mit den Eigenschaften der Dirichletschen L- Reihen L(s, ) mit den Dirich-
letcharakteren x mod ¢ zusammenhéngt.

Die Uberlegungen, die zum Beweis des Primzahlsatzes fiir arithmetische Progressionen fiihren, kénnen
weitgehend durch nur leichte Abénderung der entsprechenden Uberlegungen fiir den Beweis des Prim-
zahlsatzes gewonnen werden. Eine Ausnahme bildet der Nachweis der grundlegenden Tatsache L(1, x) #

0 fiir x # xo-

Definition 2.6.1. Es seien a,q € N und z > 1. Wir setzen

W(qu’a):: 2{: 1,

p<w
p=a mod q

die Anzahl der Primzahlen kleiner gleich z in der arithmetischen Progression a mod gq.

Definition 2.6.2. Die Funktion A: N — R,

| logp, falls n =p™ fiir eine Primzahl p
An) = { 0  sonst,

heifit von- Mangoldtsche- Funktion. Die summatorischen Funktionen

Y(x) = ZA(n) bzw. 9(x) = Zlogp

n<x p<lzx

heiflen Tschebyscheffsche - Funktion bzw. Tschebyscheffsche - Funktion.
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Fiir den Fall der arithmetischen Progressionen fithren wir folgende Verallgemeinerungen ein:

Definition 2.6.3. Es seien a,q € N, € R und x ein Dirichletcharakter modulo ¢q. Wir setzen

baga) = Y Aw)

n<x
n=a mod ¢

P, x) = Y x(n)A(n)

n<x

I, q,a) = Y logp.

p<z
p=a mod q

Satz 2.6.1. (i) Es ist (z) = ¥(x) + O(z'/?(log 2)?).
Folgende Aussagen sind dquivalent:

(a) 7(x) = fogz T© (lozx) fiir x — oo (Primzahlsatz)
(b) Y(z) =2z +o0(x) firx— oo
(c) ¥ x) =x+ o(x) firxz— co.
(ii) Es seien a,q € N. Es ist ¢(z,q,a) = 9(z, ¢, a) + O(z'/?(log z)?).
Folgende Aussagen sind dquivalent:

(a) m(x,q,a) = ﬁ Togz 1O (loza:) fiir x — oo (Primzahlsatz fiir arithmetische Progressionen)
(b) Y(x,q,a) = %q) -z 4o (z) firz — oo
(c) ¥ (z,q,a) = %q) -x 4o (x) firz — oo.

Beweis. Der Teil (i) ist ein Spezialfall von (ii). Daher geniigt es, (ii) zu beweisen.
Es gilt

¢(£7q’a) _ﬁ(m)(L CL) = Z Z 10gp§ ($1/2+-..+.’E1/k0)10g$,
m=2 p

p™=a mod ¢q

wobei kg so gewéhlt ist, dass % < zl/ko < 2 ist. Es ist ko = O(log z) fiir z — co. Also folgt

1/)(%617 a) - 19(377 q, (l) = O(xl/Q(lng)2)?

woraus sofort b) < c¢) folgt.

Es bleibt also noch a) < ¢) zu zeigen.
a) = c):

Mit Abelscher partieller Summation ist

xT

n(t,q,a) i

I(z,q,a) = Z logp = m(z,q,a) logaj—/ l.
et 1/2 3
p=a mod q

Es ist

1/2

/ Wdt:/ Wdtg/ ”(t’q’a)dtw(/ ”(t’q’a)dt)w( . )
2t 32t 3/2 t a2t tog 7

Also folgt ¥(x,q,a) = =*= + o(x) aus a).
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c) = a):

Wiederum gilt mit Abelscher partieller Summation

1 9(z, q, T W(t,q, 9(z, q,
(o)=Y 18P (mqa)+/3/2 (t,q,a) (z,9,a)

LAGLLETAp PR AIL LLONo / t_dt
= log p log z t(logt)2 ~  logzx 32 (logt)? |
p=a mod ¢
Dabei ist
1/2
/l‘ dt _/x dt +/w dt _O<x>
32 (logt)>  Jijp (logt)? * Jy1/2 (logt)? (logx)? )~
Satz 2.6.2.

(i) Firo > 1 gilt

¢'(s)

— = A(n)n~
i) "

(ii) Es sei ¢ € N und x ein Dirichletcharakter modulo q. Dann gilt fir o > 1

[e.e]

= 3" x(m)A(m)n
n=1

Beweis. Teil (i) ist der Spezialfall ¢ = 1 von (ii). Es geniigt daher wieder, (ii) zu beweisen
Wir betrachten das Eulerprodukt

L(s,x) = [J(t = xw)p~)~"

P
zunéchst fiir s € R mit s > 1.

Es sei Log die auf C\(—o0,0] definierte holomorphe Funktion, die fiir s € (

o0) die Bedingung
Logs = log s erfiillt. Es existiert ein sg, so dass fiir alle s > sg

> larg(l— x(p)p ) <

P
gilt.

Aus dem Eulerprodukt folgt fiir s > sg

Log L(s, x) Zlog (1-— ).
Differenzieren ergibt
L'(s,x) x(p )(logp s

= =) _x(p)p~’logp )"pm™
L(s,x) —~ 1—x Z Z

@M
NE

3
5

x(»™) log p(p™)~*.

Nach dem Groflien Umordnungssatz ist

Ll

ZA

fiir s € [sg, 00).

Nach dem Identitétssatz fiir Potenzreihen gilt dies aber fiir alle s = o + it mit o > 1
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Satz 2.6.3. Es seia,q € N mit (a,q) = 1 sowie xo der Hauptcharakter.

(i) Esist (z,q,a) = ﬁ ’ ZX modqmw(‘%X)’

(ii) Folgende Aussagen sind dquivalent:

(a) Y(z,q,a) = = el) + o(x) fiir alle a mit (a,q) = 1.
(b) ¥(x) =z +o(z) und Y(z,x) = o(z) fir alle x # Xo.

Beweis. (i) Nach den Orthogonalititsrelationen 2. Art (Satz 1.2.5 (ii)) gilt

1 1
M'szwqx(a)¢($7X) = L %X
- (1 x| = Y Am)
x mod g nlx
n=a mod ¢q
= x q?
(ii) a) = b):
Es gelte ¢(x,q,a) = (q) + o(x) fir alle @ mit (a,q) = 1.
Dann ist ¥ (z) = >_, =1 ¥(@,¢,a) + O(1) = z + o(z) und
= Zx(n)/\(n) = > x@ Y Am)+0(1)= ﬁ > x(a) +o(x) = o(x).
n<z (a,q)=1 n<z a mod ¢
a mod g n=a mod q
b) = a):

Es sei ¢(z) = x 4+ o(x) und ¢ (x, x) = o (z) fiir x # xo. Dann gilt fiir (a,q) =1

baga) = Y A=Y Am— 3 X@x®)

n<z n<lz (P(Q) x mod ¢
n=a mod ¢q
1 1 T
= 20 %XO(”)A(R) ) X;O x(a)¥(z, x) = 20" o(x)

Bemerkung 2.6.1. Satz 2.6.3 (ii) ist im wesentlichen das Gleichverteilungskriterium (Satz 1.3.1) fiir
die Folge (p; mod ¢) auf der Gruppe (Z/qZ, -)*, wobei p; die j- te Primzahl mit p; fq ist. Anstelle der
Folge (p; mod ¢) betrachtet man die mit Gewichten log p; versehene Folge (p; mod ¢), die noch durch
die n = p™ mit m > 1 leicht verdndert wird.

Wir wenden nun Satz 2.4.1 iiber die Koeflizientensumme einer Dirichletreihe auf die Dirichletreihe

o0

=D x(m)A(n)n”
n=1

D(s) = —

an, deren Koeffizientensumme gerade ¢ (x, x) ist.
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In Zukunft schreiben wir bei den logarithmischen Ableitungen Lf’ bzw. %/ die Argumente (s,y) nur
noch einmal.
Wir werden den Primzahlsatz fiir arithmetische Progressionen

¢($a Q7a) ~ m

mit einem schirferen Restglied beweisen, was auch ein schirferes Restglied im Primzahlsatz fiir

m(x,q,a) zur Folge hat. Dabei muss nun allerdings die einfache Naherungsfunktion % durch den

log x
Integrallogarithmus

Todt
liw) = =
o logt

ersetzt werden. Obwohl im einfachen Primzahlsatz flir arithmetische Progressionen eine Abhéngigkeit
der im O- Term impliziten Konstanten von g zugelassen wire, wollen wir im Hinblick auf spétere
Anwendungen darauf verzichten.

Satz 2.6.4. Es seix =m+ 3 firm € N und c=c(z) =1+ loéx’ Dann ist

1 c+iT L 5 z - log 72
Y(z,x) = By /C_ZT <_L<S’X)> ?ds +0 (T ) :

Die im O- Term implizierte Konstante ist von q unabhdngig.

Beweis. Wir wenden Satz 2.4.1 mit a, = x(n)A(n) auf
r -
D(s)=—7(s,x) = > x(m)A(n)n
n=1
mit der Koeffizientenbeschréinkung ®(x) = logz an. Fiir o > 1 gilt

> 4w £ Y- A = ~£(0) =0 (- 1))
n=1 n=1

fir c — 17, da —C—/(s) in s = 1 einen Pol erster Ordnung besitzt. Es kann also o = 1 im Satz 2.4.1
gewihlt werden. Die drei Restglieder des Satzes sind alle durch

z-log?
o(=7)

beschrénkt. 0

Wir werden im folgenden den Integrationsweg [c —iT, ¢ + iT'] zu einer geschlossenen Kurve ergénzen,
die ein Rechteck R im positiven Sinne berandet, und zwar zur Kurve

v=lc—iT,c+iT|U[c+iT,a+iT|U[a+ iT,a —iT]U[a —iT,c — T

fiir a < 1 < ¢. Im Falle x # xo wird der Integrand —%(s,x)‘%s eine Singularitéit im Innereils des

Rechtecks R haben. Im Falle y = xo wird die einzige Singularitit des Integranden —%(s, Xo0) - & im
Inneren des Rechtecks R der Pol in s = 1 sein. Das Integral

1 r xs
— - —d
2mi |, < L (s, X)> s 7
wird dann durch den Residuensatz ausgewertet. Dazu muss sichergestellt werden, dass L(s,x) im

Inneren von R keine Nullstellen besitzt, d.h. zum Beweis des Primzahlsatzes ben6tigt man die Existenz
einer nullstellenfreien Zone, welche wir im folgenden diskutieren wollen.
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Wir wissen nach Satz 2.6.11, dass L(s, x) # 0 fir o > 1 gilt.

Entscheidend fiir den Beweis des Primzahlsatzes durch Hadamard und de la Vallée-Poussin im Jahre
1896 war die Tatsache, dass ((s) auch auf der Geraden o = 1 keine Nullstellen besitzt. Diese Tatsache
reicht fiir den Beweis des Primzahlsatzes aus, liefert jedoch nur die Asymptotik. Der Beweis fiir
¢(1 4+ it) # 0 beinhaltet jedoch auch die Grundidee fiir den Beweis des Primzahlsatzes.

Definition 2.6.4. Es sei xo der Hauptcharakter. Dann sei

1, falls x = xo
0, wenn x # Xo.

E(g,x) = {

Satz 2.6.5. Es sei g € N, x ein Dirichletcharakter modulo ¢ und M € N.

Dann ist die Funktion L(s,x) auf die ganze Ebene meromorph fortsetzbar. Ist x = xo, so ist der
einzige Pol von L(s,x) bei s = 1. Ist x # xo, so ist L(s,x) in der ganzen Ebene holomorph.

Weiter gilt fir alle s = o 4+ it mit 0 > —M

L(s:x) ~ E(a:x) - (p(i]) = O (|s/M*' - M%)

Beweis. Aus der Eulerschen Summenformel (Satz 2.6.12) erhalten wir

> oo 00 1
Z gm+a)”® = / (qu+a)™*du — qs/ (qu+a)™*1Py(u)du— = -a~*
m=0 0 0 2
a—s—i—l a3 /oo N
= ——— — — —gs qu+ a)” 7 Py(u) du.
Wir definieren die Funktionen P, fiir I € N durch P/ (u) = P;(u) sowie
1
/ P(u)du =0
0
und erhalten durch wiederholte partielle Integration
o 1
A e T P e Zl' P(0) -4 0™
0 0

FgM (54 1)--- (s 4+ M) / (qu+a)~ M1 du,
0

also
o) a—S—l CL_S M-
d (gm+a) = 1—s 2 Y 1-P0)-¢-a
m=0 =2
o
FqM s (s+ 1) (s+ M) - / (qu+a)=* "M Py (u) du,
0
wobel

H(s) := / (qu+a) =" M=1Py(u) du
0
eine fiir ®(s) > —M holomorphe Funktion darstellt. Wir erhalten

—s—1

o0
S lgm+a) = = Oy (¢ ).
m=0
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Wegen

erhalten wir

s—1 1
a=1
mit
|1 fir x =xo0
E(QaX)_{O ﬁiI‘X#XO

und einer holomorphen Funktion h(q,x,s) mit h(q, x,s) = O (|5|M+1). Insgesamt erhalten wir fiir
R(s) >-M

L(s,x) — E(g, x) - q(i(f)l) = O (|s/™* - ¢,

also die Behauptung. O

Satz 2.6.6. (Borel-Carathéodory)
Die Funktion f sei auf einem Gebiet, das die Kreisscheibe |s| < R enthilt, holomorph. Es sei f(0) = 0
und R(f(s)) < M fir alle |s| < R. Fir |s| <r < R gilt dann

2Mr
R—r
2MR

Beweis. Wir zeigen zunéchst

2M
< 7r (1)

fiir alle £ > 1. Die Substitution s = R - e(f) ergibt mittels der Cauchyschen Integralformel

! 1 ds
| rmecondo =5 [ #6970 =0 )
0 T J|s|=R S
Fiir k£ > 0 haben wir
1 R—k
/ f(R-e(0))e(kd)do = o7 f(s)s"tds=0 (3)
0 T J|s|=R
und 1 k k £(k)
/ f(R-e(0))e(—k0)do = ; f(s)s7F1ds = Rfk'(o). (4)
0 T J|s|=R !

Indem wir eine Linearkombination von (2),(??) und (4) bilden, erhalten wir fiir beliebige ¢ € R

RF . e(—¢) - f)(0)
2k!

1
/0 F(R-¢e(0))(1+ cos(2m (kO + ¢))) db =

und

LRE - e(—) - 9(0)
R(H

) < M/l(l + cos(2m (kO + ¢))) do = M (5)
0
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fiir alle £ > 0.
Wir wihlen ¢ so, dass e(—¢) f*)(0) = | f*)(0)| ist. Die Gleichung (1) folgt dann aus (5). Aus (1) folgt

weiter

heas (G-

sowie

| £(B) () [ferk—1 o~ [T\ ko
o< 3G S () -

O

Bemerkung 2.6.2. Zum besseren Verstéindnis der folgenden Sétze ist folgende Vorbetrachtung niitzlich:
Es sei f ein Polynom mit (moglicherweise mehrfachen) Nullstellen o1, ..., 0m, d.h. es gelte f(s) =
c(s —01) - (s — om). Differenzieren des Logarithmus ergibt

HONE W
=2y ()
fls)  “—Hs—oe

‘77
Es sei nun eine Kreisscheibe |s —sg| < § gegeben, so dass [sg —¢;| < § fiir 1 < j < kund [sg—o;| > §
fir k +1 < j < m gilt. Dann folgt aus (x) fiir |s —sg| < }

f’(s)_zr: 1 <4m

f8) Hs—o| T v

Nun lésst sich dieses Ergebnis auf Funktionen verallgemeinern, die nicht notwendigerweise Polynome
sind und moglicherweise auch unendlich viele Nullstellen haben. Der néchste Satz gibt eine teilweise
Antwort unter gewissen Bedingungen.

Satz 2.6.7. Es sei f holomorph in einem Gebiet, das die Kreisscheibe |s — so| < r umfasst. Es sei
M > 1 so gewdhlt, dass

f(s) M
<e
‘f(so)
auf der Kreisscheibe |s — so| < r erfillt ist. Dann gilt mit einer absoluten Konstante A > 0
fls) “s—e r

fiir |s — so| < §, wobei o alle Nullstellen von f mit |0 — so| < § entsprechend ihrer Vielfachheit
durchlauft.

Beweis. Die Funktion

§—0

ist fiir [s — sg| < 7 holomorph und auf der kleineren Kreisscheibe |s — so| < § von null verschieden.
Auf dem Rand [s — so| = 7 gilt |s — o] > § > |sg — ¢, und damit

] S0 — 0
I

| 9(s)
9(s0)

_ ‘ f(s)
f(s0)
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nach Voraussetzung.
Nach dem Maximumsprinzip gilt diese Ungleichung dann auch auf der Kreisscheibe |s — so| < 7. Wir

setzen h(s) = Log ( gg((sso))> ;

wobei Log die holomorphe Funktion sei, die aus log: (0,00) — R durch analytische Fortsetzung her-
vorgeht. Dann ist A (s) holomorph fiir [s — sg| < §. Zudem ist h(sg) = 0 und R(h(s)) = M. Nach Satz
2.6.6 ist

[P ()] <

fiir |s — so| < %, woraus die Behauptung folgt. O
Satz 2.6.8. Die Funktion f sei holomorph in einem Gebiet, das die Kreisscheibe |s — so| < r umfasst.

Es sei

f(s)
f(s0)
mit M > 1 fiir |s — so| <r, und f habe keine Nullstellen im Halbkreis {|s — so| < r: R(s) > R(so)}.

Dann gilt (50)
f’ S0 A-M
o (f(50)> ST

Hat f eine Nullstelle oo auf der Strecke zwischen so — 5 und so, so gilt

() <

M

<e

Dabei ist A eine absolute Konstante.

Beweis. Nach Satz 2.6.7 gilt
f’(so)> A-M ( 1 >
—R < — R .
( f(s0) r Z . \so—o

Aus R(=1-) > 0 fiir alle g in der Summe folgt die Behauptung. O

s0—¢0

Entscheidend fiir den Beweis des Primzahlsatzes durch Hadamard und de la Vallée-Poussin war der
Nachweis, dass die Riemannsche Zetafunktion keine Nullstellen auf o = 1 besitzt.
Wir beginnen mit dem Beweis dieser Tatsache.

Satz 2.6.9. (Hadamard und de la Vallée-Poussin)
Fiirt # 0 ist ((1+it) # 0.

Beweis. Wir verwenden die Ungleichung
3 +4cos(f) + cos(20) > 0 (1)

fir alle 6 € R.
Angenommen ((s) besitzt eine Nullstelle der Ordnung mj > 1 in s = 1 + i~y fiir ein 7 € R und eine
Nullstelle der Ordnung mo > 0 in s = 1 + 2i~y. Fiir 0 > 1 sei

o(s) = 32(3) + 42(3 +iy) + CC(S + 2i7).
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Diese Funktion besitzt in s = 1 die Laurententwicklung

3 4m1 mo
- h
s—1+s—1+3—1+ ()

o(s) =

mit einer in s = 1 holomorphen Funktion h(s). Es folgt

also wegen (1)
R(p(o)) = — Z A(n)n™7 (34 4 cos(ylog(n)) + cos(2ylog(n))) <0
n=1

ein Widerspruch. ]

Dieser Satz lasst sich auch auf Dirichletsche L- Reihen ausdehnen.

Satz 2.6.10. Es sei x2 # xo oder t > 0. Dann gilt L(1 + it, x) # 0.

Beweis. Angenommen L(s, x) besitzt eine Nullstelle der Ordnung m; > 1in s = 1 + iy und L(s, x)
besitzt eine Nullstelle der Ordnung mso > 0 in s = 1 + 2i~. Dann kénnen L(s, x) bzw. L(s, x?) keine
Polstellen in s = 1 4+ iy bzw. s = 1 + 2i~y besitzen, da v # 0 oder aber x # xo bzw. x? # X0 ist.

Wir setzen . . .

L L , L .
P(s,x) =37 (5, x0) + 47 (s +47,%) + 7 (s + 207, Y?).

Diese Funktion besitzt in s = 1 die Laurententwicklung
3 4m1 meo

plx)=——g+t gt -7 Th)

mit einer in s = 1 holomorphen Funktion h(s, x). Es folgt

lim (R(p(0,x))) = oo.

o—1+

Wir setzen x(n)n~" = €. Dann erhalten wir
R(p(o)) = — Z A(n)xo(n)n™7 (3 +4cos(f) + cos(26)) <0
n=1

nach Satz 2.6.9, ein Widerspruch. O

Die Nullstellenfreiheit von ((s) bzw. L(s, x) auf o = 1 reicht fiir den Beweis des Primzahlsatzes bzw.
des Primzahlsatzes fiir arithmetische Progressionen aus. Man erhélt allerdings nur die Asymptotik.
Will man Aussagen mit Restglied, so benétigt man nullstellenfreie Zonen links der Geraden o = 1.
Diese Ergebnisse konnen durch eine Erweiterung der in den Sétzen 2.6.7 und 2.6.8 enthaltenen Grun-
dideen erreicht werden.
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Definition 2.6.5. Es sei x ein Dirichletcharakter modulo ¢ sowie T > 0 und 5y € R.
Mit N(T, x, o) bezeichnen wir die Anzahl der Nullstellen ¢ = 8 + iy von L(s, x) mit 0 <y < T und

B> PBo.

Satz 2.6.11. Firq € N undt € R sei £ =logq+ log(|t| + 2).
FEs sei x ein Dirichletcharakter modulo q, T'> 0 und M € N.
Dann gilt

(U ]v(71+'1ﬂXf_A4)__]V(TEXaAI)::Chw(ﬁ)

(i1) Fiir alle s = o + it mit 0 > —M gilt

=20 S o),

Beweis. (i) Wir wenden Satz 2.6.7 mit f(s) = L(s, x)(s — 1)P@%) 55 = 2 44T und = 8M an. Es
ist
L(so,x) = [J0 = xp™>) ' > [J(+p7>) 7"
peP pelP

Nach Satz 2.6.5 ist die Bedingung
' f(s)
f(s0)

von Satz 2.6.7 mit M = CL mit einer absoluten Konstanten C' > 0 erfiillt.
Satz 2.6.7 ergibt

M

<e

L E(q,x) 1 A-M
- _ZA\DA) < .
L(SO’X) s0—1 Z so—p|~ 8M
p: lp—so|<4AM
Weiter ist
L > )
7 (50| < [0 Awn~?| =00,
n=1

Fiir |p — so| <4M ist 0 < R(sg — p) < |so — p| < 4M, und deshalb folgt

1 1
>
3%<80—P> — 4

1 1
§RZ zm-ZL

S0 — P
p: lp—so|<4AM p: |p—so|<4M

und

Insgesamt folgt nun

A“It+1aX7_AJ)__A“71X7_A4)S 2: :l::O(E)
p: lp—so|<4M

(ii) Es sei nun s = o + it mit ¢ > M. Wir wenden Satz 2.6.7 mit f(s) = L(s, x)(s — 1)@,
so =2+ 14T und r = 8M an und erhalten

Plo-Hexd s Lo

S [e—
p: |p—so|<4M P
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Daraus folgt

r E(q, 1 1
Plaoo-He0 s Llcop+| ¥ 1l-ow
s—1 s—p s—p
pt lp—so|<1 p: lp—s|<4M

wenn wir (i) mit 8M anstelle von M anwenden.

Satz 2.6.12. (Nullstellenfreie Zone fiir Dirichletsche L- Reihen)

(i) Es sei x> # xo oder |t| > 1. Dann gibt es eine absolute Konstante cy > 0, so dass

L(s,x) #0 (*)
fir o >1—2coL1 gilt. Fiir o > 1 —coL™! ist

Y s =0, (x4

(ii) Es sei x> = xo. Dann gibt es eine absolute Konstante c; > 0 mit der folgenden Eigenschaft:

Es sei 0 < 6 < ¢1. Dann gilt fir alle Nullstellen o =  + iy mit |y| > lo‘g;q

<1-—
5— RE?

wobei R > 0 eine absolute Konstante ist. Firo > 1 — & gilt

Y s =0,

Beweis. (i) Wir nehmen an, gy = 5p+i7p sei eine Nullstelle der Ordnung my > 1 von L(s, x), wobei
Y% >0,80=1- g—: mit dp > 0 und £, = log ¢ + log(y + 2) gelte. Wir setzen

!/ / L/

M) =3 2 s +4- L+ E s

und og =1+ %. Wir haben fiir o > 1

%(SaXO) = Cé(é‘) +O D (ogp)p™ ™ p ™ | = Z(S) + O(log q)
plg m20
und damit ”
T(ox) = 1T O(L5). (1)

Wir wenden nun Satz 2.6.8 mit so = oo + i, r = 1/2 sowie f(s) = L(s + ivo, x) bzw. s; =
o0 + 2iv0, 7 = 1/2 sowie f(s) = L(s + 2ivo, x*) an. Im folgenden bedeuten c; stets absolute
positive Konstanten. Wegen

1
14 p—oo

C1

Lo + iv0,X)| = ] > ((o0)7" >

oo — 1
p 0
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bzw.

1 c1
L 2iv0, x2)| > >
|L(og + 2iv0, X7)| > |p| i —

haben wir
' geK bzw. ‘f(s/) §6K
f(s0) (s0)
mit K < L. Satz 2.6.9 ergibt
L 1
—R oo + Y0, < el — 2
) R @)
sowie
Ll
—R < (o0 + 2170, X )) < c3L. (3)
Aus (1), (2) und (3) erhalten wir
R(h( ) > — 5 L £—ﬁ —%4—% —cﬁ—ﬁ—cﬁ (4)
X =T T T e =By T a2 ., L, SRRt
Aus der Darstellung
R(h(o0, x ZA (n) - (3 +4cos b, + cos(26,)
mit y(n) = cos, + isin b, erhalten wir
R(h(o0, x)) < 0. (5)

Fiir hinreichend kleine dy stehen (4) und (5) im Widerspruch, womit (x) bewiesen ist.

)
Esseinun s=o0+ i mitc > 1— %0 Nach Satz 2.6.11 haben wir mit M = 2

gy = Fla) )3 SLjLO(g)_

L s—1 -0
o: L(e,x)=0
[s—ol<1
Nach (x) haben wir
1
=0(L
s — ol o

Die Anzahl der Summanden ist < N(¢t + 1,x,10) — N(t — 1, x,10) = O(L) nach Satz 2.6.11.
Daraus folgt (sx).

Wir kénnen x # xo annehmen, da ansonsten L(s,x) in s = 1 einen Pol erster Ordnung hat. Wir
nehmen an, g1 = f1 447y sei eine Nullstelle der Ordnung m; > 1 von L(s, x), wobei s = 31 +i71,

Ny = ﬁgq mit d; < 1und 8 =1 — 1§§6q gelte. Wir setzen
4dad
o1 =14 ——.
log g

Wir wenden nun Satz 2.6.8 mit s; = o1 + i’yl, r = 1/2 sowie f(s) = L(s + iv,x) bzw. s] =
o1 + 2iy1, 7 = 1/2 sowie f(s) = L(s + 2iv1,x?) - (s — 1) an. Satz 2.6.9 ergibt

1
-

L/
—8‘%< (o1 + i1, )) < csL — >
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sowie

I
—R <L(01 + 2471, Xz)) <esL+

o1 —1"

Wir erhalten
3 4 1

> _ _
%(h(o-laX)) = 0-1_]_ 0’1—/61 0-1_1

+ cs L,

was im Widerspruch zu R(h(o1, x)) < 0 fiir geniigend kleine dy steht.

Satz 2.6.13. Es set a € R die Konvergenzabszisse von

F(s) = i apn”®
n=1

mit an > 0 fir alle n € N. Dann ist F(s) an der Stelle s = a nicht holomorph.

Beweis. Nach Satz 2.6.5 ist F'(s) fiir 0 > « holomorph und nach Weierstrafl darf F'(s) dort differenziert

werden. Somit gilt
oo

FR) (5) = Z(—l)kannfs log® n
n=1
fiir alle k € Nund ¢ > «. Fir ein 0y > « gilt daher die Entwicklung
o (=1)* ENS ook
F(s) = o (s —o0) Z apn”~ % log" n.
k=0 n=1

Wire F(s) nun an der Stelle s = o holomorph, so miisste diese Entwicklung auch fiir ein s = o mit
o < a konvergieren. Also miisste fiir ein passendes ¢ < «

o 1 o
E(ao — U)kZa n~=% log* n
k=0 n=1

konvergieren. Diese Doppelreihe hat positive Glieder, kann also beliebig umgeordnet werden. Somit
gilt

o0 o0 1 o0
Z anpn %0 Z E(O'O — a)]’C loghn = Z anpn~°,
n=1 k=0 n=1
womit auch diese Reihe konvergieren wiirde im Widerspruch zur Voraussetzung. O

Bemerkung 2.6.3. Unter den Voraussetzungen von Satz 2.6.13 kann trotzdem

lim F(o) < oo

o—at

sein, so gilt etwa fiir a, = log=2n mit n > 2 zum einen o = 1 und zum anderen

=1
Z 5 — < 00.
= log"n

Satz 2.6.14. Fiir x> = xo und o > 1 gilt
[o.¢]
() Lis.x) = 3 agn™
n=1
mit an € R und an, > 0 sowie a,2 > 1.
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Beweis. Es gilt

()"

q@m@mzﬂ(uqull

pEP peP

wobei x(p) nur die Werte 0 und +1 annehmen kann.
Fiir x(p) =1 gilt wegen o > 1

1\ ! -1 2 3
1\ x()\ ™ 11

1\ ! -1 1 1

Durch Multiplikation von Produkten aller drei Typen entsteht eine Dirichletreihe mit nichtnegativen
Koeffizienten a,,. Zudem gilt a,,2 > 1, weil in allen drei Fillen die Koeffizienten von p~2™* positiv und
grofler gleich 1 sind. O

fiir x(p) = —1

und fiir x(p) =0

Satz 2.6.15. Fiir x> = xo gilt L(1,x) # 0 und sogar L(1,x) > 0 fiir x # xo-

Beweis. Es ist nur der Fall x # xo zu betrachten, da ansonsten L(1, xo) = oo gilt. Die Reihe aus Satz
2.6.14 hat die wegen a,2 > 1 in s = 1/2 divergente Teilreihe

o
E a,2n” 2,
n=1

also ist auch die urspriingliche Reihe selbst fiir o < % divergent. Fiir ihre Konvergenzabszisse og
gilt somit 3 < o < 1. Andererseits ist aber ((s) - L(s,x) an der Stelle s = oy wegen Satz 2.6.13
nicht holomorph. Da aber sowohl ((s) als auch L(s, x) fiir 3 < o < 1 holomorph sind, muss g = 1
sein. Dann kann aber s = 1 keine Nullstelle von L(s, x) sein, denn sonst wire auch ((s) - L(s, x) bei
s = 1 holomorph, da eine Nullstelle der Ordnung m > 1 von L(s, x) den Pol erster Ordnung von ((s)
kompensieren wiirde. Also gilt L(1, ) # 0 und aus

L(1,x) = lim (o0 —1)-¢(o)- Lo, x)

U‘()*)l'F

sowie der Nichtnegativitit der a,, folgt L(1,x) > 0. O

Satz 2.6.16. (Primzahlsatz fiir arithmetische Progressionen)
Es sei g € N und (a,q) = 1. Dann haben wir fiir feste Konstanten c(q) > 0, die nur von q abhdngen:

(i) P(x,q,a) = ;&5 + Oy (z - exp(—c(q) (log ) '/?))

(ii) m(x,q,a) = ﬁ li(z) + Oq (ac -exp(—c(q)(log 93)1/2))

Beweis. Es sei x ein Dirichletcharakter modulo ¢. Wir kénnen O.B.d.A. x = m + % mit m € N
annehmen. Nach Satz 2.6.4 ist

I e x® z - (logx)?
s =5 [ (FFeon) Dasr o (200

1
logzx*

mit ¢ =c(z) =1+
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Nach Satz 2.6.12 gibt es absolute positive Konstanten ¢; und ¢, so dass L(s, x) # 0 fiir

261
c>1l— ———— 1
* 1 logtatl + ) .
mit [¢| > 1 und fir
o>1— et (2)

mit || < 1 gilt. Nach Satz 2.6.15 ist L(1, x) # 0. Aus (1), (2) und Satz 2.6.15 folgt die Existenz einer
Konstanten c¢(q) > 0 mit L(s, x) # 0 fiir

b1 Al
- log(|t] +2)
und /
L
T (X)) < (logt)?
fiir
o> 2ca)
log(|t] +2)°

Wir ergéinzen den Integrationsweg [c — ¢T, ¢ + iT] zur geschlossenen Kurve
p=[c—il,c+iT|U[c+iT,a+iT|Ua+iT,a —iT|U[a —iT,c—iT]

<lq)

mit @ = 1 — fog T Fir x = xo wenden wir den Residuensatz und fiir x # xo den Cauchyschen
Integralsatz an und erhalten

1 L [ L x5
- —ds = s= — 7\ -— | =F ) T
27 L < L (S’X)> s 7 Ress=1 < L (5,%) S > (g,x) -

Aus der Abschitzung

aus Satz 2.6.12 erhalten wir

R
7 () e - o (257)

Y z log x 3
/aiT (_L(Sa X)) 5 ds = Oy <x - exp <—c(q) logT(log T) )) )

Die ersten beiden Restglieder sind in 7" monoton fallend, wihrend das letzte Restglied dort monoton
wéchst. Das optimale Restglied wird erreicht, wenn 7' so gewéhlt wird, dass beide etwa gleich grofl
sind, d.h. wenn

sowie

1
% =1 exp <_o]gj:z:> & logT = (logx)'/?

gilt. O
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2.7 Primitive Charaktere und Gaufische Summen

Definition 2.7.1. Es sei ¢ € N und x ein Dirichletcharakter modulo ¢. Es sei ¢*|¢ und x* ein Dirich-
letcharakter modulo ¢*. Man sagt, x wird von x* induziert, wenn y = xox* mit dem Hauptcharakter
xo mod q ist.

Unter dem Fiihrer von x versteht man den kleinsten Teiler ¢* von ¢, fiir den x von einem Charakter
modulo ¢* induziert wird. Ist ¢* = ¢, so heiflt x primitiv.

Wir beginnen mit einem Kriterium fiir Primitivitét.

Satz 2.7.1. Es seiq € N und x ein Dirichletcharakter modulo q. Dann ist x genau dann nicht primitiv,
wenn es einen Teiler ¢* von q¢ mit ¢* < q gibt, so dass x(1 + kq*) = 1 fir alle k mit (14 kq*,q) =1
gilt.

Beweis. 7="":

Es sei x mod ¢ nicht primitiv und x habe den Fiihrer ¢* < ¢, und es gelte x = xox* mit einem
Dirichletcharakter x* mod ¢*. Dann ist x(1+ kqg*) = xo(1+kq¢*)x* (1 + kq*). Falls (1+kq*,q) = 1 gilt,
haben wir xo(1 + k¢*) = 1 und x*(1 + k¢*) = 1, also x(1 + k¢*) = 1.

Ve

Es sei ¢*|¢ mit ¢* < g und x(1 + kq*) =1 fur alle k mit (1 4 k¢*,q) = 1.

Weiter sei (¢,q) = (¢ + kq*,q) = 1. Es existiert das multiplikative Inverse ¢ mit ¢¢ = 1 mod ¢ mit
(¢,¢) = 1. Dann ist ¢(c + kq*) = 1 mod ¢* und x(¢) = x(c)~!, sowie

1= x(e(c+kq")) = x(e)"'x(c+kq").
Damit haben wir gezeigt, dass aus (¢, q) = (¢ + kq¢*,q) = 1 die Aussage
x(e) = x(c+kq") (1)

folgt. Wir definieren nun x* mod ¢*. Es sei (¢, ¢*) = 1 und py, ..., p; simtliche Primzahlen, fiir die p;|q
und p; fq¢* gilt. Dann gibt es kq,..., &k mit ¢ + kj¢* = 1 mod p;. Es sei k die nach dem Chinesischen
Restsatz existierende Losung des Systems

k = ki mod p;

k = k;mod p;.

Dann ist (¢ + kq¢*,q) = 1. Wir setzen x*(¢) = x(c + kq*). Damit ist x* wohldefiniert, da x(c + kq*)
nach (1) unabhéngig von k ist. Man priift leicht nach, dass x* ein Dirichletcharakter modulo ¢* ist
und dass x = xox* mit dem Hauptcharakter yo mod g ist. O

Beispiel 2.7.1. Es sei ¢ = 15. Der Dirichletcharakter modulo 15 sei durch

n |1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
xn)f1 -1 0 1.0 0 1 -1 0 0 -1 0 1 -1
gegeben. Weiter sei x* mod 3 durch
n 1 2 3

x(n) [1 -1 0

gegeben. Dann ist x = xox* mit xo als dem Hauptcharakter modulo 15. Damit hat y den Fiihrer 3
und ist nicht primitiv.
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Beispiel 2.7.2. Es sei ¢ = 12. Die vier Dirichletcharaktere modulo 12 sind durch

n |1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
o)1 0 0 0 1 0 1 0 0 0 1
xin)|1 0 0 0 -1 0 1 0 0 0 -1
x2n)|1 0 0 0 1 0 -1 0 0 0 -1
xsm) [T 0 0 0 -1 0 -1 0 0 0 1

gegeben. Der Hauptcharakter xo hat den Fiithrer 1 und ist damit nicht primitiv. Charakter x2 hat den
Fiihrer 4. Er ist ein primitiver Dirichletcharakter modulo 4 aber nicht modulo 12. Schliellich sind x;
und ys3 primitive Dirichletcharaktere modulo 12 und haben somit Fiihrer 12.

Es sei ¢ € N und x ein Dirichletcharakter modulo g. Durch die Definition x(n mod ¢) = x(n) erhalten
wir die Funktion

X:Z/qZ — C.

Nach Satz 1.2.6 kann die Funktion y und damit auch x als Linearkombination der Charaktere der
Gruppe (Z/qZ,+) dargestellt werden, der Fourierreihe von x.
Man kann also die Charaktere x der multiplikativen Gruppe (Z/qZ,-)* als Fourierreihe mit den Cha-

rakteren
mn
em7q:nmodq—>e< >
q

der additiven Gruppe (Z/qZ,+) schreiben. Dies ist im Fall der primitiven Charaktere besonders ein-
fach.
Zur Vorbereitung zeigen wir folgenden

Satz 2.7.2. Es sei ¢ € N, x ein primitiver Dirichletcharakter modulo q und q*|q mit ¢* < q und
(I,q*) = 1. Dann gilt

Bewers. Es sei
0<m<qg—1
m=l mod ¢*
und 7 = 1 mod ¢* mit (r,q) = 1. Dann ist

X(r)- > xtm)= > x(rm)=S5,

0<m<g—1 0<m<q—1
m=l mod ¢* m=[l mod ¢*

da mit m auch rm alle Restklassen, die kongruent [ mod ¢* sind, durchlduft. Wére S # 0, so wére
x(r) =1 fiir alle » = 1 mod ¢* mit (r,q) = 1, und damit wire y nach Satz 2.7.1 nicht primitiv. O

Definition 2.7.2. (i) Es sei ¢ € N und x ein Dirichletcharakter modulo g.
Unter der Gauschen Summe 7 () verstehen wir




(ii) Es heifit

die Ramanujan- Summe.

Bemerkung 2.7.1. Offenbar ist c¢,(1) = 7(xo) mit dem Hauptcharakter xo mod g.
Satz 2.7.3. FEs seien q,n € N. Dann ist

= Y d-plg/d).

dl(g,n)

Beweis. Es gilt mit m = ld und d' = ¢/d

o - 5 (%) 5 () Tea-Tua 3 o(l)

m mod q m mod q dlm d|q I mod q/d
(m,q)=1 dlq

= > ulg/d)- Y 6( > > ulg/d)d
d'|q I mod d’ d'|(g,n)

O]

Wir kommen nun zur angekiindigten Darstellung von primitiven Charakteren y mod q als Fourierreihe
bzgl. der Gruppe (Z/qZ,+).

Satz 2.7.4. Es sei ¢ € N und x ein primitiver Dirichletcharakter modulo q. Dann ist
(i) Im(x)| = 4"/
(i) Fiir alle a € Z gilt

Wa) =70 Y x(m)-e (m) |

m mod q q

Beweis. (i) Fiir (n,q) = 1 haben wir

0= 3 amee () a3 am)ee ().

m mod q m mod g q

da mit m auch nm alle Restklassen modulo ¢ durchlauft. Somit ist

0P = X xni X me (M) e (-1)

n mod g m mod q q q
m—1)n
= X e T oM.
q
m mod q n mod g
(n,q)=1

Die innere Summe ist die Ramajunan- Summe ¢,(m — 1). Nach Satz 2.7.3 haben wir

TP = D xtm)- > doplg/d) =) d-plg/d)- > x(m).

m mod g d|q dlq m mod ¢
dm—1 m=1 mod d

Wegen der Primitivitédt von y verschwindet nach Satz 2.7.2 die innere Summe aufler fiir d = ¢,
wo sie den Wert 1 hat. Damit gilt |7(x)|> =
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(ii) Es sei (a,q) = 1. Dann haben wir

= X xme (") = % x(am)-e(“m)zxwm% X e ().

m mod q q m mod ¢ q q

Daraus folgt die Behauptung, da 7(X) # 0 nach (i) gilt. Fiir (a,q) > 1 verschwinden beide Seiten.

O
Satz 2.7.5. (Polya- Vinogradov)
Es sei g € N und x ein Dirichlet- Charakter modulo ¢ mit x # xo sowie x € (0,00). Dann gilt
> x(n)=0 <q1/2 log q) .
n<x
Beweis. O

2.8 Der Primzahlsatz von Page- Siegel- Walfisz
Der Primzahlsatz fiir arithmetische Progressionen besagt, dass fiir ¢ € N und (a,q) =1
1
w(z,q,a) = —— -li(z) - (1 + o(1
(z,9,0) =) (z)- (1+0(1))
gilt. Anders formuliert: zu jedem € > 0 gibt es ein xg = (g, €), so dass fiir alle x > zg
(,4,0) — - 1i(2)| < e i(a)
m(x,q,a) — —— -li(z)]| <e-li(z
(q)

gilt. Die Schwéche dieser Aussage liegt nun darin, dass wir keinerlei Kontrolle dariiber haben, wie
genau xg von g abhéingt. Bei gegebenem e kénnte x(y als Funktion von ¢ sehr schnell wachsen, z. B.
zo(€,q) = xo(€) - e¢’. Die Abhingigkeit von ¢ wird nun in den Sitzen von Page- Siegel- Walfisz und
Bombieri untersucht. Auch diese Sidtze machen Gebrauch von nullstellenfreien Zonen Dirichletscher
L- Reihen, deren Abhingigkeit vom Modul ¢ nun kontrolliert werden muss. Diese Abhéngigkeit wurde
in Satz 2.6.12 bereits verfolgt, nicht aber in Satz 2.6.15. Aus L(1, x) # 0 folgt lediglich die Existenz
einer Umgebung U von s = 1 mit L(s, x) # 0 fiir s € U. Wir haben jedoch keine Kontrolle iiber die
Grofle dieser Umgebung in Abhéngigkeit von ¢g. Dieser Mangel soll nun behoben werden.

Satz 2.8.1. FEs sei q € N und x ein Dirichletcharakter modulo q. Dann gibt es eine absolute Konstante
co >0, so dass im Gebiet [t| <1 und 0 > 1 — 2= hichstens eine Nullstelle von L(s, x) liegt, die im
Falle ihrer Existenz reell und einfach ist.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass absolute positive Konstanten ¢y und ¢; existieren, so dass fiir ¢ > qq
die Dirichletsche L- Reihe L(s, x) im Gebiet

Q:{s:0+it:0>1—co, t] < ° } (1)
log q log q

hochstens eine einfache Nullstelle hat. Wegen

L/ !

f(s,XO) = 2(8) + O(logq) = —% + O(log q)

kénnen wir x # xo annehmen.
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Nach Satz 2.6.12 kénnen wir ferner auch x? = yg annehmen. Nach Satz 2.6.11 haben wir

Lev= ¥ Louwo.

0
o: L(0,x)=0
lo—s|<1

d.h. es existiert eine absolute Konstante C' > 0 und R(s, x) mit |R(s, x)| < CL und

L= X R, 2

o: L(o,x)=0
lo—s|<1

Wir wihlen nun ¢y = 1072C sowie ¢; = 1072¢yp und nehmen an, L(s, ) habe die zwei Nullstellen

01 = B1 + iy sowie 9o = fB9 + iye mit §; > 1 — bcgq sowie |y;| < kfﬁ’ wobei dabei die Moglichkeit

eingeschlossen ist, dass p; = g2 gilt und somit p; eine mehrfache Nullstelle ist.

Wir wenden (2) mit s =09 =1+ 1gg°q an und erhalten

L 1 1 1 1 3 loggq
—%f(oo,x) = o0 — Bo : 72 + o0 — Ba : 2 + R(R(00,x)) = 5 ¢ (3)
1+ ooy 1+ ooty
Andererseits ist
r - _ ¢ 1 logq
Sl ~S"A 00— _5 (5)) < = - 1). 4
R (00x) = 3 A" = — o) < 5+ O (@)

Die Aussagen (3) und (4) stehen fiir ¢ > go im Widerspruch.
Wir nehmen ferner an, L(s,x) habe eine nichtreelle Nullstelle p; in G. Dann ist wegen x? = xo auch
01 € G im Widerspruch zu (1). O

Definition 2.8.1. Essei ¢ € N, y ein Dirichletcharakter modulo ¢ und ¢ fest. Die einzige moglicherweise
existierende einfache reelle Ausnahmenullstelle 6™ von L(s, x), fiir die die Abschétzung o* <1 — 70
nicht gilt, heifit auch Siegel- Nullstelle von L(s, x).

Bemerkung 2.8.1. Es wird vermutet, dass Siegel- Nullstellen nicht existieren. Man hat die wesentlich

schérfere verallgemeinerte Riemannsche- Vermutung;:
Ist L(s,x) = 0 mit 0 < R(0) < 1, so gilt R(o) = 2.
Ein beriihmter Spezialfall (¢ = 1) ist die Riemannsche- Vermutung (Bernhard Riemann 1859):
Ist ¢(s) =0 mit 0 < R(0) < 1, so gilt R(o) = 1.

Die Riemannsche Vermutung ist zur Abschétzung

m(x) =li(z) + O <x1/2+6)
fiir alle € > 0 dquivalent. Aus der verallgemeinerten Riemannschen Vermutung folgt

li(z) 1/2 2
T,q,a) = + 0 (2%t 10
m(z,q,a) () ( g q)

fiir alle ¢, a mit (a,q) = 1.
Wir wollen nun im folgenden eine Abschéitzung fiir den Mindestabstand der Siegel- Nullstelle o* von

L(s,x) zum Punkt 1 herleiten, dem Satz von Siegel. Dariiber hinaus wird unter anderem folgen, dass
es eine solche Nullstelle hichstens fiir einen Charakter x mod ¢ geben kann.
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Als Vorbereitung zeigen wir

Satz 2.8.2. FEs seien q1,q2 > 0 und x1 bzw. xo reelle primitive Charaktere modulo ¢1 bzw. qo mit
X1 7 x2. Es sei F(s) = ((s)L(s, x1)L(s, x2)L(s, x1x2). Dann gilt mit absoluten positiven Konstanten
c1,c9,c3 und firl—c3 <o <1

1 A e
F(o) > 571 (q1q2)02(1 )
-0

mit A = L(1, x1)L(1, x2)L(1, x1x2)-

Beweis. Wir nehmen an, es sei y1x2 = Xxo mit dem Hauptcharakter yo mod ¢;g2. Daraus folgt x1(n) =
x2(n) fiir alle n mit (n,q1g2) = 1. Dann induzieren x; und x2 denselben Dirichletcharakter modulo
q1g2. Damit sind g; und g9 beide Fiihrer von xi1xe, also gilt g1 = ¢2 und damit auch x; = x2 im
Widerspruch zur Voraussetzung. Es folgt also x1x2 # Xo. Damit ist L(s, x1x2) in ¢ > 0 holomorph
und ebenso F(s) bis auf einen einfachen Pol bei s = 1 mit Residuum A. Die Funktion

(1)
ist somit in ¢ > 0 holomorph. Fiir o > 1 gilt
o0
S
n=1

mit b, > 0. Dies wird wie die analoge Aussage fiir ((s) - L(s, x1) in Satz 2.6.14 bewiesen. Aus

F(m) Zb n~"%(logn)™

erhalten wir

= (am—X2-2-9)" (3)

m=0

mit |s — 2| < 1. Da nach (1) die Funktion g(s) in ¢ > 0 holomorph ist, gilt (3) auch in |s — 2| < 3.
Weiter gilt fiir |s — 2| = 5

((s)=0(1) und =0(1)

und nach Satz 2.6.12
L(s, x1)L(s, x2)L(s, x1x2) = O ((q1g2)**)

mit einer absoluten Konstanten ¢4 > 0. Damit folgt
9(s) = O (q142)™) (4)

fiir [s —2| = 5 3 und auch fiir [s —2| < 3 5 nach dem Maximumprinzip. Aus (2), (3) und (4) folgt mittels
der Cauchyschen Integralformel

|am — Al < es5(q192)* - (g)m (5)

mit m =0,1,2,. ...
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Wir wihlen nun ¢g > 0 so, dass 2 — (1 —¢g) =1+ ¢ < % ist und finden fiir 1 — ¢g < 0 < 1 wegen (2)

Flo) = 2= 3 (an-2-@-0)"+ Y (an—N) 20"
0<m<M m>M
> 1-X- (2_5_)]\(47_1 —cr(q1g2)™ - 1a_Ma

mit o = % - (14 ¢¢) < 1. Wir wéhlen M so grof3, dass das letzte Glied kleiner % fiir alle ¢; > 2 und
alle g2 > 2 wird. Dies kann etwa mit M = [cglog(qig2)] erreicht werden, wobei cg > 0 eine absolute

Konstante ist. Weiter gilt dann im Bereich 1 —cg < o <1

(2 - O')M =exp (M -log(2 — o)) < exp (cslog(q1g2) - co(1 — o)) .
Hieraus folgt mit c¢3 = ¢ und c9 = cgcyg die Behauptung. O

Satz 2.8.3. Es seien ¢ € N und x ein Dirichletcharakter modulo q. Fiir € > 0 gibt es qo(€), so dass
fiir ¢ > qo(€) die Aussage L(o,x) # 0 fir o >1—q ¢ gilt.

Beweis. Ist x ein Dirichletcharakter modulo ¢ mit Fiihrer ¢*|q, so gibt es einen primitiven Charakter
x* mod ¢* mit xy = x*xg, wobei xo der Hauptcharakter modulo ¢ ist. Nach Satz 2.6.5

L(s,x) = L(s,x") - [[(1 = x*(0)p™*).
plg

Das endliche Produkt

[T —x*p™)

plg
hat nur fiir 0 = 0 Nullstellen. Daher haben L(s,x) und L(s, x*) in der Halbebene o > 0 dieselben
Nullstellen. Wegen 1 — (¢*)™¢ < 1 — ¢~ geniigt es daher, die Behauptung fiir primitive Charaktere zu
beweisen. Ferner kann nach Satz 2.6.12 (i) angenommen werden, dass x reell ist.

Es seien x1 mod ¢; und x2 mod ¢o primitive reelle Charaktere, und F' sei wie in Satz 2.8.3 definiert.
Fir 1 —¢; <oy <1sei L(o1,x1) = 0. Nach Satz 2.8.2 folgt

1 A

2 1—o0

(a1g2)> 77 <0,

Mittels Abelscher partieller Summation folgt leicht

L(1,x1) - L(1, xax2) = O(log*(q12)) < (q142)°
fiir q1, g2 > q(€) bei beliebigem € > 0.
Aufgrund der Giiltigkeit von L(1,x) > 0 fiir x = x1 und x = x1x2 nach Satz 2.6.15 folgt

1
L(1,x2) > 5 (1—-0q)- (Q1QQ)_C3(1_‘71)_5 "

fiir g1q2 > q(€), was wir im folgenden voraussetzen. Wir nehmen an, es sei 1 — o1 < cg€, wobei ¢4
spater noch genauer bestimmt wird. Dann folgt aus (1)

(1= 01) - (qugo)~cUHezes),

N

L(1, x2) >

Setzen wir jetzt ¢4 = ¢y ! und wihlen wir go groB, g2 > ¢4(€, q1), so dass

1

g (I=0) g™ >q°
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wird, so folgt aus (1)
L(1,x2) > 43 (2)

fiir g1g2 > q(€) und q2 > gh(e, q1).
Wenn es also ein x; mod ¢; mit L(oq,x1) = 0 fiir ein o7 mit 1 — ¢5e < 01 < 1 gibt, so folgt aus (2)

L(1,x)>q % (3)

fiir ¢ > max{gs(e, q1), q(€)/q1} = ¢'(e).-
Fiir 1 — g% <o <1 und ¢q > ¢”(¢) ergibt sich nach dem Mittelwertsatz

L(o,x) = L(1,x) = (1 = 0) - L'(7,x) (4)

mit o < & < 1. Mit Abelscher partieller Summation zeigt man, dass fiir 1 — ¢ % <7 <1

L'(7, x) = O(log?(29)) ()

gilt.
Aus (4) und (5) folgt
1L(0, )| > ¢ + O(g*“log® q) > 0
fir 1 — g% < ¢ < 1 und fiir hinreichend grofe gq.
Damit ist die Behauptung mit 4e statt ¢ beweisen, wenn es im Bereich 1 — c4e < 0 < 1 eine Nullstelle

einer beliebigen L- Funktion bzgl. eines beliebigen Moduls ¢; gibt. Wenn alle L(s, x) # 0 sind, so folgt
die Behauptung wegen cqe > ¢ ¢ fiir ¢ > ¢"'(e). O

Satz 2.8.4. (Primzahlsatz von Page- Siegel- Walfisz)
Es sei A > 0 beliebig grof, ¢ € N und (a,q) = 1 sowie 1 < ¢ < (logz)?. Dann gibt es eine absolute
Konstante ¢ > 0 mit

(i) ¥(z,x) = Oa (z - exp(—c(log z)'/?))

(ii) V(2,9 0) = 25 + O (2 - exp(—c(log)?))

(iii) 7(x,q,a) = :;((zg + 04y (3: - exp(—c(log m)l/z)).

Beweis. (i) Im folgenden sei x stets ein Dirichletcharakter modulo ¢ und ¢ < (log x)?. Wir kénnen
O.B.d.A. auch = m+# mit m € N annehmen. Wir setzen ¢ = 1+ - und 7" = exp((log z)1/?).

log
Nach Satz 2.6.13 haben wir
1 c+iT L/ s
Y(x,x) = 5ms /CiT <—L(s,x)> : % ds+ O (:c - exp (—(logx)1/2 log? a:)) . (1)
Nach Satz 2.6.12 (i) gibt es eine absolute Konstante ¢y > 0, so dass L(s, x) # 0 und
©(5,x) = Ol(log )" )
fir o > 1— 2 und 1 < |t| < T. Nach Satz 2.8.1 gibt es eine absolute Konstante ¢; > 0, so dass

logx
im Gebiet 0 > 1 — Z- und [t| <1 die Funktion L(s, x) hochstens eine reelle Nullstelle besitzt.

lo

Fiir diese Nullstelle o(x) gilt nach Satz 2.8.3

a(x) <1—q VY, (3)

falls ¢ > qo(A) gilt.
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Wir ergéinzen den Integrationsweg [c — ¢T', ¢ + iT] zur geschlossenen Kurve

C=lc—iT,c+iT|Uc+iT,a+iT|U[a+iT,a —iT|U[a —iT,c—iT]

mit a =1 — 22 mit ¢z = min{cg, c1}. Aus Satz 2.6.11 folgt, dass auch fiir 0 = a und [¢| < 1 die

Abschétzung
L/
T(sx) = O((log z)?) (4)

gilt. Aus (1) bis (4) erhalten wir mit |J] < 2

r x® r x® 1/2

Y(x,x) = Ress=; —f(s,x) S + Ress—q(y) —f(s,x) S + O4(z - exp(—c(log x)™*))
= B(q,X) -z — 0z - exp(—(logz)"/?)) + Oa(x - exp(—c(log)'/?)),

wobei der von o(x) herriirende Term nur dann aufftritt, falls o(x) existiert. Damit ist (i) gezeigt.

(ii) Dies folgt aus (i) mittels der Orthogonalitétsrelation.

(iii) Dies folgt aus (ii) durch Abelsche partielle Summation.

O
2.9 Das grofle Sieb
Satz 2.9.1. Es sei f auf [a — /2,0 + 0/2] stetig differenzierbar. Dann haben wir
Oc+5/2 1 1 ,
fe< [ S sl 1 )l d
a—45/2
Beweis. Es sei g auf [0, 1] stetig differenzierbar. Dann ist
/ u-g'(u) du = [u- g(u)l —/O g(u)du =z - g(x) —/0 9(u) du (1)
0

sowie
1

1
/0r4»ﬂMM—ngM—/gwmwwmw@m——wmm—/gmewmy<m

T x

1

Addition von (1) und (2) ergibt

1 T 1
g(z) = / g(u) du +/ w-g'(u)du +/ (u—1)-¢'(u) du.
0 0 T
Damit gilt
1 ! 1,
9{5) = le@l+5-lg(u)ldu (3)
0

Wir wenden nun (3) mit g(z) = f(aw — /2 + 0x) an und erhalten die Behauptung. O

Definition 2.9.1. Im folgenden seien a, € C, M +1 <n < M + N und

M+N

S(a) = Z ape(na).

n=M+1
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Satz 2.9.2. (Das Grofle Sieb)
FEs sei S(a) wie in Definition 2.9.1, § > 0 und o, . ..,ar € [0,1] mit ||, — as|| > 6 firr # s. Dann

gilt
Z|SaT W< (N+357 - > fanl’

Beweis. Voraussetzung und Folgerung von Satz 2.9.2 bleiben unveréndert, wenn die Koeflizienten a,,
durch ay, - e(Ln) mit beliebigem L € Z ersetzt werden. Daher kénnen wir O.B.d.A.

k
= Z a - e(na)
n=—=k
mit k = [%] annehmen.

Wir wenden Satz 2.9.1 mit f(a) = S(a)? an und erhalten

2 ar+6/21 2 !
St < [ SIS0 #1511

wobei die Grenzen o, — 0/2 bzw. o, + §/2 modulo 1 zu verstehen sind.
Wegen ||, — as|| > 9§ fiir r # s sind die Intervalle [o,, — 0/2, o + 0/2] paarweise disjunkt, und wir
erhalten

S IS(an)? < /61 (W) +15(w)] - |5'(u)] du

< 51./01\S(u)|2du+ (/01 \S(u)]zdu>1/2. </01 |S’(u)|2du>

Parsevals Gleichung ergibt

1 k
/|S(u)2du = Z lan|?  sowie
0

1/2

n=—=k
1 k
/ 1S (W) du = > (2mn)? - |an|? < (27k)? Z |an|?.
0 n=—k n=—k
Daraus folgt die Behauptung. O

Satz 2.9.3. Es sei S(a) wie in Definition 2.9.1 und Q € N. Dann gilt

D s (¢ )\ V430 S ol

q<Q a= 1 n=M+1
(a,9)=
Beweis. Wir wenden Satz 2.9.2 an, wobei o, ..., qa, die der Gréfle nach geordneten Fareybriiche %

mit (a,q) = 1 sind. Es ist dann

ay a2

q1 q2

ai1qz — az24qi
q142

1 1
> >
ne Q@

l|ar — as|| =
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Satz 2.9.4. (Das Grofle Sieb fiir Charaktersummen)
Es sei an, € C, x ein Dirichletcharakter modulo q und QQ > 1. Weiter sei

M+N
T(x) = Z anx(n).
n=M+1
Dann ist VAN
+
q *
> L ST TR < (V4300 Y
q<Q v quodq n=M+1

wobei Z* die Summe tber alle primitiven Charaktere modulo q bedeute.
x mod g

Beweis. Um Satz 2.9.3 anwenden zu konnen, ersetzen wir daher nun die multiplikativen Charaktere
X: (Z/qZ,-)* — C durch die additiven Charaktere eqq: (Z/qZ,+) — C. Nach Satz 2.7.4 haben wir
fiir primitive Dirichletcharaktere x mod ¢ mit der Gaufischen Summe 7(%)

mit |7(x)| = ¢*/2. Wir erhalten

a=1
und damit
q 2 1 q 2
* * - a a
>l = o X @ (4)) < X [S@es(4)
x mod ¢ x mod ¢q la=1 q q x mod q la=1 q
! @ s())( x(az)-5<—>>
q x mod ¢ \ai1=1 q az=1 q
1 i5<1)5<a2>2 @ x(a) so(q)iS(a)Q
= - D - x\ay)-xlaz) = —— -
q ay,az2=1 q q x mod ¢ q a=1 q
Damit gilt
q " a 2 M+N
S LY rreX X s ()] s Y
q<Q Pl x mod ¢ q<Q@Q a mod q q n=M+1
(a,q)=1
nach Satz 2.9.3. 0

Satz 2.9.5. Es seien QQ > 1, ay, b, € C und x ein Dirichletcharakter modulo q. Dann gilt

Z % Z* max Z Z ambrx(mn)

q<Q x mod ¢q 1<m<M 1<n<N
1/2 1/2
= O +Q)V2(N + Q)2 Z a2 Z b2 log(2M N)
1<m<M 1<n<N
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Beweis. Esseia € R, 3>0,¢>0,T>1,s5s=0+it, y1 =e*tP und yp = e*#. Nach Satz 2.6.2
(Perronsche Formel) haben wir

1 c+1iT 1
Y1 yz ds—{
S

1 O(T~YB—|a))7!), falls|a| < B )
21 Je—iT O (T Y ]a\ H falls |a| > 8.
Da der Integrand auch fiir s = 0 stetig ist, gilt (1) auch fiir ¢ = 0, und wir erhalten
/T pitar sin(t/3) gt — +0 (T |Oz|)* ), falls o] <8
_r t N O (T7Y( ]a\) D) falls |a| > B.

Wir setzen 8 = log u und erhalten

M N

ZZam X (mn) / A(t, x)B(t, X)su1(7§7r1:gu) ( 1Z|am

m=1n=1

) (2)

mit
M .
t,x) = Z amx(m)m™" bzw. B(t, ) anx yn,

Wir nehmen O.B.d.A. u =k + % mit k€ Zund 0 < k < MN an. Dann ist

1 ‘ > 9
’ T MN
mit absoluten Konstanten cg,c; > 0 und

sin(tlogu) = O(min{1, |t|log(2M N)}).

Damit ist die rechte Seite in (2)

T
o) / |A(t,X)B(t,X)|min{ ,log(2M N) } dt+— > ambnl (3)
-T il m<M n<N
Nach der Cauchy- Schwarzschen Ungleichung folgt
1/2 1/2
PO D IIRGRLCRUE DO~ D DI EICPOS) B D OP-~D DL
q<Q X mod ¢ q<Q X mod ¢ q<Q X mod g

und nach Satz 2.9.4

Z Z < (M +3Q% Z lam|?>  und

q<Q x mod ¢ 1<m<M
> g2 1B < (V3@ D Il
q<Q QO X mod g 1<n<N
Also folgt
/ Z Z A(t,x)B t)()min{hf| log(QMN)} dt
) #ld x mod g
1/2 vz
1
< (M+Q)VEN+Q)Y | Y Jam/? > bl / min {,log(2MN)} dt.
Daraus und aus (2) sowie (3) folgt die Behauptung von Satz 2.9.5. O
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2.10 Satz von Bombieri

Satz 2.10.1. (Satz von Bombieri)
Es sei A > 0 fest. Dann haben wir fir z'/?(logz)™4 < Q < z!/2

max max
a: (a,q)=1 y<z

(y.g,a) — qu)‘ < 2'2Q(log )",

q<Q

Bemerkung 2.10.1. Aus Satz 2.10.1 folgt, dass fiir die meisten y < x1/2(log z)~4 die GroBe

max max
a: (a,q)=1 y=z

)
w(yv q, CL) - ’
v(q)
wesentlich kleiner als —% ist.
v(q)

Diese Tatsache folgt aus der verallgemeinerten Riemannschen Vermutung fiir alle ¢ < z'/ 2(log x)*A.

Beweis. (Beweis von Satz 2.10.1)

Wir wollen die Sétze des vorigen Abschnitts anwenden. Dazu miissen wir das Problem auf eine Aussage
iiber primitive Charaktere reduzieren. Wir zeigen zunichst, dass Satz 2.10.1 aus folgender Aussage
folgt:

> g 2 maxll 0l =0 ((w+27/°Q + 21/ log(Qe)")) (1)
q<Q x modq
Wir haben )
U(y,q.a) = ol X%qx(a)w(y,xl

Wir setzen zum einen
X)), wenn 0
Wy = { Y(y Xz X f X
Y(y,x) —y, wenn x = Xo

und zum anderen

E(y,q,a) = w(y,q,a)—ﬁ

E(y,q) = maxE(y,q,a)

E*(z,q) = I;lggE(y,q)-
Dann ist 1 L
Bly.g,0) = - ;x(a) P (y, %) (2)
und deshalb .
B, q.a)l < - ZW 9]

Der Charakter x mod ¢ werde vom primitiven Charakter x1 mod ¢ induziert. Dann ist

logy
V(yx) = x) = Y xah)logp=0 | [1 ]logp
ogp
’“|<y pla
plq

= O (logy) > logp | = Olog(qy)?).
plg
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Deshalb gilt
E(y,q,a) = O(log(qy)*) + O ((p(lq) : ZX: W’(y,Xl)I) (3)

Wir sammeln alle Beitrige, die von einem festen primitiven Charalter stammen. Ein primitiver Di-
richletcharakter Y mod ¢ induziert Charaktere nach Moduln, die Vielfache von ¢ sind. Deshalb ist die
linke Seite von Satz 2.10.1

0Qlog(@) + 3 Y- max iyl (4)

g<Qx mod q - kgg gp(kq)

Es ist ¢(qk) > ¢(k)p(q) und

Z¢(llg)§ <1+p11+p(p1—1)+"'> _H<1_117>1 <1+p(p1—1)>0(10gz)'

k<z p<z p<z

Deshalb ist der zweite Term in (4)

long Z max [ (y, x| |

q<Q X mod q -
und es geniigt zu zeigen, dass
Z Z max|v(y, x)| < 2'/*Q(log z)’ (5)
q<Q x mod q

fiir z'/2(logz) =4 < Q < z'/2 gilt. Aus (1) erhalten wir

>, Z mas [¢/(y. )| < (7 + 2%/ +2'/2U) (log Ua)",
U<q<2U xmodq -

Wir setzen U = 2¥, summieren iiber k fiir (logz)4 < 2¥ < Q und erhalten

>, Z mas (3. )| < (#(loga) * +27/log Q + Q) (log Q)" (6)

(log z)A<q<Q x mod q -

Nach Satz 2.7.4 (i) gilt auch

. Z mas [4(y. )| < (#(logz) ™ +27/log @ +2'°Q) (log Qu)". (7)

q<(log )4 x modq -

Somit zeigen (5), (6) und (7), dass Satz 2.10.1 aus (1) folgt.

Im folgenden wollen wir noch (1) beweisen.
Es ist (Ubungsaufgabe)

Y(y,x) = S1+ S2 + S5+ Sy (8)
mit
$1= 3" Amx(n) (9
n<U
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So== > | D wdAm) | > x(rt), (10)
t<UVvV t=1<n[§vl TS%
735\/
Ss=> | Y ud)logh | x(n), (11)
"<\l

Si= Y Am) Y| S w(@) | xmh). (12)

U<m< i v<k<Z \ dlk
14 m A<V

Zum Beweis von (1) schitzen wir nun die Summen

Ej = Z L " max\Sj\

9<Q SO(Q)X mod ¢ vse
fir 1 <j <4 ab.
e j=1:
Aus elementaren Primzahlabschéitzungen folgt S; = O(U) und damit
¥ =0(UQ?). (13)
o j=2:

Es ist So = S5 + S5 mit

Sp = =D | D mdA(m) | Y x(rt) und

t<U | t=md <y
m<U -t
d<v

Sy = = > | D uld)Am) | Y x(r).
U<t<UV | t=md r<¥
m<U -t
d<Vv
Zur Abschitzung von S wenden wir die Ungleichung von Pélya- Vinogradoff an (Ubungsaufgabe):
Ist x # xo ein Dirichletcharakter modulo ¢, so ist

M+N
> x(n) =0(¢"*logq). (14)
n=M+1
Weiter beachten wir, dass
Z A(m) =logt
mlt
gilt. Wir erhalten fiir ¢ > 1
Sy < (logU) Y |3~ x(r)| = O(¢"*Ulog?(qU)). (15)
t<U |r<¥
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Fiir ¢ = 1 ergibt sich die triviale Abschétzung
S, = O(zlog?(xU)).

Zur Abschiitzung von S§ wenden wir Satz 2.9.5 an und erhalten

> o 2 max| 3 2 (
q<Q Xmodq - | U<t<uv =md <7

2!

r<¥

e

M<t<2M m<U d<v
1/2 1/2

< (M+Q2)1/2< Q2> Z log?t

M<t<2M
< (Q%'? 4+ QaM~2 + QUVAV? 4 z)(log ).

Wir setzen M = 2’“ summieren iiber k£ und erhalten

Z Z maX\S | < (Q%*Y? + QaU~Y2 4 QUYAVY2 4 1) (log ).

9<Q wla x mod q
Die Aussagen (15), (16) und (17) ergeben schliefilich
S < (QY2U + QeU Y2 4 Q22U 22 4 1) (log ).

Sy =Y pud)x(d) Y (logh)x(h).

d<v h<

ale

Durch partielle Summation ergibt sich

> (logh)x(h) = (Z (d)) bg,_ / (Z ) = 0(q"*log(qy))

h<$§ h<d¥
mit ¢ > 1 nach (14). Fiir ¢ = 1 schétzen wir trivial ab. Wir erhalten
Y5 < (QY?V 4 z)log?(Vz).

o j=4:
Wir wenden wieder Satz 2.9.5 an und erhalten

> ?) *1513;( S > Do w@ | x(mk)

q<Q via

x mod q U<m<E V<k<E \ dlk
M<m<2M
1/2 1/2
2 2 (o2 4 1/2 2 2
< (Q*+ M) (Q M) Z A(m) 7(k) log z.
M<m<2M k<

Wir verwenden die Abschéitzung

Z 7(k)? = O(ulog® u),

k<u
setzen M = 2!, summieren iiber [ und erhalten

Yy < (Q%? 4+ QaUV? 4 QuV 2 + ) (log ).
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Wir fassen nun die Abschétzungen der XJ; fiir 1 < j < 4 zusammen:
Wir wihlen V = U und

U— 223Q~1, falls 2'/31eQ < z1/2
N z/3, falls U = 21/3.

Wir erhalten (1) und damit den Beweis von Satz 2.10.1.
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