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1 Einleitung

Die grofiten Risikofaktoren bei der Bestimmung der Pridmie eines Lebensversiche-
rungsvertrags sind das Zinsrisiko und das Langlebigkeitsrisiko. Wahrend durch einen
reichhaltigen Markt an Zinsderivaten und ein immer grofler werdendes Angebot fiir
langlaufende Bonds dem Zinsrisiko begegnet werden kann, sind Hedging-Mo6glich-
keiten fiir das Langlebigkeitsrisiko so gut wie nicht vorhanden. Dabei versteht man
unter dem Langlebigkeitsrisiko den ungewissen Zuwachs der Lebenserwartung iiber
die Zeit.

Der Versicherer sieht sich daher, insbesondere bei Vertrdgen mit Verrentungsop-
tion, dem Problem ausgesetzt, die Lebenserwartung iiber einen langen Zeitraum im
Voraus abzuschiitzen und in der Tarifierung zu beriicksichtigen. Ublicherweise wird
diese Abschéitzung nur in loser Folge vorgenommen und in der Zwischenzeit die
Lebenserwartung als unveréndert angenommen. Wie Untersuchungen des Statisti-
schen Bundesamtes zeigen, nimmt die Sterblichkeit aber kontinuierlich ab, so dass
Versicherungsvertriage tendenziell unterpreist werden. Im Extremfall reicht dann die
Versicherungsprémie nicht aus, die Versicherungsleistung zu bedienen.

Dass den Versicherern dieses Problem aber nicht unbekannt ist, zeigt die Tatsache,
dass in den letzten Jahren Kapitalmarktprodukte zur Absicherung von Langlebig-
keitsrisiken auf dem Markt zu finden sind. So emittierte im Jahre 2003 die Swiss-
Re einen Mortalitdtsbond, um das Langlebigkeitsrisiko ihres Versichertenbestandes
iiber den Kapitalmarkt an Investoren zu iibertragen. Ein Beispiel aus jiingerer Zeit
sind EIB/BNP Paribas, die einen Langlebigkeitsbond auf den UK Markt brach-
ten (vgl. Blake, Cairns und Dowd (2006) fiir eine detaillierte Beschreibung der
genannten Bonds oder Cowley und Cummins (2005)). Eine Erorterung des (syste-
matischen) Unterschieds zwischen Mortalitéits- und Langlebigkeitsbonds findet sich
am Ende dieser Arbeit.

Die beiden genannten Produkte werden voraussichtlich nicht die einzigen Produk-
te auf dem Markt bleiben, die Sterblichkeit als Referenzindex einsetzen. Um die
Vorteilhaftigkeit solcher Produkte, die sich vordringlich im Preis widerspiegelt, be-
urteilen zu konnen, bediirfen potentielle Investoren eines Bewertungsmodells. Die
Bereitstellung eines einfachen, aber beziiglich des verwendeten Mortalitdtsmodells
flexiblen Bewertungsansatzes, der auch z.T. Ideen von Cairns, Blake und Dowd
(2005) oder Milevsky und Promislow (2001) aufgreift, ist Ziel der vorliegenden Ar-
beit. Zusétzlich werden wir ein weiteres Modell — eine stochastische Variante des
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bekannten Gompertz-Ansatzes — entwickeln, dass sich in natiirlicher Art und Weise
zur Modellierung der Entwicklung von Langlebigkeit anbietet, sehr zufriedenstel-
lende Resultate bei der Anwendung auf reale Daten liefert und gegeniiber anderen
Modellen eine sparsame Parametrisierung aufweist.

Wir weisen insbesondere darauf hin, dass bei der Bewertung folgende explizite
Schwierigkeiten/Besonderheiten zu beriicksichtigen sind:

e Eine verlissliche (implizite) Kalibrierung der Uberlebensparameter auf der
Basis von Preisen entsprechender Derivate (wie z.B. bei der Kalibrierung
von Zinsparametern am Finanzmarkt) ist aufgrund des nicht vorhandenen
zugehorigen Marktes und damit auch der Nichthandelbarkeit des Langlebig-
keitsrisikos nicht mdoglich.

e Dem Trend zu einer hoheren Lebenserwartung muss bei der Bewertung des
Bonds explizit Rechnung getragen werden.

e Zur gleichzeitigen Bewertung des Zinsrisikos und des Langlebigkeitsrisikos
muss eine Kombination aus finanzmathematischen und aktuariellen Bewer-
tungsprinzipien gefunden werden.

Hierbei soll noch einmal deutlich darauf hingewiesen werden, dass nur die sich in der
Zeit verandernde Mortalitdtskurve die Bewertung von Langlebigkeitsbonds tiber-
haupt erst zu einer untersuchenswerten Aufgabe macht. Wiirde néamlich die Mor-
talitdtskurve auch in der Zeit (= Kalenderzeit) durch eine vorhandene Sterbetafel
exakt beschrieben, so wére das Mortalitétsrisiko (bei einer hinreichend grofien Po-
pulation, die die Basis fiir die Zahlungskriterien des Langlebigkeitsbonds darstellt)
direkt durch Verwendung der sich aus der Sterbetafel ergebenden Uberlebenswahr-
scheinlichkeiten bewertbar. Um allerdings eine systematische Fehlbewertung der
zukiinftigen Zahlungen des Langlebigkeitsbonds zu vermeiden, muss ein Konzept
zur Beriicksichtigung der zeitlichen Dynamik der Mortalitétskurve verwendet wer-
den. Hierbei bieten sich (mindestens) zwei Ansétze an:

e Extrapolation der Mortalitdtskurve aus vergangenen, realisierten Mortalité-
ten,

e Modellierung der Mortalitdtsentwicklung als stochastischer Prozess und Mon-
te Carlo Simulation zukiinftiger Mortalitéten.

Wir werden in den folgenden Abschnitten zunéchst den von uns betrachteten Typ
von Langlebigkeitsbond vorstellen, danach verschiedene Mortalitdtsratenmodelle
und ihre zeitlich dynamischen Varianten betrachten und schliellich Methoden zur
Bewertung des Bonds vorschlagen.

2 Langlebigkeitsbonds und Uberlebenswahrscheinlich-
keiten

Wir wollen hier zunichst als Basisprodukt den von uns zu bewertenden Langle-
bigkeitsbond vorstellen, der sich in seiner Form an bereits auf dem Finanzmarkt
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erschienenen orientiert. Im Gegensatz zu dem von EIB/BNP Paribas emittierten
Produkt, basieren die Kuponzahlungen des hier beschriebenen Langlebigkeitsbonds
auf tatséchlich realisierter Sterblichkeit (vgl. hierzu auch Blake, Cairns und Dowd
(2006)).

Hierzu betrachten wir eine Referenzkohorte, deren Mitglieder beim Ausgabezeit-
punkt t = 0 des Bonds alle das Alter z (> 0) haben. Die Kuponzahlungen S;(¢;)
des Langlebigkeitsbonds in den Zeitpunkten ¢; = 4,4 = 1,..., N, sind durch den
Anteil der Uberlebenden der Kohorte an den jeweiligen Zeitpunkten gegeben, so
dass wir der Einfachheit halber annehmen, dass

B Anzahl der Uberlebenden der Kohorte zur Zeit i
N Kohortengrofle zur Zeit 0

Sa () (2.1)

gilt (d.h. wir setzen S,.(0) = 1). Hierbei muss natiirlich die Uberpriifbarkeit dieser
GroBe (z.B. auf der Basis der vom Statistischen Bundesamt veréffentlichten Zahlen)

sichergestellt und klar geregelt sein. Fiir die weiteren Schritte zur Bewertung des
Langlebigkeitsbonds machen wir die folgende Annahme:

Zins- und Langlebigkeitsrisiko sind unabhingig. (2.2)

Diese Annahme impliziert direkt, dass sich die Barwerte der Kuponzahlungen S(i)
des Langlebigkeitsbonds unter einem geeigneten Bewertungsmafl (wie dieses aus-
sieht, wird fiir den Moment nicht diskutiert, detailliertere Uberlegungen zur Bewer-
tung erfolgen in Abschnitt 4) als

E | exp —/r(s) ds | Sy (i) | = P(0,7) E(Sg (7)) (2.3)

0

ergeben, wobei die P(0,4) Marktpreise von Nullkuponanleihen mit Laufzeit i sind.
Weiter gilt mit der Bezeichnung?

p(t,To, Th,x) = P (Ind. lebt in 77 |Ind. lebt in Ty, Ind. hat in 0 Alter z, f;) (2.4)

fiir Zeiten ¢, Ty, To mit ¢ > Ty, Ty < T1 (und f; die o-Algebra, die die vollstindige
bis zur Zeit ¢ verfiigbare Information iiber die (Zins - und) Mortalitdtsunsicherheit
beinhaltet) auch direkt

E (S:Jc (Z)) =D (O’ 0,1, l‘) ; (2'5)

eine Beziehung, die sich aus (2.1) und der Linearitit des Erwartungswerts ergibt.
Da sich der Index x immer aus dem Kontext ergibt, lassen wir ihn im Folgenden in
der Regel entfallen und schreiben S(7) anstelle von Sy (7).

!Cairns, Blake und Dowd (2005) bezeichnen diese Wahrscheinlichkeiten als forward survival
probabilities.

399



Wiirde man davon ausgehen, dass auch die zukiinftigen Sterblichkeiten durch eine
heute giiltige Sterbetafel addquat abgebildet werden, so kénnte man aus dieser
direkt die Werte p(0,0,,x) - iiblicherweise mit ;p, bezeichnet - entnehmen und
mittels (2.5) hétte man dann als fairen Preis fiir den Langlebigkeitsbond

n

> P (0,i)ips (2.6)

i=1
erhalten. Hierbei ist zu beachten, dass der Wert von S(i) von der Kalenderzeit
abhidngt — man fixiert eine Kohorte zum Zeitpunkt ¢ = 0 —, wahrend ;p, davon
unabhéngig ist. Generationentafeln konnen dieses Problem zwar iiberwinden, je-
doch nicht das prinzipielle Problem, das mit dem Einsatz von Sterbetafeln einher
geht. Da empirisch eine Tendenz zur Langlebigkeit beobachtet werden kann (sie-
he z.B. Olivieri (2001)) wird durch die Verwendung einer heutigen (und somit die
Uberlebenswahrscheinlichkeiten unterschitzenden (1)) Sterbetafel dem Langlebig-
keitsbond ein zu niedriger Wert zugeordnet. Um dem Rechnung zu tragen, miissen
zeitabhéngige Uberlebenswahrscheinlichkeiten modelliert werden. Eine Moglichkeit,
dies zu tun, besteht darin, dass man bereits in der Vergangenheit realisierte Uber-
lebenswahrscheinlichkeiten (bzw. genauer deren empirische Gegenstiicke)

Anz. der zur Zeit t + i (z + i)-Jahrigen
iPx (t) =

Anzahl der zur Zeit t z-Jihrigen ' tel{=(+ 1), =N} (27)

als Werte einer Funktion der Zeit auffasst, hieraus durch geeignete Interpolation
(z.B. Spline- oder Polynominterpolation) diese Funktion approximiert und aus der
Interpolationsfunktion f;,(f)(-) mittels Extrapolation die benétigten Schétzer

e (0) = f9(0), i=1,.,N (2.8)

erhélt. Diese Methode wird von uns in der vorliegenden Arbeit nicht weiterver-
folgt (siehe Olivieri und Pitacco (2003) oder Pitacco (2005) fiir weitere Details in
diese Richtung). Statt dessen werden wir einen stochastischen Modellierungsansatz
vorstellen, der auf Varianten traditioneller Mortalitétsgesetze aufbaut.

3 Langlebigkeitsbonds und dynamische Mortalitétsmo-
dellierung

Eine zur Extrapolation alternative Methode, die auch fiir einen Spezialfall bereits
in Cairns, Blake und Dowd (2005) zur Bewertung des BNP-Langlebigkeitsbonds
angewendet wurde, basiert auf der Beschreibung der Uberlebenswahrscheinlichkei-
ten durch eine parametrische Darstellung der Mortalitdtsraten. Hierbei gehen die
klassischen Mortalititsgesetze immer von (kalender-) zeitunabhéngigen Uberlebens-
wahrscheinlichkeiten aus und die Mortalitétsraten sind definiert durch
i
iDz = €Xp —/,uzﬂds (3.1)
0
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das heifit, die Mortalitatsrate p, hingt nur vom Alter x der einzelnen Person ab. Um
parametrische Darstellungen fiir die Entwicklung der Mortalitdtsraten mit wach-
sendem Alter der Person (insbesondere auch fiir nicht-ganzzahlige ) zu erhalten,
wurden in der Geschichte der Versicherungsmathematik vielfiltige Ansétze gemacht
(siehe z.B. Pitacco (2005) fiir einen historischen Uberblick). Populire Ansitze fiir
solche parametrischen Darstellungen (auch ,Mortalitidtsgesetze“ genannt) sind z.B.
durch

w9 = ae® a,8>0 (Gompertz-Modell) (3.2)
Ng(cM) = aef® + v, a,3>0,7>0 (Makeham-Modell) (3.3)
D = e P 4 age 2@ | BT oy B > 0 (Thiele-Modell)(3.4)

gegeben, wobei natiirlich das Thiele-Modell die beiden anderen als Spezialfiille
enthilt. Eine andere Art der Verallgemeinerung von Makehams Modell, die im wei-
teren Verlauf noch eine Rolle spielen wird, ist das Modell nach Perks (siehe Perks
(1932)), dessen Mortalititsrate die folgende Gestalt besitzt:

P) _ aebT 4 vy
Mac - Bz —Bz?
14 6ef? +ce

a,3,7,0,e > 0. (3.5)

Da all diese Modelle wohlbekannt sind, wollen wir hier nicht weiter auf ihre einzelnen
Vor- und Nachteile eingehen, sondern dafiir auf die Standardliteratur (z.B. Benjamin
und Pollard (1993))verweisen. Unter der Annahme der Giiltigkeit dieser klassischen
Mortalitdtsgesetze erhdlt man mittels einfacher Integration aus (2.5), (3.1), (3.2),
(3.3), (3.5) z.B. fiir den Gompertz-, den Makeham und den Perks-Fall geschlossene
Formeln fiir S(i):

Proposition 1 Unter der Annahme der Giiltigkeit einzelner Mortalititsgesetze gilt
fiir die (bedingten) Uberlebenswahrscheinlichkeiten bis zum Alter x + i

a) im Gompertz-Modell:
E (S, (1)) = s = exp (—geﬁz (e - 1)) | (3.6)
b) im Makeham-Modell:
E(Sq (i) = ips = exp <— (geﬁl‘ (eﬂ" - 1) +w>> , (3.7)
c) im Perks-Modell fiir den Spezialfall v =¢ =0

) _ai 1+ deP* ki



Proposition 1 zeigt insbesondere, dass man zur Berechnung der einzelnen Wahr-
scheinlichkeiten lediglich die Parameter der verschiedenen Gesetze aus der Vergan-
genheit iiber die realisierten Wahrscheinlichkeiten (genauer: die beobachteten re-
lativen Héaufigkeiten) schiitzen muss. Auf die dabei auftretende Schitzproblematik
(evtl. wenige oder aber iiberlappende Daten, ...) wollen wir nicht eingehen, sondern
uns der Modellierung dynamischer Varianten der oben erwihnten Mortalitéitsgesetze
zuwenden, die in der Lage sind, auch einen Trend zur Langlebigkeit zu beschreiben.
Hierbei besteht die einfachste Variante darin, sich fiir ein Mortalitétsgesetz zu ent-
scheiden und die einzelnen konstanten Parameter durch zeitabhéngige Funktionen
zu ersetzen. Diese Vorgehensweise entspricht dem bereits am Ende des letzten Para-
graphen beschriebenen Interpolationsverfahrens mit anschliefender Extrapolation,
wobei auch nicht unbedingt einzusehen ist, dass sie diesem iiberlegen sein soll.
Wir wollen hier einen anderen Ansatz verfolgen, bei dem wir die Parameter der Mor-
talitdtsgesetze durch stochastische Prozesse ersetzen, die wiederum eindeutig durch
die Angabe eines Parametervektors 6 beschrieben werden kénnen (z.B. eine Brown-
sche Bewegung mit Drift v und Volatilitit o, also 8 = (v, 0)). Die Mortalitéitsraten
sind dann stochastische Prozesse der Form

pa () = pa (t;6) (3.9)

und fiir die heutigen Uberlebenswahrscheinlichkeiten eines 2-Jihrigen bis zur Zeit
t gilt dann

t

2 (0) :=p(0,0,t,2) = E(S(t) = FE [ exp —/u$+s (s)ds . (3.10)
0

Der eindeutige Vorteil dieser Methode besteht darin, dass es nach Festlegung des
Parametervektors 6 moglich ist, zukiinftige Mortalitdtsszenarien durch Monte Car-
lo Simulationen zu beschreiben und dabei zusitzlich zu Punktschétzern fiir die
benétigten Uberlebenswahrscheinlichkeiten sogar Konfidenzintervalle angeben zu
konnen. Um diese Methode zu realisieren, lisst sich der folgenden Algorithmus for-
mulieren (der in seiner Grundidee auf Lee und Carter (1992) basiert):

Algorithmus ,,Stochastische Modellierung von Mortalitdtsraten“

0. Wihle eine parametrisierte stochastische Form fiir das zu verwendende Mor-
talitatsgesetz (bzw. die Uberlebenswahrscheinlichkeiten).

1. Bestimme aus vorhandenen Sterblichkeitsraten die realisierten Mortalitdtsra-
ten (bzw. Uberlebenswahrscheinlichkeiten).

2. Passe den stochastischen Prozess, der dem in 1. gewéhlten Mortalitéitsgesetz
zugrunde liegt, an die Zeitreihe der Mortalitétsraten (bzw. der Uberlebens-
wahrscheinlichkeiten) an.
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Nach erfolgter Anpassung des stochastischen Prozesses im 2. Schritt kann das dann
vollstandig spezifizierte stochastische Mortalitéitsgesetz fiir Monte Carlo Simulatio-
nen verwendet werden. Beispiele, die einen solchen Ansatz verfolgen, sind:

Beispiel 1: Zeitabhingiges Perks-Modell (vgl. Cairns, Blake und Dowd (2005))
Hier schlagen die Autoren eine zeitdiskrete Modellierung vor und passen eine dis-
kret beobachtete zwei-dimensionale Brownsche Bewegung mit Drift an realisierte
Uberlebenswahrscheinlichkeiten an. Genauer bezeichnen Sie mit p(t+1,t,t+1,2)
den Anteil an den zum Zeitpunkt ¢ > 0 lebenden Mitgliedern einer Kohorte, die zum
Zeitpunkt O alle ein Alter von x hatten und auch noch den Zeitpunkt ¢ + 1 erleb-
ten. Fiir jeden vergangenen Zeitpunkt ¢ und alle vorhandenen Anfangsalter x > 0
werden dann zun#chst mittels Kleinster-Quadrate-Schétzung und dem Ansatz

1
1 4+ eAr(t+1)+ Az (t+1)(z+1)

p(t+1,t,t+1,2) = (3.11)
die Werte (A;(t), A2(t)) bestimmt. Hierbei wird von Cairns, Blake und Dowd (2005)
angenommen, dass der A-Prozess der Beziehung

At+1)=At)+v+CZ(t+1), veR2ECecR?*?, t=0,1,2,.. (3.12)

geniigt, wobei C eine obere Dreiecksmatrix ist und der Z-Prozess aus den Zuwéchsen
einer zweidimensionalen Brownschen Bewegung zwischen ¢ und ¢ 4+ 1 besteht. Da-
bei beschreibt der A;-Prozess die zeitliche Entwicklung der allgemeinen, altersun-
abhéngigen Sterblichkeit, wihrend der As-Prozess die zeitliche Entwicklung der al-
tersabhéngigen Sterblichkeit reprisentiert. Hat man somit alle vergangenen Werte
fiir den A-Prozess bestimmt, so lassen sich die Parameter v und C' aus ihren Eigen-
schaften als Erwartungswert, Varianz und Kovarianz der Zuwéchse des A-Prozesses
mit der Maximum-Likelihood-Methode (oder — unter der Annahme der Normal-
verteilung dquivalent dazu — der Kleinsten-Quadrate-Methode) schétzen. Dies ge-
schieht im folgenden fiir Daten aus Deutschland aus den Jahren 1993-2004 vom
Statistischen Bundesamt vertffentlicht, wobei wir als Referenzpopulation die deut-
schen Méanner im Alter von 60-89 wéhlen und die folgenden Werte erhalten:

- —0.05959 (TC\T— 0.000842388 —0.00001004
~10.0004465 ) ’ ~ \—0.00001004 0.000000124 /’

A ~10.65677
A(2004) = ( 0.102009 ) '

Hierbei sollte einen der sehr kleine Wert der Kovarianz zwischen den Prozessen
A1 (t) und Aa(t) nicht dariiber hinweg téuschen, dass die Korrelation zwischen den
Prozessen —0.98238 betrigt, man also fast von linear abhéngigen Faktoren ausgehen
kann. Weiter zeigt die Kovarianzmatrix, dass sich beide Prozesse fast determinis-
tisch in der Zeit entwickeln, was durch (nachtragliches ) Glatten der Daten durch das
statistische Bundesamt verursacht werden konnte. Zum Vergleich geben wir eben-
falls die Schétzer fiir deutsche Ménner gleichen Alters der Jahre 1991-2002 an, die
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auf den historischen Mortalitétsraten basieren, die von Human Mortality Database
angegeben werden (www.mortality.org):

- —0.03917 (TC\T— 0.002924269 —0.00004349
~10.0001478 )’ ~ \—0.00004349  0.000000690 / ’

. ~10.84976
A(2004) = ( 0.105443 ) '

Diese Daten rechtfertigen aufgrund ihrer hcheren Varianzen und der Korrelation
von —0.96818 eher eine stochastische Modellierung mittels zweier Faktoren wie in
Cairns, Blake und Dowd (2005) beschrieben. Dies gilt auch fiir die von Cairns et al.
verwendeten Daten des UK Office for National Statistics. Fiir die vom statistischen
Bundesamt verdffentlichten Daten erscheint allerdings eher die Verwendung nur
eines (oder sogar keines!) stochastischen Faktors angebracht. Da die Daten der
Human Mortality Database aber keinen offiziellen Charakter besitzen, werden wir
ab jetzt bei deutschen Daten immer die des statistischen Bundesamtes verwenden.

Beispiel 2: Zeitabhingiges Gompertz-Modell (Cairns et al. Version des Milevsky
und Promislow (2001) Modells)

Cairns, Blake und Dowd (2005) schlagen die folgende Variante des urspriinglich
von Milevski und Promislow gewihlten stochastischen Gompertz-Modells fiir die
Entwicklung der Mortalitiitsraten im Zeitablauf vor?

1l () = etV D o 80> 0, (3.13)
wobei Y () ein Ornstein-Uhlenbeck-Prozess mit
dY (t) = —vY (t)dt+dW (t), v>0, Y(0)=0 (3.14)

ist. Man kann diese Modellierung auch als ein Gompertz-Modell mit zeitabhingi-
gem, zufilligem «(t) auffassen, wobei

a(t) = ae’® (3.15)

gilt, d.h. lediglich die allgemeine Sterblichkeit &ndert sich im Zeitablauf, wihrend
der Teil des Gompertz-Gesetzes, der vom Alter des Individuums abhéngt, in der

2In ihrer Originalarbeit verwenden Milevski und Promislow das obige Modell fiir die ,,momen-
tane“ Mortalitédtsrate h(t), die bei ihnen ,hazard rate“ genannt wird und die gemé&s

R R
T « T
P (T) et psds E e ¢ hgds

definiert ist mit

dh(t) = et YO 4 36 >0
ay (t) = —vY (@)dt+dW (t), Y (0)=0, v>0.

Beachte, dass die ,,hazard rate“ und somit auch die Mortalitédtsrate nur von der Zeit nicht (!) aber
vom Kohortenalter abhéngt.
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(Kalender-)Zeit konstant bleibt. Wir werden auch dieses Modell an die deutschen

Daten anpassen. Um die realisierten Werte der Intensitéten ,uggG) (t) anndhernd zu

bestimmen, verwenden wir die Beziehung

t+1
p(t,x) =pt+1,t,t+1,2)=exp | — / M;S:Cj-)s (s)ds (3.16)
t
aus der fiir ganzzahlige, vergangene Zeitpunkte t
d G G
S () =D (1) = s 0+ 1) (3.17)

dt

folgt. Wéhrend man die linke Seite von Gleichung (3.17) durch eine geeignete Dif-
ferenz (wie z.B. In(p(t,z)) — In(p(t — 1,z))) approximieren kann, stellt sich fiir die
rechte Seite die Frage nach geeigneten Startwerten MJ(CG) (t). Hierzu schlagen wir vor,
uns vorliegende ,frithe“ realisierte Uberlebenswahrscheinlichkeiten zu verwenden,

um die (zeitlich konstanten) Intensitéten ug(cG) eines klassischen Gompertz-Modells

anzupassen. Diese konnen dann als Startwerte ,ug(gG) (0) fiir Relation (3.17) dienen, so
dass sich aus ihnen und den vorliegenden realisierten Uberlebenswahrscheinlichkei-
ten dann die restlichen realisierten Mortalitétsraten M;G) (t) (anndhernd) bestimmen
lassen.

Nehmen wir also fiir das erste Jahr unserer Betrachtungen
z+1
p(t,z) =p,=exp | — / 1Dds | = exp (—g (eﬁ(xﬂ) — eﬁx>> (3.18)

xT

an, so erhalten wir mittels nicht-linearer Minimierung die Schétzer & und B und
somit
1) (0) = aer. (3.19)

Die Ornstein-Uhlenbeck-Parameter v, ¢ kénnen nun gem#fl der Maximum-Likeli-
hood-Methode geschéitzt werden, in dem wir beachten, dass der Ornstein-Uhlen-
beck-Prozess Y (t) eine normal verteilte Ubergangsdichte besitzt, genauer:

(Y (t+1)—Y (£) ~N <ay (t) e, 021;—2”> . (3.20)

Man erhélt dann zu den Beobachtungen In (Mﬁf) (t:i +1) /ug(CG) (t,)) ,i=1,..,ndie
Log-Likelihood-Funktion (vgl. Ait-Sahalia (2002)):

e = = (n(v35) o e (5 ) )

2
(9 (41 Do\ v
<ln (Muécg) (0) )> —ln (Zéc)((m) ) ¢ )
-> : (3.21)

2521

n
i=1 2v
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(Numerisches) Maximieren der Log-Likelihood-Funktion ergibt dann die gewiinsch-
ten Schétzer fiir die Ornstein-Uhlenbeck-Parameter v, 0. Angewendet auf die be-
trachteten deutschen Daten liefert dies die folgenden Resultate (beachte, dass wir
aufgrund der uns nur fiir die Jahre 1993-2004 vorliegenden Daten 1993 als Startjahr
und die deutschen Méanner im Alter 60 — 89 als Referenzpopulation gewéhlt haben):

Fiir die Kalibrierung von ,uch) (0) erhalten wir

0.00005759
0.09263573

= ©

was wir in der Maximum-Likelihood Methode verwenden, um

0.027505
0

Q>
I

>
|

zu bekommen.

Beispiel 3: Eine alternative stochastische Gompertz-Variante
Wenn wir zunéchst annehmen, dass fiir die obigen deutschen Daten ein Standard-
Gompertz-Modell der Form

Mz = aeﬁzaavﬂ >0

gilt und danach aus den realisierten Uberlebenswahrscheinlichkeiten p(t, ) die Pa-
rameter o und 3 fiir jedes Jahr separat mittels gewichteter Kleinste-Quadrate-
Methode schétzen (siehe Yue (1991)) und als Funktion der Zeit plotten, so erhalten
wir Abbildung 1. Man sieht leicht, dass beide Parameter eine starke Zeitabhingig-
keit aufweisen, was als Ausdruck der verbesserten Langlebigkeit mit der Zeit angese-
hen werden kann. Hierbei ist der Parameter « fiir die allgemeine (altersunabhéngige)
Verbesserung zustéindig, wihrend (3 die Verbesserung zu verschiedenen Altern be-
schreibt. Deshalb sollte ein Modell vom Gompertz-Typ, das Langlebigkeitseffekte
beschreiben soll, diese beiden beobachteten Tendenzen der Parameter beschreiben.
Ein Modell fiir «(t) muss wegen der Gompertzannahmen nicht-negativ sein und
mit der Zeit fallen, um die sich (mit der Kalenderzeit) verbessernde Mortalitit zu
beschreiben. Da die Varianz dieses Prozesses sehr klein ist (1.746e —12), wéhlen wir
ein deterministisches Modell fiir die zeitliche Entwicklung:

da(t) = —kra(t)dt
a(0) = ap.

Unser ermitteltes &(2004) = 0.000028343 > 0 ist wie gewiinscht positiv. Kalibrieren
des Parameters x mittels der geschétzten Zeitreihe &(1993), ..., &(2004) ergibt & =
0.0644 > 0.
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Abbildung 1: Daten des statistischen Bundesamtes (SBA) fiir deutsche Manner (im
Alter von 60-89) aus 1993-2002.

Gleichzeitig haben wir auch 3 (1993),..., 3 (2004) geschiitzt und unter der Annahme,
dass (3 sich aus einem messbaren stochastischen Prozess der Form

dB(t) = pdt+odW ()
BO) = Bo

ergibt, lassen sich Schitzer fiir den Mittelwert ¢ und die Varianz o2 bestimmen:

1 2003 . R
o= ﬁAZ (5(ti+1)—6(ti))=0.000521236
1=1993
1 2003 . ) )
= 10 (/B(tz‘—i—l)_ﬁ(ti)_ﬂ) = 0.000000141394.
1=1993

Beachte, dass die groflere Varianz als bei der Betrachtung von & die Modellierung des
B -Parameters als stochastischen Prozess motiviert. Die positive Wahrscheinlichkeit,
dass der (B-Prozess negativ werden kann, kann aufgrund des positiven Mittelwerts
bei positivem Startwert (fiir den Start der Simulation in 2004 verwenden wir 3(0) =
£(2004) = 0.098369335) und der geringen Varianz vernachliissigt werden.

Wir haben somit ein neues Modell, das ,,Stochastische Gompertzmodell“ zur Mo-

dellierung der Mortalitétsraten als

HE6 (1) = o)
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fiir eine deterministische Funktion der Zeit

da(t) = —ra(t)dt
a0) = «ap

dg(t) = pdt+odW(t), >0
B0) = bo

eingefiihrt. Seine Anwendung zur Bewertung des Langlebigkeitsbonds wird im néch-
sten Abschnitt demonstriert.

Bezispiel 4: Mortalitdt und Zinsratenmodellierung

Anhand der Formeln (2.5) und (3.1) wire es auch naheliegend, fiir die zeitliche
Entwicklung einer stochastischen Mortalitdtsrate auf aus der Zinsratenmodellie-
rung bekannte Prozesse zuriick zu greifen, sofern Modelle verwendet werden, die
zu einer strikt positiven Zinsrate fiihren. Allerdings ist hier nun zu beachten, dass
die Mean-Reversion-Eigenschaft, die bei der Zinsratenmodellierung als besonders
wiinschenswert gilt, fiir die Modellierung von Mortalitdtsraten eher als unsinnig
anzusehen ist. Deshalb fallen in natiirlicher Weise das Vasicek-Modell, das CIR-
Modell sowie ihre Hull-White-Varianten aus der Kandidatenliste. Um eine tenden-
ziell mit dem Alter steigende Sterblichkeitsrate zu modellieren, wiirden sich am
ehesten log-normale Zinsratenmodelle wie das Dothan-Modell oder aber das Black-
Karasinski-Modell eignen. Wir wollen hier kein weiteres Modell explizit einfiihren,
aber bemerken, dass der Mortalitdtsratenprozess im Gompertz-Modell aus Beispiel
2 sehr #hnlich zur Short-Rate im Black-Derman-Toy-Modell ist (vgl. Milevsky und
Promislow (2001)) und dass das im ersten Schritt von Cairns et al. verwendete
Modell als eine zeitdiskrete Variante des Dothan-Modells angesehen werden kann.
In allen obigen Fillen ist man nun in der Lage, durch Monte Carlo Simulation der
zukiinftigen Werte der dem Modell zugrunde liegenden und an die Daten angepass-
ten stochastischen Prozesse Schéitzer fiir die gesuchten Werte von S(i) zu bestim-
men, was dann im néchsten Abschnitt auch zur Bewertung von Langlebigkeitsbonds
verwendet werden kann.

4 Bewertungsprinzipien fiir Langlebigkeitsbonds

Bisher wurde das Problem der Bewertung des Langlebigkeitsbonds eher unterschwel-
lig betrachtet. Lediglich die Annahme (2.2) der Unabhéngigkeit zwischen dem Zins-
und dem Mortalitétsrisiko fithrte dazu, dass wir die Bewertung der beiden Risiken
multiplikativ von einander trennen konnten. Dem liegt die Annahme zugrunde, dass
das Zinsrisiko handelbar ist (genauer: lineare Zinsprodukte wie Zerobonds und &hn-
liches sind handelbar) und somit unter einem geeigneten Martingalmafl ) bewer-
tet werden muss (d.h. insbesondere, dass der mit dem Geldmarktkonto abgezinste
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Preisprozess des Langlebigkeitsbonds ein Martingal unter (3 sein muss). Nimmt man
nun an, dass zum einen fiir die Marktpreise der Zerobonds

T

P(t,T)=Eqg | exp —/r(s)ds fi
t

gilt (also der Zinsmarkt tatséchlich @ (bzw. ein auf dem Zinsmarkt zu @ identi-
sches Maf}) zur Bewertung verwendet), so ergibt sich ein moglicher Preis fiir den
Langlebigkeitsbonds als

N i
P (1) = Eg (Z exp r(s)ds | S (i) Ly<iy| fe
=1
N
= ZP(t i) Eq (S (9) | f¢) Lu<iy,

wenn wir weiterhin davon ausgehen, dass Zins- und Mortalitétsrisiko unter dem
Bewertungsmafl () unabhéngig sind. Damit sind die jeweils mit dem Geldmarktkonto
(bis zu den jeweiligen Zahlungszeitpunkten) entsprechend abgezinsten Preisprozesse
dann Martingale beziiglich Q.

Allerdings ist fiir das Mortalitétsrisiko die Annahme eines finanzmathematischen
Bewertungsprinzips (wie Arbitrageprinzip oder strenges Duplikationsprinzip) we-
gen der Nicht-Handelbarkeit des Mortalitdtsrisikos zum einen nicht zwingend und
zum anderen auch nicht unbedingt hilfreich. Hierfiir bieten sich die klassischen
versicherungsmathematischen Prinzipien wie z.B. das Erwartungswert- oder das
Varianzprinzip an. Ein mogliches Bewertungskonzept, bei dem sowohl dem Arbi-
trageprinzip auf der Seite des Zinsmarktes Rechnung getragen wird als auch eine
Sicherheitsmarge im Sinne der Versicherungsmathematik zur Absicherung gegen
das (nicht-handelbare) Mortalitétsrisiko beriicksichtigt wird, ist in dem folgenden
Vorschlag zu sehen.

Dafiir gehen wir davon aus, dass sich der Preis eines Zerobonds auf dem Zins-
markt wie oben als bedingter Erwartungwert unter einem Martingalmafl () ergibt,
von dem aber lediglich die Zinskomponente eindeutig durch die obige Gleichung
fiir den Preis des Langlebigkeitsbonds bestimmt ist. Das einzige Wahrscheinlich-
keitsmaf}, dass den zeitlichen Verlauf der Mortalitédtsentwicklung beschreibt, ist das
Wahrscheinlichkeitsmafl P, das zum wie im dritten Abschnitt an die Mortalitéts-
daten angepassten stochastischen Prozess gehort. Dieses Mafl ist bei gegebenem
Mortalitdtsmodell (egal, ob klassisch, zeitabhéngig-stochastisch oder bei Verwen-
dung einer Sterbetafel) objektiv nachpriifbar und auch dann mit der oben iiber die
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risiko-neutrale Bewertung gewonnenen Preisformel kompatibel, wenn
i

N
p&) (t) = Eg Zexp —/r(s) ds | S (i) 1p<iy
i=1 f
N

= Y Pt Ep (S () i) Lp<i (4.1)
i=1

gilt, also P die ,Mortalitdtskomponente von Q“ darstellt.

Bei tatsédchlich am Markt gehandelten Langlebigkeitsbonds wird man allerdings
feststellen, dass ihr Preis hoher als der obige, nach finanzmathematischen Prinzipien
gewonnene Preis ist. Dies lésst sich auf verschiedene Arten erkléren:

1. Anwendung des Erwartungswertprinzips
Gilt zwischen dem Marktpreis des Langlebigkeitsbonds P]Ef ) (0) und PF) (0) die
Beziehung

Pif (0) = (1+06) P (0)

fiir ein festes & > 0, so kann der gegeniiber dem ,fairen Preis“ P(L) (0) hohere

Marktpreis Pjﬁf ) (0) als durch die Anwendung des Erwartungswertprinzips mit Pa-
rameter  durch den Anbieter des Langlebigkeitsbonds enstanden erklirt werden.
Natiirlich léasst sich der Unterschied zwischen Markt- und fairem Preis auch durch
die Anwendung anderer aktuarieller Bewertungsprinzipien erkléren. Allerdings er-
fordert dann der komplexere Zusammenhang iiber hohere Momente oder iiber eine
Nutzenfunktion auch komplexere Berechnungen, um die allgemeine parametrisier-
te Form des aktuariellen Preises des durch die Mortalitdt beeinflussten Teils der
Zahlungen des Langlebigkeitsbonds zu bestimmen.

2. Risiko-neutrale Bewertung und Maflwechsel

Da eine Preisdifferenz zwischen dem fairen Wert und dem Marktpreis vorliegt, muss
der Marktpreis bei Beibehaltung des Ansatzes der risiko-neutralen Bewertung mit
Hilfe eines Martingalmafies durch die Verwendung eines solchen Mafles Q(\) enstan-
den sein, bei dem die Mortalitdtskomponente durch ein Wahrscheinlichkeitsmafl P
an Stelle von P beschrieben wird. Hierbei tibernimmt A die Rolle des Marktpreises
des Risikos. So entspricht im Cairns, Blake und Dowd Modell die Verwendung des
Wahrscheinlichkeitsmafles Py einer Ersetzung des Driftvektors durch v — CA. Man
kann nun mit numerischen Methoden versuchen, einen Vektor A\ zu bestimmen, so
dass

N

P (0) = PSS (0) = Y P(0.4) Ep, (S (i) (42)
=1

gilt (ein solcher Vektor muss nicht notwendigerweise existieren!). Wir wollen die
zweite Methode wieder mit Hilfe der deutschen Daten demonstrieren.
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Hierzu nehmen wir wieder die Referenzpopulation der deutschen Manner vom Alter
60-89 und verwenden die bereits geschiitzten Parameter 7, C' and A(2004). Setzen
wir N = 25, das Kohortenstartalter auf 65, 6 = 0.0183 und verwenden eine Zinsrate
von 4%, so liefert numerisches Losen von (4.2) die Losungsmenge

I:= {( fAL) st (PA%’ (0) = Py, (0))2 < 5}

fiir einen kleinen Toleranzparameter €. Die Betrachtung des quadratischen Fehlers
als Funktion von A1 und A2 in Abbildung 2 zeigt, dass die Losungsmenge des Mini-
mierungsproblems gegen eine (fast) gerade Linie konvergiert.

Die Wahl eines Punkts auf der Losungslinie? verdndert die Kriitmmung des Uberle-
bensindex S(t) (siche Abbildung 3) und kann als die Wahl eines Mafles interpretiert
werden, dass mehr Gewicht auf frithe oder auf spite Kuponzahlungen legt. Die Mo-
tivation fiir eine solche Wahl kann z.B. in der jeweils vorhandenen Zinsstruktur
liegen. Man kann umgekehrt natiirlich die Wahl eines Punktes auf der Losungslinie
auch nachtréglich davon abhéingig machen, dass man konservativ bewerten will, d.h.
dass man ein Bewertungsmaf wihlt, unter dem der Uberlebensindex immer ober-
halb dem liegt, den man mit dem subjektiven Wahrscheinlichkeitsmaflbestimmt hat.
Dies wiirde in unserem Beispiel die Wahl von Q(0, —6.91) ausschliefen. Allerdings
ist eine solche Vorgehensweise nur pragmatisch, nicht aber theoretisch begriindbar.

0.06 —
0.05 —|
0.04 —|
0.03 —|

0.02 —|

quadratischer Fehler

0.01 —

Abbildung 2: Flidche der quadrierten Differenzen zwischen P](j)(O) und Pé( /\)(0).

Die Anwendung der selben Methode fiir unser stochastisches Gompertz-Modell mit
Drift des §(-)-Prozesses der Form p — oA mit A € R und numerisches Losen von

3Cairns et al. betrachten nur MaBe der Form Qr1,0)s Q0,x0) und Qx x)-
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Abbildung 3: Schétzungen fiir £ [S(t)] fiir deutsche Ménner im Alter von 60-89 im
Cairns et al. Modell fiir die Mafle P, Q(1.22,0),Q(0, —6.91), Q(0.59, —3.36). Daten
aus 1993-2004. 5000 MC-Simulationen.

(4.2) liefert A = 0.20. Die Resultate werden in Abbildung 4 wiedergegeben. Beachte,
dass in unserem Modell lediglich ein stochastischer Faktor vorhanden ist und wir
somit ein eindeutiges Mafl Q(\) durch Losen von (4.2) erhalten. Wie der Vergleich
zeigt, erhdlt man im vorliegenden Fall eine konservative Bewertung.

1

[
—— Q(0.20) ||

0.9

0.8 B

0.7 T

0.6 .

0.5 .

0.4 B

0.3 T

(0] 5 10 15 20 25

Abbildung 4: Schétzungen fiir £ [S(t)] fiir deutsche Ménner im Alter von 60-89 im
stochastischen Gompertz-Modell fiir die Mafie P und @(0.20). Daten aus 1993-2004.
5000 MC-Simulationen.
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Vergleich der verschiedenen Modelle:

Wir wollen nun anhand der von uns geschéitzten Parameter auf Basis der Referenz-
population deutscher Ménner im Alter von 60-89 aus den Jahren 1993-2004 einen
Vergleich zwischen den oben vorgestellten drei stochastischen Modellen durchfiih-
ren. Zu diesem Zweck setzen wir das Kohortenalter auf 65 und fiir N = 40 Jahre
simulieren wir mit Hilfe der Monte Carlo Methode den Wert von Ep [S(7) | fo] fiir
i = 1,...,40. Abbildung 5 beinhaltet die zugehdrigen Resultate. Man sieht, dass
die Cairns et al.-Kurve sehr nah an der zum stochastischen Gompertz-Modell aus
Beispiel 3 liegt. Auch aufgrund dieses Ergebnisses kénnte man argumentieren, dass
lediglich ein stochastischer Faktor vollkommen ausreicht, um die zeitliche Entwick-
lung der Mortalitétsrate gut zu beschreiben (man erinnere sich auch an die sehr hohe
Korrelation zwischen den stochastischen Faktoren im Cairns Fall). Weiter ist sehr
auffillig, dass die Milevski und Promislow-Kurve sehr hohe Mortalitétsraten vorher-
sagt (und somit zu einer niedrigeren Survivor-Kurve fiihrt), ein Effekt, der dadurch
begriindet werden kann, dass versucht wird, einen fast deterministischen Effekt im
Zeitablauf mit stochastischen Parametern zu modellieren, die hauptséchlich fiir die
Volatilitdt und nicht die Drift zusténdig sind. Es liegt hier also ein modellinherenter
Fehler vor.

Da wir natiirlich auch an der Bewertung des Langlebigkeitsbonds interessiert sind,
vergleichen wir auch die sich aus den drei kalibrierten Modellen ergebenden Bond-
preise. Hierzu wéhlen wir die Bondspezifikationen wie im EIB/BNP-Langlebigkeits-
bond, d.h. wir wihlen eine Laufzeit von 25 Jahren, ein Kohortenalter von 65 in 2004
und setzen der Einfachheit halber die Zinsrate auf 4%. Hiermit fithren wir 5000 MC
Simulationen durch. Mittels (4.1) erhalten wir:

’ Modellart: | P%(0) |

Cairns et al. 11.388
Milevski und Promislow | 10.328
stochastischer Gompertz | 11.338

Wie erwartet (und aus Abbildung 5 bereits abzulesen) liegen die Preise, die zum
Cairns et al.-Modell und zum stochastischen Gompertz-Modell aus Beispiel 3 gehtren
nah beieinander. Der im Milevsky und Promislow-Modell bestimmte Preis liegt
deutlich unter den anderen beiden und ist das Resultat einer signifikanten Uber-
schitzung der Mortalitatsraten. Dies ist allerdings aufgrund der nur bedingten An-
wendbarkeit des Milevsky und Promislow-Modells (siehe die obige Bemerkung zum
modellinherenten Fehler) nicht verwunderlich.

5 DMortalitits- versus Langlebigkeitsbonds: Unsystema-
tisches und systematisches Risiko

Wie wir eingangs bereits angedeutet haben, ist Langlebigkeit von Sterblichkeit zu
unterscheiden. Betrachtet man das Portfolio von Versicherungsvertridgen eines Le-
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Abbildung 5: Schitzungen von Ep [S(t)] fiir deutsche Ménner mit Hilfe der Model-
le von Cairns et al., Milevsky and Promislow und dem stochastischen Gompertz-
Modell. Daten aus 1993-2004. 5000 MC Simulationen.

bensversicherers, so ist mit jedem Vertrag die individuelle Sterblichkeit des Versi-
cherten verbunden. Das damit verbundene individuelle Sterbealter fluktuiert aus
Sicht des Lebensversicherers um die Lebenserwartung des Versichertenbestandes.
Infolge dieses Diversifikationseffekts ist fiir den Versicherer nur das Langlebigkeits-
risiko des Versichertenbestands relevant. Ist ferner der Versichertenbestand pro Al-
terskohorte hinreichend gut diversifiziert (z.B. iiber Bevolkerungs-/Berufsgruppen,
Einkommensschichten, etc.), so stimmt (mit zunehmender Bestandsgrofe) fiir die-
se Alterskohorte die Lebenserwartung mit der der entsprechenden Alterskohorte
der Bundesbevélkerung iiberein. In diesem Fall kann das Langlebigkeitsrisiko mit-
tels der in dieser Arbeit dargestellten Langlebigkeitsbonds abgesichert werden. In
diesem Sinne kann man die Bundesbevolkerung als einen Indikator fiir das sys-
tematische Langlebigkeitsrisiko, also des Risikos, das unter Beriicksichtigung aller
moglichen Diversifikationseffekte verbleibt, ansehen.

Im Gegensatz dazu lisst der, in der Literatur diskutierte, Mortalitétsbond (Lin, Cox
(2005))* den erwihnten Diversifikationseffekt unberiicksichtigt und gibt das spezi-
elle Mortalitétsrisiko des Vertragsportfolios direkt an den Investor weiter. Wenn-
gleich das aus Sicht des Versicherers eine optimale Losung darstellt, bietet es fiir
den Investor ein unklares Investment. Um das Risiko eines Mortalitdtsbonds be-
urteilen zu konnen, muss der Investor eine Einschitzung der Lebenserwartung des
Versichertenbestandes haben. Letzterer wird aber fiir den Investor (u.a. aus Daten-
schutzgriinden) intransparent bleiben, so dass das Risiko nicht verniinftig beurteilt
werden kann. Dies hat zur Folge, dass die Investitionsbereitschaft und infolge dessen

4Darunter fillt auch der von SwissRe emittierte mortalititsindizierte Katastrophenbond.
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die Liquiditdt von Mortalitédtsbonds eher gering bleiben wird.

Genau das vermeiden Langlebigkeitsbonds. Zwar mag die Annahme, dass der Ver-
sichertenbestand hinchreichend gut diversifiziert ist, unrealistisch erscheinen, so ist
sie doch — nach Ansicht der Autoren — eine verniinftige Approximation. Neben die-
sem vermeintlichen Nachteil bieten sich aber eine Reihe von Vorteilen. Der Bezug
auf die Bundesbevilkerung erlaubt eine nicht durch Bestandsbesonderheiten des
Versicherers verfilschte, objektive Bestimmung der Langlebigkeit. Fiir den Investor
bedeutet das grofie Transparenz hinsichtlich der Hohe der Kuponzahlungen, denn
die dafiir benotigten Daten sind o6ffentlich zugéinglich (z.B. Statistisches Bundes-
amt). Ferner kann sich der Investor eine Meinung iiber den Sterblichkeitstrend bil-
den, der das Rendite- /Risiko-Profil des Langlebigkeitsbonds bestimmt. Letztendlich
muss der Versicherer selbst entscheiden, ob die Unabhéngigkeit seines individuel-
len Langlebigkeitsrisikos von dem durch den Bond abgedeckten fiir ihn akzeptabel
ist, aus Sicht des Investors ist es ein die Investitionsbereitschaft fordernder Faktor.
Tatsédchlich kann unserer Meinung nach nur ein liquider Finanzmarkt fiir den Han-
del des systematischen Langlebigkeitsrisikos und nicht fiir den des unsystematischen
Mortalitatsrisikos eines bestimmten Versicherungsbestands entstehen. Nur die erste
Risikoklasse bietet dem Markt geniigend Transparenz, damit er sie einschétzen und
das zugehorige Risiko handeln kann.

Dariiber hinaus kann der Langlebigkeitsbond gewinnbringend bei der Optimierung
des Anlageportfolios eingesetzt werden. Betrachtet man Langlebigkeitsrisiko als ei-
gene Assetklasse, so kann diese als unkorreliert zu allen anderen angenommen wer-
den (s.a. Annahme (2.2)). Folglich sind fiir Investoren, die bestrebt sind, ihr An-
lageportfolio gut zu diversifizieren, — unabhéngig davon, ob sie eine Meinung zu
Sterblichkeitstrends haben oder nicht — Langlebigkeitsbonds eine interessante As-
setklasse. Da auflerdem das Rendite-/Risiko-Profil explizit bestimmt werden kann
(z.B. mit den in Abschnitt 4 dargestellten Uberlegungen), lassen sich Langlebig-
keitsbonds leicht in praktische Optimierungsprozesse a la Markowitz integrieren.
Fiir potentielle Kapitalanleger wére somit ein liquider Markt in Langlebigkeitsbonds
wiinschenswert.

Aber auch fiir den Lebensversicherer ergéiben sich Vorteile. Die heikle Aufgabe der
Einschitzung der Langlebigkeit wiirde némlich der (Finanz-)Markt {ibernehmen.
Uber den Marktpreis bestimmt sich vermittels Formel (4.1) die implizite Langlebig-
keit. Daran kénnen sich die Versicherer dann bei der Tarifierung orientieren. Diese
Finschitzung ist sogar objektiv, setzt man voraus, dass der Markt als Gesamtes
iiber mehr Informationen verfiigt als der einzelne Versicherer.

Schliellich stellen die beiden in dieser Arbeit behandelten Ansétze von Cairns et
al. (2005) (siehe Beispiel 1) und unser neu entwickelter stochastischer Gompertz-
Ansatz (siehe Beispiel 3) zur Modellierung von Langlebigkeit geeignete Werkzeuge
dar, mit denen sowohl Versicherer als auch Banken auf einfache aber auch realis-
tische und im Bereich der klassischen Lebensversicherung vertraute Art und Wei-
se neue Produkte auf systematisches Langlebigkeitsrisiko bewerten kénnen. Der
von uns eingefiihrte allgemeine Rahmen erlaubt weiterhin die Betrachtung anderer

415



Modellierungsansétze im Problembereich Langlebigkeit. Natiirlich lassen sich die
vorgestellten Preismodelle auch ohne grofien Aufwand zur Bewertung von Langle-
bigkeitsswaps oder Mortalitétsoptionen einsetzen.
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Zusammenfassung

Langlebigkeitsbonds - Bewertung, Modellierung und Aspekte fiir deutsche Daten

In der vorliegenden Arbeit wird ein allgemeiner Rahmen zur Bewertung von Lang-
lebigkeitsbonds entwickelt. Dies geschieht am Beispiel einer Variante des von EIB/
BNP Paribas emittierten Langlebigkeitsbonds, dessen Kuponzahlungen von der rea-
lisierten Sterblichkeit von Alterskohorten der deutschen Bundesbevolkerung abhéin-
gen. Fiir diesen (deutschen) Langlebigkeitsbond wurden die aus der Literatur be-
kannten stochastischen Modellierungsansitze von Cairns et al. (2005) und von Mi-
levsky und Promislow (2001) analysiert sowie ein neues Modell entwickelt, das eine
stochastische Variante des klassischen Gompertz-Modells darstellt. Der Vergleich
der Resultate dieser Modelle zeigt die Praxistauglichkeit unseres neuen Ansatzes
sowie des Cairns et al. Modells, wihrend der Milevsky und Promislow Ansatz un-
realistische Werte liefert.

Ferner haben wir den Begriff des systematischen Langlebigkeitsrisikos eingefiihrt.
Produkte zur Absicherung von systematischem Langlebigkeitsrisiko werden — nach
Meinung der Autoren — die einzigen Produkte sein, fiir die ein liquider Finanzmarkt
entstehen kann. Der vorgestellte Langlebigkeitsbond ist das erste Produkt fiir den
deutschen Markt, das systematisches Langlebigkeitsrisiko absichern kann.

Summary

Longevity Bonds - Pricing, Modeling and Application for German Data

In this paper, we will develop a general framework for the pricing of longevity bonds.
This will be demonstrated on the example of a variant of the EIB/BNP Paribas
longevity bond with coupon payments depending on the realized mortality of some
cohort groups of the German population. In the pricing of the (German) longevity
bond we will analyze the stochastic modeling approaches of Cairns, Blake and Dowd
(2005) and Milevski and Promislow (2001) and in addition we will develop a new
model as a stochastic variant of the classical Gompertz model. Comparison of the
results of these models will demonstrate the practical suitability of our new approach
as well as of the one by Cairns, Blake and Dowd (2005), whereas it will be shown
that the approach of Milevski and Promislow (2001) delivers unrealistic results.
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Further, we shall introduce the term systematic longevity risk. In the authors opi-
nion, a liquid financial market can appear only for products hedging the systematic
longevity risk. The presented longevity bond is the first product for the German
market capable of hedging the systematic longevity risk.
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