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Erste Klausur zur Linearen Algebra 1: Losung

1. Beweisen oder widerlegen Sie die folgenden Aussagen:

(a)

Sei n € N. Die Menge aller ungeraden Permutationen in S,, ist eine Untergruppe von (S, o)
(wobei o wie iiblich die Hintereinanderausfithrung von Permutationen bezeichnet).

Losung: Die Aussage ist falsch.

Erste Moglichkeit: Die Identitét € ist eine gerade Permutation. Also liegt das neutrale der
Gruppe S, nicht in der Menge aller ungerade Permutationen.

Zweite Moglichkeit: Die Abbildung o +— sgn o ist ein Gruppenhomomorphismus von S,
nach {—1,1}. Fiir zwei ungerade Permutationen o, 7 ist daher sgn (co7) = (-1)-(-1) = 1.
Somit ist o o 7 keine ungerade Permutation. Daher ist diese Menge nicht abgeschlossen
beziiglich der Verkniipfung und daher keine Untergruppe von S,.

Sei V ein Vektorraum iiber einen Koérper K. Sind u,v € V linear unabhéngig, so sind auch
u,u + v linear unabhéngig.

Loésung: Die Aussage ist richtig. Da wu, v linear unabhéngig sind, folgt aus pu+ usv = 0, dass
w1 = po = 0 gilt, wobei py, po € K. Seien nun a,b € K mit 0 = au+b(u+v) = (a+b)u + bu.
Nach der Vorbemerkung gilt dann b = 0 und a + b = a = 0. Somit sind w,u + v linear
unabhéngig.

Sei n € N und sei A € C™". Ist A? invertierbar, so ist auch A invertierbar.

Losung: Die Aussage ist richtig. Nach dem Determinantenmultiplikationssatz und wegen der
Invertierbarkeit von A? gilt 0 # det A% = (det A)2. Daher ist auch det A # 0 und daher ist A
invertierbar.

1 2 3
Die Matrix [0 4 5| € C33 ist diagonalisierbar.
0 0 6

Loésung: Die Aussage ist richtig. Besitzt eine Matrix A € K™" genau n verschiedene FEi-
genwerte, so ist A diagonalisierbar. Die Eigenwerte einer Dreiecksmatrix sind gerade die
Diagonalelemente, die in diesem Fall alle verschieden sind. Daher ist A diagonalisierbar.

Sei n € N, seien V und W Vekorrdume iiber R und sei 7' : V. — W linear und surjek-
tiv. Wenn fiir Vektoren vy, ...,v, € V die Gleichheit LH(vy,...,v,) = V gilt, dann ist
LH(Tv1,...,Tv,) =W.

Losung: Die Aussage ist richtig. Sei w € W beliebig. Wegen der Surjektivitit gibt es v € V
mit 7v = w.(1) Nach Annahme gibt es Skalare A1,...,\, € K mit v = Y, \;v;. (1). Wegen
der Linearitdt von T' gilt

w="Tv= Z /\iTvi~ (2)
i=1
Dies bedeutet gerade, dass w € LH(Tv1,...,Tvy,). (1)

Sei n € N. Die Menge der unitdren Matrizen in C™"™ ist ein Untervektorraum von C™™.
Losung: Die Aussage ist falsch.

Erste Moglichkeit: Die Einheitsmatrix E ist unitar, aber 2F ist nicht unitar wegen
2E'2FE = 4E # E.

Zweite Moglichkeit: Die Nullmatrix ist nicht unitir, muss aber in jedem Untervektorraum
von C™" enthalten sein.

2. Seit € R fest und seien die Vektoren vy, vs,v3,v € R? durch

0 3 -7 —61
vp=1(0], vg=|-1], vs=1| 2 |, v=[t>+2t
2 0 0 1

(6x5)



gegeben.

Zeigen Sie, dass es eindeutig bestimmte Skalare A1, A2, A3 € R gibt, fiir welche v = Zi:l AUy gilt,
und berechnen Sie diese Skalare in Abhéngigkeit von ¢.

Loésung:
0o 3 -7

Erste Méglichkeit: Sei A= [0 —1 2 | € R3 die durch die Spaltenvektoren vy, vo,v3 aufge-
2 0 0

spannte Matrix. Die Gleichung v = Eizl AkUg ist dquivalent zu

0o 3 -7 A
0 -1 2 AQ = . (1)

Ist die Matrix A invertierbar, so gibt es eindeutig bestimmte A1, Ay, A3 wie gewiinscht (1) und es gilt

AL
)\2 = A_lv (1)
A3
Man sieht, dass det A = —2 # 0 gilt, also ist A invertierbar (1) und somit existieren fiir alle v solche

eindeutigen Skalare.
Zur Berechnung von A~': Mit Gauf sieht man, dass

0 0 3
Al=[-2 -7 0
-1 -3 0
gilt. (3)
Somit ist
A1 0o 0 3 —6t :
N|l=|-2 -7 0|=(2+2t|=|-Tt2-2t (1).
A3 -1 -3 0 1 —3¢2
0o 3 -7
Zweite Moglichkeit: Sei A = |0 —1 2 € R3 die durch die Spaltenvektoren vy, vs,vs3
2 0 0

aufgespannte Matrix. Die Gleichung v = Zi:l ALV ist dquivalent zu
0 -1 2 )\2 = . (1)

Wir wenden das Gauf-Verfahren an. Damit sieht man, dass die Gleichung in der vorangehenden Zeile
eine eindeutige Losung besitzt, also existieren eindeutig bestimmte A1, As, A3 mit der gewiinschten
Eigenschaft (2). Auferdem erhilt man aus dem Gauf-Algorithmus

A 1
X | =|(-12-2t]. (5)
A3 —3t?
3. Betrachten Sie die Matrix (8+6)
1 1 0
A=1|1 1 0] eRr33
0 0 2

(a) Bestimmen Sie alle Eigenwerte von A sowie die dazu gehorigen Eigenrdume. Ist A diagonali-
sierbar?
Losung: Wir berechnen zuerst das charakteristische Polynom:

pa(A) =det(A—AE)=(2—-X) (1-X)*-1)=—2-3)>\. (1)



Daher sind die Eigenwerte 0 und 2. (1)

Eigenraume:
110 1
A—0E~ [0 0 1| = Eigy(0)=LH -1 ; (2)
0 0 O 0
-1 1 0 1 0
A-2E~ [ 0 0 0| = Eigy(2)=LH 11,10 . (2)
0 0 0 0 1

Weil die Summe der geometrischen Vielfachheien ist gleich 3, ist A diagonalisierbar. (2)
[Alternatives Argument: Fiir beide Eigenwerte stimmen algebraische und geometrische Viel-
fachheiten {iberein.]

(b) Berechnen Sie A,
Losung: Sei
1 10
S=1-1 10
0 0 1

die Matrix der Eigenvektoren von A mit inverser Matrix

L[t 10
S—1=5 1 1 o). (2
0 0 2
Es gilt
00 0
ST'AS=D <<= A=SDS™', mitD={0 2 0 (1)
00 2
Somit ist
0 0 0 512 512 0
A =gplog~t =g (512 512 0 | =512 512 0 |. (3)
0 0 1024 0 0 1024

(Von den drei Punkten in der vorangehenden Zeile: einen Punkt fiir die Formel fiir A0, zwei
Punkte fiir das richtige Ausrechnen.)

4. Betrachten Sie die folgenden Untervektorriume des R*:

1 1 3 2 6
0 1 -1 0 -2
U=LH 4|1 , V=CLH ol 11| o
0 1 1 0 2

Bestimmen Sie dim(U NV).

Loésung: Wir bezeichnen die Vektoren in den jeweiligen Aufspénnen mit wy, us bzw. vy, vs, v3.
Offenbar sind u;, ug linear unabhéngig, wegen der Null und der 1 in den vierten Komponenten. Mit
dem gleichen Argument sieht man direkt, dass v; und vo linear unabhéngig sind. Jedoch sind wv1, v3
linear abhhéngig, da vs = 2v; gilt. Daher gilt dim U = dim V' = 2. (Insgesamt (4) Punkte. (2) fir
das Ergebnis und (2) fir das saubere (!) Argumentieren. )

Zur Berechnung von dim (U + V') betrachten wir LH (u1,uz2,v1,v2). Da va = 2u; gilt, kann der
Vektor vy im Folgenden weggelassen werden.

Mit Gauss sieht man, dass die Matrix

(u1|uzglvy) =

O = O
— =
I
—_

Rang Drei besitzt. Somit gilt dim (U + V') = 3. (Insgesamt (4) Punkte. (2) fir das Ergebnis und
(2) fiir das saubere (!) Argumentieren. )
Mit der Dimensionsformel folgt

dim (UNV)=dim U +dim V —dim (U+V)=242-3=1. (2



5. Sein € N und sei A € C™" unitér. Ferner sei A € C ein Eigenwert von A. Zeigen Sie, dass [A\| =1
gilt.
Erste Losung: Sei x € C" \ {0} ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A. Da A unitér ist, gilt

A'A=E. (2) Daraus folgt
(r,2) =T 2 =T Ex =TT A" Az = (A2)T Az = O0)T Az = |N*z,z).  (4)

Wegen z # 0 und damit (x,z) # 0 folgt |A\| = 1. (1)
Zweite Losung: Sei z € C™\ {0} ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A\. Da A unitér ist, gilt
|Az| = ||z||.(2) Hieraus folgt

2]l = | Az[] = [Az]] = [M[[}«]l.  (4)
Da z # 0 und damit ||z|| # 0 gilt, folgt [A| = 1.(1)

6. Sein € N fest.
(a) SeiU = {A = (ajx) € R™"|a ), > 0 fiir alle j, k € {1,...,n}}. Ist U ein Untervektorraum von
R™"™?7
Losung: Diese Menge ist kein Untervektorraum des R™(1): Die Einheitsmatrix E € U,
aber —1 - E ist kein Element von U(2). Daher ist U nicht abgeschlossen beziiglich der
Skalarmultiplikation und kein Untervektorraum des R™.(2)
(b) Sei K ein Korper und sei U = {A € K™"| tr A = 0}. Ist U ein Untervektorraum von K™"?

Zur Erinnerung: Fiir eine Matrix A = (a;;) € K™" ist tr A durch tr A := >"}'_; ayy, definiert.
Losung: Diese Menge ist ein Untervektorraum.
Erste Moglichkeit: Sei A € K und A, B € U. Dann gilt nach Ubung

tr (A+AB)=tr A+ Mr B=0+X-0=0.(3)

Somit ist A+ AB € U. (1)

Ferner ist die Nullmatrix 0 € U.(1). Mit dem Unterraumkriterium folgt die Behauptung.
Zweite Moglichkeit: Nach der Ubung ist die Abbildung tr : K™" — K linear (1) und
die Menge U ist der Kern dieser Abbildung (2). Da der Kern einer linearen Abbildung ein
Unterraum ist, folgt die Behauptung.(2)

7. Sein € N, sei A € R™"™ symmetrisch und sei die lineare Abbildung 7" : R® — R"™ durch T'(z) = Az
fiir alle z € R™ gegeben.

Zeigen Sie: Jeder Vektor aus dem Bild von T steht (beziiglich des kanonischen Skalarproduktes)
senkrecht auf jedem Vektor aus dem Kern von T'.

Losung: Sei z € Im T und y € ker T. Dann gibt es ein z € R™ derart, dass z = Tax = Px.(2)
Daraus folgt

(y,2) = (y, Px) =y" Pz =y" PTw = (Py)'z =0Tz =0.  (5)

Somit gilt z L y.

8. Es sei die lineare Abbildung

T —r+y+3z
T:R® — R3, Yyl — T+ 2z
z 2 — 2y — 62

gegeben.

(a) Zeigen Sie, dass T' den Rang 2 besitzt.
Lésung: Nach Vorlesung besitzen T' und die Darstellungsmatrix B = B(T; e1, ez, e3; €1, €2, €3)
den gleichen Rang. Es gilt

-1 1 3
B=|[1 o 1]. (@
2 -2 -6

Durch Vergleich der zweiten Eintrége des ersten und zweiten Zeilenvektors sieht man, dass
diese Zeilenvektoren linear unabhéngig sind. Die dritte Zeile ist das —2-fache der ersten Zeilse.
Somit besitzt A Zeilenrang 2 und damit Rang 2.(2)

(5+5)

(3+6+5)



(b)

Bestimmen Sie eine Basis b1, by des Bildes von T und ergénzen Sie diese zu einer Basis
bl, b27b3 des R?’.

Losung: Das Bild von T wird durch die Spaltenvektoren von B aufgespannt. Nach Aufgabe
(a) ist das Bild von T zwei-dimensional und daher bilden zwei linear unabhéngigen Spalten-
vektoren der Darstellungsmatrix eine Basis von im 7. (2)

Wir wihlen als by bzw bs die ersten beiden Spaltenvektoren von B. Diese sind wegen den
jeweiligen Eintrigen der zweiten Komponenten linear unabhéngig.(1)

Als dritten Basisvektor wihlen wir b3 = (0 1 1)7. Mit Gauss oder mit der Determinante sieht
man, dass diese drei Vektoren linear unabhéngig sind (die Studenten miissen dies zeigen!) (2)
und daher eine Basis des dreidimensionalen R? bilden. (1)

Seien ey, eg, e3 die kanonischen Einheitsvektoren im R® und seien by, by, b3 € R3 die Vektoren
aus Teilaufgabe (b). Bestimmen Sie die Darstellungsmatrix A = A(T; ey, ea, e3; b1, ba, b3) von
T.

Loésung: Seien

-1 1 0
by = 1 s by = 0 y b3: 1
-2 1
Es gilt
Te;=1-b1+0-by+0-b3 (1)
Tea=0-by+1-b2+0-b3 (1)
T63:1~b1+4‘b3+0'b3 (2)
Damit ist

1
A(T;er1,ez,e3;b1,b2,b3) = [ 0
0

o = O

O = =
—~
—
S~—



