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(30 Punkte entsprechen 100%)
10. (Fixpunktsatz von Weissinger) Seien X ein vollstandiger, metrischer Raum, ) # M C X

abgeschlossen, Zan eine konvergente Reihe mit o, > 0 und T : M — M eine Abbildung
n=1
mit
d(T"x, T"y) < apd(x,y) Vx,y € M VneN .
(a) Zeige: T hat genau einen Fixpunkt £. Der Fixpunkt ist der Grenzwert der Iterationsfolge

(T"x0)neny mit beliebigem Startwert xg € M.
(Hinweis: Zeige zunachst, dass die Folge x, := T"xp eine Cauchyfolge ist.)

(b) Beweise die Fehlerabschatzung

d(&, xn) < Zakd(xl,xo) .

k=n
(Hinweis: Verwende eine Abschatzung aus (a) und betrachte einen geeigneten Limes.)
(c) Zeige mit Teil (a) den Satz von Banach. (Satz 3.24 aus der Vorlesung)
(12 Punkte)

11. (Wachstumsgleichungen) Betrachte die Differenzialgleichung

y'(t) = ay(t) - By (1)

mit @ > 0, 8 > 0 und v € R. Diese beschreibt z.B. fiir 8 = 0 das exponentielle Wachstum
(Bsp. 1.4 aus der Vorlesung) und fiir 6 > 0,y = —1 das logistische Wachstum (Bsp. 1.5 aus
der Vorlesung).

(a) Lose die Differenzialgleichung zum Anfangswert y(0) = 1 und gib das zugehérige Lo-
sungsintervall an.

(b) Skizziere jeweils den Graphen der Losung fiir v = —1.

(Hinweis: Fallunterscheidung in Abhédngigkeit der Parameter!)
(10 Punkte)



12. (Iterationsverfahren zum Lésen von Differenzialgleichungen) Das Cauchyproblem y'(t) =
f(t,y(t)), y(to) = yo besitze auf dem Intervall / die eindeutige Losung y(t). Diese ist durch
den Grenzwert der iterierten Folge

t
va(t) = yo +/ f(s,yn-1(s))ds neN, tel

to
gegeben. (Das zeigt der Satz von Picard-Lindelof.)

(a) Bestimme die Losung des Cauchyproblems y'(t) = y(t), y(0) = 1 als Grenzwert der
Folge ((yn(t)))nen mit Startwert yo(t) = 1.

(b) Zeichne die Iterationen y1(t), ..., y4(t) und die exakte Losung y(t) in ein gemeinsames

Schaubild fiir t € [-2, 1].
(Hinweis: Die Graphen diirfen mit maple/matlab etc. gezeichnet werden.)

(6 Punkte)

13. (Regularitat von Lésungen) Sei y : (a, b) — R eine Losung der Differenzialgleichung y/(t) =
f(t,y(t)), wobei f : (a,b) x R — R beliebig oft differenzierbar ist.

Zeige: Die Losung y ist auch beliebig oft differenzierbar.
(4 Punkte)



