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(25 Punkte entsprechen 100%)

14. (Satz von Peano) Wir geben einen alternativen Beweis des Satzes von Peano mit Hilfe des
Schauderschen Fixpunktsatzes. Letzterer darf als bekannt/bewiesen vorausgesetzt werden
und lautet:

Sei (X, || - ||) ein normierter Raum, ) # K C X abgeschlossen und konvex. Sei weiter die
Abbildung A : K — K stetig und A(K) relativ kompakt. Dann besitzt A einen Fixpunkt.

Zeige damit den Satz von Peano :
Essei f: R — R stetig mit R:={(t,y) : |t —to] < a,|ly —yo| < b} und a, b > 0.
Weiter seien M := max |f(t,y)| und o :== min{a, b/M}.
(t.y)eRr
Dann gibt es auf J := [ty — &, ty + a] (mindestens) eine Losung des Anfangswertproblems
(AWP)
Y'(t) = f(t,y(t), y(to)=yo.

Hinweise zu einer moglichen Vorgehensweise: Mit der Maximumsnorm |ly|| == [lyllc() = th16aJ><|y(t)|
wird C(J) zu einem Banachraum. Betrachte die Menge K :={y € C(J) : |ly — vollcy) < b}
(a) Formuliere das (AWP) als &quivalentes Fixpunktproblem mit einer Abbildung A : K — K.
(Betrachte Picard-Operator aus Satz 3.28)
(b) Zeige, dass es sich bei A um eine stetige Selbstabbildung handelt.
(c) Zeige: K ist nicht-leer, abgeschlossen und konvex.

(d) Zeige: A(K) ist relativ kompakt. (Folgende Version des Satzes von Arzela-Ascoli kann als bekannt
vorausgesetzt werden: A(K) ist genau dann relativ kompakt in C(J) mit der Supremumsnorm,
wenn A(K) gleichgradig stetig und punktweise beschrankt ist.)

(3+4+3+4 Punkte)

15. Zeige mit Aufgabe 14, dass das (AWP)
Y'(t) = (t+siny(t))?, y(0)=3

auf dem Intervall [—c, c] mit ¢ > 1 eine L6sung besitzt.
(5 Punkte)



16.

17.

Essei f: [c,d] x R — R stetig und beschrankt. Dann hat das (AWP)

y'(t) = f(t,y(t), y(to) =0

auf ganz [c, d] eine Losung mit beliebig gegebenen ty € [c, d] und yp € R.
(Hinweis: Modifiziere den Beweis aus Aufgabe 14.)

(5 Punkte)

Es sei f : R — R stetig, F eine Stammfunktion von f und y : | — R Losung von y/(t) =
f(y(t)) auf dem offenen Intervall /. Weiter gelte F(y(t1)) = F(y(t2)) fiir verschiedene
t1,t € I.

Zeige: y ist konstant auf dem Intervall [t1, to].

(Hinweis: Untersuche das Monotonieverhalten von F o y.)
(5 Punkte)



