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Seit dem 01. Januar 2009 miissen alle neu abgeschlossenen Krankenvollkostentarife

eine zusétzliche Leistung vorsehen: den Ubertragungswert. Dadurch wird Versicher-

ten die Moglichkeit gegeben, einen Teil ihrer Alterungsriickstellung mitzunehmen,

wenn sie in den Krankenvollkostentarif eines anderen PKV-Unternehmens wechseln

wollen.

*Universitat Ulm



Wie der Ubertragungswert bestimmt wird, ist in § 13a KalV festgelegt. Demnach
setzt er sich zum einen aus der Alterungsriickstellung, die aus dem gesetzlichen Zu-
schlag entstanden ist, und zu anderen aus dem tariflichen Ubertragungswert zu-
sammen. Der tarifliche Ubertragungswert ist nach oben begrenzt durch eine fiktive
Alterungsriickstellung, die fiir den Versicherten — bei entsprechendem Eintrittsalter
und identischer Versicherungsdauer — im Basistarif aufgebaut worden wére. Aufler-
dem darf der Ubertragungswert nicht negativ sein. Storniert etwa ein Versicherter
mit Eintrittsalter £ zum Ende des m -ten Versicherungsjahres, um zu einem anderen
privaten Krankenversicherer zu wechseln, so errechnet sich sein tariflicher Ubertra-

gungswert als
mUxT = max {0; min {max {mVx; me‘mOd} : mVxBT}} , (1)

wobei die Bezeichnungen folgendermafien festgelegt sind:

VBT Hohe der Alterungsriickstellung im Basistarif zum Ende des m-ten
Vertragsjahres, wenn der Versicherte sich im Alter z im Basistarif
versichert hétte,

m Ve Alterungsriickstellung des versicherten Tarifs,

S Vemed - Alterungsriickstellung, die sich ergibt, wenn man die unmittelbaren

Abschlusskosten gleichméfig auf die ersten fiinf Jahre verteilt.

Der Ubertragungswert stellt somit eine Leistung an den Kunden dar und muss folg-
lich bei der Kalkulation des Beitrags beriicksichtig werden. Somit hdngen Beitrag,
Riickstellung und Ubertragswert wechselseitig voneinander ab; und diese Beziehung
ist nicht-linear, wie man an Gleichung (1) sieht. Damit kénnen diese Gréfen nicht
— wie bisher iiblich — einfach durch Losen des Aquivalenzprinzips und der prospek-
tiven Formel fiir die Alterungsriickstellung bestimmt werden. Vielmehr entsteht ein
nicht-lineares Gleichungssystem zur Berechnung der relevanten Groflen. Dies wirft

in natiirlicher Weise mehrere Fragen auf:

e [st das Gleichungssystem stets 16sbar?
e [st eine Losung — falls sie existiert — eindeutig?

e Und wie kann eine solche Losung mit einem stets konvergenten Algorithmus

gefunden werden?

All diese Fragen werden wir im Folgenden beantworten. Dazu beschreiben wir in

Abschnitt 2 zunschst das Modell eines Vollkostentarifs mit Ubertragungswert und



leiten das zu losende Gleichungssystem her. Von ihm zeigen wir in Abschnitt 3, dass
es dquivalent zur Losung der versicherungsmathematischen Bilanzgleichung ist. Diese
stellt das zentrale Hilfsmittel fiir die weiteren Untersuchungen dar. Sie kann némlich
als Riickwértsrekursion benutzt werden, um alle relevanten Gréflen zu bestimmen,
falls die Préamie bekannt ist. Dadurch reduziert sich die Bestimmung der Préamie auf
die Berechnung der Nullstellen einer geeigneten Funktion, von der wir in Abschnitt
4 zeigen, dass sie stetig und streng monoton fallend ist. Daraus konnen wir dann
Existenz und Eindeutigkeit der Nullstelle ableiten. In Kapitel 5 und 6 zeigen wir

dann, wie man z.B. mit Hilfe der Regula Falsi die gesuchte Losung berechnen kann.

2 Das Modell der Kalkulation von PKV-Tarifen

Um die Kalkulation des Ubertragungswertes zu diskutieren, wird im Folgenden ein
méannlicher Versicherter mit festem Eintrittsalter x betrachtet. Das Eintrittsalter x
soll hierbei zwischen dem Mindestalter z,,;, fiir diesen Tarif und dem rechnerischen
Hochstalter w liegen.! Um die unmittelbaren Abschlusskosten spiter auf fiinf Jahre

verteilen zu kénnen, sollte auch < w—>5 gelten.? Der Rechnungszins 4 sei konstant.

Die laufenden Kosten seien mit CY/¢ und die unmittelbaren Abschlusskosten mit
Cﬁgo bezeichnet. Die Gesamtkosten C, ,,, die im (m + 1)-ten Versicherungsjahr

anfallen, ergeben sich daher zu

Cx,m:CiJ;?dl—i—CAKO mG{O,...,w—x}.

rm

Die laufenden Kosten kénnten sich beispielsweise aus einer beitragsproportionalen

(bezogen auf die Brutto-Pramie B, ) und einer fixen Komponente zusammensetzen:
Calﬂj,cg% =0m BﬂC—F’Vm» Omy Ym Z O, m € {0,...,w—$}.

Die Abschlusskosten konnten z.B. beitragsproportional sein und nur einmalig zu

Beginn anfallen, so dass
CﬁrKnO:a'Bz']}-{O}(m), me{0,...,w—z}, a>0.

Alternativ konnte man diese auch folgendermaflen auf die ersten n Jahre verteilen:
a- B,

am ‘nj

Cﬁfio: “Lo,..n—13(m), me{0,...,w—z}, a>0.

Im Basistarif liegt das Mindestalter bei 21 Jahren und das rechnerische Hochstalter bei 102
Jahren.

2Sollte diese Anforderung nicht erfiillt sein, so sind die Abschlusskosten gleichmiiflig auf die
rechnerisch verbleibenden Versicherungsjahre zu verteilen. Unsere Argumente iibertragen sich auf

diese Fille analog.



PKV die

Neben der Gesamtstornowahrscheinlichkeit w,y, bezeichne die Gréfile w,

Wahrscheinlichkeit, dass ein Versicherter seine substitutive Krankenversicherung im
(x + m + 1)-ten Lebensjahr storniert und daraus ein Anspruch auf die Mitnah-
me eines Ubertragungswertes entsteht. Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Versicher-

ter storniert und kein Anrecht auf einen Ubertragungswert hat, betriigt demzufolge

PKV

vt - Iir die Berechnung der Verbleibewahrscheinlichkeit ist weiterhin die

Wrtm — W

Gesamtstornowahrscheinlichkeit w,,, zu verwenden:

Das Aquivalenzprinzip® liefert damit fiir die konstante Brutto-Pramie B, :

w—x—1

w—x
B, -a, = A$+ZCx,k D OF Z e UL wPEY op bt 2)
k=0 k=0

Die prospektive Alterungsriickstellung zum Ende des m-ten Vertragsjahres berech-

net sich damit fir m € {0,...,w — z} zu*

w—z—m
m‘/;r = A:c+m + Z Cz7m+k: * kPz+m * Uk
k=0
w—x—m—1 (3)

T PKV k+1
+ E : m+k+1Um : wm+m+k *kPz+m - U - B:z? *Artm-
k=0

Nach Auslaufen des Bestandes gibt es keine Alterungsriickstellung mehr, d.h.
w_atr1Vy = 0 (folglich ist auch \UT = 0). Dies entspricht Gleichung (3), wenn
wir dort m = w — x + 1 zulassen, da dann nur leere Summen auftauchen, die alle
gleich Null sind.

w—x+

Fiir die Berechnung des Ubertragungswertes benotigen wir zusitzlich eine (fikti-
ve) Alterungsriickstellung, bei der die unmittelbaren Abschlusskosten des Tarifes
gleichméBig auf die ersten fiinf Jahre verteilt werden (im Folgenden gekennzeichnet

durch ,, @« mod “):

w—x
CAKO.amod _ £§O~kpm~vk, me{0,...,w—x}. (4)

1
{0,...,4} (m) e
%23 =0

3Vgl. [Milbrodt 2005], S. 97 ff.; in unserem Modell werden die laufenden Kosten jihrlich
vorschiissig eingerechnet und die Ubertragungswerte jiahrlich nachschiissig.

4Vgl. [Milbrodt 2005], S. 128 f. Oft werden einmalige Abschlusskosten bei ,V, nicht beriicksich-
tigt, um den dadurch entstehenden Sprung in der Alterungsriickstellung bei m = 0 zu vermeiden.

Fiir unsere nachfolgenden Uberlegungen ist es aber zweckmiBiger, alle Kosten einzubeziehen.

4



Die Gesamtkosten im (m + 1)-ten Vertragsjahr belaufen sich dann auf

amod __ ~AKO,x mod lfd
Cx,m - Cx,m + Cx,m'

Wenn alle weiteren Gréflen bestehen bleiben, erhélt man als fiktive Alterungsriick-
stellung zum Ende des m-ten Vertragsjahres

w—r—m

amod __ o mod k
mv;s - Az+m + E Cx,m+k *kPz+m © U
k=0

w—xr—m—1

T PKV k+1
+ Z erkJrlUm " Wyimtk * kPz4+m U — By - agim.
k=0

Wie das Lemma auf der néchsten Seite zeigen wird, folgt aus Gleichung (3), dass
ein hoherer Kostenbarwert bei ansonsten gleich bleibenden Groflen zu einer hoheren

Alterungsriickstellung fiihrt.

Lemma 1:

(i) Vo, VOl und UL sind fiir alle m € {0,...,w—a} fiir beliebige Werte
der Primie B, eindeutig definiert. B, legt folglich die restlichen Griffen fest.

(ii) Es gilt ,V, = V2™

(i1i) B, erfillt das Aquivalenzprinzip genau dann, wenn oV, =0 gilt.
Bewezs:

(i) Fiir den Beweis der obigen Aussage wenden wir Riickwérts-Induktion an. Der
Induktionsanfang stimmt, da sich fiir m = w — x + 1 — unabhéngig von der

Hohe der Pramie — stets ergibt, dass

T _ amod __
w—x—i—le - w—x-i—l‘/ac - w—a:+1‘/x =0.

Wenn ,, Vo, o Ve und | UT fiir alle m > mg, mo € {0,...,w —x},
festliegen, dann kann mit Gleichung (3) auch der Wert fiir die kalkulatori-
sche Alterungsriickstellung ,, V, und mit Gleichung (5) der Wert fiir die
fiktive GréBe ,, V2™ explizit berechnet werden. Wenn wir (1) anwenden,

wird auBerdem die Hohe des Ubertragungswertes o U7 bestimmbar. Daraus

Va mod

- und ,, +1U§ fiir alle

folgt, dass sich die Groflen dann auch ,, V., . .4

m > mgy — 1 berechnen lassen. Damit ist der Induktionsschluss gezeigt.
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(ii) Der Barwert der unmittelbaren Abschlusskosten ist zum Zeitpunkt m = 0

unabhéngig davon, ob die Abschlusskosten auf fiinf Jahre verteilt werden, da

1
ZCAKO ,amod Dy Uk = (Z CAKO V) 1Py Uk
a

:ET k=0
w—T
_ AKO k
- E Cx,k " kP U
k=0

Mit den Definitionen von ,,V, (Gleichung (2)) und ,,V*™* (Gleichung (5))

m

folgt sofort, dass ,V, = ,V.*™.

(iii) Aus dem Aquivalenzprinzip (Gleichung (2)) folgt direkt, dass wegen (3) ,V, = 0
gelten muss. Umgekehrt folgt aus ,V, = 0 und Gleichung (3) sofort, dass B,

dem Aquivalenzprinzip geniigt.

Lemma 2:

Gegeben sei ein Tarif, bei dem neben allen Rechnungsgrundlagen auch die konstante
Brutto-Primie, die Ubertragungswerte sowie alle Alterungsriickstellungen fir einen
Versicherten mit Fintrittsalter x bereits bekannt seien. Wenn man alle Gréflen fi-

ziert und allein die Kosten verdndert (was mit ~“ gekennzeichnet wird), so dass
5z,m > C,p Ym 2>mg fiir ein mg €N,

um damit eine fiktive Alterungsriickstellung zu berechnen, dann ergibt sich fiir diese

fiktive Grofie im Vergleich zur kalkulatorischen Alterungriickstellung

Solange die Héhe der kiinftigen Kosten in jedem Jahr tibereinstimmt, ist auch die

Héhe der kalkulatorischen und der fiktiven Alterungsrickstellung gleich:

ér,m:Cx,m Vm>my = mvz:m‘/; Y m > my.

Beweis: Die Aussage folgt fiir alle m € {my,...,w — z} direkt aus der Definition
der prospektiven Alterungsriickstellung (Gleichung (3)):

wW—Tr—m

V Aa:+m+ Z x,m+k *kPz+m Uk

w—xr—m—1

§ : T PKV k+1
+ m+k+1U Wytm+k * kPz4+m = U - Ba: *Qxi4m
k=0



w—r—m

k
2 Az-i—m + Z Cx7m+k * kPx4m - U
k=0

w—zr—m—1

T PKV k+1
+ Z m+l<:+1Uz * Witk " kPz+m - U — By - Gz
k=0

=,V

m -z

Offensichtlich ist aulerdem die Hohe der kalkulatorischen und der fiktiven Alte-

rungsriickstellungen identisch, wenn die Hohe der kiinftigen Kosten iibereinstimmt.

O

Einige der Groflen, die fiir die Kalkulation eines Vollkostentarifes benttigt werden,
sind bei einem Versicherten mit Eintrittsalter  bereits fiir alle m € {0,...,w—z+1}
bekannt:

e Rechnungsgrundlagen, wie Sterbe- und Stornowahrscheinlichkeiten, der rech-

nungsméfige, konstante Zins ¢ und die Kostenparameter «, v, und o,,,

e die Kopfschiaden K., und die damit gebildeten erwarteten Leistungsbarwerte

Az—i—m )

e die Hohe der Alterungsriickstellungen im Basistarif V.77 .
Unbekannt hingegen sind folgende Groflen:

e die konstante Brutto-Pramie B, ,

e die Hohe der Kosten C, ,, Vm € {0,...,w—=x}, da diese eine beitragspropor-

tionale Komponente enthalten,
e die tarifliche Alterungsriickstellung .V, Vm € {0,...,w — 2},
o die Hohe des tariflichen Ubertragungswertes , UX Vm e {1,...,w —2}.°
Die unbekannten Groen sind, wie anhand der Gleichungen (1), (2) und (3) zu er-

kennen ist, voneinander abhingig und konnen im Allgemeinen nicht unmittelbar

aufgelost werden. Vielmehr stellen sie ein nicht-lineares Gleichungssystem dar:

57u Vertragsbeginn gibt es keinen Ubertragungwert, da zu diesem Zeitpunkt die Versicherung

erst abgeschlossen wird. Es ist also (UL =0.



o w—x k w—x—1 7T PKV k+1
By -a, = Ap + Zk:o Cx,k 2 Zk:o k+1Um "Wtk kP2 "V,
w—xr—m k
mvx = Aerm + Zk:o z,m+k kPz+m U — B:c *Agim
w—z—m—1 ST PKV 1
+ Ek:l m+k+1U:1: *Weyim+k - kPz4m -V

firme {0,...,w —xz+1}.

Dabei ist , UL durch Gleichung (1) definiert. Man beachte, dass das Aquivalenz-
prinzip zur Bestimmung von B, (Gleichung (2)) dquivalent zur Gleichung ,V, =0

ist. Wir konnen also die oberste Gleichung in (I) durch ,V, = 0 ersetzen.

3 Die versicherungsmathematische Bilanzgleichung

Zentrales Hilfsmittel ist die versicherungsmathematische Bilanzgleichung

Pztm - m+1Va: = (mv;: + By — Koy — Cx,m) ) (1 + 2)
PKV

— Wyim m—&-lUg?
die von den Alterungsriickstellungen erfiillt wird, wie uns der folgende Aquivalenz-

satz zeigt. Mit ihrer Hilfe formulieren wir das folgende alternative Gleichungssystem

(IT):

Pztm - m+1Vw = (me + Bx - K:c+m - Cx,m) ’ (1 + Z) - wf_ﬁ;\{ ’ m-l—lU:Z

firme {0,...,w — x},
) { ¥
oVe =0,

w—m—i—l‘/;c = 0.

Dieses ist dquivalent zu (I), wie wir im Aquivalenzsatz zeigen werden. Deshalb kénnen
wir (II) anstelle von (I) 16sen, um Pramie, Alterungsriickstellungen und damit dann
auch die Ubertragungswerte zu berechnen.

Satz 1 (Aquivalenzsatz):
Die Gleichungssysteme (1) und (II) sind dquivalent.

Beweis: Fir alle m € {0,...,w — z} gilt aufgrund der Definition von ,,V, im
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Gleichungssystem (I):

wW—Tr—m

k
m‘/:E - Aa:—i—m + § Cx,m—i—k * kPx4m - U
k=0

w—xr—m—1

T PKV k+1
+ Z m+k+1Uac Wy 4k - kPz4m U - Br *Aptm

k=0
w—xr—m
k
= E (Kererk + Ox,m+k - Bz) *kPz+m - U
k=0
w—xr—m—1
T PKV k+1
+ Z m+k+lUx " Wyimtk " kPztm = U
k=0
w—x—m—1
_ k+1
— E (Kx+m+k+1 + C:c,m+k+1 - Bx) * k+1Pz+m U
k=0
w—xr—m—2

T PKV k+2
+ Z m+k+2Ux CWyrmtk4+1 " k+H1Pzm - U

+ (Kerm + Cx,m - Bx) + m+1Ug Swy sy v

r+m

w—zr—m—1

k
= Pz+m " U~ E (Kx+m+k+1 + Cx7m+k+1 - Bac) * kPz+m+1 " U

k=0
w—r—m—2
7T PKV k+1
+ Datm "V E m+k‘+2Uaz "Wy pmik+1 " kPztm * U
k=0
T PKV
+ (Ka:—I—m + Cx,m - Bz) + m+1Ua: Wy "V
= Pztm U~ m+1Vz + (Kas—l-m + Cm,m - Bz)
T PKV

+ m+1Uz ' w:):+m

Dies ist gerade die versicherungsmathematische Bilanzgleichung (nach ,,V, auf-
gelost), was die Richtung ,,(I) = (II)“ beweist. (Die Gleichungen ,V, = ,_ .V, =0
wurden schon in Abschnitt 2 gezeigt.)

Die Riickrichtung ,,(II) = (I)“ folgt per Riickwértsinduktion nach m:

Der Induktionsanfang (m = w — x + 1) stimmt wegen ..V, = 0. Nehmen wir
nun an, dass ,,,,V, firein m € {1,...,w —x} bereits die prospektive Formel (3)
erfiillt, dann folgt aus der obigen Umformung (von unten nach oben durchlaufen) und
der Giiltigkeit der versicherungsmathematischen Bilanzgleichung, dass auch ,,V, die
prospektive Formel (3) erfiillt, womit der Induktionsschluss gezeigt ist. Das Aquiva-

lenzprinzip zur Berechnung von B, folgt aus (V, =0.



4 Existenz und Eindeutigkeit der Primie

Im Folgenden betrachten wir nun einen Tarif, bei dem die unmittelbaren Abschluss-
kosten AKO in Hohe von

AKO=a-B,;, 0<a <1,
einmalig zu Beginn anfallen.® Somit ist fiir diesen Tarif

Cﬁﬁo =AKO-1ip(m) = a- B, - 1ip(m), me€{0,...,w— x}.

Die laufenden Kosten seien gegeben durch
C’i{,ﬁizam-Bx—i—ym, m € {0,...,w—x},
wobei wir stets annehmen wollen, dass

0§0m<1—i und v, >0 Vme{0,...,w—ua}
a3

gilt.

Wie in Abschnitt 2 beschrieben, wird zusétzlich die prospektive Alterungsriickstel-
lung , V. *™ gebildet, bei der die Abschlusskosten auf die ersten fiinf Jahre verteilt
werden. Nach Lemma 2 gilt dann ,,V, <, V™% (¥m > 1) und nach Lemma 1

zusitzlich ,V, = (V™ Daraus folgt unmittelbar

ng = maX{O; min {maX {me; m‘/;cozmod}; meBT}}

= maX{O; min {m‘/;amOd; szBT}}

Wenn wir also ,,V.*™? fiir alle m bestimmen konnen, so liegt damit der Ubertra-
gungswert ng fiir jedes m fest und wir konnen dann den Beitrag B, mittels (2)

und damit alle Alterungsriickstellungen ,,V, mittels (3) berechnen.

Zur Bestimmung von ,,V* mod hetrachten wir einen ,,Hilfstarif“ (im Folgenden mit
~* gekennzeichnet), dessen Rechnungsgrundlagen mit denjenigen des (Ausgangs-)
Tarifs iibereinstimmen — mit Ausnahme der Abschlusskosten, die iiber fiinf Jahre

gleichméfig verteilt werden.

6Unsere Uberlegungen lassen sich auch auf andere Arten der Einrechnung von Abschlusskosten

analog iibertragen.
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Lemma 3:

Erfillt der Beitrag B, das Aquivalenzprinzip im Ausgangstarif, so erfillt er es auch

im Hilfstarif — und umgekehrt.
~T

In diesem Fall gilt |V, <, Vo™l = vV und U =, U,.

Beweis: Gehen wir zundchst von einem beliebigen Beitrag B aus. Dann konnen wir
nach Lemma 1 sowohl die GroBen , V, < Vo™ und U als auch die GroBe

~ ~T
WV <: .V mOd) und ,, U, fiir dieses B berechnen. Dabei gilt stets
Lemma 2 d ~ e ~T
m‘/;: S mvxa "o = mvx und mUm = mUm7

was mittels Riickwért-Induktion gezeigt werden kann.

Der Induktionsanfang (m = w — x + 1) ist erfiillt, da

a mod
w—a:—l—l‘/z = O = w—m—&—l‘/a: = w—a:—l—l‘/r
und damit auch
g ~T
wforlUw =0= wf:):JrlUx .
Wir nehmen an, dass es ein mg € {0,...,w — x} gibt, so dass die Unglelchung
i1 Ve < s VMl = m+1V und damit auch die Gleichung erlU = er1U fiir

alle m > mg erfiillt ist. Dann ergibt sich aus (3)

w—Tr—m
k
Ve = Acim + E Cac,m—l—k: *kPz+m U
k=0

w—xr—m—1

T k+1
+ § : m+k+1U ac+m+k *kPx+m -V - B- Qgtm
k=0

§ : k
S Aa:—i—m x,m+k * kPx4m - U
k=0

w—xr—m—1

§ k+1

+ m+k+1U m+m+k *kDPz4m - U - B- Qgtm
o o mod

= m‘/;r mVa

Hieraus folgt mit (1) auBerdem die Gleichheit der Ubertragungswerte , U und
~T

U

m x

Daraus folgt der Induktionsschluss, da somit gezeigt wurde, dass die Unglel—

Va mod

chung .V, < .1 = mHV und die Gleichung m+1UT = m+1Uz

fiir alle m > mg — 1 erfiillt ist.
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Nach Lemma 1 (ii) gilt insbesondere, dass ,V, = ,V.* ™ = 0‘730 .Gilt nuntir B = B,
das Aquivalenzprinzip im Ausgangstarif, so ist dies dquivalent zu oV = 0. Dies ist
aber wie wir gerade gesehen haben gleichbedeutend mit (V, = 0, also damit, dass

B = B, das Aquivalenzprinzip im Hilfstarif erfiillt.

[l

Wenn man die unbekannten Gréflen also zunéchst fiir denjenigen Fall berechnet,
bei dem die Abschlusskosten gleichméfig auf die ersten fiinf Jahre verteilt werden,
lassen sich darauf auftbauend dann alle weiteren Groflen fiir den eigentlichen Tarif mit

den einmalig anfallenden Abschlusskosten explizit aus den Gleichungen (2) und (3)
.. .. ~T
bestimmen, weil der Ubertragungswert , U (=, U, ) bekannt ist. Aus diesem Grund

werden im Folgenden die Abschlusskosten wie in Gleichung (4) auf fiinf Jahre verteilt.
Um die unbekannten Gréfien zu ermitteln, geniigt es nach dem Aquivalenzsatz, das
Gleichungssystem (II) zu losen. Im Folgenden kennzeichnen wir den Hilfstarif aus

Vereinfachungsgriinden mit ,, o mod “.

Ein Losungsansatz ergibt sich, wenn man die versicherungsmathematische Bilanz-

gleichung fiir m =0, ..., w — x als Riickwértsrekursion interpretiert:

Ve mot — Pzym -V~ m+1vxa mod 4 (Kagm + C:?,nTOd - B,)

+ max{O; min{m—&—lvxa mOd; m+1VYwBT}} ' wf—&{{n‘{ .

Dieser Ansatz ermoglicht es, alle Alterungsriickstellungen zu berechnen, wenn die
Brutto-Prémie B, und die Alterungsriickstellung _ . V" mod hekannt sind. Man
weil bereits, dass ,_,,, V""" = 0 gilt. Die Brutto-Priimie B, ist allerdings noch
unbekannt und kann mit Hilfe des in Abschnitt 5 beschriebenen iterativen Verfahrens

bestimmt werden.

Hierfiir setzen wir fiir B, zunichst einen beliebigen reellen Wert £ ein und 16sen
JVemed — () riickwirts auf. Dadurch
erhalten wir eindeutige Werte , V.*™4(¢) fir m =0,...,w —x.

Ist V™€) = 0, so handelt es sich bei B, = ¢ um einen Wert fiir die Brutto-

Pramie. Diese Eigenschaft wird im Folgenden verwendet, um die Brutto-Préamie und

damit die Rekursion (6) ausgehend von __ .,

damit alle Alterungsriickstellungen zu bestimmen. Satz 2 wird zeigen, dass die Funk-
tion (V. 2™°%(¢) stets genau eine Nullstelle besitzt und die Héhe der Brutto-Pramie

daher eindeutig bestimmt ist.

12



Lemma 4:
Die Funktion [ Vo™ : R — R, & V™€) st fir alle m € {0,...,w—x+1}
stetig, streng monoton fallend und stiickweise linear.

Beweis: Im (w—x+1)-ten Versicherungsjahr betrigt die Verbleibewahrscheinlichkeit

Va mod

= 0. Und es gilt, dass ,_, = 0. Unter Verwendung von Gleichung (6)

erhalt man damit am Ende des (w — z)-ten Vertragsjahres:
—xv;cam()d(f) =Py V-, z+1‘/'04711003_'_[( + ng,noz 5
+ max {Oa min {w—:(;+lvxa mOd; w—x-i-l‘/;CBT}} ’ quJDKV v

= Kw + Yw—z — (1 - Uw—x) ' f

_Vemed (g linear

mit negativer Steigung und somit auch stetlg und streng monoton fallend in ¢ ist.

Nach Voraussetzung ist o,_, <

Stiitzt man sich nun induktiv auf die Hypothese, dass die Funktion V™€)
fiir ein m € {1,...,w — x} stetig, streng monoton fallend und stiickweise linear ist,

dann erhélt man fir m € {5,...,w —x}:

mvxa mOd(g) = Pztm U~ m+1vxa m0d<€) + Kx-i-m Oa mod _ f

+max {0; min {,,,, V") 0 VP } wl Y v

= Pagm U m+1vam0d(€) + Kopm +Ym — (1 —0m) - €

+max {0; min {,,, . V2 "NE); VIO ) wp

x—i—m

bzw. fiir m € {0,...,4}

(6%
me‘mOd(O = Dutm Vi1V mOd(g) + Kopm +Ym — (1 = o — E) -

+ max {0; min {,, V> E); VP ) wlEY v

Die Funktion , V.*™(¢) ist folglich stetig, streng monoton fallend und stiickweise

linear in &, da

® Doym VU 1 Vi mod(¢) laut Hypothese stetig, streng monoton fallend und

stiickweise linear in & ist,
o K, m+ 7Vm konstant, da unabhéngig von &, ist

o —(1—0y)-& bzw. —(1—0,, — a_) ¢ als lineare Funktionen auch stetig und

streng monoton fallend in £ sind, <dLa om <1—

¢ vorausgesetzt wurde
a5 g

13



e der Ubertragungswert max {0; min{,,,,V.>"™(&); . Vi }} - wlEY v
stetig, monoton fallend und stiickweise linear in £, da ,,, V" mod(¢) Jaut Hy-
pothese stetig, streng monoton fallend und stiickweise linear und ,, +1Vf T kon-

stant in ¢ ist.

Somit ist jedes ,,V.*™(¢) stetig, streng monoton fallend und stiickweise linear in
¢ . Also folgt insbesondere, dass die Funktion ,V* mod(¢) in ¢ stetig, streng monoton

fallend und stiickweise linear ist.

O

Satz 2:
Die Funktion (V™ :R — R besitzt genau eine Nullstelle.

Beweis: Um die Existenz zu beweisen, zeigt man zunéchst, dass es ein &, € R mit
oViermod(e ) >0 und ein & € R mit ,V™%(&,) <0 gibt.

Sei &, = & die Brutto-Primie, die sich ergibt, wenn der tarifliche Ubertragungswert
in jedem Jahr gleich Null gesetzt wird. Als & wihlen wir in diesem Fall (gemifl

Aquivalenzprinzip):”

w—x a
§o-a, = A + Z(Uk &0+ + P §o - 1o, a3(K)) - kpe - ok
k=0 2:5|

Az — > ook - o+ % & - Lo,...a3(R)) - kDo - vF

& =

Fiir die Alterungsriickstellung zu Vertragsbeginn ergibt sich damit

oV ™4 (&)
w—x a
= A, + Z(Uk Co+ e+ — & Lo, a3(k)) - kpe oF — o - ag
k=0 a:5]
w—z—1
+ Z max {0; min {kHV;O‘ mod(¢0):; kHVIBT}} . wffkv < De - UM
k=0
w—zx—1
= Z max {O; min {kHV;‘mOd({O); kHVQJBT}} . wfﬁv  jPe - UM
k=0
> 0.

"Wegen o, < 1— oz/aac:E sind im Folgenden alle Nenner # 0.
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Sei durch &, = épr die Prémie gegeben, die man erhilt, wenn der tarifliche Ubert-
ragungswert stets der Alterungsriickstellung im Basistarif entsprechen wiirde, sofern

diese positiv ist:
ng =max{0; ,VFT} Vvme{l,...,w—uz}.

Als Brutto-Pramie g ergibt sich in diesem Fall:

w—x

o
Epr-a; = Ay + Z(Uk o+t t+——-%- I[{(),..4,4]’(]?)) “kDx "
k=0 Q5]
w—x—1

. BT PKV k+1
+ > max{0; VP wlEY ape -0
k=0

W= k w—xr—1 . BT PKV k41
Ax + Zk:o Pyk *kPz VU + Zk:o maX{O, k-i-l‘/x }wx—i-k “kPg U

Az — D opo (% - &0 + % & Lo, a3 (k) - 4pe - 0"

& Epr =

Damit berechnet sich die Alterungsriickstellung zu Vertragsbeginn zu

0‘2?7n0d(€£yr)

w—x
a mod k
:Am+§ vak *kPx * U _gBT'am
k=0

w—z—1
+ Z max {0? min {k+1vxam0d(§0)§ k+1V;cBT}} : wfﬁv e - 0
k=0
w—x—1
= Z max {0; min {k+1vza "o (E); k+1vaT}} : wfﬁv gy - 0"
k=0
w—x—1

) BT PKV k+1
— E max{0; , V7' } - wy)y - kPe - v
k=0

<0.

Ist (V.2"&) = 0 oder (V™ (&pr) = 0, so ist mit & bzw. Epr bereits eine

Nullstelle gefunden. Es gelte daher o. B. d. A.
0‘/104 mod(éa) >0 > O%amod(gb).

Da laut Lemma 4 die Funktion V™% streng monoton fallend in ¢ ist, folgt dass
£, < & . Mit Lemma 4 wurde auerdem gezeigt, dass V> stetig in ¢ ist fiir
alle € € R. Somit ist ,V*™(¢) auch auf dem kompakten Intervall [¢,,&] stetig.
Daraus folgt mit dem Zwischenwertsatz von Bolzano,® dass es ein & € (&,,&,) gibt
mit (V2" (E) = 0.

8Vgl. [Schulz 2002], S. 169.

15



Die Eindeutigkeit folgt direkt aus Lemma 4: Da ,V,*™* in ¢ streng monoton fllt,

ist die Nullstelle dieser Funktion eindeutig bestimmt.

U

Die gesuchte Brutto-Pramie B, kann durch numerisches Losen der Gleichung
GVamed(¢) = 0 gefunden werden.” Wie im Beweis zu Satz 2, kann man hierbei bei-
spielsweise [£o;Epr| als Startintervall wiahlen. Der untere Randpunkt &y ist durch
die traditionelle Brutto-Priamie gegeben, da die Hohe des Ubertragungswertes als
Null angenommen wird. Der obere Randpunkt &pp entspricht der Brutto-Préamie,
welche sich ergibt, wenn man annimmt, dass als Ubertragungswert stets die Alte-
rungsriickstellung des Basistarifs mitgegeben wird, wenn diese nicht negativ ist, und
Null andernfalls.

Fiir beide Randpunkte berechnet man durch riickwértiges Durchlaufen der versiche-
rungsmathematischen Bilanzgleichung den Funktionswert ,V™(&,) bzw. (V™(E,) .
Wenn einer der beiden Werte gleich Null ist, ist die gesuchte Brutto-Pramie bereits

gefunden. Genauer gilt:

(1) vaa mOd(fa) =0 = Bx = 6(17
(i) (V2™&) =0 = B, =&,

(i) oV ™(&) <0< V™ &) = & < Bu <&

Wenn Fall (iii) zutrifft, kann die gesuchte Brutto-Pramie z. B. mit Hilfe der Regula

Falsi'? durch folgenden Algorithmus bestimmt werden.!!

9Die Funktion ,, V"¢ ist laut Lemma 4 fiir alle m € {0,...,w — x} stiickweise linear. Aus
diesem Grund kann die Nullstelle mit Hilfe eines endlichen Algorithmus, der héchstens 3“~% -mal
durchlaufen wird, berechnet werden. Hierbei geht man fiir jedes Vertragsjahr m € {0,...,w—2x—1}
schrittweise jeweils die drei Moglichkeit fiir den Ubertragungswert Ul —also 0, ,, V2T und
ma1Va mod _ g6 lange einzeln durch und 16st das jeweilige lineare Gleichungssystem, das sich daraus
ergibt, bis man die Kombination findet, die V> mod — () liefert. Fiir praktische Zwecke gibt es
allerdings numerische Verfahren, wie etwa die Regula Falsi, die mit erheblich weniger Aufwand zu
sehr guten Ndherungen fiihren.

10Vgl. hierzu [Stoer/Bulirsch 2007], S. 326 f. Dort wird auch gezeigt, dass die Regula Falsi die
Konvergenzgeschwindigkeit 1+T‘/5 besitzt.

1Tn der Praxis werden hier auch andere Verfahren verwendet, z. B. das interne und das externe

Modell. Genauere Konvergenzaussagen hierzu sind den Verfassern nicht bekannt.
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5 Ein Algorithmus zur Berechnung der Primie

Zunéchst wihlen wir als Abbruchkriterium eine Genauigkeit € > 0; d. h. wir beenden
den Algorithmus, sobald ‘OV“ mod (¢ )‘ < ¢ ist und wahlen ¢ dann als Ndherung der

gesuchten Brutto-Pramie.

Schritt 0: Bestimme ein &, mit V*™%(¢,) > 0 und anschlieBend ein &, mit
GVemed(e) <0, 2.B. & =& und & = Epp aus Abschnitt 4.

Man errechne jeweils fiir ¢ = &, und £ = & durch Durchlaufen der Glei-
chung (6) von m =w —z bis m =0

m‘/;ca mOd(g) = Pztm U~ m+1vxa mOd(f) + Kx-i-m Oa mod _ 5

+ max {0; min {,, V. E); i VP ) wlEY 0.

Anschlieflend ist zu iiberpriifen, ob die Nullstelle und damit auch die entspre-
chende Brutto-Pramie auf diese Weise bereits bestimmt werden konnte:

IOV"‘ m"d(ﬁa)| <e =, ist die gesuchte Brutto-Pramie,

i) |Vl (&)| <e = & ist die gesuchte Brutto-Pramie.

Ist eine der Bedingungen erfiillt, so wird der Algorithmus abgebrochen. An-
dernfalls bildet [£,;&] das Startintervall, mit dem man zu Schritt 1 iibergeht.

Schritt 1: Man bestimme den Sekanten-Punkt

g (B8 V)
Voz mod(§b> o 0‘/;601 mod(£a>

und den zugehorigen Wert fiir die Alterungsriickstellung ,V*™°(¢), in dem

man die versicherungsmathematische Bilanzgleichung fiir ¢ wie in Schritt 0
durchlauft.

Anschliefend wird der Algorithmus mit Schritt 2 fortgesetzt.
Schritt 2: Der Algorithmus wird abgebrochen, wenn die Bedingung
‘Ovamod<§)| S c
erfiillt ist. In diesem Fall ist ¢ die gesuchte Brutto-Préamie.

Andernfalls werden die Randpunkte des Intervalls, in dem nach der Nullstelle
gesucht werden soll, neu gesetzt. Dabei wird eine der bisherigen Intervallgren-

zen ausgetauscht, so dass die Nullstelle auch im neuen, kleineren Intervall liegt:

[€a, €] wenn (V2(&,) - Vi (E) <0,

€,&)]  sonst.

[faa fb] =
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Mit dem verkleinerten Intervall wird der Algorithmus bei Schritt 1 fortgesetzt.

6 Beispiel

Harry Mustermann schlieft im Alter von 25 Jahren eine Krankenvollkostenversi-
cherung ab, die ihn dazu berechtigt, beim Wechsel des privaten Versicherers einen

Ubertragungswert mitzunehmen.

Zur Kalkulation seines Tarifes werden folgende Rechnungsgrundlagen verwendet:

e Die Kostenparameter sind gegeben durch o = 25%, 0, = ¢ = 10 % und

Ym = v = 155 Euro fiir alle m € {0,...,w —x}.

e Die Kopfschiden werden als 45% der Summe aus den Kopfschadenstatistiken
von vier Tarifen fiir das Jahr 2007 ermittelt: einem Ambulanttarif mit einem
Selbstbehalt von 0-100 Euro (AmbSo_0-100_07), einem Stationértarif Zweibett-
zimmer (Stat_ZB_07), Zahnersatz mit 50-65 % Erstattung (ZaErs50-65_07)
und Zahnbehandlung mit 100 % Erstattung (Zahnbeh_07).

e Es wird die Sterbetafel 2009 herangezogen.

e Die Werte fiir die Gesamtstornowahrscheinlichkeiten w, werden der BaFin-

Storno-Tabelle 2006 entnommen. Fiir die PKV-Stornowahrscheinlichkeiten

PKV GK KV
T

GKV reduziert. Die Grofie w¢

w werden diese um das GKV-Storno w
ergibt sich dabei aus dem Produkt der Gesamtstornowahrscheinlichkeiten w,
und einem altersabhéngigen Faktor, der auch in der Kalkulation des Basistarifs
GKV,BT /, BT
Wy fwy ")

verwendet wird (= . Es wird also angenommen, dass
b

GKMBT)

w
GKYV x
w f— ww . 1 _——_————
T < waT

e Das rechnerische Hochstalter w betrage 102 Jahre.

e Der Rechnungszins liege bei 3,5 % .
Der Basistarif und dessen Alterungsriickstellungen, die man fiir die Kalkulation

benotigt, sind unabhingig von den oben genannten Rechnungsgrundlagen.

Wir wollen nun , V™ und den zugehorigen Beitrag Bps bestimmen. Als Ab-

bruchkriterium verwenden wir ¢ = 1073
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Wenn man annimmt, dass der Ubertragungswert fiir Harry Mustermann in jedem

Jahr Null Euro betrigt, so erhéilt man als Brutto-Primie!?

w—25
éa'a25:A25+Z 55%0d'kp25'vk:A25+’Y‘025+(‘7'a25+04)'§a

= &, = 1.497, 67.

Nimmt man statt dessen an, dass der Ubertragungswert fiir Harry Mustermann in
jedem Jahr der Alterungsriickstellung im Basistarif entspricht, sofern dieser positiv

ist, so ergibt sich fiir die Brutto-Pramie

w—25-1

BT PKV k+1
p - ags = Ags + 7 - ags + E max{0; k1V25 }'w25+k “ kP25 U
k=0

+(0-as+a)- &

= & = 1.812, 16.

Wenn man den Wert ¢, fiir die Brutto-Préamie in die versicherungsmathematische

Bilanzgleichung einsetzt, um ,Vi3™°%(¢,) zu berechnen, erhélt man:

oViamed(¢ ) = 2.536,90.

Verwendet man den Wert &, fiir die Brutto-Priamie, ergibt sich fiir die Alterungsriick-

stellungen:

oVas ") = — 29,52,

Da weder &, noch &, die Losung liefern, wird nun die genaue Hohe der Brutto-

Pramie auf Basis der Regula Falsi bestimmt.

Schritt 0: Das Startintervall ist durch [£,;&,] = [1.497,67;1.812, 16] gegeben. Wie
bereits gezeigt wurde, errechnen sich die Funktionswerte an Stelle der Inter-
vallgrenzen zu Vi3 ™%(&,) = 2.536,90 und V2™4(&,) = —29,52. Damit ist

weder &, noch &, die gesuchte Brutto-Primie.

12Beachte, dass der Barwert der Abschlusskosten stets a-¢ betrigt, auch bei Verteilung auf fiinf
Jahre.
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Schritt 1: Der Sekanten-Punkt berechnet sich zu
_ (& — &) - V" (&)
5 - gb - a mod a mod
0V25 (&)) - 0V25 (fa)
= 1.808, 54.

Hiermit wird der Funktionswert ,Vi2™°%(¢) rekursiv bestimmt:

oVamed(¢) = 10,92.

Schritt 2: Uberpriife nun das Abbruchkriterium:
oVaamed(¢) = 10,92 > g = 1072,

Da die Bedingung nicht erfiillt ist, wird einer der Intervallrandpunkte neu ge-

setzt, so dass weiterhin die Gleichung
oVas " (€a) - o Va3 (&) < 0
erfiillt ist. Es ist also &, = 1.808,54 zu wahlen.

Schritt 1: Mit den neuen Intervallrandpunkten wird erneut ein Sekanten-Punkt

bestimmt
_ (& — &) -0V (&)
é - gb - o mod a mod
oVas " (&) — oVas " (&)
— 1.809, 52

und mit dem Ergebnis der Funktionswert ,Vi™(¢) neu berechnet:
oV (&) = 0,00.

Schritt 2: Der Algorithmus kann nun abgebrochen werden, da das Abbruchkriteri-

um erfillt ist:
oV ™4(€) = 0,00 < e.

Eine Naherung fiir die gesuchte Brutto-Pramie ist folglich durch
Bys = £ =1.809,52 gegeben.
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