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I. Fachdidaktischer Teil:

Vorstellung eines Unterrichtskonzepts in Bezug auf die
Heisenberg’sche Unschärferelation
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Ausgangsfragen und Lernschwierigkeiten

• Quantenphysik ist Stoff des Physikunterrichts in der Oberstufe

• Schwierigster Themenbereich in der Schulphysik aufgrund
formaler Komplexität und begrifflicher Problematik

• Erarbeitung eines Unterrichtskonzepts gestaltet sich ebenfalls
als schwierig:

• Wo sollen einzelne Schwerpunkte gelegt werden?

• Wie soll der Unterrichtsstoff vermittelt werden?
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Lernschwierigkeiten und Fehlvorstellungen

• Schüler sind von der klassischen Physik geprägt und haben
somit gewisse Fehlvorstellungen bezüglich der Quantenphysik

• Quantenmechanik geht über die alltäglichen Vorstellungen
hinaus

• Im Hinblick auf die Heisenberg’sche Unbestimmtheitsrelation
ist mit folgenden Lernschwierigkeiten bzw.
Begriffsschwierigkeiten zu rechnen:

• ∆x , ∆p seien Messungenauigkeiten:
• Abstand des gemessenen Wertes vom eigentlichen, wahren

Wert:
• Unkenntnis über den Ort der Messung

• Genauigkeit einer Ortsmessung gibt Genauigkeit einer
Impulsmessung vor (d.h. gegenläufiges Verhalten von x und p)
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Was ist
”
MILQ“ ?

•
”
MILQ“ bedeutet:

Münchner Internetprojekt zur Lehrerfortbildung in
Quantenmechanik

• Fachdidaktisches Konzept zur Quantenphysik in der Oberstufe

• Stellt einen Plan dar, wie die Quantenphysik in der Schule
vermittelt werden kann und welche Inhalte gelehrt werden
sollen

• Unabhängig von Lehrplänen

• Kann individuell in den Lehrplan integriert werden
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Kategorien verschiedener Unterrichtskonzepte

Fachdidaktische Unterrichtskonzepte haben unterschiedliche
Schwerpunkte:

1 Konzentration auf die Prinzipien des quantenmechanischen
Formalismus (z.B. Feynman-Zeiger)

2 Schwerpunkt auf begriffliche Fragestellungen der
Quantenphysik

3 Quantenphysik als Basis für das Verständnis anderer
physikalischer Themen
(z.B. Atomphysik, Festkörperphysik, Kernphysik usw.)

4 Quantenphysik als Grundlage für technologische Anwendungen
(z.B. Laser)
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Konzeption des Münchner Internetprojekts

Hier ist der Schwerpunkt auf begriffliche Fragestellungen gelegt:

• Münchner Internetprojekt besteht aus zwei Hauptteilen
• qualitativer Basiskurs:

Deutungssfragen der Quantenphysik
• quantitativer Aufbaukurs:

Einblicke in die formalen Strukturen der Quantenmechanik

• Aufbau als Spiralcurriculum:

• Zentrale Punkte werden zweifach durchlaufen
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Schwerpunkte und Lernziele des Unterrichtskonzepts

• Einführung der Wahrscheinlichkeitsinterpretation mit Hilfe des
Begriffs

”
Präparation“

• Qualitative und quantitative Einführung der Heisenberg’schen
Unbestimmtheitsrelation:

• Motivation durch Analogie zur klassischen Physik

• Veranschaulichung durch viele Gedanken-Experimente oder
Computersimulationen

• Saubere Definition der Begriffe: Zum Schluss soll die
Heisenberg’sche Unbestimmtheitsrelation eine untere Schranke
für die gleichzeitige Präparation von Ort und Impuls sein
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Vorstellung des Kapitels aus dem Unterrichtskonzept zur
Heisenberg’sche Unbestimmtheitsrelation
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Ausgangssituation: Klassische Mechanik

Motivation: In der klassischen Mechanik wird die Bewegung eines
Objekts durch seine Bahnkurve beschrieben

• Beispiel: Waagrechter Wurf

• Kugel bewegt sich auf derselben Bahn, falls die
Anfangsbedingungen gleich sind

• Voraussetzung: Identischer Wert von Abschussort und
Abschussgeschwindigkeit
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• Bau einer Abschussvorrichtung:

Kapitel 7

Heisenbergsche Unbestimmtheitsrelation

7.1 Gleichzeitige Präparation verschiedener Eigenschaften

In der klassischenMechanik wird die Bewegung von Teilchen durch die Angabe ihrer Bahnkur-

ve beschrieben. Ein Beispiel ist der waagerechte Wurf, bei dem Kugeln einer parabelförmigen

Bahn folgen, nachdem sie von einer Abschussvorrichtung abgeschossen wurden (Abbildung

7.1).

y

x
vx0

Abbildung 7.1: Präparation und Bahnkurve beim waagerechten Wurf

Die Kugeln bewegen sich immer auf der gleichen Bahn, sofern alle die gleichen Anfangsbe-

dingungen besitzen, d. h. identischeWerte des Abschussorts und der Abschussgeschwindigkeit.

Man muss also eine Abschussvorrichtung bauen, mit der man Kugeln mit möglichst identischen

Anfangswerten x0, y0, px0, py0 von Ort und Impuls abschießen kann. Zum Herstellen dieser An-
fangsbedingungen muss man somit an einem Ensemble von Kugeln die Eigenschaften „Ort“

und „Impuls“ gleichzeitig präparieren.

„Präparieren“ bedeutet, dass bei Messungen der präparierten Größe an einem Ensemble von

Kugeln die Streuung der Messwerte verschwindet bzw. sehr klein wird. Streuen die be-

obachteten Bahnen, kann dies daran liegen, dass die Kugeln nicht reproduzierbar vom gleichen

Ort und mit der gleichen Anfangsgeschwindigkeit abgeschossen wurden. Man baut dann eine

neue Abschussvorrichtung, bei der die Streuung in den Anfangswerten kleiner ist und führt das

Experiment noch einmal durch. Die Erfahrung zeigt, dass es in der klassischen Physik keine

• Gleichzeitige Präparation von Ort und Impuls

• Begriff
”
Präparation“: Bei Messung der präparierten Größe an

einem Ensemble von Teilchen verschwindet die Streuung der
Messwerte bzw. wird sehr klein
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Übergang zu Quantenobjekten

• Unmöglichkeit der gleichzeitigen Präparation von Ort und
Impuls bei Quantenobjekten

• Versuch: Quantenobjekte sind die Photonen eines
monochromatischen Laserstrahls

68 7. Heisenbergsche Unbestimmtheitsrelation

prinzipielle untere Grenze für die gleichzeitige Verkleinerung der Streuungen in den Anfangs-

bedingungen gibt.

Das Präparieren von Eigenschaften ist auch für Quantenobjekte möglich, wie bereits gezeigt

wurde (z. B. Polarisationseigenschaft bei Photonen). Beim waagerechten Wurf reicht die Prä-

paration einer einzelnen Größe allerdings nicht aus. Zur Herstellung gleicher Anfangsbedin-

gungen für alle Kugeln müssen Ort und Impuls gleichzeitig präpariert werden, und zwar sowohl

in x- als auch in y-Richtung. Dieser Umstand erscheint nicht weiter bemerkenswert. Nach al-
len Alltagserfahrungen kommt es einem selbstverständlich vor, dass man zwei Eigenschaften

gleichzeitig herstellen kann, wenn man jede von ihnen einzeln präparieren kann.

Um so überraschender ist es, dass in der Quantenmechanik genau das Gegenteil der Fall ist: Es

gibt Paare von Eigenschaften (z. B. Ort und Impuls) deren gleichzeitige Präparation prinzipiell

nicht möglich ist, obwohl die Präparation jeder einzelnen Eigenschaft auf keine grundsätzli-

chen Grenzen stößt. Dies ist der Inhalt der Heisenbergschen Unbestimmtheitsrelation, die in

diesem Kapitel näher erläutert werden soll.

7.2 Präparation von Ort und Impuls bei Photonen

Um die Unmöglichkeit der gleichzeitigen Präparation von Ort und Impuls zu zeigen, analysie-

ren wir einen konkreten Versuch, beide Eigenschaften zugleich herzustellen. Als Quantenob-

jekte benutzen wir die Photonen eines monochromatischen Laserstrahls (Abbildung 7.2).

y0!

Laser x

y

Abbildung 7.2: Strahl eines Lasers

Da der Strahl sehr gut gebündelt ist, ist die Impulskomponente py senkrecht zur Strahlrichtung
für alle Photonen praktisch gleich Null (zum Begriff des Photonenimpulses vgl. Abschnitt 1.4).

Sie besitzen also die Eigenschaft „Impulskomponente py = 0“. Würde man Messungen der
Impulskomponente py an sehr vielen Photonen des Laserstrahls durchführen, wäre die Streuung
∆py der Messwerte um den Wert py = 0 verschwindend gering.

Der Laserstrahl besitzt eine gewisse räumliche Breite in y-Richtung (Abbildung 7.2). Misst
man diesen mit einem räumlich hochauflösenden Detektor, wird man Photonen innerhalb eines

Bereichs der Breite ∆y0 finden. Die Messwerte für die Ortskomponente y weisen also eine
Streuung∆y0 auf. Das bedeutet, dass die Photonen nicht auf die Eigenschaft „Ortskomponente
y“ präpariert sind.

Man kann nun versuchen, die Streuung der Ortskomponente y zu reduzieren, indem man den
Strahl einen engen Spalt passieren lässt:

• Strahl ist gut gebündelt → ∆py = 0

• Strahl hat eine gewisse Breite in y -Richtung

• Photonen sind im Bereich der Breite ∆y0 zu finden

• ⇒ Es gibt
’
Streuung‘ im mathematischen Sinn

• Phtotonen sind nicht auf die Ortskomponente y präpariert
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• Abhilfe: Verminderung der Streuung, in dem man einen engen
Spalt in den Laserstrahl einführt

7.3. Ein Maß für die „Güte“ einer Präparation 69

Experiment 7.1: Lassen Sie einen Laserstrahl durch einen engen Spalt (Breite d) fallen. Der

Strahl wird hinter dem Spalt aufgeweitet (Abbildung 7.3). Je enger der Spalt, desto größer ist

die Aufweitung.

Laser x

y

d

Abbildung 7.3: Aufweitung des Laserstrahls an einem engen Spalt

Es handelt sich hier um die aus der Optik bekannte Beugung eines Lichtbündels am Spalt. Die

Struktur der Beugungsmaxima und -minima lässt sich deutlich erkennen.

Analysieren wir, was das Versuchsergebnis in quantenmechanischer Hinsicht für die Eigen-

schaften „Ortskomponente y“ und „Impulskomponente py“ bedeutet. Durch das Einführen des
Spaltes ist der Laserstrahl unmittelbar hinter dem Spalt schmaler geworden. Das bedeutet, dass

die Messwerte der Ortskomponente y in der Spaltebene weniger stark streuen. Die Streuung ist
von ∆y0 auf ∆y ≈ d vermindert worden.
Bedeutet diese Verbesserung der Ortspräparation, dass nun Ort und Impuls gleichzeitig gut prä-

pariert sind? Nein, denn die allmähliche Aufweitung des Strahls hinter dem Spalt zeigt, dass die

Photonen nicht mehr gebündelt sind. Bei einer Messung streuen die Impulse der Photonen nun

in Querrichtung. Die Photonen haben ihre Eigenschaft „Impulskomponente py = 0“ verloren.

Die Ortsstreuung der Photonen unmittelbar hinter dem Spalt konnte mit dem Spalt zwar verrin-

gert werden, aber damit verbunden ist leider auch eine Vergrößerung der Impulsstreuung. Ort

und Impuls konnten nicht gleichzeitig präpariert werden. Dies gilt nicht nur für Photonen am

Spalt, sondern es handelt sich um ein allgemeines Prinzip der Quantenmechanik:

Heisenbergsche Unbestimmtheitsrelation: Es ist nicht möglich, ein Ensemble von

Quantenobjekten gleichzeitig auf Ort und auf Impuls zu präparieren.

7.3 Ein Maß für die „Güte“ einer Präparation

Man kann die Heisenbergsche Unbestimmtheitsrelation noch quantitativer formulieren, näm-

lich als eine Beziehung, die angibt, wie „gut“ man Ort und Impuls an einem Ensemble von

Quantenobjekten gleichzeitig präparieren kann. Vorher muss aber erst geklärt werden, was man

mit dem Ausdruck der „Güte“ einer Präparation meint.

Erinnern wir uns: Ist ein Ensemble von Quantenobjekten auf eine bestimmte Eigenschaft prä-

pariert und führt man eine Testmessung dieser Eigenschaft durch, wird bei jederMessung der-

selbe Wert gefunden. Die Streuung der Messwerte ist dann Null. Allerdings wird es in einem

• ∆y0 kleiner, aber Aufweitung des Strahls

• ⇒ ∆py = 0 geht verloren

• Qualitative Formulierung der Heisenberg’schen
Unbestimmtheitsrelation: Es ist nicht möglich, ein Ensemble
von Quantenobjekten gleichzeitig auf Ort und Impuls zu
präparieren
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Übergang zur quantitativen Formulierung der Heisenberg’schen
Unbestimmtheitsrelation:
In welchem Ausmaß sind Orts- und Impulspräparation unvereinbar?

• Frage nach den Grenzen einer idealen Präparation

• Experiment Elektronenbeugung am Einzelspalt:

• Variation der Spaltbreite bewirkt Veränderung der Breite des
Interferenzmusters

• Bestimmung der
”
Ortsstreuung“ und

”
Impulsstreuung“:

• An Ensemble 1: Ortsmessung in der Spaltebene
• An Ensemble 2: Ortsmessung in der Schirmebene ergibt

Impulsmessung
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Ergebnisse:
• Breiter Spalt: große Ortsstreuung, aber kleine Impulsstreuung

7.5. Elektronen am Einzelspalt und die quantitative Formulierung der

Unbestimmtheitsrelation 75

Die Güte der Orts- bzw. Impulspräparation wird durch die Streuung der Messwerte einer ent-

sprechenden Testmessung beschrieben. An dem Ensemble von Elektronen, das durch den Spalt

präpariert wird, nimmt man also – genau wie in Abschnitt 7.3 – die Verteilung der Ortsmesswer-

te unmittelbar hinter dem Spalt auf. Dann ersetzt man den hochauflösenden Ortsdetektor durch

ein Impulsmessgerät und ermittelt damit die Verteilung der Impulsmesswerte. Beide Verteilun-

gen werden in ein Diagramm übertragen und ihre Standardabweichungen ermittelt. So erhält

man die Ortsstreuung ∆y und die Impulsstreuung ∆py.

Die Ergebnisse sind in den Abbildungen (7.12) und (7.13) gezeigt: Für einen breiten Spalt

ergibt sich eine relativ große Ortsstreuung, aber eine kleine Impulsstreuung (Abbildung 7.12).

Verteilung der
Ortsmeßwerte

Verteilung der
Impulsmeßwerte

große Streuung kleine Streuung

breiter Spalt

!y
y

!py

py

Abbildung 7.12: Verteilung der Orts- und Impulsmesswerte für einen breiten Einzelspalt

Dagegen ist bei einem schmalen Spalt die Ortsstreuung klein, aber die Impulsstreuung groß

(Abbildung 7.13).
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Ortsmeßwerte
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Impulsmeßwerte
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Abbildung 7.13: Verteilung der Orts- und Impulsmesswerte für einen schmalen Einzelspalt

• Schmaler Spalt: kleine Ortsstreuung, aber große
Impulsstreuung

7.5. Elektronen am Einzelspalt und die quantitative Formulierung der

Unbestimmtheitsrelation 75

Die Güte der Orts- bzw. Impulspräparation wird durch die Streuung der Messwerte einer ent-

sprechenden Testmessung beschrieben. An dem Ensemble von Elektronen, das durch den Spalt

präpariert wird, nimmt man also – genau wie in Abschnitt 7.3 – die Verteilung der Ortsmesswer-

te unmittelbar hinter dem Spalt auf. Dann ersetzt man den hochauflösenden Ortsdetektor durch

ein Impulsmessgerät und ermittelt damit die Verteilung der Impulsmesswerte. Beide Verteilun-

gen werden in ein Diagramm übertragen und ihre Standardabweichungen ermittelt. So erhält

man die Ortsstreuung ∆y und die Impulsstreuung ∆py.

Die Ergebnisse sind in den Abbildungen (7.12) und (7.13) gezeigt: Für einen breiten Spalt

ergibt sich eine relativ große Ortsstreuung, aber eine kleine Impulsstreuung (Abbildung 7.12).
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Abbildung 7.12: Verteilung der Orts- und Impulsmesswerte für einen breiten Einzelspalt

Dagegen ist bei einem schmalen Spalt die Ortsstreuung klein, aber die Impulsstreuung groß

(Abbildung 7.13).
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Abbildung 7.13: Verteilung der Orts- und Impulsmesswerte für einen schmalen Einzelspalt
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• Orts- und Impulsstreuung scheinen reziprok miteinander
verknüpft zu sein

• Veranschaulichung durch Gedankenexperiment:

• Quelle präpariert die Elektronen mit der Eigenschaft
”
Impuls“

• Durch die Beugung am Spalt geht die Impulseigenschaft
verloren

• Mit der Breite des Beugungsmusters kann die Streuung der
Impulsmesswerte am Spalt abgeschätzt werden
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• Großteil der Elektronen befindet sich innerhalb des
Hauptmaximums der Beugungsfigur, d.h. innerhalb des
Winkelbereichs +α und −α:

76 7. Heisenbergsche Unbestimmtheitsrelation

Die beiden Streuungen scheinen im vorliegenden Beispiel reziprok miteinander verknüpft zu

sein: Die Streuung der Impulsmesswerte nimmt zu, wenn die Streuung der Ortsmesswerte ab-

nimmt und umgekehrt.

Man kann sich diesen reziproken Zusammenhang zwischen Orts- und Impulsstreuung auch

theoretisch plausibel machen. Die Quelle präpariert Elektronen mit der Eigenschaft „Impuls“.

Alle Elektronen besitzen in x-Richtung den Impuls px =
√
2 ·m · E und keine Impulskompo-

nente in y-Richtung: py = 0.

Durch die Beugung am Spalt verliert der Elektronenstrahl seine ursprüngliche Impulseigen-

schaft. Hinter dem Spalt misst man die in Abbildungen (7.12) und (7.13) gezeigten statistischen

Streuungen der Querimpulse py. Auf dem Weg vom Spalt zum Schirm weitet sich der Strahl

daher auf und bildet das beobachtete Beugungsmuster aus. Je größer die Streuung der Querim-

pulse ist, desto breiter wird das Beugungsbild auf dem Schirm ausfallen. Daher kann man mit

der Breite des Beugungsmusters auf dem Schirm die Streuung der Impulsmesswerte am Spalt

abschätzen.

Der Großteil der Elektronen wird auf dem Schirm innerhalb des Hauptmaximums der Beu-

gungsfigur registriert, also innerhalb des Winkelbereichs zwischen +α und α (Abbildung
7.14 (a)).

!
!

p

p
" py

" p y

(a) (b)

d

!

!

Abbildung 7.14: Abschätzung der Impulsstreuung∆p.

Zur Abschätzung der Streuung der Querimpulse ∆py kann man sich daher auf diesen Bereich
beschränken. Aus Abbildung (7.14 (b)) liest man den folgenden Zusammenhang ab:

∆py ≈ p · sinα. (7.1)

Der Bereich des Hauptmaximums ist durch die ersten Beugungsminima begrenzt, dessen Lage

aus der klassischen Optik bekannt ist:

sinα =
λ

d
. (7.2)

Im Fall der Elektronen ist λ die de-Broglie-Wellenlänge des auf Impuls p präparierten einfal-
lenden Strahls λ = h

p
(vgl. Beziehung (5.3)). Also gilt:

sinα =
h

p · d. (7.3)

• → Abschätzung der Impulse ∆py in diesem Bereich

• Aus Abbildung b) gilt:

∆py = p · sinα (1)

• Aus der klassischen Optik ist der Bereich des Hauptmaximums
bekannt, der durch die ersten Beugungsminima begrenzt ist

sinα =
λ

d
(2)
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• Bei den Elektronen ist λ die de-Broglie-Wellenlänge: λ = h
p

• Somit gilt:

sinα =
h

p · d (3)

• Eliminierung von sinα aus (1) und (3) ergibt

h

p · d =
∆py

p

• Multiplikation auf beiden Seiten mit p und Abschätzen der
Streuung ∆y durch die Spaltbreite d liefert

∆y ·∆py ≈ h

• ⇒ Diese Gleichung verknüpft bei diesem Beispiel die
Streuungen der Orts- und Impulskomponente

18 / 54



• Allgemeine Formulierung der Heisenberg’schen
Unbestimmtheitsrelation:

• Wurde ein Ensemble von Quantenobjekten so präpariert, dass
die Streuung der Ortsmesswerte ∆y klein ist, wird die
Streuung der Impulsmesswerte ∆py groß sein (und
umgekehrt):

∆y ·∆py ≥ h

4π

• Fehlvorstellung bei der Überlegung am Einzelspalt:

• Es wird suggeriert, dass ein Ensemble mit großer Ortsstreuung
automatisch eine kleine Impulsstreuung aufweist

• Auch beide Eigenschaften können schlecht präpariert sein

• Heisenberg’sche Unbestimmtheitsrelation:
Untere Schranke für die gleichzeitige Präparation von Ort und
Impuls
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II. Wissenschaftlicher Teil
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Wissenschaftlicher Teil - Überblick

1 Herleitung der Heisenberg’schen Unschärferelation aus einem
Gauß’schen Wellenpaket
→ Expansion kalter Atome

2 Quantenmechanische Beschreibung des Lichts

3 Darstellung verschiedener Zustände:
• Vakuumzustand
• Kohärenter Zustand
• Gequetschter Zustand

4 Anwendungsbeispiel gequetschter Zustände

5 Prinzip der Komplementarität

21 / 54



Heisenberg-Unschärfe aus Gauß-Wellenpaket

• Man betrachtet ein QM-Teilchen am Ursprung mit Impuls
p = ~k.

• Wellenfunktion wird durch eine Gaußfunktion beschrieben:

ψ(x , 0) =
1√

a
√
π

e−
x2

2a2 e ik0x

• Zeitliche Dynamik kann sehr einfach im Impulsraum
dargestellt werden → Fouriertransformation:

ψ̃(k) = F [ψ(x)] =
1√
2π

∞∫
−∞

ψ(x)e−ikxdx
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Heisenberg-Unschärfe aus Gauß-Wellenpaket

• Ort- und Impulsbreite werden definiert als der Wert, wo

|ψ(x , 0)|2 bzw. |ψ̃(k)|2 auf den Wert 1
e abgefallen ist

• Man erhält dann

∆x =
a

2

∆k =
∆p

~
=

1√
2a

• Für das Produkt aus Orts- und Impulsbreite erhält man

∆x ·∆p =
~
2

• Gleichheitszeichen gilt, da ψ Gaußfunktion ist und ψ̃ ebenfalls
→ Minimale Unschärfe!

• Bei anderen Amplituden gilt die Heisenberg’sche
Unschärferelation

∆x ·∆p ≥ ~
2
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Expansion kalter Atome

• Kühlen von Atomen in den Grundzustand
→ Kälter geht es nicht!

• Anschließende Expansion
→ Betrachtung der Impulsverteilung, bei der die
Anfangsgeschwindigkeit gegeben war

• Langsamere Atome in der Mitte, schnellere fliegen weiter nach
außen
→ Es gibt eine Geschwindigkeitsverteilung!

|n = 0〉 Expansion Impulsverteilung
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Expansion kalter Atome

tion of the initial detuning of this pulse. On this spectrum,

the blue sideband has the same height as the central peak and

the transfer efficiency is consistent with 1 within our 5%

experimental error. On the other hand, the red sideband re-

mains barely visible. As the blue !red" sideband corresponds
to a transfer n→n!1 (n→n"1), all atoms contribute to the
blue sideband, whereas only atoms that are in the excited

vibrational levels !i.e., n#0) contribute to the red one. The
ratio between the height of the red sideband and that of the

blue sideband is equal to 1"n0 , where n0 is the fraction of

atoms in the fundamental vibrational state. From Fig. 2!c" we
obtain n0$92(5)%. Thus, we have prepared a sample of
about 150 horizontal planes in which almost all atoms oc-

cupy the lowest quantum state of the vertical motion.

Once the atoms are cooled to the fundamental quantum

state, it is straightforward to prepare any other Fock state of

motion by a sequence of transfers performed on the side-

bands or carrier. For instance, we prepare !n$1# as follows.
Using a single Raman pulse tuned to the blue sideband, we

transfer the atoms in the vibrational state !n$1# of F$4.
Again, to achieve a transfer efficiency of $1 we use a 1-ms
Raman pulse frequency chirped over 60 kHz and centered at

90 kHz.

The velocity distribution of the vibrational state n$1 is

P!v "$ "%v!n$1# "2$
1

!2& v0
3

v2 e"v2/2v0
2

. !1"

It displays two peaks at %!2v0 and P(v$0)$0. The image
taken after 10 ms of time of flight 'Fig. 3!b"( indeed exhibits
this double peak structure.
To make a quantitative comparison between observed and

expected spatial distributions along z after a time of flight of
duration t, we must take into account the finite initial size of
the cloud. The expected spatial distribution Ft(z) is

Ft!z "$
1

t
#

")

)

F0!z0" P$ z"z0

t
% dz0 , !2"

where F0(z0) is the initial spatial distribution which is
Gaussian with an rms width of 56 *m, and P„(z"z0) /t…
$P(v) is given by Eq. 1. As shown in Fig. 3, the calculated
distribution agrees well with the measured distribution, with
no other adjustable parameter than the amplitude. Any higher
Fock state could be prepared by applying a succession of
Raman pulses that transfer the atoms into the other hyperfine
state with an increase of the vibrational number of 1. For
example, to produce the Fock state !n$2#, a first Raman
pulse on the blue sideband transfers the atoms in F$4 in
!n$1# and then a Raman pulse on the red sideband brings
them back to F$3 in !n$2#.
Two directions could be explored for a future work. First,

the manipulation of quantum states can be pushed further: a
time-dependent coherent superposition of vibrational states
could be produced and detected in the same manner as here.
The quantum control of the single particle and the entangle-
ment of several particles are essential ingredients for the re-
alization of a quantum computer '12(. Second, it would be
interesting to study the behavior of the trapped gas strongly
confined in one dimension. For instance, after sideband cool-
ing, the cloud is out of thermal equilibrium, the horizontal
kinetic energy being larger than the vertical one. We have
observed that the cloud thermalizes by collisions with a time
constant of $100 ms. Since the width of the vibrational
ground state along z is 20 nm and the collisional cross sec-
tion for Cs atoms in free space at T$20*K is on the order
of (50 nm)2 '13( how should the collisions be described?
Finally, it would be interesting to search for a two-
dimensional Bose-Einstein condensation in a harmonic trap
'14( by cooling the horizontal motion of our trapped gas.
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ieure et de l’Université Pierre et Marie Curie, associée au
CNRS.

'1( X. Maitre, E. Hagley, G. Nogues, C. Wunderlich, P. Goy, M.
Brune, J.M. Raimond, and S. Haroche, Phys. Rev. Lett. 79,

769 !1997".
'2( D.J. Wineland and H. Dehmelt, Bull. Am. Phys. Soc. 20, 637

!1975".

'3( D.J. Wineland, W.M. Itano, J.C. Bergquist, and R.G. Hulet,
Phys. Rev. A 36, 2220 !1987".

'4( F. Diedrich, J.C. Bergquist, W.M. Itano, and D.J. Wineland,
Phys. Rev. Lett. 62, 403 !1989".

'5( C. Monroe, D.M. Meekhof, B.E. King, S. R. Jefferts, W.M.

FIG. 3. Absorption images of Fock states !a" !n$0# and !b"
!n$1# taken after a time of flight of !a" 6 ms and !b" 10 ms.
Measured distributions along z are compared to the calculated ones

in !c" and !d". The calculation assumes that all the atoms are in the
corresponding Fock state and takes into account the initial size of

the cloud along z measured independently !rms width of 56 *m).
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Klassische Beschreibung von Lichtfeldern

• Quantenmechanische Beschreibung des Lichtes: Herleitung
über das klassische Lichtfeld
→ Ausgangspunkt: Maxwell-Gleichungen für den strom- und
ladungsfreien Raum

• Lösungen der Maxwell-Gleichungen sind abhängig von den
Randbedingungen

• Einfachstes Beispiel: Lichtmode in einem Volumen, welches
durch zwei unendlich gut leitende Platten begrenzt ist:

Eine solche durch die Randbedingungen bestimmte Form des Lichtfeldes nennt man
Mode. Aufgrund der Linearität der Maxwell-Gleichungen kann man aus Überlagerun-
gen von Moden neue Moden konstruieren oder eine gegebene Mode in eine Linearkom-
bination anderer Moden zerlegen.

• Zur Quantisierung betrachten wir als einfachstes Beispiel die Lichtmoden für ein durch
unendlich gut leitende parallel Platten abgeschlossenes Volumen. Das Licht hat eine
Ausbreitungsrichtung entlang z und einer Polarisation parallel zur x-Achse. Auf den
Platten im Abstand L muß das Feld verschwinden.

x

y
z

L

Das Feld läßt sich schreiben als

Ex(z, t) =

s
2!2m
V "0

· q(t) sin(k · z)

mit den Randbedingungen

n ·
#m
2
= L.

Die möglichen Wellenvektorn sind also

km =
2$

#m
.

Für die Frequenz ergeben die Maxwell-Gleichungen

!m = c · km = c ·m ·
$

L
.

V ist das Volumen des Hohlraums und die Amplitude q(t) hat aufgrund des gewählten
Vorfaktor die Dimension m

!
kg. Die Amplitude kann sich zeitlich ändern. Das zum

elektrischen Feld gehörige Magnetfeld erhält man aus der 2. Maxwell-Gleichung

By(z, t) =
³µ0"0
k

´µ2!2m
V "0

¶1/2
q(t) cos(k · z).

Warum die Amplituden so merkwürdig geschrieben sind, erklärt sich im nächsten
Schritt:

2

• Licht breitet sich entlang der z-Achse aus
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Klassische Beschreibung von Lichtfeldern

• Für das elektrische Feld gilt dann

Ex(z , t) =

√
2ω2

ε0V
· q(t) · sin(kz)

mit q(t) als zeitabhängige Amplitude.

• Für das Magnetfeld erhält man aus der zweiten Maxwell’schen
Gleichung

By (z , t) =
1

c2k

√
2ω2

ε0V
· q̇(t) · cos(kz)
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• Klassische elektromagnetische Energie einer ebenen Welle im
Volumen V ist gegeben durch

H =
1

2

∫ (
ε0E 2

x (z , t) +
1

µ0
B2

y (z , t)

)
dV

• Erinnerung an die Energie des harmonischen Oszillators für ein
Teilchen mit Masse m:

H =
p2

2m
+

1

2
mω2q2

mit p = q̇
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• Quantisierung: p, q werden als Operatoren p̂, q̂ aufgefasst

• Alle klassischen Größen werden ebenfalls zu Operatoren:

H → Ĥ =
p̂2

2m
+

1

2
mω2q̂2

E → Êx(z , t) =

√
2ω2

ε0V
· q̂(t) · sin(kz)

B → B̂y (z , t) =
1

c2k

√
2ω2

ε0V
· p̂(t) · cos(kz)
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Quantenmechanische Beschreibung des HO

• Einführung des Erzeuger- und Vernichteroperators â, â†

mit

â =
1√
2

{√
mω

~
q̂ +

i

m~ω
p̂

}
â† =

1√
2

{√
mω

~
q̂ − i

m~ω
p̂

}
• Aus der Heisenberg-Vertauschungsrelation [q̂, p̂] = i~ wird die

bosonische Vertauschungsrelation [â, â†] = 1

• Für Orts- und Impulsoperator gilt dann

q̂ =

√
~

2mω
· (â† + â)

p̂ = i

√
m~ω

2
· (â† − â)
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QM-Beschreibung des Lichts

• Einsetzen von â, â† in den Operator für elektrische Feld ergibt

Ê (z , t) = Ê (χ) =

√
~ω

2ε0V
(âe−iχ + â†e iχ)

mit χ = ωt − kz − π
2

• Für das magnetische Feld erhält man analog

B̂(z , t) = B̂(χ) =
1

c2k

√
~ω

2ε0V
(âe−iχ − â†e iχ)

mit χ = ωt − kz − π
2
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Einführung von Quadraturoperatoren

• â, â† sind keine hermiteschen Operatoren
→ keine beobachtbare bzw. messbare Größen

• Finde einen Ausdruck für Ĥ in der Form Ĥ = p̂2

2m + 1
2mω2q̂2

mit hermiteschen Operatoren

• Analog zu p̂ und q̂ definiert man jeweils für eine Feldmode
mit Frequenz ω:

X̂ =
1

2
(â† + â)

Ŷ =
1

2
i(â† − â)

• ⇒ Ĥ = ~ω(X̂ 2 + Ŷ 2)
mit â = X̂ + i Ŷ und â† = X̂ − i Ŷ
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Einführung von Quadraturoperatoren

• Für die Heisenberg-Relation gilt somit:

[X̂ , Ŷ ] =
i

2

∆X̂
2 ·∆Ŷ

2 ≥ 1

16

• Die Erwartungswerte von X̂ und Ŷ nennt man
Quadraturkomponenten des elektromagnetischen Feldes

• In der Fock-Basis erhält man für die Erwartungswerte der
Quadraturkomponenten

〈n|X̂ |n〉 = 〈n|Ŷ |n〉 = 0

• Für die Varianzen gilt

(∆X̂ )2 = (∆Ŷ )2 =
1

2
(n +

1

2
)
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Elektrisches Feld im Quadraturkomponenten

• Einsetzen der Quadraturoperatoren in das elektrische Feld
ergibt

Ê (z , t) = Ê (χ) = 2

√
~ω

2ε0V
(X̂ cos(χ) + Ŷ sin(χ))

mit χ = ωt − kz − π
2

• Veranschaulichung an einer klassischen Welle: Jede beliebige
Welle mit Frequenz ω ist an einen Ort r aus zwei Wellen
zusammensetzbar, welche um π

2 phasenverschoben sind1.2 Zustände des Lichtfeldes 9

Y · sin(...)

X · cos(...)

Abbildung 1.2: Darstellung einer Welle durch

Überlagerung zweier anderer, zueinander phasenver-

schobener Wellen

φ0

A

Abbildung 1.3: Darstellung einer Welle durch Ein-

stellung von Amplitude und Phase

Abbildung 1.4: Klassische Darstellung einer Welle

Abbildung 1.5: Darstellung Kohärenten Lichtes in

Quadraturkomponenten

Wichtig ist nun, dass sich aus diesem Diagramm auch die alternativen Größen Amplitude A und

Phase φ0 ablesen lassen. Quantenmechanisch werden die Achsen der Phasenraumdarstellung des

Lichtfeldes häufig auch – etwas ’schlampig’ – mit X und Y oder X̂ und Ŷ , manchmal auch 〈X̂〉
und 〈Ŷ 〉 angegeben.

Wichtig ist, dass ein Zustand nie beliebig scharf sein kann, d.h. es gelten Unschärfe-Beziehungen für

die nicht kommutierenden Operatoren X̂ und Ŷ , die je nach Zustand unterschiedlich sein können

(siehe Abschnitt 1.2). In Abbildung 1.5 ist ein kohärenter Zustand mit minimaler symmetrischer

Unschärfe in X̂ und Ŷ gezeigt.

1.2 Zustände des Lichtfeldes

1.2.1 Fock-Zustände

Fock-Zustände (Photonen-Zahl-Zustände) sind

• Basis-Zustände des Feldes

• Eigenzustände zum Zahl-Operator n̂ = â†â

mit N Photonen in der betrachteten Mode. Somit sind sie ebenfalls Eigenzustände zum Hamilton-

Operator Ĥ = !ω(n̂ + 1
2 ) mit

â†â |n〉 = n̂ |n〉 = n · |n〉 (1.21)

Fock-Zustände bilden einen orthogonalen, vollständigen Satz von Eigenfunktionen.
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Vakuum-Zustände

• Hier befindet sich kein Photon im Feld
• Für den Eigenwert der Photonenzahl im Vakuum-Zustand | 0〉

gilt dann:
〈0〉 = 0

• aber

〈ÊVakuum〉 = 0

〈∆ÊVakuum(χ)〉2 = 〈∆Ê 2(χ)〉 − 〈∆Ê (χ)〉2 =
1

4

• Es gibt Vakuum-Fluktuationen!
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Kohärente Zustände

• Eigenzustände des HO haben eine gleichverteilte Phase
→ nicht geeignet, um Laserstrahlung zu beschreiben

• Kohärenter Zustand:
Vakuumzustand | 0〉, der im Phasenraum um die kohärente
Amplitude verschoben wurde

• Ebenfalls ein Zustand minimaler Unschärfe

• Einführung des Verschiebeoperators

D̂(α) = eαâ†−α∗â

• Kohärenter Zustand ist definiert als

| α〉 = D̂(α) | 0〉

36 / 54



Eigenschaften kohärenter Zustände

• Erwartungswert des elektrischen Feldes für die α-Zustände:

〈α|Ê (χ)|α〉 = 2|α|E0 sin(χ)

• Für die Varianz gilt analog zum Vakuum-Zustand

〈∆Êα(χ)〉2 = 〈∆Ê 2(χ)〉 − 〈∆Ê (χ)〉2 =
1

4

b) Kohärente Zustände : Glauber - Zustände  ( Glauber 1963)

Glauber-Zustände kommen einem 
idealen Laserfeld sehr nahe. Es sind 
Zustände mit minimaler Unschärfe. 

Zustände mit mittlerer Photonenzahl      
und minimaler Schwankungsbreite.

2!

41)( 2 "#x

41)( 2 "#y

x

y

!

$
Vakuum

Kohärente Zustände ‚entstehen‘ durch Verschieben des Vakuumzustands      mit 
einem „Verschiebeoperator“:

0

0ˆ
)(!! D% )ââ(

)(

*ˆ !!
!

&'" eD
ist eine komplexe Zahl!

Kohärenter Zustand darstellbar als 
Superposition von Zahlzuständen:
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21

2
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Licht-Zustände:
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Gequetschte Zustände

• Ausgangssituation:
Alle Lichtzustände haben Unschärfe in beiden
Quadraturkomponenten X̂ , Ŷ

• Einführung von
”
gequetschtem“ Licht:

Das Rauschen von einer der beiden Quadraturkomponenten
soll verringert werden

• Das Rauschen der Amplitude wird auf Kosten des
Phasenrauschens minimiert und umgekehrt

• ⇒ Eine Schärfe nimmt zu, die andere Schärfe nimmt dafür ab
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Erzeugung gequetschter Zustände

• Wie erzeugt man gequetschtes Licht?

• ⇒ Anwenden des Squeezing-Operators auf den
Vakuum-Zustand, dann Verschieben mit dem
Verschiebe-Operator

• Formal bedeutet das

| α, ξ〉 = D̂(α)Ŝ(ξ) | 0〉

• mit

D̂(α) = eαâ†−α∗â

Ŝ(ξ) = e
1
2
ξ(â)2− 1

2
ξ(â†)2

und ξ = s · e iθ, ξ ∈ C
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Erzeugung gequetschter Zustände

• Dabei ist s der Squeezing-Parameter und 0 ≤ θ ≤ 2π die
gequetschte Quadratur

• Im Phasenraum kann man sich die Erzeugung von
gequetschtem Licht so veranschaulichen:

Gequetschtes Licht

Formale Erzeugung über „Quetschen“ des Vakuum-Zustandes und 
anschließende Verschiebung. 

• Der Sqeeze-Operator          ist unitär.

• Der gequetschte Zustand besteht nur aus Zahlzuständen mit gerader 
Photonenzahl!

• Gequetschter Zustand ist kein Eigenzustand zu      oder       .â !â
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Eigenschaften gequetschter Zustände

• Eigenwerte der Quadraturkomponenten unabhängig von der
Quetschung des Lichtes
→ identisch mit dem kohärentem Zustand

• Aber: Wegen unterschiedlicher Quetschung in beiden
Quadraturkomponenten sind die Varianzen verschieden

• Es gilt also

〈αξ | X̂ | αξ〉 = Reα = |a| cosφ

〈αξ | Ŷ | αξ〉 = Imα = |a| sinφ

(∆X̂ )2 =
1

4
[e2ssin2(

θ

2
) + e−2scos2(

θ

2
)]

(∆Ŷ )2 =
1

4
[e2scos2(

θ

2
) + e−2ssin2(

θ

2
)]

→ Ein Ausdruck nimmt ab, der andere dafür zu!
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Visualisierung der einzelnen Zustände

• a) Kohärenter Zustand:
Kommt so aus jedem
Laser

• b) Gequetscher Zustand
mit s > 0: Gut um die
Lichtintensität zu messen

• c) Gequetscher Zustand
mit s < 0: Gut um die
Phase des Lichtfeldes zu
messen → Wichtig für ein
Interferometer!
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Anwendungen gequetschter Zustände

• Messung von Gravitationswellen in einem Interferometer

• Zwei fundamentale Quellen des Quantenrauschens legen die
Empfindlichkeit eines solchen Interferometers fest:

• photon-counting-error
• radiation-pressure-error → zu hohe Intensitäten auch schlecht!

! !

"

#

"

#
kohärenter Zustand höhere Intensität
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Anwendungen gequetschter Zustände

• Abhilfe: Erzeugung gequetschten Lichts im Interferometer
→ Der photon-counting-error soll klein werden (d.h.
Unterdrückung der Photonen-Statistik 1√

N
)

! !

"

#

"

#
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Schema des Interferometers

The main laser source of our experiment was a mono-
lithic nonplanar Nd:YAG ring laser of 2 W single mode
output power at 1064 nm. About 1 W was used for second
harmonic generation (SHG) to produce the necessary
pump field for the OPA; see Fig. 1. The residual beam
was transmitted through a mode cleaner ring cavity to
reduce laser amplitude noise and spatial fluctuations. The
outgoing field was used as a local oscillator for the homo-
dyne detector (50 mW) as well as a seed beam for the OPA
(100 mW), filter cavity locking (30 mW), and the
Michelson (120 mW). For controlling the OPA cavity
length, a Pound-Drever-Hall (PDH) locking scheme with
a phase modulation sideband frequency of 153.8 MHz was
used. The error signal was fed back to the piezoelectric
transducer mounted coupling mirror of the hemilithic cav-
ity. A similar locking technique was used for the SHG.
Another locking loop stabilized the phase relation between
the fundamental and second harmonic fields inside the
OPA. A more detailed description can be found in
Ref. [23]. Locking the OPA to deamplification generates
a broadband amplitude quadrature squeezed beam of about
92 !W at 1064 nm. This beam was then first passed
through a Faraday isolator, protecting the OPA from any
backscattered light. A "=4 waveplate turned the
s-polarized beam into a circularly polarized beam which
was mode matched into our linear FC. The coupling and
end mirrors had reflectivities of 90% and 99.92%, respec-
tively. The cavity length was electronically stabilized to
about L ! 1:21 m, resulting in a free spectral range of
124 MHz. We applied the PDH locking technique, utilizing
a circularly polarized laser beam that carried 134 MHz
phase modulation sidebands and was coupled into the filter
cavity from the opposite side. Therefore, it was possible to
lock the FC stably to a sideband frequency of "134 MHz,
which results in a detuning frequency of "10 MHz due to
the free spectral range of 124 MHz. This technique avoided

unwanted control signals showing up in the detection band.
Note that such a signal was present in Figs. 3(a) and 4(a) of
Ref. [23] at 15 MHz. Locking the filter cavity to either the
upper or the lower sideband, the squeezed field was then
reflected towards the signal-recycling mirror.

The Michelson interferometer was dual recycled; both
recycling cavities had lengths of about 1.21 m and the
reflectivities of the power-recycling mirror (PRM) and
the SRM were both 90%; cf. Fig. 1. The interferometer
was stabilized on a dark fringe, and the PRM was con-
trolled such that it formed a carrier field resonating cavity
together with the two Michelson end mirrors of 99.92%
reflectivity. The finesse of this power-recycling cavity was
measured to 60. The signal-recycling cavity (SRC) that
was formed by the SRM and the two end mirrors contained
no carrier field and could be stably locked to sideband
frequencies of "10 MHz. Altogether, three electronic con-
trol loops were applied to stabilize the interferometer to
this operation point, utilizing two polarization modes and
two modulation frequencies. The phase modulations at 15
and 134 MHz were applied to the carrier field before it
entered the interferometer, and a "=2 plate in front of the
PRM split the incoming beam into 100 mW of s polariza-
tion and 20 MHz of p polarization. The position of the
PRM was locked by a PDH technique via the 15 MHz
sidebands in the s polarization. Modulation sidebands at
134 MHz in the s and p polarizations were then used to
control the dark port and the length of the detuned signal-
recycling cavity, respectively. The polarization modes
were decoupled by a polarizing beam splitter (PBS) that
was placed between the 50=50 beam splitter and the SRM.
An arm length difference of the Michelson of 7 mm was
sufficient to provide adequate strong error signals.

The squeezed beam from the detuned locked filter cavity
was injected into the SRC, passing a combination of a PBS,
a "=2 plate, and a Faraday rotator. This gave spatial

FIG. 1 (color online). Schematic of the
experiment. Amplitude squeezed light is
generated in an OPA cavity of controlled
length. The detuned filter cavity pro-
vides frequency dependent squeezing
suitable for a broadband quantum noise
reduction of a shot-noise limited dual-
recycled Michelson interferometer.
SHG: second harmonic generation;
OPA: optical parametric amplifier;
DC: dichroic mirror; LO: local oscilla-
tor; PD: photodiode; PRM: power-
recycling mirror; SRM: signal-recycling
mirror; !: piezoelectric transducer.

PRL 95, 211102 (2005) P H Y S I C A L R E V I E W L E T T E R S week ending
18 NOVEMBER 2005

211102-2
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Ergebnisse

• Bessere Messung der Nulldurchgänge
→ Rauschen der Phase wird reduziert:

After applying classical noise suppression to enable
squeezing in the GW band as demonstrated in Ref. [26],
our squeezed light source would be directly applicable to
all current and probably next-generation detectors since the
same laser wavelength is used. Future detectors are also
expected to be quantum noise limited at lower frequencies
due to backaction noise (radiation-pressure noise). Then
the demonstrated experiment can also provide a broadband
nonclassical sensitivity improvement if additional filter
cavities are used. Then if the initial power- and signal-
recycled interferometer is already at the standard-quantum
limit, squeezed field injection can provide quantum non-
demolition performance [14,22,27]. In our experiment, we
chose a homodyne readout with external local oscillator.
This is in accordance with theoretical investigations that
considered a readout scheme that can switch between
arbitrary quadrature angles [11,14]. Such a local oscillator
might be generated in a large scale GW detector from an
unused reflection from the beam splitter antireflection coat-
ing. We believe that a realistic goal for future GW detectors
is a 6 dB improvement of power noise spectral density.
This requires the generation of a 10 dB squeezed field at
detection frequencies and an overall loss of less than 17%.
A detailed estimation of expected individual loss contribu-
tions in squeezing enhanced GW detectors will be pre-
sented elsewhere [28].

This work has been supported by the Deutsche For-
schungsgemeinschaft and is part of Sonderforschungs-
bereich 407.
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FIG. 3 (color online). Amplitude quadrature power spectra of
the dual-recycled Michelson interferometer with and without
nonclassical noise reduction. A single-sideband modulation
was injected at certain frequencies to characterize the signal-
to-noise ratio. (a) Shot noise measured with a blocked signal
beam at the homodyne detector; (b) (dashed line) shot-noise
limited signals; (c) broadband squeezing enhanced signal-to-
noise ratios of up to 2.8 dB below shot noise. Utilizing the
max hold function of the spectrum analyzer, the optical transfer
function of the SRC was mapped out by continuously sweeping
the injected signal (d).

PRL 95, 211102 (2005) P H Y S I C A L R E V I E W L E T T E R S week ending
18 NOVEMBER 2005

211102-4

• Linie b): Rauschen bei gequetschtem Licht → Unterhalb des
normalen Schrotrauschens

• Peaks bedeuten, dass nur bestimmte Frequenzen gequetscht werden
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Prinzip der Komplementarität

• Was bedeutet der Begriff
”
Komplementarität“?

• Quantenmechanische Objekte können sich bei verschiedenen
experimentellen Bedingungen als Teilchen oder Welle
verhalten

•
”
wave-like-behaviour “ ↔

”
two-way-behaviour“

• Doppelspalt-Experiment:
Es gibt zwei Möglichkeiten:

• Einzelnes Elektron kann durch beide Spalte gehen
→ Interferenz

• Anbringen eines
”
Which-Way-Detektors“

→ Interferenz verschwindet

• Heisenberg’sche Unschärferelation sagt hier: ∆x wird kleiner
⇒ Interferenz verschwindet
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• Experiment von Grangier-Roch:3

S 1

S 2

P 2

P 1

Figure 1. Simplified representation of Afshar’s experiment [28, 29]. An
attenuated laser illuminates a Young’s double-pinhole interferometer. A lens (L)
images each pinhole S1 and S2 on two detectors P1 and P2. A grid of thin wires
(G) with a period matching the interfringe is positioned after the lens so that the
wires of the grid are exactly superimposed on the dark fringes of the interference
pattern.

pulses for which full and unambiguous WPI can be obtained, complementary to the observation
of interference4.

The paper is organized as follows: we start with a wave-like analysis of the experiment,
allowing us to determine the interference visibility V and the path distinguishability parameter
D. We demonstrate that the set of these two parameters obeys inequality (1). This analysis is
then compared with the experiment. The results correspond with the almost ideal case, close to
the upper bound of inequality (1).

2. Afshar’s setup with a Fresnel’s biprism: a wave-optical analysis

Figure 2 (a) shows the setup corresponding to two separated incident beams at normal incidence
on a FB, with two output detectors P1 and P2 positioned far away from the overlapping region
of the two deviated beams [15]. Each detector is then unambiguously associated with a given
path of the interferometer, i.e. detector P1 to path 1 and detector P2 to path 2. The experiment
depicted on figure 1 can then be reproduced by introducing a transmission grating inside the
interference zone corresponding to the overlap of the two beams refracted by the biprism.

A strong assumption in Afshar’s interpretation is that positioning the wires of the grid at
the dark-fringe locations is enough to reveal the existence of the interference pattern, without
inducing any further perturbation on the transmitted light field. However, the grid has an
unavoidable effect due to diffraction, which redirects some light from path 1 to detector P2

and, reciprocally, from path 2 to detector P1. The introduction of the grid has then partially
erased the WPI since it becomes impossible to univocally associate each output detector with a
given path of the interferometer.

4 As explained in [14], experiments performed with attenuated lasers can be fully interpreted in the framework of
classical electrodynamics, without any particle-like behaviour.

New Journal of Physics 10 (2008) 123009 (http://www.njp.org/)

• Resultat: Je mehr Weginformation, desto weniger Interferenz8

Figure 4. Photocounts recorded on detector P1 while translating the grating G
along the x-axis, for different widths a of the transmitting slits: (a) a = 20 µm,
(b) 50 µm, (c) 70 µm and (d) 80 µm. Identical results are recorded on detector
P2. The grating is translated by 4-µm steps and each point is recorded with
3-s acquisition time. A constant averaged background due to detector dark count
rate (about 180 counts s−1) has been subtracted from the data. The visibility is
evaluated using a fit by a cosine function shown as a solid line.

Figure 5. (a) Wave-like information V 2 and particle-like information D2 as a
function of the width a of the transmitting slits. The solid lines are the theoretical
expectations given by equations (10) and (12) without any fitting parameters.
(b) V 2 + D2 as a function of a.

transmitting slits increases, the dependence being in good agreement with equation (10) (see
figure 5(a)).

For each grating, we independently measure the distinguishability parameter D to quantify
the available WPI. This is experimentally realized by consecutively blocking one arm of
the interferometer and then the other, and by measuring the quantity D1 and D2 defined by

New Journal of Physics 10 (2008) 123009 (http://www.njp.org/)
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•
”
Verallgemeinerte“ Heisenberg’sche Unschärferelation:

V 2 + D2 ≤ 1

mit D = Distinguishability und V = Visibility

• Hierbei gilt die folgende Beziehung:

8

Figure 4. Photocounts recorded on detector P1 while translating the grating G
along the x-axis, for different widths a of the transmitting slits: (a) a = 20 µm,
(b) 50 µm, (c) 70 µm and (d) 80 µm. Identical results are recorded on detector
P2. The grating is translated by 4-µm steps and each point is recorded with
3-s acquisition time. A constant averaged background due to detector dark count
rate (about 180 counts s−1) has been subtracted from the data. The visibility is
evaluated using a fit by a cosine function shown as a solid line.

Figure 5. (a) Wave-like information V 2 and particle-like information D2 as a
function of the width a of the transmitting slits. The solid lines are the theoretical
expectations given by equations (10) and (12) without any fitting parameters.
(b) V 2 + D2 as a function of a.

transmitting slits increases, the dependence being in good agreement with equation (10) (see
figure 5(a)).

For each grating, we independently measure the distinguishability parameter D to quantify
the available WPI. This is experimentally realized by consecutively blocking one arm of
the interferometer and then the other, and by measuring the quantity D1 and D2 defined by

New Journal of Physics 10 (2008) 123009 (http://www.njp.org/)

• Wenn ein deutliches Interferenzmuster zu sehen ist, d.h. V
groß ist, dann ist die Weginformation (D) klein

• Ansonsten sind die Verhältnisse umgekehrt
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Ende des Vortrags

Vielen Dank für die Aufmerksamkeit!
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Tübingen, http://www.pit.physik.uni-tuebingen.de/
zimmermann/lehre/skripten/Quantenoptik.pdf

Samblowski, Aiko: Verschränkung kontinuierlicher Variablen
von Seitenbändern optischer Felder, http:
//www.aei.mpg.de/pdf/diploma/ASamblowski_07.pdf

Sengstock, Klaus; Schmidt, Malte: Quantenoptik und
Atomoptik, Vorlesungsskript WS 2004/05, Universität
Hamburg, http://www.physnet.uni-hamburg.de/ilp/de/
qoptik/quantenoptik-skript-10-05.pdf

Sengstock, Klaus: Vortragsfolien der Vorlesung Quantenoptik
und Atomoptik, Universität Hamburg,
http://www.physnet.uni-hamburg.de/ilp/de/qoptik_
07_08/Kapitel1_07_08.pdf

53 / 54

http://www.pit.physik.uni-tuebingen.de/zimmermann/lehre/skripten/Quantenoptik.pdf
http://www.pit.physik.uni-tuebingen.de/zimmermann/lehre/skripten/Quantenoptik.pdf
http://www.aei.mpg.de/pdf/diploma/ASamblowski_07.pdf
http://www.aei.mpg.de/pdf/diploma/ASamblowski_07.pdf
http://www.physnet.uni-hamburg.de/ilp/de/qoptik/quantenoptik-skript-10-05.pdf
http://www.physnet.uni-hamburg.de/ilp/de/qoptik/quantenoptik-skript-10-05.pdf
http://www.physnet.uni-hamburg.de/ilp/de/qoptik_07_08/Kapitel1_07_08.pdf
http://www.physnet.uni-hamburg.de/ilp/de/qoptik_07_08/Kapitel1_07_08.pdf


Literaturverzeichnis IV

Abbildung für den harmonischen Oszillator:
http://topcat.iit.bme.hu/~fercsi/docs/books/
Mathematik-Kompendium/daten/bilder/kap09/t1/
109a021.gif

54 / 54

http://topcat.iit.bme.hu/~fercsi/docs/books/Mathematik-Kompendium/daten/bilder/kap09/t1/109a021.gif
http://topcat.iit.bme.hu/~fercsi/docs/books/Mathematik-Kompendium/daten/bilder/kap09/t1/109a021.gif
http://topcat.iit.bme.hu/~fercsi/docs/books/Mathematik-Kompendium/daten/bilder/kap09/t1/109a021.gif

