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I). Klassische Dissipation: Relaxation und
Fluktuationen

I).1. harmonischer Oszillator

Abbildung I).1.: harmonischer Oszillator mit Fluktuationen

V (q) =
mω2

0

2
q2 (I).1)

q̇ =
p

m
(I).2)

ṗ = −V ′(q) = −mω2
0q (I).3)

⇒ mq̈ +mω0q + q̇mγ = 0 ⇒ q(t) = q(0)e−λt ⇒ λ1/2 =
γ

2
±
√
γ2

4
− ω2

0 (I).4)

mit
γ

2
< ω0 : gedämpfte Oszillation

mit
γ

2
> ω0 : keine Oszillation

äußere Kraft F(t):
mq̈ +mω2

0q +mγq̇ = F (t) (I).5)

Fouriertrafo:

q(t) =
1

2π

∞∫
−∞

dωq̃(ω)e−iωt (I).6)
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F (t) =
1

2π

∞∫
−∞

dωF̃ (ω)e−iωt (I).7)

in Gleichung I).5:
[−mω2 +mω2

0 − imγω]q̃(ω) = F̃ (ω) (I).8)

⇒ q̃(ω) =
1
m

1
ω2

0 − ω2 − iγω
F̃ (ω) = χ̃(ω)F̃ (ω) (I).9)

χ̃ Antwortfunktion/Responsefunction: unabhängig von Anregungskraft
auch: dynamische Suszeptibilität vgl. elmag Suszeptibilität.

χ(t) =
1

2π

∞∫
−∞

dωχ̃(ω)e−iωt (I).10)

Lösungsansatz: Residuensatz
Pole von χ̃(ω):

ω2
0 − ω2 − iγω = 0 ω± = −iγ

2
±
√
ω2

0 −
γ2

4
(I).11)

Abbildung I).2.: Pole

⇒ 1
2π

∞∫
−∞

e−iωt
1

(ω − ω+)(ω − ω−)︸ ︷︷ ︸
?=−mχ̃(ω)

=
2πi
2π

∑
Re mit Im(ω)<0, da t>0

e−iωt

(ω − ω+)(ω − ω−)

(I).12)
betrachte: e−iωt:

• t > 0 : Im ω < 0

• t < 0 : Im ω > 0
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⇒ χ(t)|t<0 = 0 (I).13)

⇒ ω± = −iγ
2
± ζ (I).14)

mit ζ =

√
ω2

0 −
γ2

4
für t > 0

⇒ χ(t) = − 1
m

1
ζ
e
−
γt

2 sin(ζt) (I).15)

(bessere Formulierung mit Stufenfkt Θ(t))
q̃(ω) = χ̃(ω)F̃ (ω) ist Faltung

q(t) =
∞∫
−∞

ds χ(t− s)︸ ︷︷ ︸
beschreibt Energieaufnahme/-abgabe-Verhältnis

F (s)

F (s) 6= 0 nur für s 0

⇒ q(t) =

∞∫
0

dsχ(t− s)F (s) =

t∫
0

dsχ(t− s)F (s) (I).16)

, da χ(t− s) = 0 für s > t (Kausalität)
betrachte:

χ̃(ω) = χ̃′(ω)︸ ︷︷ ︸
dispersiver Anteil

+i χ̃′′(ω)︸ ︷︷ ︸
absorb. Anteil

(I).17)

mit:

χ̃′(ω) =
1
m

ω2
0 − ω2

(ω2 − ω2
0)2 + γ2ω2

(I).18)

χ̃′′(ω) =
1
m

γ?
(ω2 − ω2

0)2 + γ2ω2
(I).19)

I).2. Absorbierte Energie

betrachte Kraft:
F (t) = F0 cos(νt) ν =

2π
T

(I).20)

für mq̈ +mω2
0q + γmq̇ = F (t) mit q(0) = 0 und p(0) = 0

| · q ⇒ d

dt
E(t) = qF (t)︸ ︷︷ ︸

Energiezufluss

− γmq̇2︸ ︷︷ ︸
Energieabfluss

(I).21)

Mittlere absorbierte Energie:

1
T

T∫
0

dtq̇(t)F (t) = W̄ (I).22)

F̃ (ω) =
F0

2
(δ(ω + ν) + δ(ω − ν)) (I).23)
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q̃(ω) =
F0

2
[χ̃(ω)δ(ω − ν) + χ̃(ω)δ(ω + ν)] =

F0

2
[χ̃(ν)δ(ω − ν) + χ̃(−ν)δ(ω + ν)] (I).24)

q(t) =
F0

2
[ χ̃(ν)︸︷︷︸
χ̃′(ν)+iχ̃′′(ν)

eiνt + χ̃(−ν)︸ ︷︷ ︸
χ̃∗′′(ν)=χ̃′(ν)−iχ̃′′(ν)

e−iνt] (I).25)

=
F0

2
χ̃′(ν)χ cos(νt)− iF0

2
χ̃′′(ν)χi sin(νt) = · · · (I).26)

es gilt:
χ̃(ν) = χ̃∗(−ν),
da χ(t) ∈ R ; χ(t) =

∫
χ̃(ν)e−iνt =

∫
χ̃∗(ν)eiνt =

∫
χ̃∗(−ν)e−iνt

χ̃(−ν) = χ̃∗(ν)

· · · = χ̃′(ν)F (t)− χ̃(ν)
¨F (t)
ν

(I).27)

neues Potential:

Abbildung I).3.: neues Pot

mω2
0

2
q2 + Fq =

mω2
0

2
(q +

F

mω2
0

)2︸ ︷︷ ︸
V erzerrung

− F 2

mω2
0︸ ︷︷ ︸

V erschiebung

(I).28)

Also gilt:

W̄ =
1
T

T∫
0

dtq̇(t)F (t) = − 1
T

T∫
0

dt[F (t)Ḟ (t)︸ ︷︷ ︸
1
2
∂

∂t
F (t)2

χ̃′(ν)− Ḟ 2(t)
χ̃′′(ν)
ν

] (I).29)

W̄ = − 1
T

1
2

[F (t)2 − F (0)2︸ ︷︷ ︸
=0

]χ̃′(ν) +
ν

2
F 2

0 χ̃
′′(ν)︸ ︷︷ ︸

F (t)=F0 cos(νt) einsetzen, integrieren

(I).30)
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⇒ W̄ =
ν

2
F 2

0 χ̃
′′(ν) > 0 (I).31)

klassisch gilt für mq̈ +mω2
0q + γmq̇ = 0; Fall t→∞ :

q(t)→ 0 , q2(t)→ 0

p(t)→ 0 , p2(t)→ 0

letzte Zeile weg kopiert.

I).3. Fluktuationen

Abbildung I).4.: Fluktuationen

Zeitmittel

q̄(T ) =
1
T

T∫
0

dt q(t)→ 0 für T →∞ (I).32)

aber: q̄2(T ) 6= 0, da negative Werte hier addiert werden.

Ensemblemittel

N Oszillatoren, die alle zu einem definierten Zeitpunkt betrachtet werden.

< q(t) >=
1
N

N∑
i=1

qi(t)→ 0 für N →∞ (I).33)

aber:

< q2(t) >=
1
N

N∑
i=1

q2
i (t) 6= 0 (I).34)

Ergodenhypothese: Scharmittel=Zeitmittel für N →∞
betrachte:

mq̈(t) +mω2
0q(t) +mγq̇(t) = 0 (I).35)
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beschreibt Mittelwerte, also Übergang
y

m < q̈(t) > +mω2
0 < q(t) > +mγ < q̇(t) >= 0 ist korrekt (I).36)

⇒< q(t) >=

t∫
0

ds χ(t− s)F (s) (I).37)

im Gleichgewicht:

<
p2

2m
>β=

kT

2
(I).38)

<
mω2

0q
2

2
>β=

kT

2
(I).39)

< pq >= 0 (I).40)

p > 0 gleich wahrscheinlich wie p < 0. kein Nettostrom.

Korrelationen

< q(t)q(t′) >β=
1
N

N∑
i=1

qi(t)qi(t′) =< q(t′)q(t) >β (I).41)

Erwartung: im thermodynamischen GGW: (Stationarität, Ergebnis hängt nur von Zeit-
dauer und nicht von Zeitpunkt ab)

< q(t)q(t′) >β=< q(t− t′)q(0) >β (I).42)

< q(t+ s)q(s) >β=< q(t)q(0) >β (I).43)

∂

∂s
< q(t+ s)q(s) >β= 0 (I).44)

Onsagersche Regressionshypothese

(1931 - gilt nicht für QM) Abweichung vom Gleichgewicht in Folge spontaner Fluk-
tuationen zerfallen im Mittel wie Abweichungen in folge äußerer Einwirkungen. (vgl.
Markov-Eigenschaft: das Verhalten eines Systems wird durch Orte, Impulse zu diesem
Zeitpunkt, nicht aber zu früheren Zeitpunkten bestimmt)
(d.h. kein ”Gedächtnis” von Systemen, wie sie in den Zustand gekommen sind. Gilt nur
klassisch)

< q(t) >= A(t) < q(0) > +B(t) < p(0) > durch äußere Kräfte (I).45)

mit
A(t) = e

−γt
2 [cos ζt+

γ

2ζ
sin ζt] (I).46)

B(t) =
1
mζ

e
−γt

2 sin ζt (I).47)

ζ =

√
ω2

0 −
γ2

m
(I).48)
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aus Gleichung I).45 folgt mit onsagerscher Regressionshypothese:

< q(t)q(0) >β= A(t)< q(0)q(0) >β︸ ︷︷ ︸
kT

mω2
0

+B(t)< p(0)q(0) >β︸ ︷︷ ︸
=0

(durch spontane Fluktuation)

(I).49)

⇒ Cqq(t) =< q(t)q(0) >=
kT

mω2
0

A(t) (I).50)

⇒ Cqp(t) = < q(t)p(0) >= M < q(t+ s)q̇(s) > (I).51)

= M [
∂

∂s
< q(t+ s)q(s) >︸ ︷︷ ︸

=0

]−M < q̇(t+ s)q(s) > (I).52)

= − < p(t)q(0) > (I).53)
= −MĊqq(t) (I).54)

aus Vergleich:

Dissipations-Fluktuations-Theorem:

�
�

�

χ(t) =

−1
kBT

Θ(t)C̈qq(t)

lässt sich auch im Frequenzraum darstellen:

χ(t)− χ(−t) =
∫
dω e−iωtχ̃(ω)−

∫
dω eiωtχ̃(ω)︸ ︷︷ ︸

=
∫
dω e−iωtχ̃(−ω)=

∫
dω e−iωtχ̃∗(ω)

(I).55)

= 2i
∫
dω e−iωtχ̃′′(ω) (I).56)

⇒ χ(t)− χ(−t) = 2i
∫
dω e−iωtχ̃′′(ω) (I).57)

=
−1
kBT

[Θ(t)Ċqq(t)− Θ(−t)Ċqq(t)︸ ︷︷ ︸
verschwindet für t>0

] (I).58)

=
i

kBT

∫
dωC̃qq(ω)e−iωtω (I).59)

Dissipations-Fluktuations-Theorem im ω-Raum
�



�
	χ̃′′(ω) =

ω

2kBT
C̃qq(ω)

(Ausblick) quantenmechanisch: χ̃′′(ω) =
1
2~

(1− e−ω~β)C̃qq(ω)

I).4. Langevingleichung

mq̈ +
∂V

∂q
+mγq̇ = ξ(t) (I).60)

q(t) = qhomogen(t) + qinh(t) (I).61)
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qinh(t) =

t∫
0

χ(t− s)ξ(s)ds (I).62)

mit < ξ(t) >= 0
< ξ(t)ξ(s) >= 2mγkBTγ(t− s) (I).63)

< q(t) >=< qhomogen(t) > +< qinh(t) >︸ ︷︷ ︸
=0

(I).64)

⇒< q(t)q(0) >= · · · Irgendwashypothese (vgl.Übung) (I).65)

verallgemeinerte Langevingleichung:

mq̈ +
∂V

∂q
+m

t∫
0

γ(t− s)︸ ︷︷ ︸
Gedächtnisfunktion

q̇(s) = ξ(t) (I).66)

mit < ξ(t) >= 0

wegen δ-Fkt an Grenze:
t∫

0

ds δ(t− s) =
1
2

Korrelationen: < ξ(t)ξ(s) >= mγ(t− s)kBT
γ(t− s) = 2γδ(t− s)
höhere Momente: < ξ(t)ξ(t′)ξ(t′′) > → Kumulanten=0

d Einschub:Kumulantenentwicklung
P(x)
< xk >=

∫
dx xkP (x)

erzeugende Funktion:
�� ��F (α) =< eiαx >=

∫
dx eiαxP (x)

entspricht Fouriertrafo von P(x)(
1
i

d

dα

)k
< eiαx > |α=0 =< xk > (I).67)

F (α) = e
∑
k(ck/k!)αk (I).68)

⇒ ck?

c1 =< x >
c2 =< x2 > − < x >2

Vorteil von Kumulanten ggü Momente

P (x) ∝ e
−(x− x0)2

2σ (I).69)

< x >= x0

⇒ eine Gaußverteilung hat nur 2 Kumulanten, aber unendlich viele Momente
b
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Numerische Realisierung

Langevingl.
q0, p0 bei t=0.
q(t), p(t)
Es gibt keine Bewegungsgleichung zu ξ → Zufallsrealisierungen
Mittelwert über Realisierungen =0

q̇(tj) =
q(tj+1 − q(tj)
tj+1 − tj

einsetzen in Langevin gl.

⇒ qξ(t), qξ̃(t) q ˜̃
ξ
(t)

⇒< q(t) >

Gibt es eine Bewegungsgleichung, die Mittelwert schon eingebaut hat?

< q(t) >=
∫
qW (p, q, t)dqdp

W (p, q, t) t→∞−→ Wβ(p, q) ∝ e−βH(p,q)

Bewegungsgleichung für W: Fokker-Planck-Gleichung
Wie sieht W(q,p,t) aus?

• W (p, q, t) =
∫
dq0dp0W (p0, q0, 0)δ(q − q(t))δ(p− p(t))

mit stochstischer Kraft:
W (p, q, t) =

∫
dq0dp0W (p0, q0, 0) < δ(q − q(t))δ(p− p(t)) >∫

dqdpW (p, q, t) =
∫
dq0dp0 < 1 >ξ W (p0, q0, 0) = 1

• W (p, q, t) ≥ 0

Resultat: Die Dynamik von W(p,q,t) besteht aus einer Drift (deterministisch) und einem
Diffusionsanteil (zufällig)
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Abbildung I).5.: Space

Drift

dW

dt
|Drift =

∂W

∂t
+
∂W

∂p
ṗ+

∂W

∂q
q̇

Liouville= 0 (I).70)

mit
q̇ =

p

m
ṗ|Drift = −V ′(q)− γp (I).71)

⇒ dW

dt
|Drift =

−p
m

∂W

∂q
+

∂

∂p
[V ′(q) + γp]W (I).72)

Diffusion

vgl Seminar:

∂W (p, q, t)
∂t

=


−p
m

∂

∂q
+

∂

∂p
[V ′(q) + γp] + kBTγm︸ ︷︷ ︸

t∫
0

dτ<ξ(t)ξ(0)>

∂2

∂p2

W (p, q, t) (I).73)

Gleichgewicht

∂Wβ

∂t
= 0

√
(I).74)
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II). Offene Quantensysteme 1

II).1. Modellierung

Wie beschreibt man in der QM Dissipation konsistent?
Schrödingergl modifizieren: addiere Dämpfung + Fluktuationen
→ nicht konsistent  

H(p,q) → H(p̂, q̂) [p̂, q̂] =
~
i

System+ Reservoir Modell

H = HS +HB +HI

• Bad im thermodyn GGW

• Quantisierung
√

• [HS , HB] = 0 [HS , HI ] 6= 0 [HB, HI ] 6= 0

II).2. Liouville von Neumann Gleichung

i~|Ψ(t)〉 = H|Ψ(t)〉
⇒ Ψ(t) = U(t, t0)Ψ(t0) mit U(t, t0) = e

i
~H(t−t0)

Ensemble von Zuständen: Dichtematrix

ρ(t0) =
∑
α

Pα|Ψα(t0)〉〈Ψα(t0)| (II).1)

{|Ψα(t)〉} sei vollständige Basis.
Â Oberservable: 〈Ψα|Â|Ψα〉 = Aα

< Â >t0= Sp{Âρ(t0)} =
∑
α

Pα〈Ψα(t0)|Â|Ψα(t0)〉 =
∑
α

PαAα (II).2)

Pα ≥ 0 Sp{ρ(t0)} =
∑
α
Pα = 1

Bsp für Pα in Thermodynamik:

Pα =
e−βEα

Z
(II).3)

ρ(t) =
∑
α

PαU(t, t0)|Ψα(t0)〉〈Ψα(t0)|U(t, t0)† = U(t, t0)ρ(t0)U(t, t0)† (II).4)
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i~
dρ

dt
= i~(

−i
~

)Hρ(t)− ρ(t)H (II).5)

�� ��i~ρ̇(t) = [H, ρ(t)]

II).3. Wechselwirkungsbild

H = H0 +HI

U(t, t0) = e
−i
~ H(t−t0)

U0(t, t0) = e
−i
~ H0(t−t0)

UI(t, t0) = U †0(t, t0)U(t, t0)

< A(t) > = Sp{U †(t, t0)A(t0)U(t, t0)ρ(t0)} (II).6)
= Sp{A(t0)U(t, t0)ρ(t0)U †(t, t0)} (II).7)

= Sp{U †0(t, t0)A(t0)U0(t, t0)UI(t, t0)ρ(t0)U †I (t, t0)} (II).8)

AI(t) = U †0(t, t0)A(t0)U0(t, t0) (II).9)

ρI(t) = UI(t, t0)ρ(t0)U †I (t, t0) (II).10)

i~
dρI(t)
dt

=? (II).11)

i~
dUI(t, t0)

dt
= −H0UI(t, t0) + U †0HIU0︸ ︷︷ ︸

HI(t)

UI +H0UI = HI(t)UI(t, t0) (II).12)

Liouville von Neumanngleichung im Wechselwirkungs-Bild:

�



�
	i~

dρI(t)
dt

= [HI(t), ρI(t)]

ρI(t) = ρI(t0)− i

~

t∫
t0

dt′[HI(t′), ρI(t′)] (II).13)

d

dt
ρI(t) =

−i
~

[HI(t), ρI(t0)]− 1
~2

t∫
t0

dt′[HI(t), [HI(t′), ρI(t′)]] (II).14)

= Potenzreihe in HI .
Annahme: HI sehr klein → entwickeln bis 2. Ordnung
reduzierter Dichteoperator:

�� ��ρS,I(t) = Sp{ρI(t)}

< ÂS >= SpS{SpB{ÂS,I(t)ρI(t)}} = SpS{ÂS,I(t)ρI,S(t)} (II).15)
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II).4. Mastergleichung

Annahmen:

• Fluktuation des Bades ist Gaußförmig → ZGWS

• Bad ist so riesig, dass es im thermodynamischen Gleichgewicht bleibt und nicht
vom System gestört wird.

Aus der Integration der Liouville von Neumann Gleichung folgt die Bewegungsgleichung
der Dichtematrix im Wechselwirkungsbild:

d

dt
ρS,I(t) =

−i
~
SpB{[HI(t), ρI(t0)]}︸ ︷︷ ︸

=0 (siehe *)

− 1
~2
SpB{

t∫
t0

dt′[HI(t), [HI(t′), ρI(t′)]]} (II).16)

*:

SpB{HI(t), ρI(t0)} = SpB{e
i
~HS(t−t0)e

i
~HB(t−t0)HI(t0)e

−i
~ HS(t−t0)e

−i
~ HB(t−t0)ρS(t0)

e−βHB

ZB
}(II).17)

= SpB{e
i
~HS(t−t0)HI(t0)e

−i
~ HS(t−t0)ρS(t0)

e−βHB

ZB
} (II).18)

= e
i
~HS(t−t0) Sp{HI(t0)

e−βHB

ZB
}︸ ︷︷ ︸

<HI(t0)>B=<HI(t)>B=0

e
−i
~ HS(t−t0)ρS(t0) (II).19)

im Mittel verschwindet der Einfluss des Bades auf das System

Markov-Näherung

d

dt
ρS,I(t) = − 1

~2
SpB{

t∫
t0

dt′[HI(t), [HI(t′), ρI(t′)]]} (II).20)

2. Ordnung Störungstheorie: → Störoperator HI taucht in 2. Ordnung auf

⇒ ρI(t′) ≈ ρI,S(t′)ρI,B(t′) = ρI,S(t′)
e−βHB

ZB

d

dt
ρS,I(t) = − 1

~2

t∫
t0

dt′SpB{[HI(t), [HI(t′), ρI,S(t′)
e−βHB

ZB
]]} (II).21)

⇒ d

dt
ρS,I(t) bestimmt durch ρS,I(t′), t0 ≤ t′ ≤ t: ”nicht markovsche Dynamik”, retar-

dierte Dynamik
t′ → t− t′, t0 = 0

d

dt
ρS,I(t) = − 1

~2

t∫
0

dt′SpB{[HI(t), [HI(t− t′), ρS,I(t− t′)
e−βHB

ZB
]]} (II).22)
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Annahme: Wechselwirkung sei nur durch kleinen Bereich der Vergangenheit definiert →
kleine memory time. Einfluss des Bades ist bestimmt auf der Gedächtniszeit τB

Markov-Näherung

�
�

�



t∫
0

dt′... ≈
τB∫
0

dt′...

ρS,I(t, t′) ≈ ρS,I falls die Dynamik von ρS langsamer ist.
τB <<relevante Zeitskala von ρS,I

Redfieldgleichung:

�
�

�



d

dt
ρS,I(t) = − i

~2

∞∫
0

dt′Sp{[HI(t), [HI(t− t′), ρS,I(t)
e−βHB

ZB
]]}

Vereinfachungen

• ”Born” ρI(t− t′)
ρI(t− t′) ≈ ρS,I(t− t′)ρB,β

• ”Markov”, coarse graining

Abbildung II).1.: Space

ρS,I(t− t′) ≈ ρS,I(t)

⇒ Born-Markov-Näherung

Redfieldgleichung:

�
�

�



d

dt
ρS,I(t) = − i

~2

t→∞∫
0

dt′SpB{[HI(t), [HI(t− t′), ρS,I(t)ρB,β ]]}

im Schrödingerbild:

�

�

�

�
d

dt
ρS(t) = − i

~
[HS , ρS(t)]− 1

~2

∞∫
0

dt′SpB{[HI , [HI(−t′), ρS(t)ρB,β ]]}

︸ ︷︷ ︸
K[ρS ]

II).5. Gültigkeit

memory-Zeit des Bades τB << τR

τB =
1
ωc

cut-off Frequenz

quantenmechanische Zeitskala: τB = ~β
→ τB = max{ 1

ωc
, ~β}

welches ist die typische Zeitskala auf der harmonischer Oszillator abfällt?

→ τR =
1
γ

16



�



�
	γ~β << 1;

γ

ωc
<< 1

Abbildung II).2.: Gültigkeitsbereich

Quantenoptik

γ

ω0
<< 1 (z.B. 10−6)

ω0~β groß
Redfieldgleichung weiter vereinfachbar zu quantenoptischer Mastergleichung.

Brownian motion limit

γ

ω0
groß, ω0~β << 1

klassischer Bereich: ~→ 0
geht über in Fokker-Planck-Gleichung

II).6. Quantum Brownian Motion

HS =
p2

2m
+ V (q) (II).23)

[p, q] = −i~ (II).24)

HI = Q︸︷︷︸
Systemoperator

· X︸︷︷︸
Badoperator

(II).25)

17



im Folgenden Q = q

K[ρS ] =
1
~2

∞∫
0

dtSpB{ −ρB,β XX(−τ)QQ(−τ)ρS(t)} (II).26)

+ρB,β X(−τ)XQρS(t)Q(−τ) (II).27)
+ρB,β XX(−τ)Q(−τ)ρS(t)Q (II).28)
−ρB,β X(−τ)XρS(t)Q(−τ)Q (II).29)

(II).30)

Gleichgewichtskorrelationsfkt

< XX(−τ) > = SpB{
e−βHB

ZB
XX(−τ)} (II).31)

=
1
2
< XX(−τ) +X(−τ)X > +

1
2
< XX(−τ)−X(−τ)X >(II).32)

= C+(τ)− iC−(τ) (II).33)

C+(τ) =
1
2
< {X,X−τ} > (II).34)

C−(τ) =
i

2
< [X,X(−τ)] > (II).35)

K[ρS ] =
1
~2

∞∫
0

dτ{ i
2
C−(τ)[Q, {Q(−τ), ρS(t)}]− 1

2
C+(τ)[Q, [Q(−τ), ρS(t)]]} (II).36)

Fall:
γ

ω0
groß, ω0~β << 1

Q(−τ) = e
−i
~ HSτQe

i
~HSτ ≈ Q− i

~
[HS , Q]τ

Fall:
γ

ω0
<< 1

Q(−τ) ≈ Q− p

m
τ

18



K[ρS ] =
i

2~2

∞∫
0

dτC−(τ)

︸ ︷︷ ︸
d−

[Q, {Q, ρS(t)}] (II).37)

− i

2~2m

∞∫
0

dτC−(τ)τ

︸ ︷︷ ︸
dτ−

[Q, {P, ρS(t)}] (II).38)

− 1
2~2

∞∫
0

dτC+(τ)

︸ ︷︷ ︸
d+

[Q, {Q, ρS(t)}] (II).39)

+
1

2~2m

∞∫
0

dτC+(τ)τ

︸ ︷︷ ︸
dτ−

[Q, {P, ρS(t)}] (II).40)

(II).41)

[Q, {Q, ρS}] = [Q2, ρS ] (II).42)

K[ρS ] =
i

~
d−
2~

[Q2, ρS ]− i

2m~2
dτ−[Q, {P, ρS(t)}]− 1

2~2
d+[Q, [Q, ρS(t)]]+

1
2m~2

dτ+[Q, [P, ρS(t)]]

(II).43)

HB =
∑
n

P 2
n

2mn
+
mnω

2
n

2
X2
n (II).44)

HI = Q ·
∑
n

κnXn︸ ︷︷ ︸
X

→< HI >B= 0 (II).45)

Modellierung durch Reservoir aus harm Oszillatoren
⇔ Bad gehorcht Gaußscher Statistik

< XX(−τ) > =
∑
n,n′

κnκn′ < XnXn′(−τ) > (II).46)

=
∑
n

κ2
n < XnXn(−τ) > (II).47)

=
∑
n

κ2
n{

1
2
< XnXn(−τ) +Xn(−τ)Xn > +

1
2
< XnXn(−τ)−Xn(−τ)Xn >}(II).48)

Xn(τ) = Xn(0) cosωτ +
Pn(0)
mnωn

sin(ωnτ) (II).49)

d Nebenrechnung:

[Xn, Xn(−τ)] = −[Xn(0),
Pn(0)
mnωn

] sinωnτ = −i~sinωnτ
mnωn

(II).50)
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< [Xn, Xn(−τ)] >= SpB{[Xn, Xn(−τ)]
e−βHB

Z?
} = −i~sinωnτ

mnωn
(II).51)

< {Xn, Xn(−τ)} >= 2 < Xn(0)2 > cos(ωnτ)−< Xn(0)Pn(0) + Pn(0)Xn(0) >︸ ︷︷ ︸
=0

sin(ωnτ)
mnωn

(II).52)

< Xn(0)2 >=
~

mnωn
coth(

ωn~β
2

) (II).53)

ωn~β → 0 :
~

mnωn

2
ωn~β

=
1

mnω2
nβ

(II).54)

< {XnXn(−τ)} >=
~

mnωn
coth(

ωn~β
2

) cos(ωnτ) (II).55)

b

< XX(−τ) >=
∑
n

κ2
n

2
{ ~2

mnωn
coth(

ωn~β
2

) cos(ωnτ)− i~
mnωn

sin(ωnτ)} (II).56)

spektrale Dichte

J(ω) =
∑
n

πκ2
n

2ωnmn
δ(ω − ωn) (II).57)

∑
n

f(ωn) 
∫
dω J(ω)f(ω) (II).58)

< XX(−τ) > =
1
2
C+(τ)− i

2
C−(τ) (II).59)

=
1
2

∑
n

ic2
n{

~
mnωc

coth(
ωn~β

2
) cos(ωnt)−

i~
mnωn

sin(ωnt)}(II).60)

< XX(−τ) >= ~
∞∫

0

dω

π
J(ω)[coth(

ω~β
2

) cos(ωt)− i sin(ωτ)] (II).61)

wähe J(ω) so, dass < XX(−τ) > hinreichend schnell zerfällt.

hohe Temperaturen

~β → 0

< XX(−τ) >=
~2
~β

infty∫
0

dω

π
J(ω)[

cos(ωt)
ω

− i~β
2

sin(ωt)] ≈ 2
β

∫
dω

π

J(ω)
ω

cos(ωτ)

(II).62)
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J(ω) ∝ ω

< XX(−τ) >∝ 2
β

∞∫
0

dω

π
cos(ωτ) (II).63)

d Nebenrechnung:

∞∫
0

dω cos(ωτ) =
1
2

∞∫
0

(eiωτ + e−iωτ ) (II).64)

=
1
2

∞∫
−∞

dωeiωt (II).65)

=
1
2

2πδ(τ) (II).66)

b
→ erlaubte spektrale Baddichten verhalten sich für kleinere ω wie J(ω) ∝ ω und besitzen
einen ”großen” cut off ωc >> γ
glattes J(ω)bedeutet Poincarésche Wiederkehrzeit →∞

�� ��J(ω) = mγω eventuell bis zu einer cut-off-Frequenz ωc

”d”s berechnen

• d−

d− =

∞∫
0

dτC−(τ) (II).67)

= 2~mγ
∞∫

0

dτ

∞∫
0

dω

π
ω sin(ωτ) (II).68)

= 2~mγ
∞∫

0

dτ(− d

dτ
)

∞∫
0

dω

π
cos(ωτ)

︸ ︷︷ ︸
δ(τ)

(II).69)

= 2~mγ
∞∫

0

dτ [− d

dτ
δ(τ)] (II).70)

= 2~mγ[−δ(τ)|∞0 +

∞∫
0

dτδ(τ)
d

dτ
1

︸ ︷︷ ︸
=0

] (II).71)

= ”2~mγδ(τ = 0)” (II).72)
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d Einschub:

Abbildung II).3.: Renormierung

mnω
2
n

2
x2
n +Qxnκn =

mnω
2
n

2

(
xn +

Qκn
mnω2

n

)2

− Q2κ2
n

mnω2
n

↔in Skizze

(II).73)

b

•

dτ− =

∞∫
0

dτ τC−(τ) = 2~mγ
∞∫

0

dττ

∞∫
0

dω

π
ωsin(ωτ) (II).74)

= 2~mγ
∞∫

0

dω

π
ωπ[− d

dω
δ(ω)] (II).75)

= 2~mγ
∞∫

0

dωδ(ω)

︸ ︷︷ ︸
1
2

(II).76)

= ~mγ (II).77)
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•

d+ =

∞∫
0

dτC+(τ) = 2~mγ
∞∫

0

dω

π
ω coth(

ω~β
2

)δ(ω)π (II).78)

= 2~mγ
1
2

lim
ω→0

ω coth(
ω~β

2
)︸ ︷︷ ︸

2
~β

(II).79)

=
2mγ
β

(II).80)

•

dτ+ =

∞∫
0

dτC+(τ)τ = 2~mγ
∞∫

0

dττ

∞ ωc∫
0

dω

π
ω coth(

ω~β
2

) cosh(ωτ) (II).81)

ωc~β << 1 (II).82)

dτ+ ≈ 2~mγ
2

~β

∞∫
0

dττ

∞∫
0

dω

π
cos(ωτ)

︸ ︷︷ ︸
siehe NR

(II).83)

d Nebenrechnung:

= Re

ωc∫
0

dω

π
eiωτe−εω (II).84)

= Re{ 1
π

1
ε− iτ

(1− e−(ε−iτ)ωc)} (II).85)

≈ 1
π
Re{ 1

ε− iτ
} =

1
π

ε

ε− τ2
(II).86)

∞∫
0

dτ

π
τ

ε

ε2 + τ2
=
ε

π

∞∫
0

dτ
τ

ε2 + τ2
=
ε

π
fε (II).87)

b
dτ+ ≈

2~mγ2
~β

ε

π
fε =

4mγ
β

ε

π
fε (II).88)

→ zu vernachlässigen

⇒Caldeira-Leggett-Mastergleichung:

�



�
	d

dt
ρS(t) = − i

~
[H̃S , ρS ]− iγ

2~
[Q, {P, ρS}]−

mγkBT

~2
[Q, [Q, ρS ]]

H̃S =
p2

2m
+ Ṽ (Q), Ṽ (Q) = V (Q)−mγδ(0)Q2 (II).89)

Renormiere das Potential V → Ṽ und betrachte Ṽ als das eigentliche Potential
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II).7. Quanten-Brownsche-Dynamik: Darstellung

in Ortsdarstellung:
〈q|ρS(t)|q′〉 = ρS(q, q′, t) Q|q〉 = q|q〉 (II).90)

∂

∂t
ρS(q, q′, t) =

[
i~
2m

(
∂2

∂q2
− ∂2

∂q′2
)− i

~
[V (q)− V (q′)]− γ

2
(q − q′)( ∂

∂q
− ∂

∂q′
)− mγ

~2β
(q − q′)2

]
ρS(q, q′, t)

(II).91)

r =
q + q′

2
x = q − q′

⇔ q = r +
x

2
, q′ = r − x

2
∂

∂t
ρS(x, r, t) =

[
i~
m

∂2

∂x∂r
− i

~
[V (r +

x

2
)− V (r − x

2
)]− γx ∂

∂x
− mγ

~2β
x2

]
ρS(x, r, t)

(II).92)

klassicher limes

x→ 0 ~→ 0: Term mit
mγ

~2β
x2 wird dominant

∂

∂t
ρS(x, r, t) ≈ −mγ

~2β
x2ρs(x, r, t) (II).93)

ρS(x, r, t) = e
− mγ

~2β
x2t
ρS(x, r, 0) (II).94)

Zeitskala:

τD ∝
~2β

mγx2
=

2
γ

(
λB
x

)2

= 2τR

(
λB
x

)2

(II).95)

mit: λB =
~√

2mkBT
Zeitskala auf der anfängliche Nichtdiagonalelemente (Kohärenzen) zerfallen.

Wigner-Verteilung

W (p, q, t) =
∫

dx

2π~
ρ(x, r, t)|r=qe−ip

x
~ (II).96)

d Schreibweise:

ρ =
∑

Pα|Ψα〉〈Ψα| (II).97)

〈q|ρ|q′〉 =
∑
α

PαΨα(q)Ψ∗α(q′) (II).98)

b
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∫
dx

2π~

[
∂

∂x
ρ(x, q, t)

]
e−ip

x
~ = −

∫
dx

2π~
ρ(x, q, t)

∂

∂x
e−ip

x
~ (II).99)

= −
∫

dx

2π~
ρ(x, q, t)

(
− i

~
p

)
e−ip

x
~ (II).100)

=
ip

~
W (p, q, t) (II).101)

Übersetzung: x, r → p, q:
∂

∂x
→ i

~
p (II).102)

x→ i

~
∂

∂p
(II).103)

∂

∂r
→ ∂

∂q
(II).104)

r → q (II).105)

einsetzen:

∂

∂t
W (p, q, t) =

[
− p

m

∂

∂q
− i

~
{V (q +

i~
2
∂

∂p
)− V (q − i~

2
∂

∂p
)}+ γ

∂

∂p
p+

mγ

β

∂2

∂p2

]
W (p, q, t)

(II).106)
~→ 0:

V (q+
i~
2
∂

∂p
)−V (q− i~

2
∂

∂p
) = V ′(q)

i~
2
∂

∂p
+V ′(q)

i~
2
∂

∂p
+

1
2
V ′′(q)

(
i~
2

)2 ∂2

∂p2
−V ′′(q)

(
−i~

2

)2 ∂2

∂p2
+· · ·

(II).107)
niedrigste Ordnung in ~: für Reservoir mit Gaußscher Statistik
klassiche Fokker-Planck-Gleichung:

�
�

�



∂

∂t
W (p, q, t) =

[
− p

m

∂

∂q
+

∂

∂q
{V ′(q) + γp}+

mγ

β

∂2

∂p2

]
W (p, q, t) +O(~)

l0 = natürliche Längenskala

harm Osz: l0 =
√

~
mω0

mγ

~2β
x2 =

mγl20
~2β

(
x

l0
)2 =

γ

ω0

1
ω0~β

(
x

l0
)2ω0 (II).108)

~→ 0 heißt ω0~β → 0
ω0~β → 0 und ρ(x, r, t = 0) hat Nichtdiagonalanteile,
d.h.

x

l0
≈ 1 ⇒ für kurze Zeiten

∂

∂t
ρS(x, r, t) ≈ γ

ω0

1
ω0~β

(
x

l0
)2ω0ρS(x, r, t) (II).109)

ρS(x, r, t) ≈ e
−γ
ω0

1
ω0~β ( x

l0
)2ω0tρS(x, r, 0) (II).110)
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Abbildung II).4.: ”Folie”

Dekohärenzzeit:

τDω0 ∝
ω0~β
γ

ω0
(
x

l0
)2

(II).111)

II).8. Quantenoptische Mastergleichung

d

dt
ρS(t) = − i

~
[HS , ρs(t)]−

1
~2

∞∫
0

dτSpB{[HI , [HI(−τ), ρs(t)ρB,β ]]}

︸ ︷︷ ︸
?

(II).112)

γ~β << 1
γ

ω0
<< 1

ω0~β auch groß möglich
typisch:

γ

ω0
∝ 10−6 ω0~β · · · . 105 =̂ T ≈ 0

HS |n〉 = En|n〉 Eigenzustände des isolierten Systems

Abbildung II).5.: Bänder

HI = QX
X =

∑
αCαXα
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? =
1
~2

∞∫
0

dτSpB{ − ρB,βXX(−τ)QQ(−τ)ρS(t) (II).113)

+ ρB,βX(−τ)XQρS(t)Q(−τ) (II).114)
+ ρB,βXX(−τ)Q(−τ)ρS(t)Q (II).115)
− ρB,βX(−τ)XρS(t)Q(−τ)Q} (II).116)

ωnm =
En − Em

~
(II).117)

ρnm(t) = 〈n|ρS(t)|m〉 (II).118)

Q(−τ) =
∞∑

k,l=0

e−iωklτ |k〉Qkl〈l| (II).119)

Qkl = 〈k|Q|l〉 (II).120)

Q(−τ) = e
−i
~ HSτQe

i
~HSτ (II).121)

ein Matrixelement

ρ̇mn(t) = −iωmnρmn(t) (II).122)

+
1
~2

∞∑
k,l=0

[−QmkQklρlnξ+
kl +QnkQklρmlξ

−
kl +QlmQnkρlkξ

+
ml −QkmQnlρklξ

−
nl](II).123)

ξ+
kl =

∞∫
0

dτ < XX(−τ) >B e−iωklτ (II).124)

ξ−kl = −(ξ+
kl)
∗ =

−∞∫
0

dτ < XX(−τ) > e−iωklτ (II).125)

< XX(−τ) >=< X(τ)X > (II).126)

< XX(−τ) >= Tr{xe−
i
~HBτxe

i
~HBτ

e−βHB

ZB
} =< X(τ)X > (II).127)

exakt:
�� ��ρ̇mn(t) = −iωmnρmn(t) +

∑∞
k,l=0Rmnklρkl(t)

Redfieldtensor:

Rmnkl = −δnl
∞∑
r=0

Γ+
mrrk − δmk

∞∑
r=0

Γ−lrrn + Γ+
lnmk + Γ−lnmk (II).128)

Γ+
klij =

1
~2
QklQijξ

+
ij (II).129)

Γ−klij =
−1
~2
QklQijξ

−
ij (II).130)
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Abbildung II).6.: Oszillatorbad

Darstellung im Wechselwirkungsbild

ρI,mn(t) ≡ ρ̃mn(t) = eiωmntρmn(t) (II).131)

⇒ ˙̃ρmn(t) =
∞∑

k,l=0

Rmnkle
i
~ (Em+El−En−Ek)tρ̃mn(t) (II).132)

typische Zeitskala von ρ̃mn ist
1
γ

1
~

(Em + El − En − Ek)
1
γ
→ riesig, wenn (Em + El − En − Ek) 6= 0

↪→ Beitrag ist im Mittel 0
dominanter Beitrag: e

1
~ (0) 1

γ = e0 = 1 ⇔ m = n und k = l oder m=k und l=n
⇒ Resonanzbedingung
”Rotating - wave-approximation”, ”secular approximation”

genähert:
�
�

�
�˙̃ρmn(t) = δmn

∑∞
k 6=n;k=0Wnkρ̃kk(t)− Γcmnρ̃nn(t)

Wnk = Γ+
knnk + Γ−knnk =

1
~2
|Qnk|2(ξ+

nk − ξ
−
nk) (II).133)

Γcmn = Γmn − iω̃mn (II).134)

ξ±nk =

±∞∫
0

dτ < X(τ)X > e−iωnkτ (II).135)

ξ+
nk − ξ

−
nk = ξ+

nk + (ξ+
nk)
∗ = 2Re{ξ+

nk} (II).136)

D(~ω) ≡ 2Re{ξ+
nk} (II).137)

D̃(~ω) ≡ 2Im{ξ+
nk} (II).138)
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Lamb-shift

Γcmn = Γmn − iω̃mn (II).139)

ωmn =
Em − En

~
(II).140)

Nichtdiagonalelemente im Schrödingerbild

ρ̃mn(t) = e−iωmntρmn(t) (II).141)

⇒ ρ̇mn(t) = [−Γmn − i(ωmn − ω̃mn︸︷︷︸
Lamb−Shift

)]ρmn(t) (II).142)

ω̃mn =
1

2~2

∞∑
r=0

[−|Qmr|2D̃(~ωrm) + |Qnr|2D̃(~ωmn)] (II).143)

ω̃mm = 0 (II).144)

Γmn =
Γmm + Γnn

2︸ ︷︷ ︸
Relaxation

+
D(0)
2~2

(〈m|Q|m〉 − 〈n|Q|n〉)2︸ ︷︷ ︸
Dephasierung

(II).145)

Γmm =
1
~2

∞∑
r=0,r 6=m

|Qmr|2D(~ωrm) =
∞∑

r=0,r 6=m
Wmr (II).146)

Population des Zustandes n:
ρnn(t) = Pn(t) (II).147)

Pauli-Mastergleichung:

�
�

�

Ṗn(t) =

∞∑
m=0

[WnmPm(t)−WmnPn(t)]

Eigenschaften

• für t → ∞ geht Pn gegen die Gleichgewichtsverteilung. D.h. es existiert ein vom
Anfangszustand unabhängiger stationärer Zustand.
stationärer Zustand: für ergodische Bäder
→ quasi-kontinuum an Badmoden

•
< X(τ)X >=< XX(τ + i~β) > (II).148)

< XX(τ + ~β) > = SpB{Xeiτ
HB

~ e−βHBXe−iτ
HB

~ eβHB
e−βHB

ZB
}(II).149)

= SpB{eiτ
HB

~ Xe−iτ
HB

~ X
e−βHB

ZB
} (II).150)

= < X(τ)X > (II).151)
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•

D(~ω) = 2Re{
∞∫

0

dτ < X(τ)X > e−iωτ} (II).152)

=

∞∫
0

dτ < X(τ)X > e−iωτ +

∞∫
0

dτ < X(τ)X >∗ eiωτ (II).153)

< X(τ)X >∗=< XX(τ) >=< X(−τ)X >

D(~ω) =

∞∫
infty

dτ < X(τ)X > e−iωτ (II).154)

D(−~ω) =

∞∫
−∞

dτ < X(τ)X > eiωτ (II).155)

=

∞∫
−∞

dτ < XX(τ + i~β)︸ ︷︷ ︸
σ

> eiωτ (II).156)

=

∞∫
−∞

dσ < XX(σ) >︸ ︷︷ ︸
<X(−σ)X>

eiωσeω~β (II).157)

= eβ~ωD(~ω) (II).158)

D(~ω) = e−β~ωD(−~ω) (II).159)

→ ω > 0, ωβ~→∞(τ → 0)
D(~ω)→ 0

D(~ω > 0) beschreibt Absorption des Systems
D(~ω < 0) beschreibt Emission des Systems

•
Wmn =

1
~2
|Qmn|2D(~ωmn) (II).160)

Wnm =
1
~2
|Qmn|2D(~ωnm) = eβ~ωmnWmn (II).161)

⇒Wnm = eβ~ωmnD(~ωmn) (II).162)

detaillierte Bilanz:
�� ��Wnme

−βEm = Wmne
−βEn

t→∞ : Ṗn(t)→ 0

∞∑
m=0

[WnmP
∞
m −WmnP

∞
n ] = 0 ∀n,m (II).163)
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P∞m
P∞n

=
Wmn

Wnm
= e−β(Em−En) (II).164)

P∞m = ce−βEm =
1
Z
e−βEm (II).165)

II).9. Zwei-Niveau-System

Abbildung II).7.: zwei Niveau Atom

HS |1〉 = E1|1〉 HS |2〉 = E2|2〉 (II).166)(
E2 0
0 E1

)
=
E1 + E2

2
I +

(
ε 0
0 ε

)
(II).167)

ε =
E2 − E1

2
(II).168)

HS =
E1 + E2

2
I + εσz (II).169)

Wähle anderen Energienullpunkt:

HS = εσz =
2ε
~
Sz = BzSz (II).170)

mit
Sz =

~
2
σz (II).171)

HI = qX (II).172)

q = ασz + δσx (II).173)

H = Hs +HI +HB =

~ω2,1

2
+ αX δX

δX
−~ω2,1

2
− αX

+HBI +
E2 + E1

2
I (II).174)

⇒ Mastergleichung:
ρ̇11(t) = W12ρ22(t)−W11ρ11(t) (II).175)

ρ̇22(t) = W21ρ11(t)−W22ρ22(t) (II).176)
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ρ̇12(t) = −(ω12 − ω̃12)ρ12 − Γ12ρ12 (II).177)

ρ̇21(t) = −(ω21 − ω̃21)ρ21 − Γ21ρ21 (II).178)

W12 = Γ22, W11 = Γ11 (II).179)

Nichtdiagonalelemente:

ρ12(t) = ei(ω21+ω̃12)te−Γ12tρ12(0) (II).180)

Γ12 =
1
2

(Γ11 + Γ22) +
D(0)
2~2

(Q11 −Q22)2 (II).181)

Γ11 =
1
~2
|Q12|2D(~ω21) (II).182)

Q11 = 〈1|ασz + δσx|1〉 = −α (II).183)

Q22 = α (II).184)

Q12 = 〈1|δσz|2〉 = δ = Q21 (II).185)

Γ11 =
δ2

~2
D(~ω21) (II).186)

Γ22 =
δ2

~2
D(−~ω21) (II).187)

D(~ω0) = 2Re{
∞∫

0

dτ < X(τ)X > e−iω0τ} (II).188)

dazu:

Re{
∞∫

0

dτcos(ωτ)e−iω0τ} =

∞∫
0

dτcos(ωτ)cos(ω0τ) (II).189)

=
1
4

∞∫
0

dτ{(eiωτ + e−iωτ )(eiω0τ + e−iω0τ )} (II).190)

=
1
4

∞∫
0

dτ{ei(ω+ω0)τ + ei(ω−ω0)τ} (II).191)

=
1
4

2π{δ(ω + ω0) + δ(ω − ω0)} (II).192)

< X(τ)X >= ~
∞∫

0

dω

π
J(ω)[coth(

ω~β
2

) cos(ωτ)− i sin(ωτ)] (II).193)

Re {
∞∫

0

dτ < X(τ)X > e−iω0τ} (II).194)

= ~
∞∫

0

dω

π
J(ω) coth(

ω~β
2

)
π

2
[δ(ω + ω0)− δ(ω − ω0)] (II).195)

−~
∞∫

0

dω

π
J(ω)

π

2
[δ(ω − ω0)− δ(ω + ω0)] (II).196)
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dazu:

Re{i
∞∫

0

dτ sin(ωτ)e−iω0τ} =
−π
2

[δ(ω − ω0)− δ(ω + ω0)] (II).197)

D(~ω0) =
2
2

~J(ω0) coth(
ω0~β

2
)− 2~J(ω0)

1
2

(II).198)

= ~J(ω0)[coth(
ω0~β

2
)− 1] (II).199)

d Nebenrechnung:

coth(
ω0~β

2
)− 1 =

cosh(
x

2
)

sinh(
x

2
)
− 1 =

e
x
2 − e

−x
2

e
x
2 − e

−x
2

− 1 =
ex + 1
ex − 1

− 1 =
2

ex − 1
(II).200)

b

D(~ω) = ~J(ω0)2
1

eω0~β − 1
= ~J(ω0)2nβ(ω0) (II).201)

D(−~ω) = 2~J(−ω0)nβ(−ω0) (II).202)

mit nβ(−ω0) = −(nβ(ω0) + 1)
und J(−ω0) = −J(ω0)

D(−~ω0) = 2~J(ω0)[nβ(ω0) + 1] (II).203)

→ erfüllt detaillierte Bilanz.

hohe Temperaturen

ω0~β << 1

nβ ≈
1

(1 + ω0~β + · · · )− 1
≈ 1
ω0~β

>> 1 (II).204)

⇒ D(~ω0) ≈ 2~
J(ω0)
ω0~β

≈ D(−~ω0) (II).205)

tiefe Temperaturen

ω0~β >> 1
nβ ≈ e−ω0~β << 1 (II).206)

D(~ω0) ≈ 0 (II).207)

D(−~ω0) ≈ 2~J(ω0) (II).208)
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Abbildung II).8.: D(~ω0

Γ

Γ11 =
2δ2

~
J(ω0)nβ(ω0) (II).209)

Γ22 =
2δ2

~
J(ω0)[nβ(ω0) + 1] (II).210)

Γ12 =
1
2

(Γ11 + Γ22) + ΓΦ (II).211)

ΓΦ =
2D(0)

~2
α2 (II).212)

D(0) = lim
ω0→0

2
J(ω0)
ω0

1
β

(II).213)

Temperatur → 0:

Γ→ 0, Γ22 →
2δ2

~
J(ω0), ΓΦ → 0, Γ12 →

Γ22

2
(II).214)

Dekohärenzzeit T2 : Zerfall der Nichtdiagonalelemente

T2 =
1

Γ12
(II).215)

Relaxationszeit T1: Relaxation (in das thermische Gleichgewicht) der Diagonalelemen-
te

T1 =
1

Γ11 + Γ22
(II).216)

⇒ 1
T2

=
1

2T1
+

1
TΦ

>
1

2T1
(II).217)

⇒
�� ��T2 ≤ 2T1
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Lamb-Shift

ω̃12 =
δ2

~2

1
2

[−D̃(−~ω12) + D̃(~ω12)] (II).218)

ω̃21 = −ω̃12 (II).219)

D̃(~ω0) = 2Im{
∞∫

0

dτ < X(τ)X > e−iω0τ} (II).220)

= 2

∞∫
0

dτ < X(τ)X > sin(ω0τ)−M [ωγ sin(ω0)− γ(0)] (II).221)

J(ω) = Mω

∞∫
0

dsγ(s) cos(ωs) (II).222)

γ(s) ≡ klassische Dämpfungsfunktion (II).223)

Langevingleichung verallgemeinert:

Mq̈ + V ′(q) +M

t∫
0

dsγ(t− s)q̇(s) = ξ(t) (II).224)

Mq̈ + V ′(q) +Mγq̇ = ξ(t) , falls γ(t) = 2γδ(t) (II).225)

J(ω)|γ=Ohmsch = Mω2γ

∞∫
0

dsδ(s) cos(ωs)

︸ ︷︷ ︸
=

1
2

= Mγω (II).226)

γ sin(ω) =

∞∫
0

dsγ(s) sin(ω0s) (II).227)

D̃(~ω0) = γ sin(ω0)Mω coth(
ω0~β

2
)− 4Mω0

~β

∞∑
n=1

νnγ̂(νn)
ω2

0 + ν2
n

−M [ω0γ sin(ω0)− γ(0)]

(II).228)

γ̂(z) =

∞∫
0

dtγ(t)e−zt (II).229)

νn =
2πn
~β

”Matsubara frequenz” (II).230)
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Bsp

γ(t) = 2γδ(t) (II).231)

eventuell versehen mit einem großen cut-off ωc

J(ω) = Mγω (II).232)

D̃(~ω0) =
−4Mω0γ

~β

∞∑
n=1

νn
ω2

0 + ν2
n

+Mγ(0) (II).233)

ω0~γ << 1,
νn
ω0

>> 1:

D̃(~ω0)→ −4Mω0γ

~β
1
ν1

+Mγ(0) =
−2Mω0γ

π
+Mγ(0) (II).234)

ρ̇11 = −Γ11ρ11 + Γ22ρ22 (II).235)

ρ̇22 = −Γ22ρ22 + Γ11ρ11 (II).236)

ρ̇11 + ρ̇22 = 0 (II).237)

T →: Γ11 = 0, ρ̇11 = Γ22ρ22, ρ̇22 = −Γ22ρ11 (II).238)

ρ22(0) = 1 ρ11(0) = 0 (II).239)

1 = ρ11 + ρ22 → ρ22 = 1− ρ11 (II).240)

⇒ ρ̇11 = Γ22(1− ρ11) = −Γ22ρ11 + Γ22 (II).241)

ρ11 = ρ
(homo)
11︸ ︷︷ ︸

e−Γ22tρ11(0)=0

+ ρ
(inhomo)
11︸ ︷︷ ︸

e−Γ22t
t∫
0

dseΓ22sΓ22

(II).242)

ρ11 = e−Γ22t[eΓ22t − 1] = 1− e−Γ22t (II).243)

ρ11(t) = 1− e−Γ22t (II).244)

ρ22(t) = e−Γ22t (II).245)
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III). gedämpfter HO- Langevingleichung

III).1. klassisches System-Bad-Modell

H = HS +HI +HB (III).1)

HS =
p2

2M
+ V0(q) (III).2)

HB =
N∑
j=1

(
p2
j

2mj
+
mjω

2
j

2
x2
j ) (III).3)

HI =
N∑
j=1

cjxjq (III).4)

q̇ =
∂H

∂p
=

p

M
(III).5)

ṗ =
−∂H
∂q

= −V ′0(q)−
N∑
j=1

cjxj (III).6)

ẋj =
pj
mj

(III).7)

ṗj = −ω2
jmjxj − cjq (III).8)

xj(t) = xj(0) cos(ωjt) +
ẋj(0)
ωj

sin(ωjt)−
t∫

0

ds
sin(ωj(t− s))

ωj

cj
mj

q(s) (III).9)

q̈ =
−1
M
V ′0(q)−

N∑
j=1

cj
M
{xj(0) cos(ωjt) +

ẋj(0)
ωj

sin(ωjt)−
t∫

0

ds
sin(ωj(t− s))

ωj

cj
mj

q(s)}

(III).10)
t∫

0

ds
sin(ωj(t− s))

ωj

cj
mj

q(s) =
cj

mjω2
j

q(t)− cj
mjω2

j

q(0) cos(ωjt)−
t∫

0

ds
cos(ωj(t− s))

ω2
j

cj
mj

q̇

(III).11)

⇒ q̈ =
−1
M
V ′0(q) +

N∑
j=1

c2
j

Mω2
jmj︸ ︷︷ ︸

const.

q(t)−
t∫

0

ds
N∑
j=1

c2
j

Mmjω2
j

cos(ωj(t− s))q̇(s) +
1
M
ξ(t)

(III).12)
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ξ(t) = −
N∑
j=1

cj{(xj(0) +
cj

mjω2
j

q(0)) cos(ωjt) +
ẋj
ωj

sin(ωjt)} (III).13)

HO:
V (xj) =

m

2
ω2
jx

2
j + cjxjq (III).14)

V ′(xj) = 0 = mω2
jx

2
j + cjq (III).15)

⇒ xminj =
−cj
mjω2

j

q (III).16)

V (xminj ) =
−c2

j

2mjω2
j

q2 (III).17)

Umbenennungen:

V (q) = V0(q)− 1
2

N∑
j=1

c2
j

ωjmj
q2 (III).18)

γ(t) =
N∑
j=1

c2
j

Mmjω2
j

cos(ωjt) (III).19)

⇒ q̈(t) =
−1
M
V ′(q)−

t∫
0

dsγ(t− s)q̇(s) +
1
M
ξ(t) (III).20)

H =
p2

2M
+
∑
j

p2
j

2mj
+
∑
j

1
2
mjω

2
j (x+

cj
mjω2

j

q)2 + V0(q)−
∑
j

1
2

c2
j

mjω2
j

q2

︸ ︷︷ ︸
V (q)

(III).21)

Eigenschaften von ξ

Wβ(p, pj , q, xj) =
1
Z
e−βH (III).22)

daraus folgt mit dem Gleichverteilungssatz:

< p2 >= MkBT (III).23)

< p2
j >= mjkBT (III).24)

< ẋ2
j >=

kBT

ωj
(III).25)

< p >=< pj >= 0 (III).26)

< pjpk >= δjk < p2
j > (III).27)

< pq >=< pxj >=< pkq >= 0 (III).28)

< (xj +
cj

mjω2
j

q)(xk +
ck

mkω
2
k

q) >= δik
kBT

mjω2
j

(III).29)

⇒< ξ(t) >β= 0 (III).30)

< ξ(t)ξ(t′) >β=
∑
j

c2
j{
kBT

mjω2
j

cos(ωjt) cos(ωjt′) +
kBT

mjω2
j

sin(ωjt) sin(ωjt′)} (III).31)

< ξ(t)ξ(t′) >= kBT
∑
j

c2
j

mjω2
j

cos(ωj(t− t′)) = MkBTγ(t− t′) (III).32)
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spektrale Baddichte

I(ω) =
π

2

∑
j

c2
j

mjωj
δ(ω − ωj) (III).33)

Einheit:
Energie
Länge2 ∑

j

c2
j

mjωj
f(ωj) =

∞∫
0

dω

π
I(ω)f(ω) (III).34)

γ(t) =
2
M

∞∫
0

dω

π

I(ω)
ω

cos(ωt) (III).35)

I(ω) = Mω

∞∫
0

dtγ(t) cos(ωt) ω ≥ 0 (III).36)

Potentialnormierung

V (q) = V0(q)− M

2
µ2q2 (III).37)

mit

µ2 =
∑
j

c2
j

Mmjω2
j

= γ(0) =
2
M

∞∫
0

dω

π

I(ω)
ω

(III).38)

Caldera-Leggett- Hamiltonian:

�
�

�

H =

p2

2M
+ V (q) +

∑
j{

p2
j

2mj
+
mjω

2
j

2
(xj +

cj
mjω2

j

q)2}

γ(t) =
2
M

∞∫
0

dω

π

J(ω)
ω

cos(ωt) (III).39)

⇒Mq̈ + V ′(q) +M

t∫
0

dsγ(t− s)q̇(s) = ξ(t) (III).40)

III).2. Quantenmechanischer HO

äußere Kraft F(t)

< q̈(t) > +

t∫
0

dt′γ(t− t′) < q̇(t′) > +ω2
0 < q(t) >=

1
M
F (t) (III).41)

F (t) = 0 für t < 0 (III).42)
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< q(t) >=

∞∫
−∞

dt′χcl(t− t′)F (t′) (III).43)

χ̃cl(ω) =
1
M

1
ω2

0 − ω2 − iωγ̃(ω)
= χ′(ω) + iχ′′(ω) (III).44)

Cqq(t) =< q(t)q(0) >β (III).45)

Fluktuations - Dissipations Theorem:

χ′′(ω) =
1
2~

(1− e−ωβ~)C̃qq(ω) (III).46)

Herleitung: Weiß 3.1.4
Beh:

Cqq(t) = S(t) + iA(t) =
1
2
< {q(t), q(0)} >β +

1
2
< [q(t), q(0)] >β (III).47)

S(t) =
1
2
< q(t)q(0) + q(0)q(t) >β (III).48)

=
1
2
Sp{e

i
~Htqe

−i
~ HtqWβ + qe

i

~
Ht
qe
−i
~ Ht} (III).49)

S†(t) =
1
2
Sp{Wβqe

i
~Htqe

−i
~ Ht +Wβe

i
~Htqe

−i
~ q} (III).50)

= S(t) (III).51)

A(t) =
1
2i
< [q(t), q(0)] >β (III).52)

Cqq(t) = S(t) + iA(t) (III).53)

C̃qq(ω) = S̃(ω) + iÃ(ω) (III).54)

⇒ S̃(ω) = ~ coth(
ω~β

2
)χ̃′′(ω) (III).55)

(gilt allgemein, nur FDT gebraucht)

χ(t) =
−2
~

Θ(t)A(t) (III).56)

HO:
χ̃′′(ω) = χ̃′′cl(ω) (III).57)

⇒ S̃(ω) = ~ coth
ω~β

2
χ̃′′cl(ω) (III).58)

Cqq(t) =
~
π

∫
dωχ′′cl(ω)

e−iωt

1− e−ωβ~ (III).59)

S(t) =
~

2π

∫
dωχ̃′′cl(ω) coth(

ωβ~
2

) (III).60)

A(t) =
−~
2π

dωχ̃′′cl(ω) sinh(ωt) (III).61)
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C+(t) =< {x(t), x(0)} >β= ~
∫
dω

π
J(ω) coth(

ω~β
2

) cos(ωt) (III).62)

C−(t) = i < [x(t), x(0)] >β (III).63)

⇒ χ̃′′(ω) = 2J(ω) = 2Mωγ̃(ω) (III).64)

Cqq =
~
π

∫
dωχ′′cl(ω)

e−iωt

1− e−ω~β (III).65)

χ̃′′cl(ω) =
1
M

ωγ̃′(ω)
[ω2 − ω2

0 − ωγ̃′′(ω)]2 + ω2γ̃′(ω)2
(III).66)

Fall ohmsche Dämpfung

J(ω) = Mγω (III).67)

→ γ̃(ω) = γ (III).68)

⇒ χ′′cl(ω) =
1
M

ωγ

(ω2 − ω2
0)2 + ω2γ2

(III).69)

Cqq(t) = S(t) + iA(t) (III).70)

A(t) =
−~

2πM

∫
dω

ωγ sin(ωt)
(ω2 − ω2

0)2 + ω2γ2
(III).71)

Pole:
(λ2 − ω2

0)2 + λ2γ2 = 0 (III).72)

λ4 − 2ω2
0λ

2 + ω4
0 + λ2γ2 = λ4 + λ2(γ2 − 2ω2

0) + ω4
0 = 0 (III).73)

λ2
± =

−(γ2 − 2ω2
0)2 ±

√
(γ2 − 2ω2

0)2 − 4ω4
0

2
(III).74)

λ2
± = ω2

0 −
γ2

2
±
√
γ4

4
− ω2

0γ
2 (III).75)

Fall ω0 >
γ√
2

:

⇒ A(t) =
~

2M
1√

ω2
0 −

γ2

4

e−γ
|t|
2 sin(

√
ω2

0 −
γ2

4
t) (III).76)

M < ¨̂q(t) > +Mω2
0 < q̂(t) > +

∫ t

dsγ(t− s) < ˙̂q(s) >= f(s) (III).77)

< q̂(t)2 >6=< q̂(t) >2 (III).78)

Antwortfunktion identisch zur klassischen Antwortfunktion

< q̂(t) > − < q̂(0) >=
∫
dsχcl(t− s)f(s) (III).79)

χ̃cl(ω) ≡ χ̃qq(ω) =
1
M

1
ω2

0 − ω2 − iωγ̃(ω)
(III).80)

< q(t)q(0) >=? (III).81)
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Cqq(t) =< q(t)q(0) >= S(t) + iA(t) (III).82)

χ̃′′qq(ω) =
1
2~

(1− e−ω~β)C̃qq(ω) (III).83)

S̃(ω) = ~ coth(
ω~β

2
)χ̃′′qq(ω) (III).84)

Bsp

Ohmsche Dissipation (weißes Rauschen)

γ̃(ω) = γ (III).85)

S(t) =
~

2π

∞∫
−∞

dω
ωγ

(ω2 − ω2
0)2 + ω2γ2

coth(
ω~β

2
) cos(ωt) (III).86)

⇒ S(t) =
~

4M

√
ω2

0 −
γ2

4

(III).87)

[coth(iλ̄(+)
2 ~

β

2
)e−λ̄

(+)
2 t − coth(iλ̄(+)

1 ~
β

2
)e−λ̄

(+)
1 t]− Γ(t) (III).88)

Γ(t) =
2γ
Mβ

∞∑
n=1

νne
−iνnt

(ω2
0 − ν2

n)2 − γ2ν2
n

(III).89)

Diskussion von S(t) für γ < 2ω0

• kBT >>
~γ
4π

ν1 =
2π
~β

→ e−
γ
2
t >> e−ν1t

→ S(t) zerfällt ”klassisch”

• 0 > kBT >
~γ
4π

→ e−
γt
2 < e−ν1t

→ S(t) zerfällt wie e−ν1t

T → 0 : νn =
2π
~β
n = ν1 · n

1
β

∑
n≥1

· · · = 1
~β
∑
n≥1

(III).90)

→ 1
2π

∞∫
0

dν
νe−νt

(ω2
0 + ν2)2 − ν2γ2

(III).91)

für Zeiten ω0t >> 1(ω0 > γ):

≈ 1
2π

∞∫
0

dνν
e−νt

ω4
0

=
1

2π
1
ω4

0

1
t2

(III).92)
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⇒ Γ(t)|lange Zeiten →
γt1

πMω4
0

1
t2

(III).93)

→ S(t) zerfällt algebraisch wie
1
t2

Allgemeiner:
J(ω)|ω→0 ∝ ω1+α (III).94)

d.h.
γ̃(ω)|ω→0 ∝ γ0ω

α (III).95)

in Fluktuations-Dissipations-Theorem:

S̃(ω)|T=0 = ~χ̃′′qq(ω) (III).96)

χ̃′′qq(ω → 0) ∝ ωγ0ω
α

ω4
0

∝ γ0

ω4
0

ω1+α (III).97)

∞∫
−∞

dωω1+αeiωt
x=ωt=

∞∫
−∞

dxx1+αeix

︸ ︷︷ ︸
const

1
t2+α

(III).98)

III).3. Fluktuations-Dissipations-Theorem

Verknüpfung zwischen Gleichgewichtsfluktuationen und der linearen Antwort auf eine
externe Störung

H = H0 + ∆H , ∆H = −f(t)q (III).99)

im Allgemeinen: −f(t) ·B

∆q(t) =< q(t) > − < q(0) >=< q(t) > − < q >β (III).100)

für kleine Störungen:

∆q(t) =

∞∫
−∞

dt′χqq(t− t′)f(t′) (III).101)

χqq(t) =
i

~
Θ(t) < [q(t), q(0)] >β (III).102)

Cqq(t) =< q(t)q(0) >β≡ C+(t) (III).103)

Cqq(−t) =< q(0)q(t) >β≡ C−(t) =
Tr{e−βH0qq(t)}

Z
(III).104)

C±(t) = S(t)± iA(t) =
1
2
< {q(t), q(o)} >β ±

1
2
< [q(t), q(0)] >β (III).105)

A(t) =
1
2i
< [q(t), q(0)] >β (III).106)

⇒ χqq(t) =
−2
~

Θ(t)A(t) (III).107)
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Fouriertrafo:
C̃±(ω) =

∫
dteiωtC±(t) (III).108)

χ̃qq(ω) =
∫
dteiωtχqq (III).109)

H0|n〉 = En|n〉:

C̃+(ω) =
2π~
Z

∑
n,m

e−βEm〈n|q|m〉〈m|q|n〉δ(Em − En + ~ω) (III).110)

C̃−(ω) =
2π~
Z

∑
n,m

e−βEn〈n|q|m〉〈m|q|n〉δ(Em − En + ~ω) (III).111)

q(t) = e
i
~H0tqe−

i
~H0t (III).112)∫

dteiωt
1
Z

∑
n,m

e−βEmeiEm
t
~ 〈m|q|n〉e−iEn

t
~ 〈n|q|m〉 (III).113)

=
∫
dtei(~ω+Em−En) t~(III).114)

= 2π~δ(Em − En + ~ω)(III).115)

→ C̃+(ω) = e−ω~βC̃−(ω) (III).116)

χ̃′′qq(ω) = (
−2
~

)Im

∞∫
−∞

dtA(t)Θ(t)eiωt (III).117)

= (
−2
~

)Im

∞∫
0

dtA(t)eiωt (III).118)

= (
−2
~

)

∞∫
0

dtA(t)sin(ωt) (III).119)

= (
−2
~

)
1
2i

[

∞∫
0

dtA(t)eiωt −
∞∫

0

dtA(t)e−iωt] (III).120)

= (
−2
~

)
1
2i

[

∞∫
0

dtA(t)eiωt +

0∫
−∞

dtA(t)e+iωt] (III).121)

=
i

~
Ã(ω) (III).122)

χ̃qq(ω) =
i

~
Ã(ω) =

1
2~

[C̃+(ω)− C̃(ω)] =
1
2~

(1− e−ω~β)C̃+(ω) (III).123)

S̃(ω) =
1
2

[C̃+(ω) + C̃−(ω)] (III).124)

⇒ S̃(ω) = ~ coth(
ω~β

2
)χ̃′′qq(ω) (III).125)

ω~β → 0 : ~
2

ω~β
=

2
ωβ
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IV). Offene Quantensysteme:
Pfadintegraldarstellung

IV).1. Formalismus

H = Hs +HB +HSB

HS =
p2

2M
+ V (q)

HB +HSB =
N∑
i=1
{ p

2
i

2mi
+
miω

2
i

2
(xi −

ci
miω2

i

q)2}

ρS(t) = SpB{e−
i
~Htρ(0)e

i
~Ht} (IV).1)

[HS , HB +HSB] 6= 0 (IV).2)

〈q′f |ρS(t)|qf 〉 =
∫
d #»x f 〈 #»x f , q

′
f |e−

i
~Htρ(0)e

i
~Ht| #»x f , qf 〉 (IV).3)

[ #»x f = (x1f , x2f , ..., xNf ]

=
∫
d #»x fd

#»x id
#»x ′idqidq

′
i〈 #»x f , q

′
f |e−

i
~Ht| #»x i, qi〉〈 #»x i, qi|ρ(0)| #»x ′i, q′i〉〈 #»x ′i, q

′
i|e
i

~
Ht
| #»x f , qf 〉

(IV).4)
Feynman (1947)

H =
p2

2m︸︷︷︸
T

+V (q) (IV).5)

⇒ 〈q|e−
i
~Ht|q′〉 ∝

∫
D[q]e

i
~S[q] (IV).6)

S[q] =

t∫
0

ds[
m

2
q̇2(s)− V (q)] (IV).7)

G(t) = e
−i
~ Ht (IV).8)

G(t) = e
−i
~ Ht = (e

−i
~ Hεe

−i
~ Hε...)︸ ︷︷ ︸

N mal

(IV).9)

= (e
−i
~ Hε)N (IV).10)

= [e
−i
~ Tεe

−i
~ V εe

−i
~2 ε

2x̂]N (IV).11)
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Abbildung IV).1.: Pfade

mit (Baker Campbell Hausdorff)

x̂ =
i

2
[T, V ]− ε

~
[[]] (IV).12)

Trotter-Produktformel: N →∞ Nε = const.:

[e
−i
~ εT e

−i
~ εV ]N (IV).13)

⇒ 〈qf |G(t)|qi〉 = 〈qf | e−
i
~ εH ...e−

i
~ εH︸ ︷︷ ︸

N mal

|qi〉 (IV).14)

=
∫
dq1...dqN−1〈qf |e−

i
~ εH |qN−1〉...〈q1|e−

i
~ εH |qi〉 (IV).15)

〈qk|e−
i
~ εH |qk−1〉 = 〈qk|e−

i
~ εT e−

i
~ εV |qk−1〉 (IV).16)

= e−
i
~V (qk−1)〈qk|e−

i
~ ε

p2

2m |qk−1〉 (IV).17)

〈qk|e−
i
~ ε

p2

2m |qk−1〉 =
∫
dp′dp′′〈qk|p′〉e−

i
~ ε

p2

2m δ(p′ − p′′)〈p′′|qk−1〉 (IV).18)

=
∫
dp′e

i
~p
′(qk−qk−1)e−

i
~ ε

p2

2m (IV).19)

=
√

m

2π~iε
ei

m
2~ε (qk−qk−1)2

(IV).20)

=
∫

lim
siehe�

dq1√
2πi~ε
m

dq2√
2πi~ε
m

...
dqN−1√

2πi~ε
m︸ ︷︷ ︸

D[q]

·exp{ i
~

[
N∑
k=1

ε
(qk − qk−1)2m

2ε2
εV (qk−1)]}(IV).21)

=
∫
D[q]e

i

~
S[q]

(IV).22)

� = N →∞ ; Nε = const. ; q0 = qi ; qN = qf (IV).23)

46



S[q] =

t∫
0

ds[
q̇2m

2
− V (q)] (IV).24)

Summe über Polygonzüge → Summe über Pfade

IV).2. Harmonischer Oszillator

Zerlege:
q(s) = qkl(s) + y(s) (IV).25)

qkl(0) = qi qkl(l) = qf (IV).26)

y(0) = y(t) = 0 (IV).27)

S[qkl + y] =

t∫
0

ds{m
2

[q̇2
kl + 2q̇klẏ + ẏ2]− mω2

2
[q2
kl + 2qkly + y2]} (IV).28)

H=

t∫
0

ds{m
2
q̇2
kl −

m

2
ω2q2

kl} −
t∫

0

dsy{mq̈kl +mω2qkl}+

t∫
0

ds{m
2
ẏ2 − m

2
ω2y2}(IV).29)

= S[qkl] + S[y] (IV).30)

d H

t∫
0

2q̇klẏds = 2q̇kly|t0︸ ︷︷ ︸
=0

−
t∫

0

ds2q̈kly (IV).31)

b

〈qf |G(t)|qi〉︸ ︷︷ ︸
G(qf ,t,qi)

= e
i
~S[qkl]

∫
y(0)=y(t)=0

D[y]e
i
~S[y] = e

i
~S[qkl]G(0, t, 0) (IV).32)

klassischer Pfad

mq̈kl +mω2qkl = 0 (IV).33)

V (q) =
m

2
ω2q2 (IV).34)

qkl(s) = A sin(ωs) +B cos(ωs) (IV).35)

qkl(0) = B = qi (IV).36)

qkl(t) = A sin(ωt) + qi cos(ωt) != qf (IV).37)

⇒ A =
qf − qi cos(ωt)

sin(ωt)
(IV).38)
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Abbildung IV).2.: klassischer Pfad

klassische Wirkung

S[qkl] =

t∫
0

ds{m
2
q̇2
kl(s)−

m

2
ω2q2

kl(s)} (IV).39)

=
m

2
q̇kl(s)qkl(s)|t0 +

m

2

t∫
0

dsqkl(s) {q̈kl + ω2qkl}︸ ︷︷ ︸
=0

(IV).40)

=
m

2
{q̇kl(t)qf − q̇kl(0)qi} (IV).41)

=
mω

2 sin(ωt)
[(q2

f + q2
i ) cos(ωt)− 2qiqf ] (IV).42)

wie kommt man daraus auf Energieeigenwerte?

I =
∑
n

|φn〉〈φn| (IV).43)

H|φn〉 = En|φn〉 (IV).44)

〈qf | e−
i
~Ht︸ ︷︷ ︸

Ie−
i
~HtI

|qi〉 (IV).45)

∞∑
n

φ∗n(qf )φn(qi)e
−
i

~
Ent

= G(qf , t, qi) (IV).46)
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Resolvente:

G̃(qf , E, qi) =

∞∫
0

dtG(qf , t, qi)e
i
~Et−

ε
~ t =

~
i

∑
n

φ∗n(qf )φn(qi)
En − E − iε

(IV).47)

ε > 0
∞∫
−∞

dqf G̃(qf , E, qf ) =
∑
n

1
En − E − iε

(IV).48)

berechne Integral über alle Pfade

S[y] =

t∫
0

ds{m
2
ẏ2(s)− m

2
ω2y2(s)} =

m

2
ẏ(s)y(s)|t0 −

m

2

t∫
0

dsy(s)L̂(2)y(s) (IV).49)

L̂(2) = − d2

ds2
− ω2 (IV).50)

dEinschub: Zeit als kontinuierlicher Laufindex

e
#»xA #»x (IV).51)

#»x =̂ y(si) A =̂ L̂(2) (IV).52)

→ hochdimensionales Gaußintegral
mache aus L̂(2) Matrix → Projektion in Basis
b y(0) = y(t = 0)

L̂(2)φj(s) = λjφj(s) (IV).53)

φj(0) = φj(t) = 0 (IV).54)

y(s) =
∑
j

cjφj(s) (IV).55)

φj(s) =

√
2
t

sin(
π

t
js) (IV).56)

λj =
π2j2

t2
− ω2 (IV).57)

t∫
0

dsφj(s)φk(s) = δjk (IV).58)

∫
D[y]→

∫
dc1dc2dc3 · ... · dcn... (IV).59)

S[y =
∑

cjφj ] = −m
2

t∫
0

dsy(s)
∑
j

cj L̂
(2)φj(s)︸ ︷︷ ︸
λjφj(s)

(IV).60)

= −m
2

t∫
0

ds
∑
j,j′

cj′λjcjφj′(s)φj(s) (IV).61)

= −m
2

∑
j

λjc
2
j (IV).62)
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G(0, t, 0) =
∫
D[y]e

i
~S[y] (IV).63)

∝
∫
dc1 · · · dcn · · · e−

i
~
m
2

∑
j λjc

2
j (IV).64)

=
∫

(
∏
j

dcj)e−
i
~
m
2

∑
j λjc

2
j (IV).65)

G(0, t, 0) = N
n∏
j=1

1√
λj
|n→∞ (IV).66)

n∏
j=1

1
λj

=
∏
j

1
π2j2

t2
− ω2

(IV).67)

= (
n∏
j=1

t2

π2j2
)
n→∞∏
j

1
1− (ωtπj )

2︸ ︷︷ ︸
ωt

sin(ωt)

(IV).68)

G(0, t, 0) = N (
n∏
j=1

t2

π2j2
)1/2 ·

√
ωt

sin(ωt)
= N ′

√
ωt

sin(ωt)
(IV).69)

berechne Normierung mit Referenzpropagator

Normierung freies Teilchen ω → 0

G0(0, t, 0) =
√

m

2πi~t
(IV).70)

G(0, t, 0)|ω→0 → G0(0, t, 0) (IV).71)

N ′ =
√

m

2πi~t
(IV).72)

N =
√

m

2πi~t

∏
j

~2

π2j2

−1/2

(IV).73)

⇒

�
�

�

G(qf , t, qi) =

√
mω

2πi~ sin(ωt)
· exp{ imω

2~
(q2
f + q2

i ) cos(ωt)− 2qiqf
sin(ωt)

}

Nullstellen im Nenner:

ωt = nπ + η η > 0klein

G(qf , t, qi) =
√

mω

2πi~η(−1)n
· exp{ imω

2~
(qi − qf (−1)n)2(−1)n

(−1)nη
} (IV).74)

=
1√

(−1)n︸ ︷︷ ︸
e−i

π
2 n

δ(qi − qf (−1)n) (IV).75)
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G(qf , t, qi) =
√

mω

2πi~| sin(ωt)|
ei
mω
2~ · · · e

i
π

2
n

Maslovphase︸ ︷︷ ︸ (IV).76)

ωt = nπ + δφ δφ < π

wie hängt Maslovphase mit Fluktuationen zusammen

λj =
π2j2

t2
− ω2 (IV).77)

(
π2j2

t2
)2(1− (

ωt

πj
)2) (IV).78)

Abbildung IV).3.: Krümmungsbildchen

IV).3. Imaginärzeitpfadintegral

Dynamik

Dynamik: e−
i
~Ht

Thermodynamik: e−βH

Wick-Rotation: t→ −i~β

〈qf |e−βH |qi〉 =
√

mω

2π~ sinh(ω~β)
· exp{−mω

2~
(q2
f + q2

i ) cosh(ω~β)− 2qiqf
sinh(ω~β)

} (IV).79)

sin[ω(−i)~β] = −i sinh(ω~β) (IV).80)

〈qf |e−βH |qi〉 =
∑
n

φn(qf )φn(qi)e−βEn (IV).81)

• ω~β << 1 Kurzzeitpropagation:

ρβ(qf , qf ) ∝ e−
βmω2

2
q2
f = e−βV (q)

• ω~β →∞ T → 0
ρβ(qf , qf ) ∝ e−

mω
~ q2

f ∝ φ0(qf )2
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Euklidische Wirkung

τ ∈ [0, ~β]

S[q] =

t∫
0

ds
m

2
q̇2(s)− V (q)|s=−iτ (IV).82)

= (−i)
~β∫
0

dτ{m
2

[
dq(−iτ)
d(−iτ)

]2 − V (q)} mit [q̄(τ) = q(−iτ)] (IV).83)

= i

~β∫
0

dτ{m
2

˙̄q2(τ) + V (q̄)} (IV).84)

= iSE [q̄] (IV).85)

〈qf |e−βH |qi〉 ≡ 〈qf |e−i
i
~Ht|qi〉|t=−i~β =

∫
D[q̄]e

i
~ iSE [q̄] (IV).86)

Imaginärzeitpfadintegral:
�
�

�

ρβ(qf , qi) ≡

∫
q̄(0)=qi;q̄(~β)=qf

D[q̄]e−
1
~SE [q̄]

Pfade minimaler Wirkung

δSE [q̄ma] = 0 m¨̄qma − V ′(q̄ma) = 0 (IV).87)

entspricht Newtonscher Mechanik in -V
harmonischer Oszillator: V (q̄) =

m

2
ω2q̄2 m¨̄q2 −mω2q̄ = 0

minimale Wirkungspfade:

q̄(τ) = qi cosh(ωτ) +
qf − qi cosh(ω~β)

sinh(ω~β)
· sinh(ωτ) (IV).88)

Vergleich mit Realzeitlösung:

ω2 → −ω2 (IV).89)
ω → iω (IV).90)

ρβ(qf , qi) =
√

mω

2π~ sinh(ω~β)
exp

{
−mω

2π
(q2
f + q2

i ) cosh(ω~β)− 2qiqf
sinh(ω~β)

}
(IV).91)

d Nebenrechnung

cosh(ω~β)− 1
sinh(ω~β)

= tanh(
ω~β

2
) (IV).92)

sinh(x) = 2 sinh(
x

2
) cosh(

x

2
) (IV).93)

b
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Pβ(q) =
1
Zβ

ρβ(q, q) =
1
Zβ

√
mω

2π~ sinh(ω~β)
exp

{
−mω

~
q2 tanh(

ω~β
2

)
}

(IV).94)∫
dqPβ(q) = 1 (IV).95)

⇒ Zβ =
1

2 sinh(
ω~β

2
)

(IV).96)

Pβ(q) =

√
mω

π~
tanh(

ω~β
2

)e−
mω

~ tanh(ω~β
2

)q2
(IV).97)

Physikalischer Inhalt

• ω~β → 0 Pβ(q) ≈
√
mω2β

2π
e

−β
m

2
ω2q2︸ ︷︷ ︸

βV (q)

• ω~β →∞ Pβ(q)→
√
mω

π~
e−

mω
~ q2

(Grundzustandswellenfunktion des harmonischen Oszillators)2 = Ψ2

< q2 >β=
∫
dqq2Pβ(q) =

~
2mω

coth(
ω~β

2
) (IV).98)

aus Gleichverteilungssatz: (
mω2

2
< q2 >=

kT

2
< p2 >

2m
=
kT

2
)

< q2 >kl=
~

2mω
· 2
ω~β

=
1

mω2β
=

kT

mω2
(IV).99)

IV).4. Einfluss eines linear gekoppelten Oszillators

H = HS +HB +HI

HS =
p2

2M
+ V0(q)

HB =
p2
x

2m
+
mω2

2
x2

HI = cqx
Imaginärzeitpfadintegral

ρ̃β(q, x, q′, x′) =
∫

q(0)=q′|x(0)=x′;q(~β)=q|x(~β)=x

D[q]D[x]e−
1
~SE [q,x] (IV).100)

SE [q, x] = SE,S [q] + SE,B[x] + SE,I [q, x] (IV).101)

SE,S [q] =

~β∫
0

dτ{M
2
q̇2(τ)− V0(q)} (IV).102)
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SE,B[x] =

~β∫
0

dτ{m
2
ẋ2(τ) +

m

2
ω2x2} (IV).103)

SE,I [q, x] =

~β∫
0

dτcq(τ)x(τ) (IV).104)

Reduzierte Dichte

ρβ =
TrB{ρ̃β}
ZB

(IV).105)

d für c=0: ρβ = e−βHS

b

ρβ(q, q′) =
∫
dxρ̃β(q, x, q′, x))

ZB
(IV).106)

=
1
ZB

∫
q,q′

D[q]
∮
D[x]e

−
1
~
SE [q,x]

(IV).107)

, da ZB = SpB{e−βHB}

ρβ(q, q′) =
∫
D[q]e−

1
~SE,S [q]F [q] (IV).108)

Influenzfunktional:

�
�

�
�F [q] =

∮
D[x]e−

1
~SE,B [x]e−

1
~SE,I [q,x]∮

D[x]e−
1
~SE,B [x]

für c=0, F[q]=1

Influenzfunktional lässt sich interpretieren als Erwartungswert

< e−
1
~SE,I [q,x] >B (IV).109)

F [q] =
∮ ∮ (IV).110)

=

∫
dx

∫
x→x

D[x]e−
1
~SE,B [x]− 1

~SE,I [q,x]

∫
dx

∫
x→x

D[x]e−
1
~SE,B [x]

(IV).111)

SE,B + SE,I =

~β∫
0

dτ{m
2
ẋ2 +

m

2
ω2x2 + cqx} (IV).112)
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minimale Wirkungspfade

mẍ−mω2x− cq = 0 (IV).113)

mit x(0) = x(~β) = x ⇒ xma

x = xma + y y(0) = y(~β) = 0 (IV).114)

F [q] =
∫
dxe−

1
~ [SE,B+SE,I ][xma]

∫
D[y]e−

1
~SE,B [y]∫

dxe−
1
~SE,B [xma]

∫
D[y]e−

1
~SE,B [y]

(IV).115)

(SE,B + SE,I)[xma] =
m

2
xma(τ)ẋma|~β0 (IV).116)

Lösen

Lösung:

xma,homogen = x cosh(ωτ) +
1− cosh(ω~β)

sinh(ω~β)
x sinh(ωτ) (IV).117)

xma,inhomogen =
c

m

τ∫
0

dτ ′q(τ ′)
sinh(ω(τ − τ ′))

ω
(IV).118)

verifizieren:

ẋma,inhomogen =
c

m

τ∫
0

dτ ′q(τ ′) cosh(ω(τ − τ ′)) (IV).119)

ẍma,inhomogen =
c

m
q(τ) + ω2 c

m

τ∫
0

dτ ′q(τ ′)
sinh(ω(τ − τ ′))

ω︸ ︷︷ ︸
xma,inhomogen

(IV).120)

xma(τ)ẋma(τ)|~β0 = x[ẋma(~β)− ẋma(0)] (IV).121)

ẋma,homogen(τ) = ωx[sinh(ωτ) +
1− cosh(ω~β)

sinh(ω~β)
cosh(ωτ)] (IV).122)

ẋma,inhomogen =
c

m

τ∫
0

dτ ′q(τ ′) cosh(ω(τ − τ ′)) (IV).123)

⇒
∫
dxe−(ax2+bx)∫
dxe−ax2 (IV).124)

F [q] = exp

− 1
2~

~β∫
0

dτ

~β∫
0

dτ ′q(τ)K1(τ − τ ′)q(τ ′)

 (IV).125)

K1(τ − τ ′) = − c2

2ωM
cosh(ω(τ − τ ′))

sinh(ω~β/2)
(IV).126)
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⇒ ρβ(q, q′) =
∫
D[q]exp

−1
~
SE,S [q]− 1

2~

~β∫
0

dτ

~β∫
0

dτ ′q(τ)K1(τ − τ ′)q(τ ′)

(IV).127)

=
∫
D[q]e

−
1
~
SE,eff [q]

(IV).128)

Seff = SE,S +
1
2

∫ ∫
q(τ)K1(τ − τ ′)q(τ ′) (IV).129)

=

~β∫
0

dτ

m2 q̇2 + V0(q) +
1
2

~β∫
0

dτ ′q(τ)K1(τ − τ ′)q(τ ′)

 (IV).130)

Abbildung IV).4.: Störung
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IV).5. Übergang zum Oszillatorbad

H = H0

N∑
i=1

[
p2
i

2mi
+
miω

2
i

2
x2
i

]
+ q

N∑
i=1

cixi (IV).131)

ρβ(q, q′) =
∫
D[q]

∮
D[x1] · · ·D[xN ]e−

1
~SE [q,{x}] 1

ZB
(IV).132)

=
∫
D[q]e−

1
~SE,0[q]FN [q] (IV).133)

FN [q] =
N∏
i=1

Fi[q] = e−
1
~ ΦN [q] (IV).134)

ΦN [q] =
N∑
i=1

Φi[qi] (IV).135)

ΦN [q] = −1
2

~β∫
0

dτ

~β∫
0

dτ ′q(τ)KN (τ − τ ′)q(τ ′) (IV).136)

KN (τ − τ ′) =
N∑
i=1

c2
i

2ωimi

cosh(ωi(|τ − τ ′| −
~β
2

))

sinh(
ωi~β

2
)

(IV).137)

definiere:

J(ω) =
π

2

N∑
i=1

c2
i

miωi
δ(ω − ωi) (IV).138)

N∑
i=1

c2
i

2miωi
f(ωi) =

∞∫
0

dω

π
J(ω)f(ω) (IV).139)

Übergang zu stetiger Funktion J(ω): Quasikontinuum von Moden
Gleichgewichtsverteilung für dissipatives System:�
�

�
�ρβ(q, q′) =

∫
D[q]e−

1
~Seff [q]�

�
�

Seff [q] = SE,0[q]− 1

2

~β∫
0

dτdτ ′K(τ − τ ′)q(τ ′)�
�

�
�K(τ − τ ′) =

∞∫
0

dω

π
J(ω)

cosh(ω(|τ − τ ′| − ~β
2 ))

sinh(ω~β
2 )

Eigenschaften von K(τ − τ ′)

• K(τ) = K(~β − τ)

• K(τ → 0+) = K(τ → ~β−)
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Abbildung IV).5.: Space

• Fourierreihe; K(τ) periodisch fortgesetzt

K(τ) =
M

~β

∞∑
n=−∞

gne
iνnτ (IV).140)

mit νn =
2π
~β
n und M=Systemmasse

• K(τ) = K∗(τ) = K(−τ)
⇒ gn = g−n
cosh(ω(τ − ~β

2 ))

sinh(ω~β
2 )

=
1

~β
∞∑

n=−∞

2ω
ω2 + ν2

n

eiνnτ

⇒ gn =
1
M

∞∫
0

dω

π
J(ω)

2ω
ω2 + ν2

n

ohmsche Dichte

J(ω) = Mγω (IV).141)

definiere periodisch fortgesetzte δ-Funktion:

: δ(τ) :=
∞∑

n=−∞
δ(τ −m~β) =

1
~β

∞∑
n=−∞

eiνnτ (IV).142)

ω

ω2 + ν2
n

=
1
ω
− ν2

n

ω(ω2 + ν2
n)

(IV).143)

gn = µ2 − ξn (IV).144)

µ2 =
2
M

∞∫
0

dω

π

J(ω)
ω

(IV).145)

ξn =
1
M

∞∫
0

dω

π

J(ω)
ω

2ν2
n

ω2 + ν2
n

(IV).146)
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⇒ K(τ) =
M

~β
∑
n

gne
iνnτ = Mµ2 : δ(τ) : −k(τ) (IV).147)

mit k(τ) =
M

~β
∑
n
ξne

iνnτ

ξ0 = 0 :
~β∫
0

dτk(τ) = 0 (IV).148)

Seff [q] =

~β∫
0

dτ [
M

2
q̇2(τ) + V0(q)− 1

2
µ2q2(τ)︸ ︷︷ ︸

V (q)

+
1
2

~β∫
0

dτ ′q(τ)k(τ − τ ′)q(τ ′)] (IV).149)

minimale Wirkungspfade

Mq̈(τ)− V ′(q)−
~β∫
0

dτ ′k(τ − τ ′)q(τ ′) = 0 (IV).150)

q(τ) =
1

~β
∑
n

qne
iνnτ (IV).151)

ρβ(q, q′) =
∫
D[q]e−

1
~Seff [q] (IV).152)

Zβ =
∫
dqρβ(q, q′) =

∮
D[q]e−

1
~Seff [q] (IV).153)
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V). Dissipatves Tunneln

V).1. Qualitative Betrachtung, ImF Methode

Abbildung V).1.: Pot

Eigenzustände für Vb →∞:
Ψn(q, t) = e−

i
~Entφn(q) (V).1)

|Ψn(q, t)|2 = |φn(q)|2 (V).2)

Eigenzustände für Vb � ~ω0 ; kBT (quasistationär):
P(t)=Population
Ṗ (t)
P (t)

= −Γ

P (t) = e−ΓtP (0)
gilt nur für intermediäre Zeiten

transiente Zeitskalen� t� 1
Γ

|Ψn(q, t)|2 = e−Γnt|φn(q)|2 q ∈ Mulde (V).3)

stabil → metastabil
En → En −

−iΓnt
2

(V).4)
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Ψn(q, t) = e−
i
~Ente−

Γnt
2 φn(q) (V).5)

Metastabil: Γn � ω0

Zustandsumme

Z =
∑
n

e
−β(En−

i~Γn
2

)
[~Γn � En] (V).6)

≈
∑
n

e−βEn(1 + β
i~Γn

2
) (V).7)

=
∑
n

e−βEn + i
~β
2

∑
n

Γne−βEn (V).8)

=
∑
n

e−βEn

1 + i
~β
2

∑
n

Γne−βEn∑
n
e−βEn

 (V).9)

Z = Z0

[
1 + i

~β
2
< Γ >

]
(V).10)

freie Energie

F = − 1
β
lnZ (V).11)

= − 1
β
ln[Z0(1 + i

~β
2
< Γ >)] (V).12)

= − 1
β
lnZ0 −

1
β
ln(1 + i

~β
2
< Γ >) (V).13)

≈ − 1
β
lnZ0 − i

~
2
< Γ > [ln(1 + x) ≈ x; |x| � 1] (V).14)

Im{F} = −~
2
< Γ > (V).15)

⇒
�



�
	< Γ >= −2

~
Im{F}

Z =
∮
D[q]e−

1
~Seff [q] (V).16)

ImF Methode für HS +HB +HI

H = HS +HB +HI

HS =
p2

2M
+ V (q)

V (q) ≈


M

2
ω2

0(q − q0)2 für q bei q0

Vb −
M

2
ω2
b (q − qb)2 für q bei qb

(V).17)
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Z =
∮
D[q]e

− SE [q]︸ ︷︷ ︸
effektive Wirkung (V).18)

= Tr{e−βH} (V).19)
= TrS{TrB{e−βH}} (V).20)

minimale Wirkungspfade

Mq̈ − V ′(q)−
~β∫
0

dτ ′k(τ − τ ′)q(τ ′) = 0 (V).21)

k(τ) =
M

~β

∞∑
n=−∞

ξne
iνnτ (V).22)

~β-periodisch

Abbildung V).2.: inverses Potential

• q1(τ) = q0

• q2(τ) = qb

verifiziere DGL:
~β∫
0

dτ ′k(τ − τ ′) =
M

~β
∑

n ξn

~β∫
0

dτ ′eiνn(τ−τ ′) · 1

︸ ︷︷ ︸
δn,0~β

, aber ξ0 = 0

• kleine Oszillationen haben Periodendauer
2π
ωb
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2π
ωb
≤ ~β

2π ≤ ~βωb: nicht triviale Pfade

V).2. Zerfallsrate für hohe Temperaturen

Wirkung:
SE [q1] = ~βV (q0) (V).23)

SE [q2] = ~βV (qb) (V).24)

Fluktuationen

q(τ) = q0 + y(τ)→ Zustandssumme von harmonischem Muldenpotential
q(τ) = qb + y(τ)
Annahme: Fluktuationen y(τ) klein (=̂ Vb hinreichend groß)

V (q) ≈ V (qb)−
M

2
ω2
b (q − qb)2 (V).25)

SE [qb + y] ≈ ~βV (qb) +

~β∫
0

dτ

M
2
ẏ2(τ)− M

2
ω2
by

2 +

~β∫
0

dτ ′k(τ − τ ′)y(τ)y(τ)y(τ ′)


(V).26)(− d2

dτ2
− ω2

b )y(τ) +
1
M

~β∫
0

dτ ′k(τ − τ ′)y(τ ′)

 ≡ L[y] (V).27)

L[φn] = λnφn (V).28)

φn(0) = φn(~β) (V).29)

φn ∝ eiνnτ (V).30)

L[eiνnτ ] = λne
iνnτ (V).31)

λn = ν2
n − ω2

b + ξn (V).32)

y(τ) =
1

~β

∞∑
n=−∞

yne
iνnτ (V).33)

y(0) = y(~β) (V).34)

⇒ SE [qb + y] = ~βV (qb) +
M

2~β

∞∑
n=−∞

λnyny−n (V).35)

d
~β∫
0

eiνnτeiνmτdτ = ~βδn+m,0

b

Z = Z0︸︷︷︸
harmonische Mulde

+N′
∫ ∞∏

n=−∞
dyne

−βV (qb)e
−
M

2~2β

∞∑
n=−∞

λnyny−n
(V).36)
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betrachte spezielle Eigenwerte

n = 0 :λ0y
2
0 = −ω2

by
2
0

λ0 = −ω2
b

⇒ Z ∝
∫
e

M
2~2β

ω2
by

2
0 (V).37)

n = 1: λ1y1y−1

d
yn = ρne

iφ y−n = ρne
−iφ (V).38)

b

λ1y1y−1 = λ1ρ
2
1 = (ν2

1 − ω2
b + ξ1)ρ2

1 =

 2π2

~2β2
− ω2

b︸ ︷︷ ︸
>0,wenn ωb~β<2π

+ ξ1︸︷︷︸
>0

 ρ2
1 (V).39)

V).3. Tunnelrate, Bounce

λ1(β) = 0 ⇒ crossover ; β∗crossover-Temperatur (V).40)∫
dy0e

M
2~2β

ω2
by

2
0 y0→iy0−→ i

∫
dyoe

− M
2~2β

ω2
by

2
0 (V).41)

⇒ Z = Z0 + iZb (V).42)

Z0 ∝ e−βV (q0) Zb ∝ e−βV (qb) � Z0 (V).43)

Γ ∝ −Im{F} (V).44)

= −Im{− 1
β
ln(Zo + iZb)} (V).45)

=
1
β
Im{lnZ0 + ln(1 + i

Zb
Z0

)} (V).46)

≈ 1
β
Im{iZb

Zo
} (V).47)

=
1
β

Zb
Z0

(V).48)

Γ ∝ e−β[V (qb)−V (q0)]︸ ︷︷ ︸
Beitrag der minimal action Pfade

· fq︸︷︷︸
Beitrag der Fluktuationen

(V).49)

fq =
∞∏
n=1

ν2
n + ω2

0 + ξn
ν2
n − ω2

b + ξn
(V).50)

• sehr hohe Temperaturen : νn →∞

⇒ fq → 1 (V).51)

• β → β∗ :⇒ fq divergiert
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• β > β∗: es existiert weiterer Pfad minimaler Wirkung, der dynamisch ist qB(τ)
(bounce)

SE [qB] < SE [qb] (V).52)

Γ ∝ e−S[qB ]/~ (V).53)

– fast temperaturabhängig

– S[qB] abhängig von Dissipation

• T → 0, β →∞ z.B.: (nicht dissipativ)

qB(τ) =
q∗0

cosh2
(
ω0τ

2

) (V).54)
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