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1 Einfuhrendes Beispiel

Wir betrachten einen Zugstab unter Eigengewichtadeoberen Ende fest aufgehéangt sei.

Z22

Y, m
QuerschnittA
L f«—Farbmarkierung )]
| | Dichtep o 1O lg
/ElastizitétsmoduE
"""" (Steifigkeitsmal3)
Ny
Referenzzustand Verformte Lage

ungedehnt, unverformt Last: Eigengewicht

Gesucht: Verschiebungsfeld(x). Vermutung...?

1.1 Analytische L6sung

1.1.1 Aufstellen der Differentialgleichung
Kraftegleichgewicht:

Mit dem QuerschnittA des Balkens und der Dichie
ergibtsich die auf die Lange bezogene Diginte pA, die :
sogenannte Langendichte. Auf ein Balkenstiick demgka X TN(X)E

Ax wirkt also die GewichtskrafAG = uAx - g, wobei - s
g = 9,81 N/kg. Schneiden wir nun ein Stuck des Balkens [x + Ax IAG
aus zwischenx und x + Ax, so entstehen neben der Y---- --><
Gewichtskraft weitere Normalkréfthf (x) an der Stellex ' lN(X+§ AX)
und N(x + Ax) an der Stellex + Ax, wie auch in der
Abbildung dargestellt.

Im Kraftegleichgewicht gilt, dass die Summe allerake in Koordinatenrichtung Null
ergeben muss. Es folgt also

N(x + 4Ax) — N(x) + ughAx = 0.
Teilen wir beide Seiten durdbx und betrachten den Grenzubergang- 0, erhalten wir

N'(x)+ ug = 0.
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Werkstoff:

Wir nehmen an, der Balken bestehe aus einem lielaatischen isotropen Werkstoff. Dies
bedeutet, dass der Werkstoff richtungsunabhangigenEchaften besitzt (im Gegensatz zum
Beispiel zu Holz, wo man mit oder entgegengesetrtFhserrichtung unterscheiden muss)
und es gilt das folgende sogenandtoksche Gesetz

o = Esg,

wobei g die Spannung, also die Kraft pro Flache angieiet, iisoN /A, unde die Dehung,
also die relative Auslenkung. Wie bereits erwaherdichnet der Elastizitditsmodtilein Malf3
der Steifigkeit des Werkstoffs.

Kinematik (Dehnungsdefinition):

Die Dehunge bezeichnet die LAngenénderung pro Ursprungsldndermeln bedeutet dies

_ulx + Ax) —u(x)
€= Ax ’

was im Grenziubergang, fiiix — 0,
e=u'(x)

ergibt. Setzen wir dies und die Spanung in das Bduik Gesetz ein und l6sen natlauf, so
erhalten wir N(x) = EAu'(x) und N'(x) = EAu''(x). Insgesamt, mit Hilfe des
Kréaftegleichgewichts, erhalten wir also die Diffetialgleichung

|EAu”(x) + ug = 0.|

1.1.2 Anpassen an Randbedingungen

Umformen der Differentialgleichung ergibt

u’(x) = —% = const.

Die Losungu ergibt sich also zu = —%ﬁxz + c1x + c,. Aus der festen Einspannung des
Balkens am oberen Ende ergibt sich die Randbedmgun
u(0) = 0.

Einsetzen liefert direkt, = 0. Am unteren (freien) Ende des Balkens, also arkddtefreien
Seite, erhalten wir die Randbedingung

N#) =0 = u'(f)=0.

Damit erhalten wir als Wert fur die zweite unbeki@nKonstante; = {’g. Zusammenfas-
send gilt

ulx) = —%(g—f)x.
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1.2 Numerische Losung

Mit Hilfe des Simulations-Programmpakets ANSYS-Wmekch wird der gegebene Zugstab
als Finite-Elemente-Modell beschrieben, dann geldstdie Ergebnisse dargestellt. Die typi-
schen Arbeitsschritte sind:

a) Preprocessor (Modellbildung)
* Geometrie erstellen/importieren
» Diskretisierung (Vernetzung in Finite Elemente)ahitihren
» Materialgesetze und -parameter zuweisen
* Last- und Randbedingungen aufgepragt.
b) Solver (Processor)
* Gleichungssystem wird aufgestellt
* Gleichungssystem wird gelost
c) Postprocessor (Auswertung)
* Ergebnisse darstellen
» Lo6sung Uberprifen, diskutieren, verifizieren, vidren, ...

FE-Netz Last- und RB Lésung: Verschiebungsfeld

A ERT N
WA ,;}) jl ,LQ:\) ’."'_‘.‘" Y

A ETE A
NSYS

A: Static Structural
Directional Defarmation
Type: Directional Defarmati
Unit: mm
Global Coardinate System
Time: 1
17.10.2011 L4:43
A: Static Structural 7,646%-6 Max
Static Structural §,7973e-6
Timei L s 5,3476e-6
17.10.2011 L4:44 5,008¢-6
424836
R Fixed Support 3‘3986:-6
Standard Earth Gravity: 906,6 mmys® 2:5495_6

Mesh 0,00 40,00 0,00 40,004 1,6993e-6 0,00 40,00
17.10.2011 1453 L i L i 8,4865e-7 [ E ¥
2,00 e 20,00 = 0 Min 20,00 e

Finite-Elemente-(FE)-Modell (ANSYS Workbench) des Hgstabs. Diskretisierung in FE
(links). Last- und Randbedingungen (mitte): Festé&inspannung oben, Gravitation (gel-
ber Pfeil). Losung (rechts): Feld der vertikalen \érschiebungen w(x, y, z). Oben sinddie
kleinsten Verschiebungen aber der grof3te Verschielmgs-Gradient zu finden.
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2 Allgemeines

2.1 Ziel der Vorlesung

Die Studierenden sollen typische praktische Frafjasgen aus der Mechanik (Dynamik),
wie sie z.B. in einem Maschinenbaubetrieb auftandtismnten, verstehen und in die Mathe-
matik Ubersetzen kénnen. Dies beinhaltet die Hustglgeeigneter Modelle unter "verninfti-
gen” Annahmen und Vereinfachungen sowie die Auswalkl Benutzung passender Werk-
zeuge (mathematische Methoden, Programme) fur uheerische Loésung, die fur Praktiker
verstandlich aufbereitet und dargestellt werdetesol

2.2 Zur Gliederung der Vorlesung

Die Vorlesung MMSM 1 gliedert sich wie auch zaldres Lehrbiicher der Technischen Me-
chanik in die Gebiet8tatikund Elastostatik bzw. Festigkeitslehi@azu werden wir in dieser
Vorlesung eine Einfihrung ZKontaktproblememgeben und unterschiedliche Losungsverfah-
ren besprechen.

Statik starrer Korper

Die Statik (griechischstatos= stillstehend) behandelt das Kraftegleichgewehtruhenden
(oder sich gleichformig bewegenden) Kdrpern.

Unter einemKorper versteht man in der Mechanik alles, was Massdazbdgienauer: Ruhe-
masse > 0). Neben Festkdrpern also auch Flussegkeitd Gase.

Der starre Korperist eine Vereinfachung, eine Idealisierung, eindeld Er verformt sich
nicht. Tatsachlich sind alle Kérper mehr oder wenigachgiebity Diese Idealisierung ist
brauchbar, solange die Verformungen uninteressadtnd gegeniber den sonstigen Ab-
messungen vernachlassigt werden kénnen.

Elastostatik / Festigkeitslehre

In derElastostatik(griechischelastos= verformbar) wird die Idealisierung der starredrper
aufgegeben. An ihre Stelle tritt eine erweitertealisierung, das Modell vom elastischen (=
reversibel verformbaren) Korper aus homogenem Nédter

Neben den aufieren, aufgepragten Kraften, der ssmg@mmBelastungwerden nun auch die
.inneren“ Krafte, die so genannBeanspruchungnd die Verformungen im Material betrach-
tet. SpannungenndDehnungenticken in den Mittelpunkt des Interesses.

! Das Auftreffen einer Miicke beispielsweise filhrteiner Einwdlbung der Windschutzscheibe. Anderémfal
wirde der Aufprall gar keine Gerdusche verursachen.
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Typische Fragen einer Festigkeitsuntersuchung sind:
* Wann bricht etwas und wo beginnt es zu brechen?

* Wie grol3 sind die Verformungen?

Kontaktprobleme

Kontakte sind einseitige Bindungen, das heil3t Bemggn werden einseitig eingeschrankt
was zu Ungleichungen fuhrt. Diese haben in der Raght-lineare Struktur, was die Berech-
nung von Losungen oft sehr aufwendig werden lasst.

Typische Fragestellungen bei Kontaktproblemen sind:

» Tritt Kontakt zwischen zwei Korpern auf und wennyen?
* Was fur Verformungen bzw. Dehnungen und Spannutigden an den Kdrpern im
Kontakt auf?

2.3 Allgemeines zu Grél3en, Dimensionen, Einheiten

Der Wert einer physikalischen Gré3e erscheint edgllikt aus Zahlenwert und Einheit.
GroRe = ZahlenwerfEinheit
Beispiel:Lange L =2/M =2 m

AulRerdem existieren die folgenden Klammer-Operatales die einzelnen Faktoren liefern:
Zahlenwert = {GroR3e}
Einheit = [Gro3e]

Die ,Unsitte”, die Einheiten bei der BeschriftungrvDiagrammachsen und Tabellenkdpfen
in eckige Klammern zu setzen{fals¢iiinge-L{m), entstammt einem Missverstandnis. Die
Norm empfiehlt die Schreibweisen:

richtig: LAngeL/m oder LangelLinm

Beim Rechnen sollten die Einheiten genau wie Fakitdrericksichtigt und bis zum Ergebnis
~durchgeschleift* werden.

Die fur die Mechanik wichtigen Dimensionen (odersBgro3en) sind.dnge, Masse, Zeit
Dafur werden nach internationalem Standard (SIddie Basiseinheiten

m (Meter), kg (Kilogramm), sec (Sekunde)

verwendet.
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3 Statik starrer Korper

Zunachst fuhren wir den zentralen Begriff in deat®t die Kraft ein. Aus der Kraft werden
spater dadMomentund dieSpannungbgeleitet. Das Hauptwerkzeug der Statik istKid@dte-
und Momentengleichgewicht

3.1 Die Kraft

Die Kraft als Axiom

Der Begriff Kraft wird aus der Erfahrung gewonnen. Fast jeder glaubivissen, was eine

Kraft ist. Wir ,kennen* z.B. Muskelkréafte, Gewiclksifte oder Druckkrafte aus unmittelbarer
korperlicher Erfahrung. Tatsachlich allerdings wdig Kraft in der Mechanik nicht streng

definiert. Der Begriff der Kraft isaxiomatisch(Axiom: Grundsatz ohne Definition und Be-
weis).

Zweites Newtonsches Axiom:

Kraft = Masse/Beschleunigung oder F=m /a

Bei der Messung von Kréften spiegelt sich diesesddaie wider. Krafte kénnen nicht unmit-
telbar gemessen oder beobachtet werden. NochtrneenigKraftpfeil“ in der Natur gesehen
worden. Kraftaufnehmer ,messen” stets die Wirkung Kraften: wie zum Beispiel Dehnun-
gen (Federwaage), Widerstandsanderungen (Dehnusgstrefen), Ladungsverschiebungen
(Piezoeffekt).

Zum Merken:

Die Kraft ist die Ursache fur eine BeschleuniguBgWegungsanderung)
oder eine Verformung (Dehnung) eines Kérgers.

Einheit der Kraft
Die Einheit der Kraft ist daSewton(N):
1N =1kg -m/s?.
Beispiel: ,,Gewichtskraft"
Welche Gewichtskraff; bt eine Masser = 100 g) auf die Erdoberflache aus? Es gilt

Fg =m-g

2 Die in der Mechanik betrachteteKgrper* kénnen fest, aber auch fliissig oder gasférmig
sein. Kurz alles was Materie besitzt (Ruhemasség, widd in der klassischen Mechanik als
Korper bezeichnet.
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wobei g die Erdbeschleunigung angibt, alge= 9,81 m/s?. Daher erhalten wir die Ge-
wichtskraft

F; =0,1kg-9,81 m/s? =0,981 kg-m/s? ~ 1N

I- / ALPENMILCH
. g / .
M o

Zum Merken:

Gewichtskraft einer Tafel Schokolagd Newton

Darstellung von Kraften

Kréafte sind vektorielle Grol3en, d.h. sie besitzare dRichtungseigenschaft im Gegensatz zu
so genannten skalaren Grof3en wie z.B. der Masgededel emperatur. Ihre Darstellung in
Skizzen erfolgt miPfeilen Eine vollstandige Angabe enthalt:

« denBetragder Kraft entweder als Variable, z.B, oder als .
Wert mit Einheit, z.B5 N, X
« die Richtung,gegeben durch die Pfeilrichtung (Wirkungsli? A _ Schraub

\, Wirkungslinie

nle), _%_ ........ .
* den Richtungssinn gekennzeichnet durch die Lage de# ?\I\
Pfeilspitze. \

Bei starren Korpern gilt: Krafte durfen langs ihitirkungslinie )
verschoben werden. Bei elastischen Kdrpern isttzlicd die An-

gabe desAngriffspunktsvon Bedeutung. Dieser liegt gewohnlich

bei Zugkraften am FulR3punkt und bei Druckkraftendan Spitze

des Pfeils.

Zusammenfassen von Kraften

Zwei Krafte, die in einem gemeinsamen Punkt anmeistarren Korper angreifen, kdnnen in
folgender Weise zu einer ,resultierenden” Kraft i@ddwerden:

1. Krafte mit gleicher Wirkungslinie und Orientierumgerden zu einer resultierenden Kraft
zusammengefasst indem ihre Betrage addiert weMérkungslinie und Orientierung
wird Ubernommen.

fe
7

k\\\T\\

8 N




MMSM 1 11

2. Zwei Krafte mit gleicher Wirkungslinie und entgegesetzter Orientierung werden zu
einer resultierenden Kraft zusammengefasst indeenBbtrage subtrahiert werden.

| 3N
?5 T 7
=}

" 5N 7 *2'\'

3. Zwei Krafte mit unterschiedlichen Richtungen werdiemch Vektoraddition (Krafteparal-
lelogramm) zu einer resultierenden Kraft zusammasge

A -c 7
_é: » F2=3N gz
7 . 2

Der Betrag der resultierenden Kr&f kann zeichnerisch oder mit Hilfe trigonometrischer
Beziehungen ermittelt werden. Mit dem Winketwischen den KrafteR; undF; gilt:

Fr = JFf + F,F, cos a + F}

In unserem Beispiel liegt der Winkelzwischen 0° und 90°. Der Betrag der Resultieren-
den muss grof3er als die gréRere der beiden Kraftkieiner als die Summe der Betrage
seinb6N < Fp < 8N).

Zerlegung einer Kraft

Eine Kraft kann auch umgekehrt zum letzten Falkwei vorgegebene Richtungen zerlegt
werden. Man erhalt eine gleichwertige Darstellung mwvei Kraften, den so genannten
~-Komponenten®.

l&angs

NN
>

AN

In unserem Beispiel wird die Kraftin eine Komponente quer und eine langs zur Scleraub
achse zerlegt. Auch hier kdnnen die Betrage der péomanten zeichnerisch oder mit Hilfe



MMSM 1 12

trigonometrischer Beziehungen ermittelt werden. Hem Winkele zwischen der Kraff
und der Langs-Richtung gilt:

Fiangs = Fcosa und Fyyer = Fsina.

Oft interessiert man sich nur fir eine der beideamionenten. Man fragt, welcher Anteil
einer gegebenen Kraft in eine bestimmte Richtungkitwin unserem Beispiel kbnnte man
sich fragen, welcher Anteil vda die Schraube auf Zug beansprucht.

Die Zerlegung muss nicht notwendigerweise in zuadea senkrechte Richtungen erfolgen.

3.2 Das Moment

Wir betrachten folgendes einfihrendes Beispiel. DasSchlitzschraube m
Bild zeigt den Kopf einer Schlitzschraube von oldit. ~ Schraubenzieher-
einem Schraubenzieher wird versucht die festsit&zendkllnge (belastet)

Schraube zu drehen. Auf die Klinge wirkt noch ein F MEinsp

MomentMg,;rr vom Griff des Schraubenziehers undM, %‘
auf die festsitzende Schraube wirkt ein gleichgsol3e ”\%‘
“J

Reaktionsmomen¥g;,, = Mg ;s aus der Einspan- ‘i
nung.

Die Klinge des Schraubenziehers wird gedanklichalmegeschnitten. Es erscheinen die
DruckkrafteF als Wirkung vom Schraubenkopf auf die Klinge (Bhkind von der Klinge auf
den Schraubenkopf (rechts). Die beiden Kr&ftsind entgegengesetzt gleich grof3 und ihre
parallelen Wirkungslinien weisen den Abstamduf. Zusammen bilden sie ein so genanntes
Kréaftepaar (F, a).

Klinge Schlitzschraube M=FA
I\/lEinsp - Meg:
MGriff 1.1 o .. Einsp
F F I
Pl a
- i - I
Freigeschnittenes Kréftepaar Moment

Die Wirkung eines Kraftepaares kann nicht mit eiresultierenden Kraft (diese ist namlich
Null) allein zusammengefasst werden. Stattdesssenhbeibt man es kurz mit dem Begriff
Moment. Das MomenM = F - a ist aquivalent zum KraftepaéF, a).
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Analog zur Kraft gilt fir das Moment:

Zum Merken:

Ein Moment ist die Ursache fir eine Dreh-Beschlgung (Bewegungsanderung) oder
eine (Dreh-) Verformung (Torsion, Biegung) einesgeds.

Zum Denken:

Moment gleich ,Drehkraft*

Die Einheit des Momentes ist dalidewton-Meter

1Nm = 1kg - m?/s?.

Beispiel ,Anzugsdrehmoment einer Knochenschraube*

Das Anzugsdrehmoment einer 4,5-mm-Knochenschraabebei etwa 5 Nm. Dieses Mo-
ment kann man z.B. aufbringen wenn man an eineneH8thraubenschlissel) von 10 cm
Lange eine Kraft von 50 N (Gewichtskraft von c&g) anbringt.

Darstellung von Momenten

Momente sind wie die Krafteektorielle GroRen Die Richtung des Moments ist hier die
Achse, um die das Moment wirkt. Also die Achse, dimein Moment versucht, einen Korper
zu drehen. Die Darstellung in einer Skizze erfohit DrehpfeilenoderDoppelpfeilen Auch
hier missen drei Angaben enthalten sein:

« derBetragdes Moments, entweder als Variable, 2/B.oder als Wert mit Einheit, z.B. 5
Nm,

» dieRichtung gekennzeichnet durch die Achse oder die Wirkunigsties Doppelpfeils,

* derRichtungssinr{Drehsinn), gekennzeichnet durch die Pfeilspitzeralie Doppelpfeil-
spitze.

: Achse
[

5Nm

5 Nm oder

Drehpfeil Doppelpfeil

Momente kénnen auf einem starren Korper beliebrgale®ben werden. Der Angriffspunkt
ist nur bei elastischen Kdrpern von Interesse.
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Rechte-Hand-Regel

Die ,Rechte-Hand-Regel* dient zur Ermittlung desebBsinns
eines Moments, das durch einen Doppelpfeil dartiesss.
Wenn der gestreckte Daumen in Richtung des Dopgitdeigt,
dann geben die tbrigen gekrimmten Finger die Doktung des
Moments an.

Moment einer Kraft beziglich eines Punkts

Momentengleichgewichte werden immer bezlglich eiRaskts aufgestellt. Dieser Punkt
kann beliebig auch auf3erhalb des Kdrpers gewahntteme

Eine KraftF, die an einem Korper angreift, besitzt bezlgliokege gewahlten Punkts P ein
MomentM. Der lotrechte Abstandwischen dem Punkt und der Wirkungslinie der Kvafd
als Hebelarni der Kraft bezeichnet. Es giM =F /h.

Zum Merken:

Moment = Kraft/Hebelarm oder M = F-h.

Eine Kraft kann so parallel zu ihrer Wirkungslinierschoben werden. Damit sich die Ge-
samtwirkung auf den starren Kdrper nicht andertssmzusétzlich zur verschobenen Kiaft
dasVersetzungsmomeht = F - h eingeflgt werden.

3.3 Das Schnittprinzip von Euler

Kréfte und Momente treten nicht offen zu Tage. ssnel immer Wechselwirkun-
gen zwischen zwei Korpern oder zwischen zwei Tedares Korpers. Um sie
fir eine Rechnung zugénglich, also sichtbar zu madtihrt man einen gedank-
lichen Schnitt durch und trennt die beiden Teilegst voneinander. An den
Schnittufern missen Schnittkrafte und -momente taagen werden, um die
Wechselwirkungen zwischen den Korpern aquivalergrsetzen.

In diesem Beispiel muss am unteren Seilstumpf Eradt F nach oben ziehen,
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damit das Gewicht nicht nach unten fallt. DiesefKrarsetzt die Wirkung vom oberen auf
den unteren Teil des Seils.

7

Die Schnittkrafte an den beiden Schnittufern silgich grof3 und einan-
der entgegengesetzt (Newtonsches Axiagctio = reactig. Flugt man
die Teile am Schnitt (gedanklich) wieder zusamnsenheben sich die
Schnittkrafte der beiden Ufer gerade auf. Das Gesgtem, das beide
Teile enthalt, bleibt durch die Schnittkrafte unibflasst.

T

—
N

Alle Krafte und Momente kénnen aBchnittgréRennterpretiert werden, |
auch Gewichts- und Tragheitskrafte, bei denen n@mverstellen kann, v10 N
dass die Masse aus den Korpern herausgeschnittele wad die Wir-

kung auf die masselose Struktur nun durch entspretsh Krafte (in

unserem Fall die Gewichtskraft von 10 N) ersetatdera muss.

Zum Merken:

Erst schneiden, dann Krafte und Momente eintragen.

3.4 Freikorperbilder

Ein Freikorperbild (FKB, engl.: free body diagraisf) ein in der Skizze vollig freigeschnitte-
nes Teilsystem, also ein Korper, Teil eines Korpmter aber auch mehrere miteinander ver-
bundene Kérper.

Zum Merken:

Freikdrperbild = vollig frei geschnittenes Teilsgsat

Zur Kontrolle legt man eine geschlossdnéllflache (bei ebenen S
Problemen eine geschlossene Linie) um das zu lbétrade Teil-
system. Dies ist der sogenannte Bilanzraum. Uberaldie Hull-

flache irgendwelche Teile der Struktur durchlautiss geschnitten I
werden, das bedeutet Schnittkrafte und -momentesanisingetra-

gen werden. Alle Krafte und Momente von der Umgepaaf die ‘ |
Struktur im Inneren der Hullflache missen berldisiyt werden.
Volumenkréfte wie Gewichtskrafte nicht vergessen! )

FKB]nnemalb
der Hullflache

Zum Merken:

Erst Freikorperbild, dann Gleichgewicht!
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3.5 Verschiedene Schnittkrafte und -momente

In diesem Abschnitt behandeln wir einige Beispidie,das Prinzip des Schneidens erlautern
sollen und einige der gelaufigsten Falle abdecken.

Beispiel 1: Sell

Zuerst betrachten wir nochmals das Seil, an deSsée ein Gewicht angehéngt wurde, und
schneiden es in der Mitte durch um zwei separatisyBteme zu erhalten. An beiden Seiten
&. w w des zerschnittenen Seils wird je eine SchnittkFagingetragen.

& Diese sind jeweils Zugkréafte, da ein Seil nur seldlbertragen

F kann. Sie ersetzen jeweils die Wirkung des einestlygdttenen

1F Teilsystems auf das jeweils andere Teilsystem. Wjctvir haben

hier noch kein vollstandiges Freikorperbild erhalt®as obere

Teilsystem ist noch mit der Einspannung verbunded mnlisste

erst noch davon geldst werden. Im unteren Teilaysieirde die
Masse noch nicht durch die entsprechende Gewiditsasetzt.

:><____

m m

Beispiel 2: Balken in 2D

Wir betrachten nun einen auf einer Seite fest apgenten Balken. Schneiden wir diesen in
der Mitte in zwei Teilsysteme, so treten folgendéfte und Momente auf:

¢ NormalkraftN,
e QuerkraftQ,
* BiegemomenM.

-

Nl eSS

Diese zeigen in den verschiedenen Teilsystemenlgeinedie entgegengesetzte Richtung und
sind vom Betrag jeweils identisch. Die senkrechtdche stehende Normalkraft kann wie-
der als Zug- bzw. Druckkraft interpretiert werdedie Querkraft als Scherkraft. Das Biege-
momentM wird interpretiert als diejenige ,Drehkraft”, deuf den Balken wirkt. FUF = 0
und unter Vernachlassigung der Gewichtskraft wirsewohl Quer- als auch Normalkraft
sowie Biegemoment verschwinden.
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Beispiel 3: Balken in 3D

Beim Schnitt durch einen Balken in 3d Es tretenfdigenden Krafte und Momente auf:

Beispiel 4: (Scharnier-) Gelenke in 2D

* Normalkraft N,

* Querkrafte; in i-Richtung,i € {y, z},
« BiegemomenM, umy-Achse,

* BiegemomenM, um z-Achse,

* TorsionsmomenM, umx-Achse.

Im Bild ist hier nur die linke Seite des geschnit-

tenen Balkens zu sehen.

Bei einem reibungsfreien Gelenk taucht beim Sclereidlein MomentM auf, bzw. es

Beispiel 5: Punktkontakt in 3D

gilt M = 0. Dies lasst sich dadurch erklaren,
dass beim Auftreten einer Kraft, die das Gelenk
in Bewegung setzen wirde, keine Kraft entge-
genwirkt.

Wir betrachten nun zwei Teilsysteme, die sich arem einzelnen Punit berthren und an
Tangential—x

diesem aneinander haften. Beim Schneiden
entlang der Tangentialebene wird die Kontakt-
kraft freigeschnitten. Diese besteht aus drei
Komponenten,

¢ der Normalkraftv
e und den Tangetialkraften, i € {x, y}.
Es entstehen keine Momente.

Beispiel 6: Schnitt durch beliebigen Korper in 3D

Wir betrachten einen beliebigen Korper und schrreiierch eine beliebige Flache und defi-

i

(&)

nieren auf dieser ein Koordinatensystem. Im
Prinzip wirken an jedem Punk{é,n) der
Schnittflache drei Krafte. Betrachten wir jedoch
zunachst die Teilflach&A. Auf dieser wirkt

also eine KraftF = (AN, AT, AT,)' . Berech-

nen wir nun den Grenzwert fl"A — 0 erhalten wir quasi eine Art Kraft an einem einzel-
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nen Punkt der Flache bzw. eine Uber die gesamth&lazerschmierte” Schnittkraft. Dies
fuhrt direkt zur Definition der Spannung:

.

a(§,n) = AILIEOE-

Mehr dazu im nachsten Kapitel.

3.6 Freiheitsgrade und Bindungen

3.6.1 Freiheitsgrade

Freiheitsgrade (engl.: Degrees of Freedom, DOF digjenigen linear unabhangigen Koor-
dinaten, die ein System vollstandig beschreiberddn (nicht elastischen) Statik betrachten
wir starre Korper bzw. Systeme starrer Korper. Beift, die Freiheitsgrade sind genau die
Parameter, die beschreiben, wie die Korper im Réagen bzw. welche Bewegungsarten
moglich sind. Die folgende Tabelle gibt eine kukieersicht tiber Anzahf und Art der Frei-
heitsgrade (Bewegungsarten) fur verschiedene Kaénpanterschiedlichen Dimensionen.

Obj ekt Freiheitsgrade f | Bewegungsarten
Punktmasse in 2D 2 2 Translationen
Punktmasse in 3D 3 3 Translationen

Starrer Korper in 2D 3 2 Translationen, 1 Rotation
Starrer Kérper in 3D 6 3 Translationen, 3 Rotation
n starre Korper in 2D 3n

n starre Korper in 3D 6n

3.6.2 Verschiedene Bindungen und Auflager

Meist liegen die Korper eines Systems nicht willialr verteilt im Raum sondern sind ganz
oder teilweise fixiert. Diese Fixierungen nennt niandungen (engl.: constraints). In diesem
Abschnitt werden wir einige dieser Bindungen vdtste

Eine Bindung heil3b-wertig, wenn sie den Wert van Freiheitsgraden eindeutig bestimmit.
Es gilt also fur Systeme vanstarren Korpern und insgesabtvertigen Bindungen:
f=3n—-b in2D,
f=6n-b in3D.
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Beispiele

(A) Feste Einspannungtn Beispiel (A) betrachten wir einfeste Einspannungines 2d-
Balkens in der Wand. Durch diese Bindung ist

- F F

% | M Q | die Position und Ausrichtung des Balkens an
2‘ (‘N_ der linken Seite eindeutig bestimmt, das heif3t
ﬁ(A) die Bindung ist 3-wertig. Dies kommt auch im

dazugehorigen FKB zum Ausdruck, da hier
drei zusatzliche Kréafte bzw. Momente einge-
fugt werden.

(B) Festes drehbares LageDRie Bindung (B) dagegen, halt lediglich die Pagitides 2d-
Balkens an der linken Seite fest, der Balken

| Fl | B, Fl bleibt aber drehbar. Das heif3t nur die beiden
g 1 maoglichen Translationen werden blockiert. Die

A % By C' Bindung ist also 2-wertig. Dies spiegelt sich im
(B) (C)‘ FKB wider, da hier kein Drehmoment einge-

tragen werden muss.

(C) Verschiebbares drehbares Lag&indung (C) ist lediglich 1-wertig. Sie halt di@$tion
des Balkens in vertikaler Richtung fest, erlaultérdings das Verschieben in horizontaler
Richtung sowie Drehungen.

(D) Seil/Pendelstitzesowohl Seil () als auch Pendelstitze fjxind 1-wertige Bindungen.
Beide verhindern lediglich Translationen in

% | |
? .Seil-* bzw. ,Pendel-Richtung®. Obwohl ein
(D2) Seil nur Zugkrafte und die Pendelstitze sowohl
| (Dy) Zug- als auch Druckkrafte Ubertragen kann,
r

machen wir in der Regel keinen Unterschied
zwischen diesen beiden Bindungen.

(E) Lager in 3d:Zum Schluss betrachten wir noch die Lager (B) (€)dim dreidimensiona-
len. Analog verhindert Lager {(Ekeine Dre-
hungen, also sind alle drei Rotationen maéglich.
Desweiteren ist die Position fix, also sind keine

(E1) (E2) Translationen moglich. Das Lager ist also 3-
wertig.

Lager (k) blockiert Translationen in vertikaler
Richtung, lasst jedoch alle Rotationen und Ver-
schiebungen in der horizontalen Ebene zu.
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3.6.3 Statische Bestimmtheit

Betrachten wir nun erneut die Anzahl der Freihe#dgf = 6n — b in 3d bzw.f =3n—b
in 2d. Unter statischer Bestimmtheit versteht mignuthterschiedlichen Werte fiir Wir un-
terscheiden drei Félle:

1. Fall: f > 0: Statisch unbestimmtes System

Ein System heil3t statisch unbestimmt, falls gitisgl die Anzahl der Freiheitsgragie> 0
positiv sind. Damit lasst sich also die genaue Ldge Systems aktuell nicht beschreiben.
Ausweg: In der Dynamik werden zusatzliche

.. _ F
K_orpern—l ‘. Gleichungen eingefiihrt. So kann man Be-
Bindungerb = 2 éA/ | schleunigungen (Bewegung) berechnen. Siehe
Freiheitsgradef = 1 MMSM Il Dynamik®,

2. Fall: f = 0: Statisch bestimmtes System

Ein System heil3t statisch bestimmt, falls gilt,sddi® Anzahl der Freiheitsgragdie= 0 gleich
null sind. Damit lasst sich also die genaue Lage Sigstems genau beschreiben. Es gilt also
in der Regel, dass die Anzahl der linear unab-

,
.. _ F
Kprpern =1 ﬂ hangigen Gleichungen genau der Anzahl der
Bmfjur.]gerb =3 ZI Unbekannten entspricht, al$éa in 3d bzw.3n
Freiheitsgradef = 3 4 in 2d

3. Fall: f < 0 bzw. redundante Bedingungen: Statisch Gberbestimmt System

Ein System heil3t statisch tberbestimmt, falls ekBrifideichungen als Unbekannte gibt. Dies
kann bedeuten, dass die Gleichungen widersprichiigh es also keine statische Lésung fur
die Lage des Systems existiert. Ausweg: In der

. _ 7
Kprpern =1 g Elastostatik werden auch Verformungen be-
BmQur.]gerb =4 Z riicksichtigt. Im Fall redundanter Bedingungen,
Freiheitsgradef = -1?7 7, d.h. falls mehrere Bedingungen zu denselben

Resultaten fihren und sich nicht widersprechem, ladear abhangig sind, kann man trotzdem
ein statisch bestimmtes System erhalten.

3.7 Statisches Gleichgewicht

Fur einen Korper, der in Ruhe ist oder zumindesteseBewegungszustand nicht &ndert, gilt,
dass alle an ihm angreifenden Krafte und Moment&ieichgewicht miteinander sind. Diese
Gleichgewichtsbedingung ist das wichtigste WerkzeéeigStatik. Aus ihr kbnnen mathemati-
sche Gleichungen z.B. fur noch unbekannte Krafteog@men werden.

Im drei-dimensionalen Rauktnnen an einem Freikorperbild sechs (skalarealmnabh&n-
gige) Gleichungen aufgestellt werden. Bezuglictegibeliebigen zuvor gewahlten Koordina-
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tensystems (X, y, z) und eines beliebigen PuBRkt$nnen z.B. folgende Gleichungen aufge-
stellt werden:

Drei Kraftegleichgewichte

Summe aller Kréafte in x-Richtung gleich Null: Foo+tF + ..=0
Summe aller Krafte in y-Richtung gleich Null: F,+F,+ ..=0
Summe aller Kréafte in z-Richtung gleich Null: F,+F,,+ ..=0

und drei Momentengleichgewichte

Momente um x-Achse beziglich P gleich Null: My +MJ +..=0

Momente um y-Achse bezuglich P gleich Null: M, +M;, +..=0

ly

Momente um z-Achse bezuglich P gleich Null: M, +MZ, +..=0

Die Kraftegleichgewichte kbnnen ganz oder teilwelsech Momentengleichgewichte beziig-
lich eines anderen oder mehrerer anderer Punkétézergerden. Es diurfen maximal drei Mo-
mentengleichgewichte um parallele Achsen gebildate. Diese dirfen zudem nicht in einer
Ebene liegen. Die Achsen mussen nicht notwendighdden Kdrper laufen. So kdnnen
Kréaftegleichgewichte auch als Sonderfall von Moreegteichgewichten mit unendlich weit

entfernten Bezugsachsen interpretiert werden.

Im zwei-dimensionaler Raukdnnen fur ein Freikdrperbild héchstens drei (skal linear
unabhangige) Gleichgewichtsbedingungen aufgestelilen. Dies sind zum Beispiel zwei
Kréaftegleichgewichte und ein Momentengleichgewicht:

Summe aller Kréafte in x-Richtung gleich Null: Fo+tF, + ..=0
Summe aller Krafte in y-Richtung gleich Null: F,+F,+ ..=0
Summe aller Momente beziiglich P gleich Null: ~ MJ, + M}, +..=0

Damit kénnen bis zu drei Unbekannte (Krafte odemate) berechnet werden. Auch hier
konnen die zwei Kraftegleichgewichte durch Momegteithgewichte beziiglich anderer
Punkte ersetzt werden. Bei drei Momentengleichgeteit durfen die drei Bezugspunkte
nicht auf einer Geraden liegen.

3.8 Rezept zum Losen von Aufgaben aus der Statik

Das folgende Schema dient zum Losen von Aufgabsrdau Statik, bei der ein System mit
Last- und Lagerungsfall gegeben ist und z.B. Sthréfte gesucht sind.
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Schritt 1: Modellbildung.
Generieren eines Ersatzmodells (Skizze mit Geoadtasten, Einspannungen). Weg
lassen unwichtiger Dinge. Das “reale System” missrahiert werden.

Schritt 2: Koordinaten.
Koordinaten (Wege, Winkel) einfiihren. Ausgelenk®gstem hinzeichnen und Auslen
kungen gegenuber Referenzlage beschreiben.

Schritt 3: Schneiden, Freikorperbilder.
System aufschneiden, Schnittkrafte und -momenteagjen. Freikorperbilder erzeugen.

=)

Schritt 4: Gleichgewicht.
Kréafte- und Momentengleichgewichte (nur fir echteilkorperbilder) anschreiben ung
daraus (Differential-)Gleichungen bestimmen.

Schritt 5: Gleichungen lésen.
Man kann hochstens so viele Unbekannte berechnemman Gleichungen hat.

Schritt 6: Auswerten, Verifizieren, Validieren

Auswerten: Ergebnisse prifen, deuten, darstellen.

Verifizieren: Mathematisch korrekt? Plausibilitdbnvergenz, ... prufen.
Validieren: Annahmen gultig? Mit Experimenten veighen.

Dieses Rezept kann mit geringfiigigen Anderunger aud Probleme auRerhalb der Statik
angewandt werden.

Die Schritte 1 und 6 erfordern besondere AufmerksaimHier kommt es auf Grundlagen-
wissen, Erfahrung und Kommunikation mit dem Fragjé=t an. Im Gegensatz zu den ande-
ren Schritten kbnnen diese kaum vom Computer draetzien.

3.8.1 Rechenbeispiel ,Bizepskraft*

An einem klassischen Rechenbeispiel sollen die hgsschritte
verdeutlicht werden. Wir beschranken uns auf eieneb (zwei-
dimensionales) Problem.

! AL P - ]
GegebenEin Mensch halt mit der Hand ein Gewicht von 1 k &,_._‘.......‘H_%gu
bei gebeugtem Arm mit horizontalem Unterarm. :\L_}i
®
Gesucht Die Muskelkraft im Bizeps njusculus bizeps brachii ALFONSOBORELLI
unter der Annahme, dass nur dieser angespannt sei. (1608-1679)

Lésung Wir gehen nach unserem ,Rezept* vor. Bei der Ahzand Auswahl der Schnitte
und Gleichgewichte wéahlen wir bewusst keine opteriasung, um zu zeigen, wie man auch
ohne ,geniale Einfalle" zum Ziel kommt.
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Schritt 1: Modellbildung

Gesucht ist eiicersatzmodellso einfach wit
maoglich, so kompliziert wie noétig, das
uns erlaubt die Muskelkraft zu berechn
Unwichtige Einflisse (das sind unendl
viele) mussen weggelassen wer:

Bild 1: ,Reales" System. Eigentlich einb-
bild (Foto) eines realen Systems und dz
auch nur ein Modell.

Aufgetragen: Biomechanisches Ersatzmo
mit Elementen des Bewegungsappa
(Knochen, Gelenke, Muskeln) in anaii-

scher Form.
Bild 2: Mechanisches Ersatzmodell mit a- N
lisierten mechanischen Elementen (Ball F?ste
Seile, Gelenke, ...). Einspannung
Im mechanischen Modell werden ein Seil (undehnba
Vereinfachungen angenommen: So wil.
B. das Schultergelenk als feste Einspann Balken
betrachtet. Der angespannte Bizep: un- (starr, masselos
dehnbar, die Massdes Arms seim Ver- ' 7
gleich ;um Gewicht ve.rnach.las_bar, das Gelenk
Gelenk im Ellenbogen wird sei reibungst lg (reibungsfrei

Schritt 2: Koordinaten: x- und y-Achse

Schritt 3: Aufschneiden, Freikorperbilder

Um Rechnen zu kénnen muss das Sys

aufgeschnitten werden. Schnittgro3ers-
sen eingetragewerden. Mindestens an d
Stellen, an denen eine Kraft (oder eio-

ment) gesucht ist, muss man schneiden. 2
fuhren zunachst drei Schnitte in den Se |
durch.

An beiden Seiten der drei Schnitte wird
eine Schnittkraft eingetragen. Es sindg-
krafte, da ein Seil nur solche ubertra
kann. Bild 3: Schneide
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Die Wirkung der Erde auf die Masse = 10 kg
wird durch die Gewichtskrafs =m /g = 100 N
ersetzt.

Die Hullflachen A und B kdénnen geschlossen
werden, ohne irgendwo Teile des Systems zu -
durchlaufen. Innerhalb dieser Hullflachen befin-
den sich vollkommen freigeschnittene Teilsyste- 1
me, alsoFreikdrper. Fur diese Teilsysteme kon- ;51 ________
nen wir Gleichgewichtsbedingungen anschreiben. 1S,
Diese fuhren jedoch zunéchst nicht zum Ziel (sie:-

he unten).

Schnitt 4 liefert dann ein weiteres Freikdrper-
bild C. Beim Schnitt durch das ideale Gelenk mus-
sen zwei Schnittkrafte (ebenes Problem) mit un-
terschiedlicher Richtung eingetragen werden, z.B.
die Vertikal-Komponent&, und die Horizontal-
Komponentes, der Gelenkkraft.

Bild 5: SchnittgroR3en
und Hallflachen

Ein Moment muss beim Schnitt durch ein reibungsfdibelenk nicht eingetragen werden.
Bei einem Schnitt durch den Balken wére zusatztichden Kréften auch ein Biegemoment
einzutragen gewesen.

Freikodrperbilder:

A B C
Tsl S SZ/hZ lGV
] [ I I\‘E)ﬁH
82 I: hl £ G
1100 N+l /+ lsl =100 N @

Schritt 4 und 5: Gleichgewicht und Gleichungen lose

Wir schreiben die Kréafte- und Momentengleichgewectiir die drei Freikorper an und l6sen
die Gleichungen nach den Unbekannten auf.

A: Summe aller Kréfte in vertikaler Richtung =0

100N+ (-=S)) =0= S, = 100 N.
Das Ergebnis erscheint trivial: an der Hand ziéme &raft von 100 N.
B: Summe aller Kréfte in Seil-Richtung =0

SZ + (_53) = O :>53 :SZ'
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Hier kommen wir zunachst nicht weiter. Aber maneakt: Uberall im Seil (Muskel) herrscht
die gleiche Kraft.

C: Summe aller Momente bzgl. Purkt= 0

_Sl'hl‘l‘Sz'hz:O
—100N-0,35m+S5,:0,05m=0

)

700N
0,05m

Das Momentengleichgewicht wird um den Gelenkpunkau®gestellt. Der Vorteil ist, dass
die neuen, unbekannten Gelenkkrafte im Momentectyeiwicht keine Rolle spielen. Der
Hebelarm b muss senkrecht (!) zur Kraft §emessen werden. Wir erhalten die Muskelkraft
S, =700N.

=S, =100N-

Schritt 6: LOsung deuten

Die Muskelkraft von 700 N erscheint sehr hoch.lfigt (in unserem Beispiel) um den Faktor

7 Uber der eigentlichen Last. Das Ergebnis istghdaausibel. Die Hebelarme fiir die Mus-

kulatur des Bewegungsapparates sind oft sehr \eghde als die der angreifenden Lasten.
Auf der anderen Seite sind dagegen die Wege undh@asdigkeiten der Hand um den glei-

chen Faktor grof3er als die des Muskels. AuRerdathigisere Extremitaten dadurch schlank
und beweglich.

3.9 Mittelpunkte

Es gibt verschiedene Arten von Mittelpunkten, arBrschiedene geometrische Mittelpunkte
(wie Flachenmittelpunkte etc.), Schwerpunkt, Massé&elpunkt, Tragheitsmittelpunkt, Bet-
tungsmittelpunkt, Auftriebszentrum ...

Wir behandeln hier nur ein paar Beispiele von Npti@kten.

Der Massenmittelpunkt

Seir, die x-Koordinate der Kontrollmassé dm, dann gilt fir diex-Koordinatex,, des Mas-
senmittelpunktes

fMasse rxdm
Xy = e

fMasse dm

Schwerpunkt

Sei g die Fallbeschleunigung. Mit den gleichen Defimém wie gerade gilt fir die-
Koordinatexs des Schwerpunktes
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fMasseg ) rxdm

xS =

fMasse g dm

Falls g konstant folgtc,, = xs.

Bettungsmittelpunkt

Wir betrachten einen starren Korper, der in eindastschen Material eingebettet ist. Fur
eine gegebene Kraf ist der Bettungsmittelpunkt als derjenige Punkt ldmper definiert,
sodass die Kraft auf diesen Punkt angewendet eine Translation in Kraftrichtung bewirkt.

Im Beispiel ist ein Zahn abgebildet, der in
Periodontal-Ligament (PDL) eingebettet ist.
Wirkt die Kraft F auf den Bettungsmittelpunkt,
so verschiebt sich der Zahn genau in horizonta-
ler Richtung. Wirde die Kraft zum Beispiel an
4 eine Stelle weiter oben wirken, so wirde zu-
satzlich eine Rotation gegen den Uhrzeigersinn
entstehen.

Bettungsmittelpunkt
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4 Elastostatik / Festigkeitslehre

In der Elastostatik wird die Idealisierung der starKorper aufgegeben. An ihre Stelle tritt
eine erweiterte ldealisierung, das Modell vom &akt (= reversibel) verformbaren Korper
aus homogenem (= gleichmaliig verteiltem) Werkstoff.

Neben der so genannt&elastung das sind die aul3eren, aufgepragten Krafte und énoen
werden nun auch die so genann&eanspruchungener Korper, das sind die ,inneren®
Spannungen und Verzerrungen, untersucht.

Typische Fragen der Festigkeitslehre sind:
* Wann bricht es und wo beginnt es zu brechen?

* Wie grof3 sind die Verformungen?

4.1 Die Spannung

Aus der Erfahrung wissen wir:
500 N l
* Ob ein Seil reil3t oder nicht hangt von der Lastnwdaterial und
von der Dicke des Seils ab.
* Empfindliche FuBbdden leiden unter Pfennigabsatzech wenn
die Person nicht sehr schwer ist.
S

Die auRRereBelastung die ein Koérper erfahrt, sagt noch nichts GibeneseannereBeanspru-
chungaus. Um zu beurteilen, wie stark das Material bpaucht wird, ob es halt oder nicht,
muss auch die Flache bertcksichtigt werden, Gbeedie Kraft Gbertragen wird. Diese, auf
die Flache bezogene Kraft, ist @pannung

Wie bei den Kraften missen wir schneiden, um dien8pngen ,sichtbar” zu machen. Eine
einzelne Schnittkraft wiirde dann nur in einem Pulgtt Schnittflache angreifen (siehe auch:
Abschnitt 3.5, Beispiel 6). Um diese grobe Verethizng zu verbessern, kann man Teilkrafte
an unterschiedlichen Punkten auf der Schnittflaareeilen. Im Grenzibergang gegen unend-
lich viele Teilkrafte ,verschmiert® man gedankliche Kraft Uber die gesamte Flache und
erhalt eineSpannung Auch dabei gilt actio = reactio”, d.h. die Spannungen an einander
zugeordneten Stellen der beiden Schnittufer singegiengesetzt und gleich grol3.

Zum Merken:

Spannung = ,verschmierte* Schnittkraft
Spannung = Kraft pro Flacheder o = F /A.

Spannungen sind wie die Krafte, von denen sie aligelwerdenyektorielle GroRenSie
besitzen eine Richtungseigenschaft und werden failieR dargestellt.
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Einheit der Spannung
Die Einheit der Spannung iBascal(Pa):

N
1 Pa = 1—2 = 1 Pascal.
m

Haufiger verwendet wird allerdings die Einheit Mdgascal { MPa = 1 - 10° Pa):

N
= 1 Mega-Pascal.

Beispiel: Die Zugspannung in einem Muskel

Betrachten wir den Muskel aus dem Rechenbeislel &twas genauer. An beiden Schnitten
hatten wir gleichgro3e Muskel-
Zugkrafte F ermittelt. Wir neh-

men nun an, dass der obere
Schnitt durch den Muskelbauch

g = F/Al

der untere Schnitt durch den Mu
kelansatz mit der Querschnittsflé
che A, laufen. Wenn wir weiter
annehmen, dass die Spannung
innerhalb der einzelnen Quel
schnittsflachen  konstant  sinc
dann lassen sich die Spannung
einfach als Quotient der Kraf
durch die Querschnittsflache be

rechnen. Az

o>=FIA
Fur die Kraft und die Quer- F 2 2

schnittsflachen wéhlen wir Zah-

lenbeispiele und erhalten die kon- krafte Spannungen
stanten Zugspannungew; am

oberen undr; am unteren Schnitt:

_F__ 70N _ N _
T A T 7000mm2 T mm2z
_F_ 700N _ N
UZ_AZ_ 70mm2 = mm2? &

Dabei ergibt sich eine 100-mal gréf3ere Spannunglameren Querschnitt unten. Das Ge-
webe des sehnigen Muskelansatzes kann allerdings @eutlich grél3ere Zugspannungen
ertragen als das Muskelgewebe.
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4.1.1 Normal- und Schubspannungen

Man unterscheidet zwei Spannungsartdormal und Schubspannungetum dies zu ver-
deutlichen fragen wir nach den Spannungen in eipestimmten Punkt eines Zugstabs (siehe
Bild).

Beim Schnitt 1 senkrecht zum Stab erhalten wir &ngspannung;, die senkrecht (normal)
zur Schnittflache steht, dies ist eine reine Nospahnung.

Beim schragen Schnitt 2 dagegen steht die Spamnseimgg auf der Schnittflache. Sie kann in
einen Anteilnormal und in einen Anteitangentialzur Schnittflache aufgeteilt werden. Man
erhalt zwei Komponenten der Spannyngdie Normalspannung (Zug- oder
nung)o, und die Schubspannumg.

N

Schnitt 1: Schnitt 2:
Zugstab mit Normalspannungr; mit Normalspannungp
und Schubspannung

Aus diesem Beispiel lasst sich erkennen, dass deselvder Spannung in einem Punkt eines
Kdrpers nicht pauschal zu benennen ist, sondern dem(gedanklichen) Schnittfiihrung
abhangt.

Zum Merken:

Zuerst muss man einen Punkt und einen Schnitt ddiesen Punkt auswahle
dann kann man Art und Gré3e der Spannung in di¢aamkt des Korpers angeben.

=

Normalspannungestehen senkrecht zur Schnittflache.

Schubspannungdiegen tangential zur Schnittflache.

% Ein voller dreidimensionaler Spannungszustandriera Punkt wird durch neun Spannungskomponenten an-
gegeben, von denen allerdings nur sechs unabhéogéanander sind.
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4.1.2 Der allgemeine 3d Spanungszustand

Bisher wurde angenommen, die Spannung sei Ubdredliachteten Flachen gleichverteilt. Im
Allgemeinen ist dies nicht der Fall. Eine besseparfiungsdefinition fur nicht-konstante
Spannungsverteilungen in einem Punkt auf der Flaghist daher

_ . AF _dF
9= AI}LITOM T dA
wie wir auch schon in Abschnitt 3.5, Beispiel 6stigestellt hatten. Im Dreidimensionalen
existieren in einem Schnitt drei Spannungskompa@rergine Normal- und zwei Schubspan-
nungen. AuRerdem kénnen wir drei Schnitte durch-
"ff - y fuhren, z.B. frontal, sagittal und transversal. dder
- ergeben sich also neun Spannungskomponenten, die
T den vollstandigen 3d Spannungszustand in einem
< 7y Punkt im Korper kennzeichnen. Diese werden im
3d Spannungstensa@usammengefasst:

> Oxx

Tyx Oxx Txy Txz
n o=(Tyx Oyy Tyz)
Oyy Tzx sz Oz

Jede Zeile entspricht hier also den drei Spannungs-
vZ komponenten an einer Schnittflache.

Oyy Gehen wir von einem sogenannten Boltzmann-
Kontinuum aus, das heif3t dass auf das Kontrollvo-
LSS lumen nur auf Masse verteilte Krafte und keine

Momente wirken, so sind nur sechs Komponenten
J—'O'xx des Spannungstensors linear unabhangig.

Tyy| Dies veranschaulichen wir, indem wir aus dem 3d
Tyx Kontrollvolumen lediglich eine Flache betrachten
v und das Momentengleichgewicht gegen den Uhr-
Oyy zeigersinn um den Mittelpunk@ berechnen. Dies

entspricht dem Momentengleichgewicht um die zur
z-Achse parallele Gerade durch das Zentrum des Blbrdglumens. Die Kréfte die zur Be-
rechnung der Momente bendtigt werden berechnendsioth Spannung mal Flachevir er-
halten also

ZM(C)=2-TxyAyAz- Ax —2-TyAxAz- Ay =0

N N
Kraft Hebelarm Kraft Hebelarm
Daraus ergibt sich demnach
Tyy = Tyx

und derselbe Zusammenhang ergibt sich fir die andéchubspannungen. Wir erhalten also
in der Tat sechs linear unabhéngige Spannungskoenpem
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4.2 Dehnungen

Alle belasteten Korper erfahren eine Anderung iliferm. Diese Formanderung misst man
im Vergleich zu einem Referenzzustand, meistensudmlasteten Zustand.

Man unterscheidet die
» globale, aul3ere Dehnung, dieerformungeines Korpers von den
« lokalen, inneren Dehnungen, déarzerrungenm Korper.

Als Beispiel betrachten wir einen Frak
turkallus — neugebildetes Knochenge
webe nach einer Fraktur — im frihe
Heilungsstadium. Wird der Knochet
axial belastet, so vermindert sich d¢
Frakturspalt. Man spricht vornnter-
fragmentéarer Dehnunguind meint die
globale Dehnung der Gewebeschic
zwischen den Frakturen. Dazu wird di
Annaherung der Frakturenden auf d H

urspringliche Spaltbreite bezogen.

0““III"I""

Der lokale Dehnungszustand de
Kallusgewebes dagegen ist sehr vi
komplizierter. Das Bild zeigt ein Er-
gebnis einer Computersimulation m
der Methode der finiten Element:

(FEM). Die dunkelroten Bereiche zwi- Verteilung der lokalen Dehnung
schen den Frakturenden erfahren die (Gestaltanderungsanteil) im friihen
grofdten Verzerrungen (Gestaltdnderung Frakturkallus.

bis zu 55%).

Definition des lokalen Dehnungszustands

Um die lokalen Dehnungen zu definieren, betrachtgndrei Punkte in einem kleinen Ele-
ment eines Korpers. Die Punkte
spannen den rechten Winkglauf.

Der Abstandx undy der Punkte sei . p
infinitesimal (= unendlich) klein. y ] Ayo b+ Ap
Im verformten Zustand haben sich y
Abstande und Winkel zwischen den|  e-----¢" = ® L o -
X + AX

Punkten verandert. Daraus kénnen
drei unabhéngige Dehnungsgrolien unverform verformt
fur die betrachtete Ebene abgeleitet

werden:
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Normaldehnung in x-Richtung: &, = %,
Normaldehnung in y-Richtung: ¢, = Ay—y,
Schubverzerrung: Exy = %ny = %A(p.

Zum Merken:

Dehnung = relative Langenanderung (Winkelédnderung)

Die Dehnung ist also einheitenlos.

4.2.1 Der allgemeine 3d Dehnungszustand

Ebenso wie fur die Spannung lasst sich auch fluDetenung ein 3d Dehnungstensor bestim-
men. Statt zwei Normaldehnungen und einer Schubuenzg erhalten wir wie fir die Span-
nung drei Normal- und sechs Schubdehnungen. Gigenatin gilt fur die Dehnung in einem
PunktP,
_1 aul+6u] "E{ }

fij = 5 a] B , L] X,Y,Zj.
Dabei bezeichnat = (ux,uy,uz) den Verbindungsvektor des Punkiegur neuen Lag@é,.,
nach Verformung. Man erkennt direkt; = ¢;;. Der Dehnungstensor ergibt sich zu

Exx gxy Exz
&= <ny Eyy Eyz)'

E2x  Ezy &2z

4.3 Materialgesetze

Materialgesetze beschreiben das mechanische Mamhdéir Stoffe. Sie liefern eine Bezie-
hung zwischen dem lokalen Spannungszustand undaeien Dehnungszustand innerhalb
eines Korpers Ein steiferWerkstoff zeigt bei gleicher Spannung eine geriag@ehnung als
einweicherWerkstoff.

4.3.1 Linear-elastisches, isotropes Materialgesetz
Das einfachste Materialgesetz beschreibt lineastistzhes, isotropes Verhalten:

» Lineaiitat: eine doppelt so grol3e Spannung fuhrt zu eloppelt so grol3en Dehnung.

« Elastizitat der Werkstoff verformt sich reversibel. Nimmt mdie Spannungen weg
verschwinden auch die Dehnungen wieder vollstandig.

» Isotropie der Werkstoff verhalt sich richtungs-unabhangigg. ist die Steifigkeit in
alle Richtungen gleich grof3.

* Kompliziertere Werkstoffgesetze beriicksichtigeh. auch die Dehnungsgeschwindigkeit oder auch die-D
nungsvorgeschichte.
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Zum Merken:

A"
1

Ein linear-elastisches, isotropes Werkstoffvermmaltérd durch zwei Werkstoffparame
ter gekennzeichnet:

Querkontraktionszaht (engl.: Poisson ratio).

ElastizitatsmoduE (engl.: Young‘s modulus, kurz: E-Modul).

Alternativ kdnnen auck-Modul und Schubmodut: (engl.: shear modulus) zusammen ange-
geben werden. Zur Verwendung dieser Parameter Silebehnitt 4.4 ,Einfache Lastfalle”.

Querkontraktionszahl

Die Querkontraktionszahist ebenfalls eine materialabhangige Konstante defthiert als
negatives Verhaltnis aus relativer Dickenandersgg. = Ad/d zur relativen Langenénde-
rungépange = A¢/¢:

V= - EDicke/ELange-
Anschaulich bedeutet dies, wenn man an einem Bauatéidngsrichtung zieht ergibt sich
nicht nur eine Langenanderung, sondern in der Regeht die Dicke des Werkstoffs gleich-
zeitig ab. Diesen proportionalen Zusammenhang lbetithdie Querkontraktionszahl. In den
meisten Fallen liegt im Bereich zwischen 0 und 0,5. Das Verhéltnis zhén relativer Vo-
lumenénderung zu relativer Langenénderung ergibtail — 2v.

Elastizitatsmodul

Der Elastizitatsmodubeschreibt den Zusammenhang zwischen Spannundpeindung bei
der Verformung eines festen Korpers mit lineartedakem isotropem Verhalten. Dies wird
ausgedruckt durch datooksche Gesetz

Hooksches Gesetz:

o=E-¢

Werkstoffe mit hohem E-Modul sind alsteiferals Werkstoffe mit kleinerem E-Modul. D.h.
der Verformung wird mehr Widerstand entgegensé&atdie Dehnung keine Einheit besitzt,
hat der E-Modul dieselbe Einheit wie die SpannatgpPascalbzw. Mega-Pascal

4.3.2 Verallgemeinertes Hookesches Gesetz (Anisotropien)

Man kann das Hookesche Gesetz auch allgemeindrealsorgleichung auffassen. Der voll
besetzte Tensor von 4. Stufe fUr drei Dimensionestdiht aus 81 Komponenten. Aufgrund
von Symmetrieeigenschaften, genauer der Gleichthegeordneter Schubspannungen und
Scherdehnungen in Boltzmann-Kontinua, reduziett siese Anzahl auf 36 und man kann
das Gesetz zu einer Matrixgleichung tUberfihrenFdem g = E ¢, wobeig den Vektor der
sechs linear unabhangigen Schub- und Scherspanmsogee entsprecheredden Vektor der
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sechs linear unabhéangigen Komponenten der Dehnarggetlen undE eine 6 x 6 Matrix.
Desweiteren gilt fir die Anzahl der bendétigten Kamenten zur Beschreibung vén

Voll besetzter Tensor 4. Stufe fir drei Dimensionen 81

Boltzmann Kontinua: Gleichheit zugeordneter Schabhspngen 36
und Scherdehnungen

Maxwellscher Reziprozitatssatz: Volle Anisotropie symmetrisch| 21

Orthotropie = Orthogonale Anisotropie: keine Kopguzw. Deh- 9
nung und Schubverzerrung

Transversale Isotropie: keine Kopplung zw. Dehnung Schub- 5
verzerrung, invariant ggi. Drehung um Bestimmtes&ch

Isotropie: Abhangigkeit ausschlie3lich vBrundv 2

Im letzteren Fall gilt zum Beispiel

1—v v v
Txx v 1—v % Exx
o £
vy | v v o 1-—v | / yy\

| Oz i B E I 1-2v I €2z

Txy A+v)(1-2v) 2 . | Exy

Tyr / . Eyr

Tyz 1-2v Exz

Es gilt also tatsachlich, dass linear-elastiscisedropes Werkstoffverhalten durch die zwei
Werkstoffparameter gekennzeichietindv definiert wird, wie wir in obigem Merksatz defi-
niert hatten.

Bei den anderen Fallen handelt es sich stetsanisotrope Materialgesetzdei denen der
Werkstoffe ein richtungsabhéngiges Verhalten agizeKnochen hat &hnlich wie Holz eine
Vorzugsrichtung und ist daher anisotrop.

Fur weitere Beispiele siehe Ubung...

Spannungr
A Belastung

Entlastung

Dehnunas
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4.3.3 Kompliziertere Materialgesetze

Nicht-Linear
Ein Materialverhalten heif3ticht-linear, falls die Span- Spannungr linear
nung nicht proportional mit der Dehnung wachst. Die A progressiy .

Spannungs-Dehnungs-Kurve ist dann keine Gerade
mehr. Bei einemprogressivenVerhalten weicht die
Kurve mit zunehmenden Dehnungen nach oben, bei
einemdegressiverVerhalten nach unten von der Gera-

den ab. Die Spannung wachst dann Uber- bzw. unter- Dehnunge
proportional mit der Dehnung. Nichtlineares Verhalten
Nicht-Elastisch/Plastisch Spannungs

A Belastun
Werkstoffe heiRemicht-elastischoder plastisch falls
sie sich bleibend (d.h. nicht reversibel) verformbBre
Spannungs-Dehnungs-Kurve liegt fir die Entlastung Entlastung
unterhalb der Kurve fir die Belastung. Bei vollsti@er -
Entlastung verbleibt eine plastische Dehnung. Dehnunag

Plastisches Verhalten

Spannungr

Viskoelastisch — mit innerer DAmpfung ) Belast
elastung

Dies sind Materialgesetze, bei denen die Verforrsung
geschwindigkeit bertcksichtigt wird. Die Spannungen
wachsen mit der Dehnungsrate. Bei zyklischer Bean-
spruchung ergibt sich eine (dynamische) Hysterese | -
Spannungs-Dehnungs-Diagramm. Die Flache innerhalb Dehnunag

der Hysterese ist ein Mal3 fur die durch Dampfung in

Warme umgewandelte Energie. Es gibt keine plasti- Viskoelastisches Verhalten
schen Verformungen. Typisches Beispiel: Gummi.

Entlastung

Viskoelastisch — mit Gedachtniseffekt by

Dies sind Materialgesetze, bei denen die Beanspr k b ko
chungsvorgeschichte eine Rolle spielt. Der AugeRbli k,
liche Spannungszustand kann nicht allein aus dem 77

genblicklichen Dehnungszustand berechnet werden.

Solche Werkstoffe zeigen Effekte wie Kriechen ungiskoelastische Ersatzmodelle links
(Spannungs-) Retardieren. Typisches Beispiel: Kelorp ohne, rechts mit Gedachtniseffekt

Es gibt noch viele weitere ,unangenehme” Matergdaschaften, die bei biologischen Ge-
weben auch gern gehauft auftreten.
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4.4 Einfache Lastfalle

Wir betrachten einige einfache, aber elementaréfdlies Als Werkstoffgesetz nehmen wir
ein linear-elastisches, isotropes Verhalten an.

4.4.1 Zug und Druck A AR AN
Ein Dehnstab (Zugstab) mit Dehnsteif- I
igkeit EA erfahrt durch eine Zug- oder

Druckkraft eineeinachsigeBeanspru- L,

Ldedd Wiy O

chung. Mitv bezeichnen wir wie bisher A
die Querkontraktionszahl und die &
Spannungr wird als konstant Gber den Y .
Querschnitt angenommen. - L 1T
F
unbelastet belastet geschnitten
AuRere Last:Zug- oder Druckkraff
Globale (auRRere) Verformung LangenanderungL
Globale Bauteilsteifigkeit F=EApaL k=EA
Lo ' 0
Innere Beanspruchung im Querschuitt Normalspannung = F
A
Innere Dehnungen Langsanderung = ==
Lo’
Querdehnung, = 24— _ve
do

4.4.2 Scherung

Ein Scherstift mit Scher-
steifigkeit GA, wobei mitG
das Schubmodul bezeichnet
wird, wird durch eine
Scherkraft senkrecht zu
seiner Langsachse belastet.
Ein Scherstift unterscheidet L
sich von einem Biegebalken unbelastet belastet geschnitten

durch ein viel kleineres

Verhéltnis von Lange zu Hohe (Durchmesser). Diefdferung entsteht in erster Linie durch
ein ,Abgleiten* der Querschnitte, die dabei pafdadeeinander bleiben. Sowohl die Schub-

S
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spannungr als auch die Schubverzerruag, werden als konstant verteilt Gber den Quer-
schnitt4A angenommen.

AuRere Last:Scherkraft~
Globale Verformung Scherwegy,
Scherwinkely

Globale Bauteilsteifigkeit F=%y k=%

L L
Innere Beanspruchung im Querschuitt Schubspannung = F

A

Innere Verzerrungen Schubverzerrung,,, = %V

4.4.3 Biegung (Kragbalken)

Ein schlanker Balken ist an einem Ende fest eirgaspund wird am anderen Ende durch
eine Querkraft und/oder ein Moment belastet. Diefdfenung geschieht im Gegensatz zur
Scherung hauptsachlich durch ein ,Kippen“ der Qetangte gegeneinander, die dabei eben
bleiben. Der hier betrachtete Kragbalken habe tegdsteifigkeitEl, und die Langé..

%////A] Zugsp.

7
/ Y Neutrale
é ______ /E L_'_ Faser
é///// ‘ Drucksp.
Z Schubsp.
Drucksp.
AuRere LastenKraft F und/oder Momen
Globale Verformung am Balkenende Absenkungw,
Neigungswinkelp
Globale Bauteilnachgiebigkeit L3 L?
w = F+ M,
(Kragbalkenformel) 3El, 2E1,
= v F + L M
=251, TEIL
Innere Beanspruchung im Querschuitt siehe unten...
Innere Verzerrungen siehe unten...
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Axiales Flachenmoment zweiten Grades

DasFlachenmoment zweiten Gradgsbeschreibt den Teil d&iegesteifigkeif, eines Bal-
kens der aus der Form des Querschnitts herriihist Bso eine rein geometrische Grof3e und
besitzt die Einheitm*. Oft ist noch der altere, etwas irrefihrende BégFlachentragheits-
moment“ zu finden.

Beispiele axialer Flachenmomente (Biegung um die hipontale Achse)

Rechteck-Querschnitt: Vollkreis-Querschnitt: Rohue@schnitt:

b-h3 _ T s T p_ )4
o= la =7 D le=—(D—d)

Ein Rohr &hnlich einem Knochen, bei dem der Innecttuesser 70% des Aul3endurchmes-
sers betragt, erreicht bei gleichem Gewicht (dlbaicher Querschnittsflache) und gleichem
Material etwa die dreifache Biegesteifigkeit einédlkreis-Querschnitts— Leichtbauprin-
Zip. Unsere Bilder fur den Voll- und Rohrquerschnitt geldiese Verhaltnisse maf3stablich
wieder.

Innere Beanspruchung im Querschnitt4

Der Betrag der Normalspannuagn einem Querschnitt verlauft linear von untenmaben.
Auf der Unterseite herrscht eine Druckspannung,dauf Oberseite eine Zugspannung. Die
spannungsfreie Schicht heifi¢utrale FaserDer Abstand: wird von der neutralen Faser zur
Zugseite hin positiv gezahldf, (x) = M + F(L — x) ist das im Querschnitt an der Stelle
lokal wirkende Biegemoment.

Mb(x) Z o — Mb,maxZ — (M + FL)E
IA 4 max IA max IA 2'

o(x,z) =

Zum Merken:

Die grof3te Normalspannung,,, tritt an der Einspannungx(= 0)
und an der Oberseite (= h/2) des Balkens auf.

Achtung: Im gezeichneten Querschnitt entsteht aufdyrder Querkraft auch die Schubspan-
nungent = F/A.
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Innere Verzerrungen

Die Krimmungy ist proportional zum lokalen Biegemomaeifig (x) im Balken. Es gilt

1 M
X = s = W) =

Das grofl3te Biegemoment und damit die grof3te Krungnfunden wir wiederum an der Ein-
spannung (im Bild links).

4.4.4 Torsion

Ein Torsionsstab mit Torsionssteifigkei
Gl der Langel mit Radiusr wird an ei-
nem Ende fest eingespannt und am anc
ren Ende durch ein Torsionsmomelit
verdrillt. I bezeichnet das Torsions-
Flachenmoment zweiten Grades.

AuRere LastenMomentM

Globale Verformung Verdrehwinkelp,
Drillwinkel auReny, = ¢ - R/L
Globale Drehsteifigkeit: M=%y =81
L L
Innere Beanspruchung im Querschitt siehe unten...
Innere Verzerrungen siehe unten...

Torsions-Flachenmoment und polares Flachenmoment 2iten Grades

Das Torsions-Flachenmomeht beschreibt den Teil der Torsionssteifigk@lt: eines Stabes
der aus der Form des Querschnitts herrihrt. Edgsteine rein geometrische Grol3e und be-
sitzt die Einheitm®*. Nur fiir geschlossene kreisférmige (rohrformigele€@chnitte gilt, dass
das Torsions-Flachenmoment dem polaren Flachennteméspricht, alsé, = Ip.

Beispiele polarer Flachenmomente  Vollkreis-Querschnitt: Rohr-Querschnitt:

Wie bei der Biegung gilt auch hier,

dass ein Rohr, bei dem der Innen- |
durchmesser 70% des Aulendurch-D -
messers betragt, bei gleichem Ge- Y
wicht und gleichem Material etwa die

dreifache Torsionssteifigkeit erreicht B T,
wie die eines Vollkreis-Querschnitts. =1l =50
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Zum Merken:

bei Torsions- und Biegebeanspruchungen.

Der Rohrenknochen hat eine gunstige (materialspdeGestalt

Innere Beanspruchung im Querschnitt A

Der Betrag der konzentrisch verlaufenden Schubspagent nimmt linear von innen nach

aul3en zu (siehe Bild). Fur die maximale Schubspagam Mantel gilt

M
Tmax — I_R = Gz(p
T

Innere Verzerrungen

Mit dem Abstand r vom Zentrum gilt fir den Scherkeéh

Y =1

4.5 Spannungs- und Dehnungstransformation

In diesem Abschnitt werden wir uns damit beschéftjgvie man Spannungen und Dehnun-

gen in verschiedene Koordinatensysteme umrechnet.

4.5.1 Mohrscher Spannungskreis (2d)

Im Beispiel betrachten wir ein infinitesimal klegBauteil, das an einer Seite schrag aiym
Koordinatensystem geschnitten wurde im WingeDesweiteren fihren wir ein weiterés-

—

Koordinatensystem ein,

o = FIAG welches um eben diesen
TRy Winkel ¢ gedreht wurde.
LA Wir nehmen an dass die
auf das Bauteil wirken-

=—A(p) dgn Kraftg zu gleichma-
RBig verteilten Normal-

.- Q N o . bzw. Schubspannungen

s auf den Oberflachen fih-
ren. Aus der bekannten Krdftwollen wir nun die Normal- und Querkraft sowie tlermal-
und Schubspannung an der schiefen Flache berechvienberechnen zuerst die Krafte-
gleichgewichte irf-Richtung und im-Richtung und erhalten Normal- und Querkraft:

YFg=0 = N—F,=0 = N=cos¢-F,
YEn=0 = Q—-F =0 = Q=sing-F.

Fur die schiefe Flache git(¢) = A/ cos ¢ . Damit folgt fur die Normal- und Schubspan-

nung anA(¢) direkt:
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N _F 5
oge (@) = o) = 7 C0S" ¢ = Oxx COS™ 9,
Q) F 3 .
Ufn((P) = rfp) = Zsm<p COS @ = 0y, SIN QY COS P.
Allgemein lasst sich also sagen
47 Schubspannung
Oce Oxx * %(1 + cos 2¢),
Oy

Ogp = Oxx -%sin 2¢.

'malspannung

Dies lasst sich anschaulich mit dem sogenann- -
ten Mohrschen Spannungskreigeranschauli-
chen, wie im Bild rechts. Es folgt, dass die
Schubspannung maximal halb so grof3 seir
kann wie die Normalspannung.

Beispiel a) Allgemeiner ebener Spannungszustand

>
oxx O

Gegeben sei ein allgemeiner Spannungszustand it Puuck und Schubspannungen. Die-

y

O —

XX 6:=01 X
_f_,Txy

O

Txy

oy 4| B oy

Txy

Oyy—02

Oxx

&
Ay o

ser ist im linken Bild dargestellt.

Anmerkung:Im Allgemeinen Fall
werden die Pfeile der Normal-
spannung, also Zug- und Druck-
spannung, beide nach aul3en ge-
richtet. Die Komponenten der

Zugspannung sind dann positiv,
die der Druckspannung negativ. Zur besseren Ddtstglhaben wir hier die Pfeile intuitiv
ausgerichtet, die Komponenten sind dann jeweilstipo§chubspannungskomponenten sind
positiv, wenn sie am positiven Schnittudein Koordinatenrichtung zeigen.

T Wir wollen nun mit Hilfe des Mohrschen Spannungses
denjenigen Winkel bestimmen, sodass ein schubspgsnu
freier Spannungszustand wie im rechten Bild ertewgind.
Dazu tragen wir Schub- und Normalspannungen irkeior-

G dinatensystem ein. Mit Hilfe der grau gestrichelteinien
kénnen wir Radius und Mittelpunkt des Mohrschen rispa
nungskreises bestimmen und damit den WigkdDie Schnit-
te des Kreises mit der-Achse bestimmen die Normalspan-
nungen des schubspannungsfreien Zustands.

-Txy

Normalspannungen links derAchse sind Druckspannungen, rechts Zugspannumgjenler
hellgriinen Linie wird also ein Zustand beschrields#i, dem nur in eine Richtung Normal-
spannungen auftreten, in beide Richtungen istright mdglich. Diese Normalspannung ist
hier also eine Zugspannung und wird durch den Iittekt des Kreises bestimmt.
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Beispiel b) Reiner Schubspannungs-Zustand

Treten bei einem Schnitt parallel zu den Koordinatdisen ausschliel3lich Schubspannungen
auf, so treten bei einem um 45° gedrehten Schischliel3lich Normalspannungen auf.

y
o X
—-Txy

Txy

y

Beispiel c) Hydrostatischer Spannungszustand

Im hydrostatischen Fall treten keine Schubspanawiragf und die Normalspannungen sind
unabhangig vom Schnittwinkel. Der Mohrsche Spanskreis reduziert sich zu einem
einzelnen Punkt. Der Naméydro fur Wasser undstatischfir ruhend) leitet sich aus der
Tatsache her, dass der Druck in einer idealen igkess an einem Punkt in alle Richtungen
gleich ist. In runendem Wasser treten also keifeiBgpannungen auf, ohne dass das Wasser
zum flieRen gebracht wird.

1!'
c y

*0 zo X 4

(e0) Ny
00 _
O'O -] 4—()'0 >0
(0]
00 00

Beispiel d) Einachsiger Spannungszustand

Im einachsigen Spannungszustand (entspricht inziprisinem 1d-Fall). Man erkennt dass
die maximale Schubspannung gerade halb so groBievimaximale Normalspannuiag, ist.
Dies haben wir auch schon im Eingangsbeispiel deschnittes festgestellt.

T
Oxx y

XX

J siehe Eingangsbeispiel
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4.5.2 Spannungstransformation fir den allgemeinen 3d-Fall

Der Mohrsche Spannungskreis transformiert nur elSgranungszustande, das heil3t Zustan-

de der Form
Oxx Txy O
g=|Txy Oxy 0|
0 0 O

In diesem Abschnitt betrachten wir Transformatiomendreidimensionalen Fall. Im Bild
dargestellt ist eine (infinitesimal kleine) dretsge Pyramide mit Seitenflacheh, (hinten),
A, (vorne), A, (unten) und der Dachflaché; mit der

Dachnormalen

g = (ny,ny, nZ)T.

0 Fur die Normale gilt desweiteren der Zusammenhang
¢

achnormale*

Ao

A;
n; = A—;,i € {x,y,z}.
Wir stellen nun das Kraftegleichgewicht an dem Kirp
auf:
OexAs =0xxAx + TyxAy + T, Ay,
OsyAe=TyyAyx + 0yy Ay + 75,4,
O-EZAfz szAx + TyzAZ + O'ZZAZ.

O¢x Oxx  Tyx Tzx\ [Ny
Oty | =|Txy Oyy Tzy || Ny ).
O—f zZ Tx VA Tyz O-z VA n Z

T¢ a’ g

Fir Boltzmann-Werkstoffe gii” = ¢. Dies fuihrt zuicCauchy-Formel

5{ = : ﬁ'f’

IS

die den Spannungsvektog am Schnitt orthogonal zur Normalérz mit Hilfe des Span-
nungstensors angibt.

4.5.3 Hauptachsentransformation im 3-achsigen Spannungsstand

Wir suchen Hauptspannungs-Richtungen, sodass diabSpannungen verschwinden. Das
heil3t, die Spannungsvektoren sind parallel zu ddémi8normalen,

g = n.

Schreibt man dies in Cauchy-Form, so ergibt sisb dbs Eigenwertproblem
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o-n=In,

wobei nicht-trivialen Loésungen duratet (g - /11) = 0 gegeben sind. bezeichnet dabei die

Einheitsmatrix in der passenden Gr63e. Wir erhatsa ein charakteristisches Polynom von
dritter PotenZ® — 1,42 — I,A — I; = 0. Dabei gilt fur die Koeffizientefy,I,,I;, die soge-
nanntenGrundinvarianten des Spannungstensors

Iy = Oxx+t0y,+0o, = spur (g),
I, = —(axxayy + 0yy0,, + O220%x) + (T,%y +15, + T2),
I; = det (g).

Die Eigenwertel,, sind dieHauptspannungesy,, alsol, = g;, reell mite; > 0, = 05. Die
Hauptspannungsrichtungesind genau die zugehérigen (normierten)

N3 o3 ) - . . .

Eigenvektorem,, n,, n;. Wir erhalten also ein Orthogonalsystem.

N2 . . . .
Die Grundinvarianten des Spannungstensengeben sich nun zu

11 = 0-1 + 0-2 + 0-3,
o
2 ' I, = —(010,+ 0,03+ 0304),
nl 13 = 0-10-20-3.

Die Hauptschubspannungd®chubspannungen in so gedrehten Schnitten,ggs®rreicht
wird) sind gegeben durch

1
T, = E (03 — 03),
T, = E (01 — 03),
T3 = E (01 — 02).

Da g, die grofdte undr; die kleinste Hauptspannung bezeichnetrjst t,,,, die grofite der
Schubspannungen. Dies veranschaulichen wir mieHitin drei Mohrschen Spannungskrei-

sen wie im Bild verdeutlicht. Der orange markier-
Zustandsraum te Bereich bildet den Zustandsraum der méglichen
Normal- und Schubspannungen.

Tmax

Dabei bezeichnen Zustande auf dem Rand des
auBeren Kreises Schnitte auf dengnsenkrecht
steht, also Schnitte parallel zuyn;-Ebene. Dem-
entsprechend sind Zustande auf dem Rand des
kleinen Innenkreises Schnitte parallel zumn;-
Ebene senkrecht zit, und Zustande auf dem
Rand des groReren Innenkreises Schnitte paraliei,zij-Ebene senkrecht zu.
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Sonderfall: ,Hydrostatischer Spannungszustand”

Im Sonderfall des hydrostatischen Spannungszussami@® wir schon in 2d betrachten ha-
ben, hat der Spanungstensor die folgende Form:

g 0 O
£=<0 () 0), O-klzo-O(Skl'

0 0 o

Hier sind die Hauptspannungsrichtungen gerade dmdinaten-Richtungen.

Zerlegung in Kugelteil und Deviator

Oftmals zerlegt man den Spannungstensor in zwée,Tan Kugelteil und den Deviator (lat.:
deviare abweichenyia: Weg):

og=0"+g".

Der KugelanteibX beschreibt den hydrostatischen Anteil des Sparstangors,

om O 0
gK = < 0 o, O ),
- 0 0 o,

. . . 1
mit einer mittleren Normalspannuiag, = S spur

/N

g). Fir den Deviator gilt also

D K

_g.

IS
IS

Der Deviator spielt haufig eine wesentliche Rolle Beschreibung eines lokalen Beanspru-
chungszustands.

4.5.4 Hauptachsentransformation fur die Dehnung

Die Hauptachsentransformation fur die Dehnung flomikgrt komplett Analog wie die der
Spannung mit statto. Die Zerlegung in Kugelteil und Deviator entsptibirer der Zerlegung

. . . .. . . av 1 .
in einen reinen Volumenanderungsanteil (Kugelantgil= S = &m = ;spur (s) und einen
0

reinen Gestaltanderungsanteil (Deviator). Eine Quaraktionszahv = 0,5 bedeutet keine
Volumenéanderung. Dies wirde einen Kompressionsmdtloo bedeuten (dieser beschreibt
die notige Druckdnderung, um eine Volumenanderungrzeichen) und wird praktisch nie
erreicht.

4.6 Warmedehnung und -Spannung

Beispiel 1: Warmedehnung ,freier* Kérper

Wir betrachten einen Korper der Lanfg zu einer gegebenen Temperalyr Nach einer
Erwarmung auf die Temperatlliy > T,, also nach einer Temperaturander&ig= T, — T,
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habe der Korper die Landg = L, + AL, mit AL;, > 0. Fur die Dehnung durch die Tempe-
raturbedingte Verformung gilt

Ty | | AL
th AT
< > Eth L a- )

Lo ALy, i
<>  wobei « den Warmeausdehnungskoeffizienten an-

Ty >To |< »I gibt. Fur Stahl gilt zum Beispiel der Warmeausdeh-

L, nungskoeffizient agop = 1,2 - 107°K~1  mit  der
Einheit ,eins durch Kelvih

Treten zusatzliche Spannungen und Dehnungen zuspiBedurch weitere Belastungen auf,
so ergibt sich eine Gesamtdehnung von

Eges = €el T Eth-
Dabei gilt fur die einzelnen Komponenten des Spagstensors:

£y = %[axx —v(Gyy + Gy)] + @AT,

Exx,th

Exx,el

1+v
28
und analog fur die anderen GroR3en.

Exy =

Beispiel 2: Warmedehnung fest eingespannter Kérper

Betrachten wir nun einen auf beiden Seiten fegjesipannten Korper. In der Referenzlage
. zur Temperatuf, gelte eine unverspannte Ausgangs-
\ N 0

T, N\ % situation mito = 0.
N Ly N Trotz neuer Temperatdt; > T, muss hier weiterhin

N N . . |
T, >T, % N gelten, dass die Dehnung verschwindet. Wir fordern

N 41:—0»& also

Eges = Ee1 + En = 0.

Daraus folgt als@,; = —¢;;,. Gleichzeitig gilt allerdings, dass die erhéhte penatur zu ei-
ner Druckspannung fiihrt, das heil3t esqitt 0. Daher erhalten wir

0 =Eg,; = —E¢&y, = —FE - aAT,
was sich wiederum bedeutet, dass eine Kiafegeben wird durch

F=0-A=—EA-alAT.
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5 Energie, Arbeit, Leistung

5.1.1 Energie

Die Einheitder Energie ist ein Joulg= N - m. Neben der mechanischen Energie gibt es z.B.
chemische Energie, Strahlungsenergie, Warmeen@&®uggenechanische Energie kann man in
kinetischeundpotentielleEnergie unterteilen:

Potentielle Energie:tritt als Lageenergieoder alsVerformungsenergiauf. Die Lageenergie
eines Korpers mit der Masse der sich auf dem Nivedu Uber einem Referenzniveau
ho = 0 befindet lautet:

Epot =m-g-h.

Wird z.B. eine linear-elastische Feder (Steifigkgitnit der KraftF um die Strecke ver-
formt, dann betragt die in ihr gespeicherte Verfongsenergie:
1 2
Epot=§-F-x=§-k-x .

Hier ist die potentielle Energie quadratischxjrdaF bereits linear im Weg ist.

Kinetische Energie: Bewegt sich ein Korper mit der Masgemit der Geschwindigketit, so
berechnet sich seine kinetische Enefig zu:
1 2

Ekin=§-m-v.

Bei Bewegungen um eine Achse mit Winkelgeschwineligl, also Drehungen um einen
Aufhangepunk#, ergibt sich die kinetische Energie zu:

1
Eyin = EJAOJZI

wobeij4 das Massenmoment bzgl. des Aufhangepusldagibt.

Energieerhaltung, Energieumwandlung, Schwingungen:

Energie kann nicht verloren gehen (erster HauptdatzThermodynamik). Allerdings kann

Energie wegtransportiert werden (Strahlung) odesime Form umgewandelt werden die man
als unbrauchbar empfindet. Bei einer SchwingunB.(Pendel) werden die Energieformen
kinetische und potentielle Energie laufend ineirngmgewandelt. Diese Umwandlung ge-
lingt jedoch nie vollstéandig. Ein Teil der Energigrd immer auch in Warmeenergie umge-
wandelt (Zweiter Hauptsatz der Thermodynamik) ueltgls mechanische Energie verloren.
Alle Schwingungen sind gedampft und kommen ohnesg@&nergiezufuhr irgendwann zur
Ruhe.
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Zum Merken:

Energie bleibt erhalten

5.1.2 Arbeit

Die Arbeitl/ ist eine Differenz von Energien. Krafte kobnnen haeusche Arbeit verrichten,
wenn sich der Kraftangriffspunkt in Richtung deraKrverschiebt. Bei konstanter Kraft gilt
dann:

Zum Merken:

Arbeit = Kraft mal Weg

Beispiele:

= Hubarbeit: Wird ein Korper mit der Gewichtskr&ig um die Hoheh angehoben, so
berechnet sich die Hubarb&t,,;, mit:

WHub == FG . h

» Reibarbeit: Bewegt sich ein Korper entlang einee@es und wirkt dabei die Reib-
kraft Fr, so berechnet sich die Reibardéj,;, mit:

Whreip = —Fg - s.

Bei der Hubarbeit leistet die Kraft Arbeit an derdrfer. Die im Korper gespeicherte Energie
nimmt zu. Kraft und Weg besitzen die gleiche Oiiming (nach oben). Die Arbeit ist posi-
tiv.

Bei der Reibarbeit dagegen ist die Reibkraft stetsrientiert, dass sie der Bewegung entge-
gen wirkt. Kraft und Weg besitzen unterschiedlist@zeichen. Die Arbeit ist negativ. Dem
Korper wird durch die Reibung Energie entzogen.

5.1.3 Leistung

Die LeistungP ist ein Mal3 dafur, wie viel Arbel pro Zeitspanne geleistet wird:

Die Einheit der Leistung ist das Walt! = i =

Zum Merken:

Leistung = Arbeit pro Zeit
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6 Das Prinzip der Virtuellen Verschiebung

Als virtuelle Verschiebungder Verriickungdx bezeichnet man eine fiktive, infinitesimal
kleine, beliebige aber zu den Randbedingungen &targe Verschiebung. Sie beschreibt also
eine zu den Randbedingungen vertragliche Gestalisr Lagednderung eines Systervs:-
tuelle Arbeitbzw. virtuelle Energi&W ist diejenige Energie, die die eingepréagten Krafte
einem System bei einer virtuellen Verschiebungigkten.

Das Prinzip der virtuellen Verschiebung (PVV) vaxhdnn | Bernoulli besagt, dass im stati-
schen Gleichgewicht die durch virtuelle Verschiaipem entstehende virtuelle Energie ver-
schwindet. D.h. es gilt der Zusammenhang

Gleichgewicht §W = 0.

Wir erhalten damit eine alternative zum statiscKgiftegleichgewicht.

Beispiel 1
) _ _ _ ~ Falll
Wie nehmen an, die Kugel im Bild bleibe

immer im Kontakt mit der Schussel. Im ers
ten Fall befindet sich das System offensic
lich nicht in einem statischen Gleichgewicht.
Daher gilt nach dem PVV fir die virtuelle ¢
Energie SW # 0. Im zweiten Fall dagegen
befindet sich das System in Ruhelage und es
gilt W = 0.

Beispiel 2

Wir betrachten ein Seil in
einer reibungsfreien und spiel-
freien Rohre. Es handelt sich
also um ein System mit einem x4
Freiheitsgrad. An beiden En-

den des Seils sind Krafte auf- ﬁfl

gepragt.
Wir betrachten nun virtuelle Verschiebungery undédxz an den Seilenden. Da wir ein Sys-

tem mit Freiheitsgrad 1 haben, sind die beiden @ndfdcht unabhéngig voneinander. Viel-
mehr giltéx, = —dxg und fur die virtuelle Arbeit damit

6W:5xA'FA+6xB'FB =6xA'FA_6xA'FB =0
Fur die Losung im Gleichgewicht gilt al$g = Fj.
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Beispiel 3
Gegeben sei eine quadratische BaugrutV/ o o o

mit Seitenlange 5 m. Uber die Baugrub

An den Punkten A, B, C und D liegen je
weils zwei der Bohlen ubereinander. Au
die Bohlen im Punkt A wirkt zuséatzlich eine
LastF.

A

Gesucht ist die Kontaktkraff, zwischen
den Bohlen am Punkt A. Man kann dies
Kraft sowohl per Freischneiden als auclgl |
mittels PVV ermitteln. Fur dieses Beispiel%
ist letztere Methode allerdings um einige/4

geschickter. L0000

AR N

N

Wir betrachten das System am Punkt A in der Saitsnht.

Fur die Berechnung der Kontaktkradit mittels PVV betrachten wir diese wie auliere Krafte
AulRerdem wollen wir so tun, als hatte das Systatiglieh einen Freiheitsgrad. Damit ergibt
sich fur die virtuellen Verschiebungen nach denal8énsatz

1
5xB = ZSXF,
1 1
axc == Z(SB - Raxp,
1 1
6xD = Z(SXC = anF,
10) = 15 = ! 1)
Ya = 3% T 956%%F

wobei fur uns lediglichx, unddxr von Interesse sind. Damit kdnnen wir nun leiclet dr-
tuelle Arbeit6W berechnen, die sich als Summe Uber die verriaht&tbeitendx; F; ergibt.
Es folgt also

5W = (FA - F)(Sxp - FA5XA = 0
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. 1 L .
Durch einsetzten voéix, = E&CF und Auflésen nacli, erhalten wir

256

F, = —F.
47 255

Virtuelle Elastische Energie

Fur elastische Energie, wie sie hier am Beispiet®iFedersystems auftritt, misste man fur
eine weitere Verschiebuntyx zusatzliche KrafdF = kAx aufwenden. Die notwendige Ar-
beit ist dann durcAW = F,Ax +%k(Ax)2 gegeben. Dies ist hier anschaulich an einem ein-
fachen Federsystem dargestellt.

e

»

N N

L% . k
unbelastet belastet

Xo Xo+Ax

Fur infinitesimal kleine virtuelle Verschiebungémr betrachtet man zur Berechnung der vir-
tuellen Energie lediglich den hier blau schrafgerTeil und erhalt

oW = Féx.
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7 Einfihrung in die Finite-Elemente-Methode

Die Finite-Elemente-Methode (FEM) ist ein Verfahmm N&hrungsweisen Losung von par-
tiellen Differentialgleichungen (PDEs, Partial @iféntial Equations). In diesem Kapitel wol-
len wir zun&chst die Differentialgleichung der Lamen Elastizitat herleiten und in diskreti-
sierter Form Losen. Im zweiten Teil des Kapitelsdea wir den Hintergrund der FEM ein-
fuhren und die Theorie kurz vorstellen.

7.1 Differentialgleichung der Linearen Elastizitat

Der Impulssatz im Festkdrper an einem infinitesiklainen Element in Navier-Cauchy Form
lauret

G V(divu) + div(Vu)| = —f,

1—2v
wobei

» (G das Schubmodul,

= vy die Querkontraktionszahl,

= u den Vektor des Verschiebungsfeldes und
» f den Vektor der Volumenkréfte (z.B,/m3)

bezeichnet. Die Divergenz div einer Abbildumg= (u,, u,, u3): R® - R3 ist definiert als

Jdu; Odu, OJdus

divu = )
v dx; 0x, 0Xx3
definiert also eine skalare Gréf3e. Das Tensoffeldst dann komponentenweise definiert,
liefert also eine Matrix mit den Zeilévw,, Vu,, Vu; und die Divergenz im zweiten Teil der
Formel wird dann auf die Vektoren in der Matrix engndet, liefert also auch als Ergebnis
einen Vektor zurick.

a1(x) fi1| 01(x+ Ax)

Einfaches (einachsiges) Beispiel eines Elastizitgteblems

Gegeben sei ein Zugstab wie im Einful ///M V%—V//ffm

rungsbeispiel und gesucht sei die Auslen £ A
kung u(x) im Zugstab. Die zugehorige | X v
Differentialgleichung lautet

EAu" = 0. u(x){
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Schritt 1: Diskretisierung
/

Knoten 1

ElementA E AL, l Uy (x4)

Tknoten 2
_IXB noten ®

ElementH E, AL,

Xa

l Uy (x4)
IKnoten 3
F ®
Schritt 2: Ansatzfunktion
Wir betrachten die linearen Ansatzfunktionen
~ N ~ XA
u, =+ @, - ul)L_;
A
~ " ~ \XB
ug = U, + (i3 —uz)L—

B
Schritt 3: Prinzip der Virtuellen Verschiebung
Die virtuelle Arbeit setzt sich zusammen aus detuellen elastischen Arbeit (Normalkraft

mal virtuelle Verschiebung) und der virtuellen aweReArbeit (aul3ere Kraft mal virtuelle
Verschiebung):

SW = NA(5ﬁ2 - Sﬁl) + NA(SﬁG - 61’12) - F6ﬁ3
EA EA
= L_(uz — 1) (61, — 61y) + L_(us — 1) (6113 — 01lp) — Fotls
A B
= 0.
Durch Umformen erhalten wir damit
~ EA A EA A
SW = 5u1( + Zul _ZUZ )
~ EA A~ EA A~ EA A EA A~
+ 5u2 ( _aul +Zu2 +Eu2 _Eu:g )
+ 8i( — 29, +Za, —F )
Lg Lg

= 0.

Aus der Beliebigkeit (Unabhangigkeit) déii; folgt die Schreibweise als lineares Glei-
chungssystem
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| EA EA EA EA| (Y 0
—_—— —_— —_— —_— uz — 0
La La Ly Ly | \4 iy
EA EA 3
Lg Lg
K u = F.

Bisher haben wir die Randbedingungen vernachlasBigtdie Verrickungedi; mit den
Randbedingungen ubereinstimmen miussen folgtinit 0 also auchy#i; = 0 und die erste
Spalte und erste Zeile der Steifigkeitsmakfikonnen gestrichen werden. Desweiteren fuhren

wie die Bezeichnungeky, = f—A undkg = f—A ein womit sich das System vereinfacht zu
A B

(" ()=

mit der Losung

ka ks

Es ergeben sich nun die folgenden Dehnungen unan8pgen:

7.2 Schwache Ableitungen

7.3 Variationsformulierungen und Galerkin-Verfahren

7.4 Die Finite-Elemente-Methode
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8 Kontaktprobleme

8.1 Lagrange-Methode

8.2 Penalty-Methode



