Kreisel

koerperfestesKS
Z\

raumfestes KS

X

Starrer Kérper: System von Massepunkten m;, deren Absténde |7; — 7| untereinander
konstant sind.

Der Zustand 148t sich beschreiben durch:
e Position des Schwerpunktes,
e Orientierung des Korpers.

—> 6 Freiheitsgrade der Bewegung: 3 Translation, 3 Rotation

Wir betrachten nun die Bewegung des starren Korpers in einem raumfesten Inertialsy-
stem. Die Koordinate eines Massepunktes ist darin:

— =4 —/
r,=R+T,

wobei R der Ursprung des kdrperfesten Koordinatensystems ist (meist der Schwerpunkt).
Daraus folgt die Geschwindigkeit

T=V+ (@ xF),
V: Geschwindigkeit des Korpers; &: Winkelgeschwindigkeit des Korpers

Damit ist die gesamte kinetische Energie des Korpers:
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=0,
wenn der Ursprung des
korperfesten Systems in den
Schwerpunkt gelegt wird.
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— 5Mv2+ §Zmi (@ x 7))
- TSP_I'Trot-

Die kartesischen Komponenten von 7; und & seien (r;, ry, r;3) sowie (wy, ws, ws), dann
koénnen wir mit

((D’ % 7—,;/)2 — u—)»2 7—,;/2 o (J} . 7;;/)2
3 3 3
= Z Tz2a Z w% - Z (warm) (wgﬁg)
a=1 B=1 a,f=1
3
= Z Wa wﬁ (7:;/2 604,3 Tz/a,rzﬁ)
a,B=1

den letzten Term umschreiben:
1
Trot = 5 Zml ((‘_‘j X ﬂ/)2
— 1 23: Wa W3 Z m; (772-/2 dap — ri'arilﬁ) .
2 a,B=1 7

Mit der Einsteinschen Summenkonvention wird daraus:

Trot = §[aﬁwaCU5 = 5(3 £ . CU,

wobei wir den Tragheitstensor des starren Korpers definiert haben als:

Tog =" m; (7 6ap — 101ls) -

7

Fiir eine kontinuierliche Masseverteilung lautet der Tréagheitstensor demnach
Ios = / d>r’ () [5a5f"2 — réré} )

Analog zur kinetischen Energie kann auch der Drehimpuls aus dem Drehimpuls des
Schwerpunktes um den Ursprung des raumfesten Koordinatensystems und dem Dre-
himpuls des starren Korpers um seinen Schwerpunkt zusammengesetzt werden:

L=1ILsp+ L'
Fiir den Eigendrehimpuls erhalten wir:

L' = Y m7 xd
7
= Zmi’f_’;/X((DX’I_’;/)
7
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und in Komponenten
Ly = > m {Wa 72 =7 (ws Tz/,B)}
i

= D m {7_’;'/2 Oap — Ti/arilﬁ} wp
i

= [aﬁ wsa.

Der Tragheitstensor gibt damit das Verhéltnis von Winkelgeschwindigkeit und Drehim-
puls an. Aufgrund des Tensorcharakters von I sind beide im allgemeinen nicht parallel
zueinander.

Der Trégheitstensor ist ein reell symmetrischer Tensor, d.h. alle I,3 sind reell und
I,3 = Igq. Derartige Tensoren lassen sich durch eine geeignete Wahl des koérpereigenen
Koordinatensystems (bzw. Drehung des KS) diagonalisieren. Durch eine solche Haupt-
achsentransformation nimmt der Tragheitstensor die Form:

L 0 0
I=10 I, O
0 0 I

an, wobei die Achsen nun Hauptachsen und die Komponenten I, I5, I3 Haupttragheits-
momente genannt werden.

Damit nehmen kinetische Energie und Drehimpuls die folgende Form an:
1
Tt = 5(Ilwf + Lw; + I3w;)
(Bei Rotation um eine Hauptachse sind L und & nun parallel zueinander.)

Man bezeichnet einen starren Korper mit:

e drei voneinander verschiedenen Haupttréagheitsmomenten als unsymmetrischen
Kreisel,

e zwei gleichen Haupttrigheitsmomenten als symmetrischen Kreisel,
e drei gleichen Haupttrigheitsmomenten als Kugelkreisel.

Wir betrachten nun die zeitliche Anderung von L , also des Drehimpulses beziiglich des
Schwerpunktes:

—

g | ] )
L= 23 mi( x ) = Somu(i x 7) = Yomi(l x Kf) = M,

d.h. das Drehmoment M’ wird durch die duBeren Krifte [?Z-’ festgelegt.
Es ist hierbei zu beachten, dafl dieses Koordinatensystem mit dem starren Kérper ro-
tiert. Daher miissen wir die Relation

= [dL dL’ -
L = — +@x L
( dt ) ( dt ) v
Raum Koerper




beachten, wobei das kiérperfeste System nun das Hauptachsensystem des starren Korpers
ist.
Komponentenweise schreibt sich damit also die Bewegungsgleichung zu:

dw

[1d—tl + (Ig — Ig) WoWwg = Mll,
dw

[2d—t2 + (Il — Ig) Wi wsg = le,
du}3

[3 —I—(Il—lg)wl(UQ = Mgl.

dt

Dies sind die Eulerschen Gleichungen.
Bemerkungen:

e Diese Gleichungen enthalten die Komponenten von & und M’ des bewegten Haupt-
achsensystems.

e In diesem beschleunigten Bezugssystem treten Tragheitskrifte auf, die quadratisch
in w sind.

e Die Berechnung von M’ erfordert in der Regel bereits Kenntnis von der Bewegung.

e Die Losung der Euler-Gleichungen gelten nur fiir einen mitbewegten Beobachter.
Fiir einen Beobachter im raumfesten Koordinatensystem ist die Ableitung erheb-
lich aufwéndiger.

Sofern kein Drehmoment auf den Kreisel wirkt (kréftefreier Kreisel) reduzieren sich
die Euler-Gleichungen auf:

Loy = (Ip— I3) wows,
Luwy, = (I3 — 1) wsws,
[3(42)3 = (]2 — Il) w1 Wa.

Anwendungen sind:

o Kugelkreisel (I} = I, = I3):

Liw, = 0,
— IQLJQ = 0,
Isws = 0

Daraus folgt w; = wy = w3 =0

e Symmetrischer Kreisel (I} = I # I3):

Loy = (L — I3) wows,
Ly = (I3 — 1) wswy,
Igd)g - 0



Daraus folgt w3 = const., so daf3

. Iy —1
b= o (B

. I3 — I
Wy = wl( I, w3)

Mit der Definition €2 = 131—_1[1 w3 wird daraus

02)1 = -0 0%)

d)g = le
Bemerkungen:

— wp und wy variieren harmonisch,

— w; und wy sind um 90° aufler Phase.

Nehmen wir an, dal & zur Zeit t = 0 in der xz—Ebene liegt und einen Winkel A
mit der z-Achse bildet, so gilt zur Zeit t = 0:

W) = w sin A, wy =0, W3 = W COS A.
und wir erhalten die Losungen der Bewegungsgleichungen

wi(t) = wsin cosQt,
wy(t)
ws3(t) = w cosA,

w sin A sin €2 ¢,

und das entsprechende Drehmoment:

L) = I, -wsin\ cosQt,
Ly = I, -wsin\ sinQt,

Ly = I3-wcos\.

Man bemerke, dafi © = /w? + w3 = w | sin \| unabhéngig von der Zeit ist, so daf
der Winkel zwischen Symmetrieachse und Winkelgeschwindigkeit im Laufe der Be-
wegung immer gleich A bleibt. Gleichzeitig fiihrt der Vektor der Winkelgeschwin-
digkeit eine uniforme Prézessionsbewegung mit der Winkelgeschwindigkeit (2
um die Symmetrieachse aus.



Figurenachse

Wir fassen somit zusammen:

- L bewegt sich genauso wie & mit der Winkelgeschwindigkeit 2 um die Figu-

renachse,

— |L| = const. und |&| = const.,

— die Figurenachse, Lund & liegen in einer Ebene,

— der Drehimpuls behéft fiir den Fall M’ = 0 seine Richtung.
= Daher bewegt sich der Kreisel derart, dafl der mit der Figurenachse verbun-
dene Gangpolkegel um den raumfesten Rastpolkegel rotiert. Diese Bewegung

wird Nutation oder regulidre Prézession genannt.
(Néheres siehe weiter hinten)

e Unsymmetrischer Kreisel (I # Iy # I3):
Hierfiir lassen sich die Euler-Gleichungen nicht vereinfachen.




Fuler-Winkel

(aus Landau & Lifschitz, Bd. 1: Mechanik)

Um die Bewegung nicht nur im koérperfesten Koordinatensystem, sondern auch im raum-
festen Inertialsystem beschreiben zu kénnen, miissen wir einen geeigneten Satz von Ko-
ordinaten einfithren. Hier erweisen sich die Euler-Winkel ¢, 1, 6 als sehr hilfreich.

Im Folgenden sollen die Achsen X,Y,Z des Inertialsystems in die Achsen i, xs, x3
des korperfesten Koordinatensystems iiberfithrt werden. Da es sich in beiden Féallen
um rechtwinklige Systeme handelt, konnen wir dies durch eine Kombination von drei
Drehungen erreichen:

e Drehung um die Z-Achse um den Winkel ¢, wobei ¢ der Winkel zwischen der X-
Achse und der sogenannten Knotenlinie ON ist. Die Knotenlinie ist die Schnittlinie
der X'Y-Ebene des Inertialsystems mit der x;z9-Ebene des korperfesten Koordina-
tensystems und steht demnach senkrecht zur Z-Achse und senkrecht zur x3-Achse.

e Drehung um die Knotenlinie (neue x-Achse) um den Winkel 6. Dies iiberfiihrt
die Z-Achse des Inertialsystems in die x3-Achse des mitbewegten Koordinatensy-
stems.

e Drehung um die z3-Achse (die neue Z-Achse) um den Winkel . Dadurch geht
die Knotenlinie in die z;-Achse iiber.

Bei diesen Drehungen nehmen ¢ und ¢ Werte zwischen 0 und 27 an, und 6 zwischen 0
und 7.

Nun wollen wir die Winkelgeschwindigkeit durch die Euler-Winkel ausdriicken. Dazu
betrachten wir zunédchst einen Drehung # um die Knotenlinie. Dies fiihrt zu Beitrédgen:

w1 = 6 cos v, wy = —0 sin 1, w3 = 0.
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Eine Drehung w fithrt zu den Komponenten
wy = 0, wy = 0, w3:¢,
und eine Drehung ¢ fithrt zu
w1 = ¢ sinfsin v, wy = ¢ sinf cos 1, w3 = ¢ cosb.
Zusammengefafit fiir eine Kombination aller drei Drehungen ergibt sich also:

wi = 0 costh+ ¢ sinfsine,
wy = —0 siny + ¢ sinfcos,
wy = ¢ cosb+ ).

Freier symmetrischer Kreisel

Die Lagrange-Funktion fiir die Rotationsbewegung des Kreisels nimmt mit den Euler-
Winkeln die folgende Form an:

1 1
L = T:§[1((U%+(U§)+§[3u)§
1 : L9 . 1 ) o\ 2
= 511 (92+<p2sm29)+513 (gpcos@—l—w) )

Die Winkel ¢ und % sind fiir den symmetrischen Kreisel zyklisch, so dafl die zugehtrigen
kanonisch konjugierten Impulse Konstanten der Bewegung sind

Py = a—L_::IlgbsinijL]g (gbcosé’+¢) cos f = const.,
oty
Py = 2—5:13 (#cosf + 1) = const.

Die dritte Bewegungsgleichung bekommen wir aus der Lagrange-Gleichung fiir die Va-
riable 6:

oc _doc
00— dt 9f
— Ilap2sin9(zos€—13(gbcosﬁ+¢)¢sinﬁzllé:pg.
Die Tatsache, dafl p;, = const. ist, identifizieren wir mit der Aussage, dafl

w3 = @ cosf + ¢ = const.,

d. h. die Winkelgeschwindigkeit um die Figurenachse des Kreisels ist konstant.
Damit 148t sich die Gleichung fiir py auch umschreiben zu:

@sinb (I, pcos — Iyws) = 11 6.

Wir bemerken, dafl die verallgemeinerten Impulse direkte physikalische Bedeutung ha-
ben:

e py: Projektion des Drehimpulses auf die Figurenachse,
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e p,: Projektion des Drehimpulses auf die raumfeste z-Achse,
e py: Projektion des Drehimpulses auf die Knotenlinie.

Fiir py, und py ist das offensichtlich, fiir p, sieht man das folgendermaflen:
Die Projektion des Drehimpulses auf die z-Achse ist

L3 cos@ + Ly sin@sin + Ly sin 6 cos
= I3wscos@ + [} (wy sin @ sin ) + ws sin 6 cos )
= Iywscosf + I psin?é
= Doy

wobei wir die Ausdriicke fiir w; durch die Euler-Winkel ersetzt haben.

Fiir die Bewegung des Kreisels im Inertialsystem wéhlen wir wieder die raumfeste z-
Achse parallel zum Drehimpuls. Damit ist

Dy = |L| = L = const.

Py = Py, cosl =L cost = const.

Diese Gleichungen implizieren # = const., d.h. der Winkel zwischen Drehimpuls und
Figurenachse bleibt konstant. Hieraus (oder aus der Tatsache, dafl die Knotenlinie senk-
recht zur raumfesten z-Achse steht) folgt

po = 0.
Aus der Konstanz von p, zusammen mit der Konstanz von ¢ folgt
= const.

Wegen py, = I3 (gb cosf + ¢) folgt dann auch

@b = const.

Da mit unserer Koordinatenwahl py = 0 und damit auch py = 0 ist, erhalten wir aus
der Bewegungsgleichung fiir ¢
I @2 sinf cos — I3wspsind =0

—  pcosl = Iglw?’ (0 #£0).
1

Beachten wir

L=p, = ]3W30089+[1gbsin29

1. 1.
= I, sin®0 33 + I3wzcosf = 35
1 cosd cos 6
so erhalten wir
L



Aus w3 = pcosd + ¢ folgt schlieBlich

. I I —1I
Y =w3 =¢cosh = w3 — 3% _ 3C<J3

L L

Is— 1
= — = —Q.
L
Aus L = L-& und (wegen 6 = 0) & = ¢-& 41, folgt, daB L, & und die Figurenachse
€, in einer Ebene liegen.
Die Ebene aus €,, €/ und & prizediert um die z-Achse (der Drehimpulsachse) mit der
Winkelgeschwindigkeit ¢ = L/I,. Zusétzlich dreht sich der Kreisel noch um seine eigene
Achse mit der Winkelgeschwindigkeit 1) = —).

Wir kénnen die Bewegung im korperfesten Koordinatensystem auch aus der Losung
im raumfesten Inertialsystem explizit rekonstruieren. Dazu betrachten wir ¢ = —{ =
const., so dafl v = —Qt + ¢)y. Da 6 = 0 erhalten wir

wi = ¢sinfsiny = —¢@sinfsin Qt — 1y,
Wy = @sinfcosy = psinbcos Qt — 1y,
ws = @cosh+1Y=pcosh — Q.
Vergleich mir der Losung der Euler-Gleichungen
wi(t) = wsin\ cosQt,
wo(t) = wsinA sinQt,
w3(t) = wcos A,
gibt die Gleichungen 1y = +7 und
wsin\ = ¢sind,

wcosA = ¢cosh — .

bzw.
cotA = cotf — Q
psinf
. ]3—]1 11(3089
= cotf ]1 3[3W3Siﬂ9
I, — 1
= cot@{l— 3]1 1}
L
< cotA\ = —cotb.
I3

Dies gibt die Beziehung zwischen dem Winkel A\ (Winkel zwischen & und €,) und 6
(Winkel zwischen €7 und €,) an. Dementsprechend gilt schliellich

Beispiel Erde:




— Prézessionsfrequenz von €, um L ist

Is ws
= — ~ W
I, cos @

~ W,

d. h. die Figurenachse rotiert im raumfesten Inertialsystem einmal téglich um die Rich-
tung des Drehimpulses. Figurenachse und Drehimpulsachse liegen am Nordpol nur um
wenige Meter auseinander.

AuBerdem rotiert die Erde noch langsam um die Figurenachse (im Inertialsystem) mit
der Winkelgeschwindigkeit

. [3 - [1 w

~

L, 7 3000

Q

d.h. diese Rotation findet einmal in 300 Tagen statt. Im korperfesten Koordinatensy-
stem fiihrt dies zur Rotation der Winkelgeschwindigkeit um die Figurenachse.
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