14 Satz von Cayley—Hamilton

Gegeben sei eine n x n Matrix A mit der charakteristischen Gleichung

det(A —AE) = B,(\) =0 (1)
Po(A) = ap N Fap N L Fa N Fag (2)

Dann ,,erfiillt" auch die Matrix A ihre charakteristische Gleichung, wenn man

fur A — A, fir ag — ao E und fiir 0 — 0 setzt:
a, A" +a, A"+ .+ A+aE=0 (3)

(Satz von Cayley—Hamilton).

Bew.: Wir wollen diesen Satz fiir hermitische (d. h. auch fiir reelle symmetri-
sche) Matrizen zeigen.

Alle n Eigenvektoren hermitischer (n x n)-Matrizen kénnen orthonormal ge-
wahlt werden. Fiir unterschiedliche Eigenwerte sind die zugehorigen Eigen-
vektoren ohnehin orthogonal, bei Entartung kann man eine Gram—-Schmidt-
Orthogonalisierung durchfiihren. Eine anschlieBende Normierung ist immer mog-
lich.

Man kann die Eigenwertgleichung

fur alle Eigenwerte A1, X\o, ... A\, gleichzeitig schreiben als
AU =UA (4)

U ist die Orthogonalmatrix (U~ = UT) der Eigenvektoren, A die Diagonal-

matrix der Eigenwerte.

A0 .00

0 X ... 0
U=| & & ... &, A= 2
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Wir ersetzen in (3) zundchst A durch A:
an N +a, A"+ .+ A+aE=0 (5)

Die Potenzen von A sind

Mo ... 0
Ak | Y X :"0 keN (6)
0 0 ...\
Fiir jede Position (11,12,...1n,21,...,2n,...... nn) ist die Gleichung (5)

offensichtlich einzeln richtig. Fiir die AuBerdiagonalelemente gilt
ap 0"+ a,1 0"+ . 4+a; -04a -0=0 (7)
wahrend fiir die Diagonalelemente in Position (/)
an)\?+an_1>\2‘_1+...+a1>\/g+a0:0 (8)
ist. Aus (7) und (8) folgt Gleichung (5). Wir 16sen (4) nach A auf
A=U"'AU (9)
und setzen A (9) in Gleichung (5) ein.
a, (UTTAU)" +a,_, (UTTAU)" '+ ... +a; (U 'AU) +qE =0 (10)
Die ,inneren” U~'U in den (U !AU)" heben sich jeweils weg und es bleibt
a, U'A"U+a, ;U'A"'U+ ... +a (U'AU)+qyE=0 (11)

Wir multiplizieren (11) von links mit U und von rechts mit U~!. Dann erhalten

wir wieder Gleichung (3)
a, A" +a, A"+ .+ A+aE=0 (12)

und haben damit den Satz von Cayley—Hamilton fiir hermitische Matrizen ge-

zeigt. (q.e.d.)



Damit kann man relativ einfach inverse Matrizen berechnen. Wir multiplizieren

(3) mit A~ (hier ausnahmsweise egal, ob von rechts oder links)
a, A" P ta, (A" + ...+ E+aqA =0 (13)

und 16sen (13) nach A~! auf:

1
A= — (an A" '+ a,.1 A"+ ... + a1 E) (14)
0

Wir betrachten als Zahlenbeispiel die Matrix B

123
B=]111
211

mit der charakteristischen Gleichung
N =3\ —-6A+1=0 (15)
Mit dem Satz von Cayley—Hamilton und (15) ergibt sich

B-3B’-6B+E = 0
B?-3B-6E+ B! = 0
und schlieBlich
B! =6E + 3B — B? (16)

Nach der Berechnung von B? als

9 7 8
B=1| 4 45
5 6 8
ergibt sich explizit
6 0 0 369 9 7 8 0 -1 1
B'=]l060|+|[333]|-]1445]|=|-1 5 -2 (17)
00 6 6 3 3 5 6 8 1 -3 1



