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Sag Atome, sage Staubchen.
Sind sie auch unendlich klein,
Haben sie doch ihre Leibchen

Und die Neigung da zu sein.

Haben sie auch keine Kopfchen,

Sind sie doch voll Eigensinn.

Trotzig spricht das Zwerggeschopfchen:
Ich will sein so wie ich bin.

Suche nur, sie zu bezwingen,

Stark und findig, wie du bist.

Solch ein Ding hat seine Schwingen,
Seine Kraft und seine List.

Wilhelm Busch in ,Zu Guter Letzt* (1899)
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1. Einleitung

1.1. Lizenzinformationen

Diese Skript wird unter der Creative Commons Lizenz CC-BY-SA 3.0 veroffent-
licht. Dies heisst,

e Sie diirfen das Werk ganz oder in Teilen in allen denkbaren Formaten wei-
terverwenden, vervielfaltigen und weiterverbreiten

o das Werk oder Teile davon neu zusammenstellen, verdndern und darauf wei-
tere Werke aufbauen,

sofern Sie

e den Namen der Verfassers dieses Werkes sowie deren Institution, die Uni-
versitdt Ulm, nennen und angemessene Rechte- und Urheberrechtsangaben
machen, einen Link zur Lizenz beifiigen und angeben, ob Sie Anderungen
vorgenommen haben. Dabei darf nicht der Eindruck entstehen, die Verfasser
oder die Universitdt Ulm wiirden Sie oder Thre Nutzung unterstiitzen.

e« Wenn Sie Dieses Werk oder Teile davon neu zusammenstellen, verandern
und darauf weitere Werke aufbauen, diirfen Sie ihre Beitrage nur unter der
gleichen Lizenz wie dieses Werk wie dieses Original verbreiten.

Sie diirfen insbesondere keine weiteren Einschrankungen einsetzen und auch kei-

ne technischen Verfahren wie z.B. DRM verwenden, die anderen Nutzern etwas
untersagt oder daran hindert, das abgeleitete Werk nach dieser Lizenz zu nutzen.
Eine detaillierte Erklarung finden Sie unter

http://www.uni-ulm.de/en/einrichtungen /e-learning /blog/article /was-sind-eigentlich-
cc-lizenzen.html

oder unter

http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/

oder unter

https://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/de/

Die CC-Icons und -Buttons Lﬁund [@)eysa | wurden unter

der Lizenz CC BY von http://creativecommons.org/about/downloads veroffent-
licht.

1.2. Dank

Zu diesem werdenden Skript habe ich wertvolle Anregungen von Herrn Vollmer,
Herrn Crasser und von Studierenden erhalten: herzlichen Dank!


http://www.uni-ulm.de/en/einrichtungen/e-learning/blog/article/was-sind-eigentlich-cc-lizenzen.html
http://www.uni-ulm.de/en/einrichtungen/e-learning/blog/article/was-sind-eigentlich-cc-lizenzen.html
http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/de/
creativecommons.org
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1.3. Liste der Versuche zu den Vorlesungen

Versuch zur Vorlesung: Kristallzerkleinerung

Versuch zur Vorlesung:
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Versuch zur Vorlesung:
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61)
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Pyrometermodell (Versuchskarte AT-12)

Versuch zur Vorlesung:
Infrarotkamera: Optische Temperaturmessung (Versuchskarte AT-44)

Versuch zur Vorlesung:
Wirmestrahlung: Abstandsabhéangigkeit bei einer punktférmigen Quelle (Ver-
suchskarte AT-54)

Versuch zur Vorlesung:
Planck’sches Strahlungsgesetz: Strahlung einer Glithlampe bei versch. Tem-
peraturen (Versuchskarte AT-21)

Versuch zur Vorlesung:
Hohlraumstrahler: Absorption und Emission an Rohr mit Loch (Versuchs-
karte AT-39)

Versuch zur Vorlesung:
Strahlungswiirfel nach Leslie: Emissionsfaktor von verschiedenen Strahlern
(Versuchskarte AT-20)

Versuch zur Vorlesung:
Stefan-Boltzmann’sches Gesetz: mit Leslie-Wirfel (Versuchskarte AT-43)

Versuch zur Vorlesung:
Fotoeffekt: qualitativ mit Aluminiumplatte (Versuchskarte AT-17)

Versuch zur Vorlesung:
Interferenz am Doppelspalt: mit einzelnen Photonen (Versuchskarte AT-50)

Versuch zur Vorlesung:
Doppelspalt: Interferenz mit polarisiertem Licht (Versuchskarte AT-51)

Versuch zur Vorlesung:
Millikan-Versuch: Ladung von Oltropfchen (Versuchskarte AT-13)
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e Versuch zur Vorlesung:
Rontgenstrahlung: Bremsstrahlung und charakteristische Linien (Versuchs-
karte AT-37)

1.4. Literaturhinweise

Die Vorlesung orientiert sich an den Werken von Haken und Wolf: Atom- und
Quantenphysik| | und Gerthsen Physik] ]. Weitere Biicher zur Atom-
physik sind Atomic Physics von C.J. Foot | |, Atome - Molekiile - Ker-
ne von Otter und Honecker | |. Zur Mathematik sind die Werke von Arf-
ken und Weber| ] und das Internetskript von Kommal ] zu empfeh-
len. Weiter kénnen Tipler| |, Physik, und, als leichtere Einfiihrung, das Buch
von Halliday| | konsultiert werden. Zum Aufarbeiten des gelernten Stof-
fes (nicht als Einsteigerliteratur) kann auch Kneubitihls] ] “Repetitorium der
Physik” empfohlen werden. Mathematische Probleme und Formeln sind sehr schon
im Bronstein| | zusammengefasst.

Die Geschichte der Physik ist von Simonyi| | hervorragend dargestellt.

Eine wunderbare Website zum Aufarbeiten Thres Wissens ist Hyperphysics | ]
von R. Nave, als Website oder als Smartphone-App. Erginzend gibt es vom glei-
chen Autor auch Hypermath | ].

12 ©2005-2015 Ulm University, Othmar Marti, [@)evsa |
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2. Masse und Atome

(Siehe Simonyi, Kulturgeschichte der Physik | , pp. 71-75])

Die Existenz von Atomen wurde, nach unserem Wissen, das erste Mal in Grie-
chenland vor iiber 2000 Jahren postuliert. Eine ausgezeichnete Darstellung der
Physikgeschichte findet sich bei Simonyi| .

2.1. Avogadro-Zahl

(Siehe Haken, Wolf, Atom-und Quantenphysik [ , pp. 7-10])

Wenn ein Kristall immer weiter mit mechanischen Methoden zerkleinert wird, so
scheint dies ein kontinuierlicher Prozess zu sein.

Versuch zur Vorlesung: Kristall-Zerkleinerung
Warum muss man trotzdem annehmen, dass die Materie aus kleinsten Einheiten
aufgebaut ist?

Optik Auch bei extrem klarer Sicht ist der Himmel blau. Da der Weltraum bis auf
die Sonne (und in vermindertem Masse, Mond und Sterne) dunkel ist, muss
das von oben kommende Licht in der hohen Atmosphéare gestreut worden
sein. Dies kann nur an Inhomogenitdten der Luft geschehen. Also muss die
Luft eine Kornigkeit haben. Wir wissen durch Rayleigh, dass die Streuam-
plitude proportional zu (r/\)?* ist, sofern die streuenden Teilchen sehr viel
kleiner sind als die Wellenldnge A\ des gestreuten Lichtes.Da der Himmel blau
ist, muss also die Léangenskala r der Kornigkeit sehr viel kleiner sein als die
mittlere Wellenlange des Sonnenlichts, also

r < (A) =500 nm
Die Streuung fithrt iibrigens auch zu einer Polarisation.

Chemie Bei jeder chemischen Reaktion werden Stoffe immer in gewissen, unab-
anderlichen Gewichtsverhaltnissen umgesetzt. Das heisst, dass die Ursache
der Kornigkeit materialspezifisch ist. Weiter findet man, dass Stoffe wie Was-
serstoff, Sauerstoff, Kohlenstoff eine Kornigkeit haben, die ein ganzzahliges
Vielfaches der Kornigkeit des Wasserstoffs ist.

Brownsche Bewegung Robert Brown beobachtete die Zitterbewegung einzelner
Barlappsamen. Er schloss daraus, dass diese Barlappsamen ununterbrochen
von einzelnen sehr viel massedarmeren Teilchen gestossen wiirden. Daraus
folgerte er, dass Wasser aus Teilchen bestehen miisse.


http://wwwex.physik.uni-ulm.de/Lehre/gk3a-2003/node26.html#SECTION00652000000000000000
http://en.wikipedia.org/wiki/Robert_Brown_%28botanist%29
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Rontgenbeugung Mit der von Max von Laue erstmals beobachteten Rontgenbeu-
gung durch Max von Laue (Nobelpreis 1914) konnte erstmals gezeigt werden,
dass feste Materie aus einzelnen kleinsten Teilchen bestand, deren Abstand
aus den Beugungsmustern berechnet werden konnte.

Alle diese Experimente ergaben, dass die Anzahl der Teilchen aus der Molzahl der
Chemiker berechnet werden konnte. Der Proportionalitatsfaktor heisst Avogadro-
Zahl N4. Sie gibt an, wie viele Teilchen in einem Mol vorhanden sind. In Deutsch-
land wird manchmal auch die Loschmidt-Zahl N;, = N4 verwendet, sie ist aber
im Rest der Welt nicht gebrauchlich. Bei Kenntnis der Boltzmann-Konstante kg
kann N4 auf verschiedene Weise bestimmt werden:

Elektrolyse Wenn die Elementarladung e bekannt ist, kann man aus dem Strom [
durch einen Elektrolyten und der abgeschiedenen Masse m die Faraday-Zahl

F=eNy=9.65- 10" Cmol™! (2.1.1)
bestimmt werden. Damit ist auch die Avogadro-Zahl N4 bestimmt.
Gaskonstante und Boltzmann-Konstante Es gilt die Beziehung
R=Fk - - Ny (2.1.2)

Die Gaskonstante R kann aus der Gleichung fiir ideale Gase abgeleitet wer-
den, zum Beispiel aus pV-Diagrammen.

Ideales Gas

10*10+06 T T T T

§40708 |- N 1Ok BOOHK o]

6+10706 | . N A N
]
a
~
Q_ i i i

4*10108 oY

010"%0 i i i i

0*10%%° 20010 400*10° 600*10°® 800*10% 1*10°%®

V/m?3

Abbildung 2.1.: pV-Diagramm fiir ein ideales Gas

Die Boltzmann-Konstante kann aus dem Sedimentationsgleichgewicht be-
stimmt werden (Jean-Babtiste Perrin] ], Nobelpreis 1926). Er erhielt

14 ©2005-2015 Ulm University, Othmar Marti, [@)evsa |
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15 2.1 Avogadro-Zahl

fiir die Hohenverteilung der Teilchenzahl die folgende Gleichung;:

VT(p—ﬁ)gh>

n(h) = ngexp (— T

(2.1.3)

Hier ist Vi das Volumen eines Teilchens, p die Dichte dieses Teilchens, p
die Dichte der umgebenden Fliissigkeit, g der Betrag des Feldvektors der
Gravitation an der Erdoberflache (dem Ort des Experiments) und h die Hohe
iiber der Referenzstelle.

Rontgenbeugung William Henry Bragg und sein Sohn William Lawrence Bragg
(beide Nobelpreis 1915) entwickelten 1913 die Drehkristallmethode und die
Bragggleichung die die Streuwinkel 6 mit der Wellenldnge A und dem Netze-
benenabstand d verkniipft.

Abbildung 2.2.: Gangunterschied bei der Bragg-Streuung

nAszsinaszsinZ (2.1.4)

Aus dem Netzebenenabstand kann man das Volumen eines Atoms V4 be-
stimmen. Die Avogadrozahl folgt dann aus

M

f—
7

(2.1.5)

NaCl kristallisiert in einem kubischen Gitter mit dem Netzebenenabstand
a, wobei sich in der Einheitszelle jeweils ein positives und ein negatives lon
befinden. Dies ist dquivalent zu dem Wiirfel in der Abbildung unten mit der
halben Kantenlédnge a/2, wobei sich die positiven Na*-Tonen (klein) und die
negativen Cl™-Ionen abwechseln.
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al2

Abbildung 2.3.: NaCl-Gitter

Die Ionen an den Ecken sind Teil von 8 Wiirfeln, so dass in diesem Wiirfel
mit dem Volumen (a/2)? netto ein Ion, also ein halbes NaCl liegt. Die Dichte
der NaCl ist demnach

n— ; (i)g (2.1.6)

Mit Vipor = NaVa = M/p bekommen wir aus Gleichung (2.1.5) und aus
Gleichung (2.1.6)

Ny Nap
= = 2.1.7
" Vmol M ( )
und damit
M 4AM
P a’p

Mit den Daten p = 1987 kgem = und M = 0.07455 kg mol sowie a = 629 pm
bekommt man

N4 =6.03 - 10%® mol™!

2.2. Atome sehen

Atome kann man nicht sehen. Greifen wir der Vorlesung voraus und verwenden
die Heisenbergsche Unschérferelation

Ap, - Ax > h
und die Beziehung fiir den Impuls des Lichts in Funktion der Wellenlénge
_h
P=X
so bekommt man
h

16
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17 2.2 Atome sehen

oder

T > A

Diese grobe Ableitung des Auflésungsvermogens eines optischen Instrumentes zeigt,
dass um Atome sehen zu konnen, Licht mit einer Wellenldnge von etwa 100 pm
verwenden muss. Dies ist Rontgenlicht: es gibt auch heute noch keine verniinftige
Optik fiir diese kurzen Wellenldngen. Die besten Optiken haben eine etwa 100 bis
1000 mal schlechtere Auflosung als die Wellenlange.

Bis jetzt sind nur indirekte Methoden bekannt um Atome sichtbar zu machen.
Am néchsten einer optischen Abbildung kommt dabei das Transmissionselektro-
nenmikroskop (TEM). Auch hier ist die Wellenlédnge etwa 1/100-tel der aufgelésten
Struktur.

2.2.1. Feldionenmikroskopie

Obwohl mit Streumethoden gesichert war, dass Atome existieren, dauerte es bis
1951 bis einzelne Atome direkt beobachtet werden konnten. E.W. Miiller erfand
das Feldionenmikroskop| ]. Dieses ist eine Weiterentwicklung des Feldemissi-
onsmikroskops.

Leuchtschirm ’ — hv

Abbildung 2.4.: E.W. Miillers Feldemissionsmikroskop.

Elektronen verlassen wegen den hohen Feldern an Kanten (Blitzableiter) die Spitze
und fliegen radial auf den Leuchtschirm zu. Durch die kleine Masse der Elektro-
nen ist ihre transversale Impulskomponente nicht gut definiert: das Bild wird so
ausgeschmiert, dass die Abbildung keine scharfen Kanten enthélt.

Versuch zur Vorlesung:

Feldemissions-Mikroskop: Austritt von Elektronen aus einer Wolframspitze (Ver-
suchskarte EM-15)

Das Feldionenmikroskop verwendet zuséatzlich Helium-Atome. Diese werden in der
Néahe der nun positiv geladenen Spitze ionisiert und auf den Leuchtschirm zu be-
schleunigt. Normalerweise konnte das hochstenergetische Elektron nicht das He-
Atom verlassen. Durch die extrem hohe Feldstirke £ ~ 50 Vm™! wird das elektro-
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statische Potential jedoch so verformt, dass dieses Elektron in die Wolframspitze
tunneln kann. Durch die grossere Masse der Het-Ionen ist deren transversaler Im-
puls wesentlich besser definiert als bei Elektronen. Dadurch entsteht eine gentigend
aufgeloste Abbildung der Atome.

He wird ionisiert — hv

>
>
<
2
>

Abbildung 2.5.: E.W. Miillers Feldionenmikroskop. Unten ist der Potentialverlauf
bei der He-Ionisation angegeben.

Eine solche Abbildung ist in der néchsten Abbildung 2.6 gezeigt.

Abbildung 2.6.: Feldionenmikroskopisches Bild einer 110-orientierten Wolf-
ramspitze (By Atomsondenbenutzer. Atomsondenbenutzer at
de.wikipedia [Public domain]|, from Wikimedia Commons) [ad07].
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19 2.2 Atome sehen

2.2.2. Rastertunnelmikroskopie

Tip |/V-Converter Absolute Value
\H Circuit
\
Piezo
Scanner
Tunnel Voltage Logarithmic
—to of Source Amplifier

o | Reference

PID Controller

x,y High Voltage
Amplifiers
+X
-X
+y
Y
High Voltage
Amplifier (z)
X,y Scan Data Acquisition
Generator

Abbildung 2.7.: Schematischer Aufbau eines Rastertunnelmikroskopes. Der Tun-
nelstrom an der Spitze wird durch einen Strom-Spannungs-
Wandler in eine Spannung umgewandelt und wird als Eingangs-
signal fir die Steuerung des Spitze-Probe-Abstandes verwendet.
Hochspannungsverstéarker erzeugen die notwendigen Spannungen
fiir die x-, y-, und z-Elektroden. Die Datenerfassung und die Er-
zeugung der Rastersignale werden durch Rechner durchgefiihrt.
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Abbildung 2.8.: Die linke Seite zeigt eine rastertunnelmikroskopische Aufnah-
me einer Graphitoberfliche bei 6.8 K (aus [Mar&7]). Der Bild-
ausschnitt hat 3.3 nm Kantenldnge. Die totale Hohenvariation
ist 0.54 nm, von unten (hell) nach oben (dunkel) gemessen. Die
rechte Seite zeigt den Aufbau der Graphitoberfliche.

2.2.3. Brownsche Bewegung

Bei der Brownschen Bewegung wandern die Teilchen getrieben durch die Stosse

von Atomen oder Molekiilen aus dem umgebenden Medium zuféllig durch das
Gesichtsfeld im Mikroskop!.

Brownsche Bewegung

Abbildung 2.9.: Simulierte Verteilung des Aufenthaltes eines Teilchens mit
Brownscher Bewegung bei 5000 Zeitschritten.

1Zur Simulation kann man das Box-Miiller-Verfahren verwenden.
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21 2.3 Bestimmung der Atomgrisse

Der mittlere Abstand vom Ursprung nimmt fir grosse Zeiten wie

kpT
(a?) =3Dt=_""—t (2.2.1)
t 2mnr

zu, wobei n die Viskositat, r der Teilchenradius und D die Diffusionskonstante
nach Einstein| | und Soluchowski| ]-

Versuch zur Vorlesung:
Brownsche Molekularbewegung (Versuchskarte TH-90)

Damit ist gezeigt, dass die Brownsche Bewegung eine alternative Moglichkeit zur
Bestimmung von kg bietet.

2.3. Bestimmung der Atomgrosse

Die Grosse von Atomen kann mit Rontgenbeugung (Siehe 2.1) bestimmt werden.
Eine weitere, unabhéngige Moglichkeit bietet die Bestimmung des Wirkungsquer-
schnitts.

2rI O >
O > 2R

O >

Abbildung 2.10.: Berechnung des Streuquerschnitts mit zwei Teilchen mit den
Radien r und R.

Aus der Zeichnung liest man ab, das der Streuquerschnitt

o= (r+R) (2.3.1)

ist. Wir betrachten ein Ensemble von vielen Teilchen in einem Volumen. Dieses
Volumen habe die Oberfliche A = 7 R? gegeniiber der Teilchenquelle und die Dicke
d. In diesem Volumen befinden sich Ny Atome mit jeweils dem Streuquerschnitt
o. Dann ist die Wahrscheinlichkeit W einer Kollision

Flache aller ¢ im durchstrahlte Volumen  Nyo
W = =
A A
Dabei haben wir nicht berticksichtigt, dass ab einer gewissen Tiefe d die Streu-
querschnitte o sich teilweise iiberlappen. Zur Berechnung miissen wir also zu einer

differentiellen Formulierung iibergehen. Hier ist N die Anzahl der eingestrahlten
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Partikel an der Oberflache A der Schicht und AN die Anzahl der Streufalle. Dann
nimmt die Anzahl der Partikel nach der Strecke Az im Volumen ab wie

NV o
A
Wir nahmen dabei an, dass jeder Streufall das eingestrahlte Partikel aus dem
transmittierten Strahl entfernt. Ersetzen wir Ny durch n - A - Az, wobei n die

Teilchenzahldichte der Atome ist, erhalten wir

AN =-W - N = —

N (2.3.2)

AN:—n.A.AAx.O-'N:—n'AiU'U'N (2'3'3)

Oder nach dem Ubergang zur differentiellen Schreibweise

dN
N
Die Losung fiir eine durchstrahlte Fliache der Dicke z ist

—n o - dzx (2.3.4)

N(z) = Nyexp(—n - o * ) (2.3.5)
Die Zahl N, der abgelenkten Atome ist
Nyprew(x) = Ng— N(z) = Ny (1 —exp(—n - 0 - x)) (2.3.6)

a = no ist der totale Wirkungsquerschnitt. Also kann man durch die Bestimmung
der Anzahl gestreuten oder ungestreuten Atome o und daraus, wenn man gleiche
Atomsorten fiir Projektile und Ziele verwendet aus R = r auch r bestimmen.
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3. Strahlung

(Siehe Gerthsen, Physik | , pp. H67-603])

Unter Strahlung verstehen wir die Emission elektromagnetischer Energie. Wir be-
schranken uns hier nicht nur auf Licht, sondern auf allgemeine elektromagnetische
Strahlung. Wir verwenden die Grundgesetze aus der Optik und der Elektrizitats-
lehre.

3.1. Strahlungsfelder

(Siehe Gerthsen, Physik [ , pp. H67-571])

Von einer Quelle eines Strahlungsfeldes fliesst Energie weg. Der Fluss dieser Ener-
gie wird durch die Intensitit I (Einheit Wm™2) und die Strahlungsstromdichte
D(r) als gerichtete Grosse charakterisiert. Auf einem Flachenstiick dA, dessen
Normaleneinheitsvektor dA/dA im Winkel a zur Ausbreitungsrichtung (gegeben
durch den Wellenvektor k) steht, ist die momentane Strahlungsleistung dP

dP =D - dA =D A cos(a) =1 A cos(a) (3.1.1)

Die Bestrahlungsstirke nennt man FE, definiert als

E =D cosa (3.1.2)
Die Einheit von F ist Wm™2. Die auf der Fliche eintreffende Energie, die Bestrah-

lung, ist
[ B

Die Leistung der Strahlungsquelle auf einer endlichen Fléche, auch Strahlungsfluss

® genannt, ist
p=o- [[D-da- [[Eaa

Strahlungsquellen haben meistens keine kugelsymmetrische Abstrahlcharakteris-
tik. Der in den Raumwinkel d) gerichtete Leistung wird durch die Strahlungsstdirke
J, Einheit W sterad™! gegeben

dP
J=— 3.1.3
0 (3.1.3)
Die spezifische Ausstrahlung R beschreibt die Ausstrahlung der Quelle von einem

Flachenstiick dA in den ganzen Halbraum

_ap

R= """
dA

(3.1.4)
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Schliesslich wird vom Flachenelement dA in den Raumwinkel df2 eine Leistung
d?P abgestrahlt. Diese wird durch die Strahlungsdichte B beschrieben

d?P
B= dA dQ

Eine Quelle ohne Richtungsabhangigkeit wird Lambert-Strahler genannt. Rea-
lisierungen eines Lambert-Strahlers sind ein mattes weisses Papier, ein heisser
schwarzer Korper oder eine Offnung in einem strahlungsgefiillten Korper. Wird
ein Lambert-Strahler im Winkel a gegen die Oberflichennormale betrachtet, so
ist die Strahlungsstiarke nach dem Lambert-Gesetz

(3.1.5)

J = Jycosa (3.1.6)

3.1.1. Photometrische Grossen

Wenn wir sichtbare Strahlung durch unser Auge wahrnehmen, ist die Reizung un-
serer Sehnerven nicht proportional zur teilchenzahl oder zur Energie. Um der Wel-
lenlangenabhéngigkeit unseres Sehempfindens Rechnung zu tragen, wurden pho-
tometrische Griossen definiert, die Eigenschaften des Auges beriicksichtigen. Die
Photometrie beruht auf der SI-Grundeinheit Candela, abgekiirzt cd.

Ein Candela ist definiert als der Lichtstrom pro Raumwinkelein-

heit, der von & cm? eines schwarzen Korpers bei 2042 K, der

Schmelztemperatur von Platin, ausgeht.

Physikalische Grossen Physiologische oder photometrische Gridssen
Grosse Symbol Einheit Grosse Symbol Einheit
Strahlungs- E J Lichtmenge Q Ims
energie
Strahlungsfluss i3] w Lichtstrom P Im
Spezifische R Wm~2 Spezifische R Imm~—2
Ausstrahlung Lichtausstrah-

lung
Strahlungs- J = % W sterad —! Lichtstéarke I = % cd = Imsterad !
starke
Strahlungs- B = % Wm~2sterad ! Leuchtdichte B = % cdm—2 =sb
dichte
Intensitat D=1= % Wm—2 Intensitit D=1= % Ix =lmm™2
Strahlungs- Lichtstromdich-
flussdichte te
Bestrahlungs- E =D cosa Wm~2 Beleuchtungs- E =D cosa Ix
stéarke dichte
Bestrahlung f Edt Jm—2 Beleuchtung f Edt Ixs

Tabelle 3.1.: Photometrische Grossen
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25 3.2 Strahlungsgesetze

Versuch zur Vorlesung:
Fettfleckphotometrie: Helligkeitsvergleich zweier Lampen (Versuchskarte O-61)

3.2. Strahlungsgesetze

3.2.1. Thermische Strahlung

Warmestrahlung ist eine Form elektromagnetischer Strahlung. Die Sonne versorgt
so die Erde mit der notwendigen Energie. Aus der Optik wissen wir, dass bei einem
Strahlungsfluss ® auf eine Grenzflache die folgende Energiebilanz gilt:

(I):(I)R—{—(I)T—F(I)a:CLR'q)—FCLT'q)—FE'(I) (321)

wobei @7 den transmittierten Fluss, ®r den reflektierten Fluss und ®, den absor-
bierten Fluss beschreibt. Wir bezeichnen mit e den Absorptionsgrad. Nimmt man
an, dass die Probe dick ist, dann gibt es keinen transmittierten Fluss. Dann gilt
mit ap =1—¢€

O =(1—-¢€)Pr+ e, (3.2.2)

Der Absorptionsgrad e hédngt von der Frequenz ab. Wenn dem nicht so ware, gébe
es zum Beispiel keine Kaltlichtspiegel bei Halogenlampen.

Wenn man die Ausstrahlung einer schwarzen Flache (¢ = 1) mit P, beschreibt ist
die Ausstrahlung einer beliebigen Flache durch

P=¢P, (3.2.3)

gegeben. Dieses Strahlungsgesetz von Kirchhoff bedeutet, dass die Emissionseigen-
schaften und die Absorptionseigenschaften zusammenhéngen. Gut absorbierende
Flachen sind auch gut emittierende Flachen. wenn dem nicht so ware, konnte man
ein Perpetuum Mobile der zweiten Art herstellen.

Nehmen wir an, eine Flache mit ¢; under Temperatur 7" strahle die Leistung P;
auf die zweite Flache mit der Temperatur 7. Gleichzeitig strahle die zweite Flache
mit €5 die Leistung P, auf die erste Flache. Beide Flichen sind im thermischen
Gleichgewicht. Dann muss

€6 - Ph=e6 P (3.2.4)

sein. Dies ist dann der Fall, wenn die aus der Temperatur berechnete Leistung
P(T), die auch nur von der Temperatur abhéngt, sich mit P; wie

P,=¢ - P(T) (3.2.5)
verhalt. Nur dann ist die Gleichung (3.2.4) erfillt.

Versuch zur Vorlesung:
Pyrometermodell (Versuchskarte AT-12)
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Versuch zur Vorlesung:
Infrarotkamera: Optische Temperaturmessung (Versuchskarte AT-44)

Versuch zur Vorlesung:
Wirmestrahlung: Abstandsabhéangigkeit bei einer punktférmigen Quelle (Versuchs-
karte AT-54)

3.2.2. Schwarzkorperstrahlung

(Siehe Gerthsen, Physik | , Pp. 573])

Versuch zur Vorlesung:
Hohlraumstrahler: Absorption und Emission an Rohr mit Loch (Versuchskarte

AT-39)

Abbildung 3.1.: Links: Schematische Darstellung eines schwarzen Korpers.
Rechts: Blick auf den Ofen einer Glasbliserei. Die kleine Offnung
wirkt fast wie ein schwarzer Korper.

Licht, das durch die kleine Offnung in den Hohlraum des schwarzen Koérpers ein-
tritt, wird bei jeder Reflexion an der Oberfliche mit der Wahrscheinlichkeit e
absorbiert und mit der Wahrscheinlichkeit 1 — e < 1 reflektiert. Nach n Reflexio-
nen ist die verbleibende Intensitét des Lichtstrahls auf (1 — ¢€)” abgesunken, sie
wird also beliebig klein. Das heisst, der Absorptionsgrad der Offnung in diesem
Hohlraum ist € = 1.
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27 3.2 Strahlungsgesetze

Spektrale Grossen werden hier mit dem Subskript v

dX

X, = —
dv

bestimmt.

Wir definieren nun eine spektrale Energiedichte o(v,T)dv. Sie besteht aus dem
Produkt aus der Energiedichte o(v,T) und dem Frequenzband der Breite dv, das
das Intervall (v,v + dv) beschreibt. Diese Energie o(v, T')dv bewegt sich mit der
Geschwindigkeit ¢ durch den Raum und zu den Wéanden des Hohlraums. Eine idea-
le schwarze Wand absorbiert diese Energie o(v,7) und emittiert nach Kirchhoff
gleichzeitig P; , (v, T). Im Gleichgewicht missen sich die Absorption und die Emis-
sion die Balance halten. Wir kénnen also die spezifische Ausstrahlung durch die
Energiedichte o ausdriicken’.

R, (v,T)=co(v,T) (3.2.6)
oder, integriert iiber alle Frequenzen,

o0

Ry(T) = ¢ / o(v, T) dv (3.2.7)

0

Die gemessene spektrale Energiedichte sieht wie in der Abbildung 3.2 aus.

Wasserstoff

6*10+03

5+10*0% =--2000

4+10%03

[S
£ 3y
3

2*104'03

+03

1*10
1000 K

0*10+00 |
0 0.5 1 15 2 25 3 35 4

AMpm

Abbildung 3.2.: Spektrale Energiedichteverteilung nach Wellenlénge.

Wenn man die Energiedichteverteilung gegen die Frequenz auftragt, erhalt man:

'Die Notation im Gerthsen| ] ist verwirrend an der Stelle. Es wird nicht korrekt zwischen
spektralen und integrierten Grossen unterschieden
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Wasserstoff
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Abbildung 3.3.: Spektrale Energiedichteverteilung nach Frequenz

3.2.2.1. Plancks Strahlungsgesetz

Versuch zur Vorlesung:
Plancksches Strahlungsgesetz: Strahlung einer Glithlampe bei verschiedenen Tem-
peraturen (Versuchskarte AT-21)

Im Vorgriff auf das Kommende definieren wir das Plancksches Wirkungsquantum

h = 6.62606896 - 107%* Js (3.2.8)

Die Grésse kénnen sie sich mit der Eselsbriicke: h ~ 27 - 10734 J's merken.
Oftmals wird in der Physik, weil es bequemer ist, mit dem reduzierten Wirkungs-
quantum gerechnet

i =1.054571628 - 107%* Js (3.2.9)

Auch hier gibt es eine Eselsbriicke: iz = 10734 Js.

Das Wirkungsquantum ist ein Konzept aus der statistischen Physik, einem Teilge-
biet der Thermodynamik.

(Siehe Demtroder, Laserspektroskopie | , p- 8]

Wir betrachten eine elektromagnetische Welle in einem quaderférmigen Hohlraum.
Der zeit- und ortsabhéngige Vektor ihres elektrischen Feldes ist

E(r,t)= ZEZ exp [i (wit + ki - 7)] + c.c. (3.2.10)

In diesem quaderférmigen Hohlraum, dessen Quaderseiten entlang den Koordi-
natenachsen seien, gibt es stehende Wellen. Die Wellenzahlen &, k, und k. sind
durch die Ausdehnung in die entsprechende Richtung gegeben. Nur dann wenn
eine ganzahlige Anzahl halber Wellenldngen Platz hat, haben wir eine mogliche
Welle. Alle Wellen kénnen sowohl in die 4+ wie auch in die —-Richtung laufen. Wir
haben also

k = (tk,, £k, tk,) =2 -2 - 2=38 (3.2.11)
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mogliche Kombinationen zu einem Tripel (k;,k,,k.). Bei einem Wiirfel mit der
Seitenldnge L sind die moglichen Wellenzahlen

k= % (N, Mgy M5 N, Ny, N, € NU {0} (3.2.12)

Der Betrag der Wellenzahlen wird

k= |k| :%./n§+n§+n§ (3.2.13)

Damit gibt es zwischen der Kantenldnge und der Wellenldnge die Beziehung

A
L= 5,/n§+n§+n§ (3.2.14)

Analog dazu bekommt man mit k = w/c die Kreisfrequenzen

w= %c JnZ +n2+n? (3.2.15)

Da elektromagnetische Wellen transversal sind, gibt es zwei Polarisationen entlang
den Vektoren &é; und é; (mit é; - k = 0). Diese beiden Polarisationsvektoren
stehen senkrecht zum Wellenvektor (der Ausbreitungsrichtung). Das elektrische
Feld der i-ten Mode ist

Ez’ = 61’1é1 + 6172é2 (3216)

Zu jedem einen Wellenvektor beschreibenden Zahlentripel (n,,n,,n.) gibt es zwei
Polarisationen.

Jede beliebige Feldkombination im Hohlraum lasst sich als Line-
arkombination der Moden mit ihren Modenzahlen n,, n,, n. und
den beiden Polarisationen darstellen.

Wir wollen die Anzahl Moden bis zu einer bestimmten Energie bestimmen. Das
heisst, dass w < wWpee oder k < ke sein soll. Diese Frage ist dquivalent zu:
Wieviele Wellenvektoren passen in eine Kugel mit dem Radius k,,q..Aus w =

T /ni 4+ ng + n? folgt
Lw

= 2 2 2 3.2.17
— VN ng 4+ ng ( )

Dies ist eine Kugel mit dem Radius R = % In dieser Kugel bilden die moglichen
Wellenvektoren ein kubisches Gitter mit der Gitterkonstante 7. Die Randeffekte
beim Abzéhlen konnen vernachlassigt werden, wenn

L
Y 51 oder 2L > A (3.2.18)
e

ist. Das Volumen einer Kugel ist V' = (47/3)r®. Da ng,n,,n, € N U {0} ist,
verwenden wir nur 1/8 des Kugelvolumens. Die Anzahl Moden bis zu k;,,, oder
Winae Sind

14w /LoN\®  8miL3
N —9- 7 - 2.1
(Wmaz) =253 < ) 3¢3 (3:2.19)

e
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wobei die Faktoren die Polarisationen, , und Ra-
dius des Kugelsegments darstellen. Die Modendichte erhélt man durch Ableiten

8m?
n(v)dv = 3 dv (3.2.20)

Die Energie des Lichtes kann nur diskrete Werte annehmen, nach Einstein ist
E = hr. Die Wande unseres Resonators sollen die Temperatur 7" haben. Die
Wahrscheinlichkeitsdichte Eigenschwingungen mit der Energie W (k) = k - hvim
Gleichgewicht mit Wéanden der Temperatur 7" ist dann

p(k) = %eXp <—(kkB;V)> (3.2.21)

wobei n die Gesamtdichte aller Eigenschwingungen im Resonator sind. Die Grosse
Z in dieser Gleichung ist die Zustandssumme

Z = Zexp( kkB;'/)> (3.2.22)

Mit dieser Definition ist p(k) normiert:

n = ip(k)

Die mittlere Energiedichte pro Eigenschwingung ist nun

1 & k- h
pdv = — Zp )k - w)dy = =S (k - hv)exp | — _k )Y g, (3.2.23)
T 74 kpT

Die unendliche Reihe hat einen analytisch berechenbaren Grenzwert

h
pdv = ——2 4y (3.2.24)

exp(h”>—1

Die spektrale Strahlungsdichte p(v,T) bekommen wir, indem die mittlere Ener-

giedichte pro Eigenschwingung mit der Dichte der Eigenschwingungen n(v)dv =
2

&rc—g’dy multipliziert wird. Wir erhalten das Plancksche Strahlungsgesetz.

Plancksches Strahlungsgesetz

81 12 hv
o(v, T)dv = B o) ldy (3.2.25)

3.2.2.1.1. Einsteins Quantenhypothese Ausgehend von seinem Verstandnis des
Fotoeffekts | | kam Einstein zur folgenden Hypothese:
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31 3.2 Strahlungsgesetze

Quantenhypothese Einsteins
Atome, die die Energie hv absorbieren, haben eine hohere Energie
als Atome im Grundzustand

Wir verwenden die folgenden Definitionen:
n* Teilchenzahldichte der angeregten Atome
ng Teilchenzahldichte der Grundzustandsatome

Wir nehmen thermisches Gleichgewicht an und verwenden deshalb die Boltzmann-
Verteilung zur Berechnung der Teilchenzahldichte der angeregten Atome

W _ e B/hsT) (3.2.26)

L
Albert Einstein nahm an, dass wie in Abbildung fig:energie:austausch dargestellt
der Energieaustausch zwischen dem Unteren und dem oberen Zustand auf drei
Wegen moglich sei. Die Anregung aus dem unteren Zustand in den oberen Zustand
(Niveau) geschieht nur, wenn externe Energie absorbiert. Der hoherenergetischen
Zustand kann auf zwei Wegen verlassen werden: erstens zuféllig (statistisch) oder
induziert, das heisst im Takt mit externen Feldern.

angeregtes Niveau

A

5 c
® S
175} [0}
I k%]
5| hv | hy &l hv
= o o
o} 8 =
2 : g
< 2 E
B “IA £B
\ 4
Grundzustand

Abbildung 3.4.: Schema der moglichen Anregungen und Emissionen in einem
Zweiniveau-Atom.

FEinstein hatte als Neuerung die induzierten Emission postuliert. Zur Berechnung
des Spektrums eines schwarzen Strahlers verwenden wir die Einsteinsche Formu-
lierung mit Quanten. Urspriinglich hatte Planck das Spektrum mit thermodyna-
mischen Methoden berechnet, wobei h das aus der statistischen Physik bekannte
Phasenraumvolumen war. ein Phasenraumelement ist eine Fliache, deren eine Seite
eine Lange und deren andere Seite eine Geschwindigkeit ist.

Die Anzahlen der Absorptionen und Emissionen werden wie folgt angegeben:
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Anzahl Absorptionen

= B T 3.2.27
R o T (3227)
Anzahl spontane Emissionen .
= An
m3s
Anzahl induzierter Emissionen — Byow,T)n"

m3s

wobei A den FEinsteinkoeffizienten den spontanen Emission, By der Einsteinkoeffi-
zienten der Absorption und By den Einsteinkoeffizienten der induzierten Emission
bedeutet.

3.2.2.1.2. Von der Einsteinschen Quantenhypothese zum Planckschen Strah-
lungsgesetz Im Gleichgewicht muss es gleich viele Emissionen wie Absorptionen
geben.

Byo(v, T)nyg=An"+ By o(v,T)n" (3.2.28)

Da die induzierte Emission der Umkehrprozess zur Absorption ist, muss

sein. Wir konnen Gleichung (3.2.28) wie folgt umformen

Bo(v,T)ng = (A+ Bo(v,T))n* = [A+ Bo(v,T)|nge /1) (3.2.30)

Damit erhalten wir die Energiedichte

Bo(v,T)ng {1 _ efE/(kBT)} — AngyeF/kaT)

Infinitesimal geschrieben bekommen wir

A e—hl//(kBT) A 1
Unbekannt ist nun noch A/B. Den Koeffizienten berechnet man aus der Moden-

dichte des Hohlraumes

A 8mhv?
B 3
Die Modendichte sagt, wie viele Resonanzen es pro Frequenzintervall gibt. Zu-

sammen bekommen wir das Plancksche Strahlungsgesetz (wie Gleichung (3.2.25)

).

(3.2.32)

8 12 hv
o(v,T)dv = 0,(T)dv = B ohofkaT) 1d1/ (3.2.33)

Es ist nun instruktiv, die beiden Grenzfélle fiir sehr hohe und fiir sehr niedrige
Frequenzen zu betrachten. Fiir sehr niedrige Frequenzen, im Grenzfall hv < kgT,
gilt
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33 3.2 Strahlungsgesetze

Dies ist das Raileigh-Jeans-Gesetz.

Rayleigh-Jeans-Gesetz

8 2
o(v, T)dv = 0,(T)dv ~ i kg T dv (3.2.34)

03

Dieses Gesetz war vor Planck bekannt. Es sagt voraus, dass die Energiedichte
gegen hohe Frequenzen zunimmt, dass also im Ultravioletten die gesamte unend-
lich grosse Energie des Universums konzentriert sei. Diese Ultraviolettkathastrophe
zeigt, dass das Gesetz nur in Teilbereichen stimmen kann.

Fir sehr hohe Frequenzen, also hv > kg T, gilt

e/ (kB T) s, 1

Dann kann das Plancksche Strahlungsgesetz durch das Wiensche Strahlungsgesetz
angenédhert werden

Wiensches Strahlungsgesetz

8mhiv®
o(v, T)dv = 0,(T)dv = —5 e (ks T) gy, (3.2.35)

Das Wiensche Strahlungsgesetz (siehe Abbildung fig:3.5) stimmt einigermassen,
aber doch nicht so korrekt wie das Plancksche Strahlungsgesetz. Insbesondere er-
gibt sich aber bei Wien keine Ultraviolettkathastrophe.

. Wasserstoff
2.0*10" T T T T T T T
1.5¢107° -
m/\ -
a Wien 6000 K :
0.0%10"00 A i i

0 200 400 600 800 1000 1200 1400
v/THz

Abbildung 3.5.: Vergleich der Gesetze von Planck, Wien und Rayleigh Jeans bei
6000 K
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Penzias und Wilson fanden Anfang der sechziger Jahre des zwanzigsten Jahrhun-
derts, dass das Rauschen hochstempfindlicher Antennen, wenn sie nach oben ge-
richtet waren, die gleiche spektralverteilung hatte, wie ein schwarzer Strahler bei
etwa 2.7 K. Abbildung 3.6 zeigt die kosmische Energiedichteverteilung

Hintergrundsstrahlung
1.84107% T | | | |

1710725 [ N o
14208 N
124005 N
L0072 b [ N

p/(J/m3)

B.OF10728 [ N
4090078 N
2.0107%° |-

i i i
0 100 200 300 400 500 600
v/GHz

0.0¥10*°°

Abbildung 3.6.: Spektrale Energiedichteverteilung der Hintergrundsstrahlung
von 2.735 K

3.2.2.2. Wiensches Verschiebungsgesetz

Oftmals moéchte man die Frequenz v wissen, bei der das Emissionsspektrum des
schwarzen Strahlers maximal ist. Zur Berechnung des Maximums substituieren wir
in Gleichung (3.2.25)

hv
Tr =
kgT
und setzten
h
dr = d
€T T v

Weiter vernachlassigen wir die konstanten Vorfaktoren, die fiir die Lage des Ma-
ximums irrelevant sind. Wir erhalten

l’3

er —1

Durch Ableiten erhalten wir die Lage des Maximums

o(x)dr = dx (3.2.36)

:dé(x)zg . ple

0 dx er —1  (er — 1)2

Vereinfacht ergibt sich
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35 3.2 Strahlungsgesetze

Die Losung dieser transzendenten Gleichung ist

-3
z =W (3) = 2.821439372
€

wobei W, Lambert’s W-Funktion ist. Also kann die Lage des Maximums in der
Planckschen Strahlungsformel (Gleichung (3.2.25) ) durch das Wiensche Verschie-
bungsgesetz angegeben werden.

Wiensches Verschiebungsgesetz

282k T
Vm = hB (3237)

Die folgende Abbildung 3.7 zeigt eine graphische Darstellung des Wienschen Ver-
schiebungsgesetzes.

Wiensches Verschiebungsgesetz

600 T T T T T T T T T
\\/ H H H H H H H H H
> i H H y H H H H H
1Y 72 S N U N N S N
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000
T/K

Abbildung 3.7.: Wiensches Verschiebungsgesetz

Die Energiedichte beim Emissionsmaximum des Wienschen Verschiebungsgesetzes
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ist

8mhv3 1 13
CS thNL/(kJBT) _ 1dV - 357 CS h2

Abbildung 3.8 stellt Gleichung (3.2.38) graphisch dar.

o(v, T)dv = T3dv (3.2.38)

ensches Verschiebungsgesetz: spektrale Enerc
1000 —————— 77— ——————

T3 AN S N= N N

p/(W/m°)

o1k~

1 10 100 1000 10000

T/K

Abbildung 3.8.: Energiedichte im spektralen Maximum nach dem Wiensches
Verschiebungsgesetz

3.2.2.3. Stefan-Boltzmann-Gesetz

Versuch zur Vorlesung:
Strahlungswiirfel nach Leslie: Emissionsfaktor von verschiedenen Strahlern (Ver-
suchskarte AT-20)

Versuch zur Vorlesung:
Stefan-Boltzmannsches Gesetz: mit Leslie-Wiirfel (Versuchskarte AT-43)

Wir mochten wissen, wie die Abstrahlung eines schwarzen Korpers von dessen
Temperatur abhangt. Dazu definieren wir zunéchst die spezifische Ausstrahlung
nach Gleichung (3.2.6) senkrecht zur Oberflache

R,(T)dv = co(v,T)dv (3.2.39)
Daraus bekommen wir die richtungsabhéngige Abstrahlung (6 ist der Winkel zur

Normalen)

R,(T,0)dv = R,(T) cos 6 dv (3.2.40)

36 ©2005-2015 Ulm University, Othmar Marti, [@)evsa |


http://vorsam.uni-ulm.de/Versuche/AT/PDF/AT020V00.PDF
http://vorsam.uni-ulm.de/Versuche/AT/PDF/AT020V00.PDF
http://vorsam.uni-ulm.de/Versuche/AT/PDF/AT043V00.PDF
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Diese Grosse ist sowohl von der Frequenz wie auch von der Richtung abhéngig.
Der Mittelwert einer richtungsabhangigen Grosse ist

2r W

1
= [ [ 1(6,6)sin 06 o (3.2.41)
0%
Uber den Halbraum gerechnet erhalten wir
L ()
Ptatan = 1= | [ 10.0)sinads ds = 22 (3.2.42)
00

Zusammen mit der Mittelung iiber die Frequenz erhalten wir

on /2
- = (/(/ [/ : L/T’dvcosé‘$n9d9d¢ (3.2.43)
T

Diese drei Integrale sind voneinander unabhangig. Wir beachten, dass

2
/m:%
0

und

w/2 1
/ cosfsinfdf = 3
0

ist und erhalten

7 (3.2.44)

»-lk\ﬁ

Mit Gleichung (3.2.25) ergibt dieses Integral

c 8 mwokAT? 2 oA

Ty== -2~ 22" 2.4
R(T) 4 15 h3c3 15 h3c? (3:245)
Wir definieren die Stefan-Boltzmann-Konstante
2 okt _s 9 1r4
0= 1 5a = 5.67040(4) - 107° Wm ™ “K (3.2.46)
und koénnen dann das Stefan-Boltzmann-Gesetz so formulieren
Stefan-Boltzmann-Gesetz
R(T) = oTh = 2 g (3.2.47)
= 0 = — L.
15 h3c?

R ist die in den Halbraum abgestrahlte Leistung bei der Temperatur 7. Diese
Leistung R(T) ist in der Abbildung 3.9 in doppelt-logarithmischer Darstellung
gezeichnet.
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Stefan-Boltzmann-Gesetz
100*10*?* ——————

110"
100*10*18
1*10*18 -

10*10%%° -
+12 I

R/(W m~?)

100*10
+12 I

1*10

10*10*%°

1 10 100 1000 10000

T/K

100*10

Abbildung 3.9.: Stefan-Boltzmann-Gesetz

3.2.3. Farben

Augenrezeptoren
1 T l T T T T T
08 [ i blau
= P 3
X :
5 0.6 - -
S i
= : H : N : : :
B 04 bbb S 4
E H
L _ . ‘ |
0 L N I
350 400 450 500 550 600 650 700 750

Abbildung 3.10.: Empfindlichkeitskurven der Augenrezeptoren skaliert auf glei-
che integrale Empfindlichkeit (nach | 1)

Was wir Farben nennen, hangt von der Interpretation der Reize unserer Sehnerven
ab. Abbildung 3.10 zeigt die spektrale Empfindlichkeit des Auges.
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3.2.4. Strahlung der Sonne

Sonne und Erde

10*10%%° T T T T T
1110 A S S A e
= L
=
S I
107107 |
0.01 0.1 1 10 100 1000

Aum

Abbildung 3.11.: Vergleich der spektralen Energiedichte von Sonne und Erde. Die
verschiedene Lage der Maxima ermoglicht den Treibhauseffekt.

Sowohl die Sonne wie auch die Erde sind in ziemlich guter Genauigkeit schwarze
Strahler. Abbildung 3.11 zeigt die beiden Kurven, wobei die Erde die Temperatur
300 K und die Sonne die Temperatur 6000 K hat. Die Unterschiede der beiden
Kurven bewirken, dass die Energiezufuhr zur Erde bei einer anderen Wellenldnge

oder Frequenz geschieht wie deren Abstrahlung.
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4. Teilchen und Wellen

4.1. Das Photon

Fotokathode

Abbildung 4.1.: Versuchsanordnung zur Messung des Fotoeffektes

Einsteins Erklarung des Fotoeffektes | | war einer der Meilensteine auf dem
Siegeszug der Quantenmechanik. Abbildung 4.1 zeigt den Versuchsaufbau. Licht
beleuchtet die Fotokathode und befreit so Elektronen aus dem Metall. Diese werden
von der Anode abgesogen und erzeugen einen Strom, das Messsignal. Die beiden
Spannungen U; und U; sind so angeordnet, dass die Anode sowohl an positiver
wie auch an negativer Spannung liegen kann.

Versuch zur Vorlesung:
Fotoeffekt: qualitativ mit Aluminiumplatte (Versuchskarte AT-17)


ASP/OArchiv_Images.asp?OrdnungsNr=AT-017

Teilchen und Wellen 42

A! Frequenzabhangigkeit A! Spannungsabhangigkeit

VGrenz “Unmax

Abbildung 4.2.: Links: Frequenzabhangigkeit des Fotostroms bei konstantem U.
Rechts die Abhangigkeit von der Spannung zwischen Kathode
und Anode. Negative Spannungen bedeuten, dass die Photonen
die Elektronen aus der Anode herausschlagen. Die Spannung
Uinaz ist die maximale Bremsspannung.

Wenn der Fotoeffekt gemessen wird, dann kénnen die in Abbildung 4.2 dargestell-
ten Beobachtungen gemacht werden. bei konstanter Anodenspannung U muss das
Licht eine gewisse Frequenz iiberschreiten (oder eine bestimmte Wellenldnge) un-
terschreiten, damit ein Strom fliesst. Wenn die Spannung U variiert wird, dann
nimmt der Strom mit zunehmender Spannung U monoton zu. Unter einer negati-
ven Spannung —U,,,, fliesst kein Strom. Wird nun die Lichtleistung erhoht, dann
nimmt der Strom zu, aber die Grenzspannung —U,,,,, andert sich nicht.

Umax“ Bremspannung und Frequenz IS(P)‘ Sattigungsstrom und Fluss
4

Steigung h/e

.
>

A%

\ 4
T

UA=CD .

Abbildung 4.3.: Links: Abhéngigkeit der Bremsspannung U, von der Frequenz
v. Uy = ® heisst die Austrittsarbeit. Rechts die Abhédngigkeit des
Sattigungsstromes Ig vom Photonenfluss P = ®.

Abbildung 4.3 zeigt, dass bei einer bestimmten Spannung U > U,,,. der Strom
proportional zur Leistung ist. Einstein zog daraus die folgenden Schliisse:
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43 4.1 Das Photon

o Licht transportiert Energie in Paketen, Photonen oder Quan-
ten (von Quantum) genannt. Die Grenzspannung —U,,., ist
ein Mass fiir dieses Energiequant: Eppoion = €U — macx.

o Leistung ist Energie pro Zeit. Also ist die Leistung und damit
auch die Intensitat ein Mass fiir die Anzahl der Photonen

(Energiequanten).

Kathode Anode

Kathode

Abbildung 4.4.: Oben: Energieschema des Fotoeffekts ohne angelegte Spannung,
Mitte: mit der Anode positiv gegen die Photokathode, unten mit
der “Anode” negativ gegen die “Photokathode®. Die Energieko-
ordinate muss man sich als vierte (ohne Zeit) oder fiinfte Koor-
dinate eines Punktes vorstellen.

Abbildung 4.4 zeigt, im Vorgriff auf die Vorlesung zur Physik der kondensierten
Materie, ein Banderschema des Fotoeffektes. Es ist bekannt, dass bei der Tempe-
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ratur 7" die thermische Energie sich nach Boltzmann wie exp (—E/(kgT')) verhélt.
Damit Also Elektronen bei Raumtemperatur im Metall bleiben, muss eine Ener-
giebarriere zum Verlassen des Festkorpers existieren. Die Hohe dieser Barriere wird
Austrittsarbeit ® genannt.

Elektronen, die das Metall verlassen, haben die kinetische Energie:

Egin = hv — ® (4.1.1)

Da die kinetische Energie der Elektronen im Metall nach Boltzmann bei einer end-
lichen Temperatur iiber einen Energiebereich verteilt, also ausgeschmiert, ist, ist
auch die kinetische Energie der Elektronen Fjy;, ausgeschmiert. Da die Emissions-
richtung der Elektronen um die Senkrechte zur Oberflache verteilt ist, wird die
Energieverteilung der Elektronennoch weiter verandert.

Versuch zur Vorlesung:
Interferenz am Doppelspalt: mit einzelnen Photonen (Versuchskarte AT-50)

Versuch zur Vorlesung:
Doppelspalt: Interferenz mit polarisiertem Licht (Versuchskarte AT-51)

Die Versuche mit dem Doppelspalt zeigen, dass die statistische Interpretation des
Energietransportes von Einstein korrekt war.

Wenn die Lichtintensitat niedrig ist, verhalt sich Licht wie ein Strom von Teil-
chen. Wenn die Auftreffwahrscheinlichkeit in Abhéngigkeit des Ortes tiber eine
langere Zeit aufsummiert wird, ergeben sich Interferenzmuster, wie sie von der
Wellentheorie vorausgesagt wird.

Photonen haben wie alle anderen Objekte mit Energie sowohl
einen Teilchencharakter wie auch einen Wellencharakter. Der
Wellencharakter gibt die Wahrscheinlichkeit, ein Objekt an ei-
nem bestimmten Ort zu einer bestimmten Zeit zu finden. Die
Energie pro Objekt ist quantisiert.

4.1.1. Masse und Impuls

Licht ist ein Strom von Energiepaketen mit einer Richtung und einer Geschwin-
digkeit, der (vom Medium abhéngigen) Lichtgeschwindigkeit. Aus der Mechanik
weiss man, dass eine Anderung der kinetischen Energie durch eine Kraft erreicht
wird. Genauso benétigt man eine Kraft zur Anderung der Richtung. Eine Kraft
ist, auch relativistisch, eine Anderung des Impulses pro Zeit.

Photonen sind Teilchen ohne Ruhemasse, aber mit einer kinetischen Energie

E =hv (4.1.2)
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45 4.1 Das Photon

Konsequenterweise haben Photonen dann auch einen Impuls. Um die Beziehung
zwischen dem Impuls des Lichtes und seiner Energie zu bestimmen verwenden wir
die relativistische Energie-Impuls-Beziehung

E = \/m3c* + ?p? (4.1.3)

Da im Vakuum die Geschwindigkeit des Lichtes die Vakuumlichtgeschwindigkeit
ist, gilt fir alle Photonen

h
mo =0 und P=x (4.1.4)
Aus Gleichung (4.1.3) und Gleichung (4.1.2) bekommt man

E  hv
pb=—
c

= 4.1.5
- (115)
Damit ist die Impulsénderung bei Absorption und Reflexion
Ap =2 =2 Dej Reflexion (4.1.6)
Ap = % = h—c” bei Absorption
Daraus ergibt sich bei der Reflexion der mechanische Druck

_AF Ap 2l
CAA T AtAA T cAANAt

p
Mit 7 = Anzahl Teilchen/Zeit bekommen wir

B 21 hv
T cAA

p
Die Intensitat ist auch

AP hvit

I=XA~ A2

Schliesslich erhalten wir

bei Reflexion (4.1.7)

bei Absorption

Abbildung 4.5 zeigt eine Apparatur zur Messung des Lichtdruckes auf mikrosko-
pische einseitig eingespannte Balken| ].
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LD3 (Heizung

vergrosserte Darstellung

Kraftmessbalken
Piezo . (Cantilever)
Takt-

generator —_—

S1

Invertierer -
ﬁ Vakuumpumpe
S3 [

Vakuumkammer
/82
x‘é Detektor (Quadrantendiode)
LD2
ﬁé’;ﬁﬂﬁg) & LD1 (Heizung)

Abbildung 4.5.: Aufbau einer Apparatur zum Messen des Lichtdrucks.

Das gleiche Ergebnis hatten wir auch erhalten, wenn wir die Volumenenergiedichte
des Lichtfeldes vor dem Spiegel oder vor dem Absorber berechnet hétten. Beim
Absorber fliesst nur ein Lichtstrom auf ihn zu, bei der Reflexion gibt es zwei
gegenlaufige Lichtstrome, also auch die doppelte Energiedichte. Konkret lautet die
klassische Rechnung aus der Elektrizitatslehre so:

Man beginnt mit dem Vektor des Energieflusses, dem Poyntingvektor .

1
S(rit)=E(rt) x H(rit) = —E(rt) x B(r)
Ho
Hier ist der Poyntingvektor gleich der Strahlungsstromdichte (3.1), also S = D.
Weiter ist die Intensitét gleich dem Betrag der Stralungssstromdichte, also I = | D|
Druck ist das Gleiche wie Energie pro Volumen oder Energiedichte. Wenn die
Energiedichte p sich mit einer Geschwindigkeit ¢ bewegt, ist der Poyntingvektor

S=D.

S=p-c
und damit der Druck oder die Energiedichte p auf eine senkrecht dazu stehende
Ebene

S 1
c ¢
Bei isotroper Strahlung ist die der Druck
1
Disotrop = §,0 (419)
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47 4.1 Das Photon

Die beiden folgenden Abbildungen zeigen Messungen mit der Apperatur aus Ab-
bildung 4.5.

Lichtdruck
60 ! ! ! ! ! ! ! ! !
50 [ j~LD1~,'Ij~_D0,~Phasé(p:frr' I S,
e 40 -
c
~
<C
(O] : : : : : : : : :
2 S
o3
E i i i i '.‘ i : i i i i
10 | O i e Rt e
~FLD1,LD2, Phase @="0"x
0 k= ~fa lw‘u‘ﬁ»w“_xsf , "‘r'lc‘[ ]
32480 32482 32484 32486 32488 32490 32492 32494 32496 32498 32500

v/Hz

Abbildung 4.6.: Messung der lichtinduzierten Kréfte. Die Amplitude ist maximal,
wenn die Impulsmodulation maximal ist.
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Bimetalleffekt

6 T T T
5 ~LD1,LD2; Phase =0+
E 4T 7
c
(0]
5 3 LD2 7
S ,
£
< 2 I~ » T
l R 7]
| LD1,LD2, Phase =1t
0

65300 65350 65400 65450 65500 65550 65600
v/Hz

Abbildung 4.7.: Kontrolle: Mit einer Metallbeschichtung ist die Amplitude ma-
ximal, wenn die thermische Modulation maximal ist. man be-
achte die Verschiebung zu kleineren Frequenzen bei sehr hohen
Amplituden.

Es wurden zwei gegenlaufige Laserstrahlen verwendet. Im Falle der Abbildung
4.6 wurden die Strahlen wechselseitig ein- und ausgeschaltet, so dass der Kraft-
wechsel maximal wurde und gleichzeitig der Energieeintrag iiber die Zeit konstant
war. Die gemessene Kurve ist eine Reonanzkurve als Funktion der Schaltfrequenz.
Die Resonanzkurve zeigt den ponderomechanischen Effekt des Lichtes sehr schon.
Zur Kontrolle wurde in der Abbildung 4.7 die beiden gegenldufigen Laserstrah-
len gleichzeitig ein- und ausgeschaltet. Damit ist die ponderomotorische Kraft des
Lichtes konstant null, aber der Energieeintrag wird maximal moduliert. Mit dieser
Messung kann gezeigtwerden, dass in Abbildung 4.6 wirklich mechanische Effekte
des Lichtes bestimmt wurden.

Schliesslich kann aus den obigen Messungen und Uberlegungen eine dynamische
Masse des Photons bestimmt werden. Aus

hv
p=mc=—
c
bekommen wir
hv h
- - 4.1.10
m c? Ac ( )

Beispiel: Mit A = 500nm ist mphoton = 4.4 - 1073%kg.
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49 4.1 Das Photon

4.1.1.1. Compton-Effekt

Beim Compton-Effekt wird Licht an einem Teilchen gestreut. Im Originalversuch
von Arthur Compton | | wurden Photonen an Elektronen gestreut.

hv/c

Elektron vor dem Stoss
als ruhend angenommen

Abbildung 4.8.: Impulserhaltung beim Compton-Effekt.

In Abbildung 4.8 ist die experimentelle Anordnung gezeigt. Der Winkel zwischen
der einfallenden Lichtwelle (oder, was dquivalent dazu ist, dem Impuls des ein-
fallenden Photons) und der gestreuten Welle sei 6. Die Masse des Elektrons sei
me. Bei jeder Kollision zwischen zwei Teilchen wird Energie ausgetauscht. Dabei
andert sich der Impuls des leichteren Teilchens, hier also des Photons, besonders
stark. Mit Gleichung (4.1.5) é&ndert sich also auch die Frequenz und damit die
Wellenlange und die Energie.

Aus der Impulserhaltung folgt im Falle einer kleinen Frequenzverschiebung ist
v =~ v'. Damit haben wir ein gleichschenkliges Dreieck mit der Mittelsenkrechten
hv und der halben Grundseite m.v’/2 ein rechtwinkliges Dreieck, wobei hv die
Hypothenuse ist. Dann haben wir

/
sin <6> hy _ mev (4.1.11)
2) c 2

Aus der Energieerhaltung folgt weiter

1
hv =hv' + Ejy, o= ho' + §mev’2 (4.1.12)
Mit
m2v'? 1 1
64 = EmeE,/ﬂ-n’e = 5Me (hv — hv/")
wird
) h2 2 2,12
sin’ <2> CQV = mzv =—m, (hv — hv/')
9 sin? 9 h _hV—hV/NhV—hV/ _l 1
S mec2  hu? hvv' Vv

Mit A = ¢/v ergibt sich fir die
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Compton-Streuung

r _%-2<@>_ . ~2<@>
N—A= mecsm 5 = (4.85 pm) - sin 5 (4.1.13)

und die

Compton-Wellenlinge

h
Ao = —— =243 pm (4.1.14)
m/ec

Abbildung 4.9 zeigt Messungen der Compton-Streuung bei unterschiedlichen Streu-
winkeln. Die horizontale Achse ist die Wellenlédnge.

Compton-Effekt
1 T T T T T T T T
.
S
S U= S I
i U i i i i
4 4t 4b° ; ; :
0.6 o R A =]
% " T s s s s
= b +* : : i i
= i o ; i s
ﬁ e : : : :
0.4 AL e S
Fo ¥ i | | |
T et T
o R
; ; ; ; ; L ;
: J N P + L + 1 350
++ : + i : r*f : " :++ L
I O T e 0 O TR S
70.8 70.9 71 711 712 713 714 715 716 717
NMpm

Abbildung 4.9.: Compton-Effekt bei vier Streuwinkeln

4.1.1.2. Mdossbauer-Effekt

Beim Mossbauer-Effekt | ] wurde die Emission und die Absorption von ~-
Quanten aus Kernen beobachtet. Gamma-Quanten sind hochenergetische Photo-
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51 4.1 Das Photon

nen. Durch die hohe Masse der Kerne und deren Einbindung in ein Kristallgitter
ist die Energie der y-Quanten sehr wohl definiert (d.h. die Streuung der Energie ist
minimal.). Das héngt auch damit zusammen, dass die Energieniveaus in Kernen
sehr scharf definiert sind.

<pK J h\"/%

Kern

Abbildung 4.10.: Impulserhaltung bei der Emission eines Gammaquants.

Bei der Emission eines y-Quants sind Energie und Impuls erhalten. Sei hv die
Energie eines y-Quants, wenn der Kern bei der Emission in Ruhe bleibt. Das
Emissions- und das Absorptionsspektrum missen tiberlappen (siehe Abbildung
4.1.1.2).

Abbildung 4.11.: Absorptions- oder Emissionspektrum fiir ein v-Quant.

Absorptions- oder Emissionspektrum fiir ein y-Quant. Nur wenn die Frequenz des
ankommenden vy-Quants im Bereich der Absorptionslinie liegt, kann das Quant
absorbiert werden.

Wegen der Impulserhaltung kann man schreiben:
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Y p=0 vor der Emission (4.1.15)
h /
Dk + Ty =0 nach der Emission

wobei pp der Impuls des Kernes sei. Mit m; der Masse des Kerns wird seine kine-
tische Energie

1 h2 '
Erin kern = 2 — 4.1.16
kin,K kapk O 2 ( )
Aus der Energieerhaltung folgt
hl/, = hv — Ek’in,Kern (4117)
h2 1/2

Erinkern = h(v — V') = hAv =
hin. K ( ) 2my, c2

Wenn man eine vernachléssigbar kleine Energieinderung des Photons (y-Quants)
annimmt (¢/ ~ v) macht man einen Fehler, der typischerweise kleiner als 1072 ist.
Wir erhalten:

hi?
Ay~ ——— 4.1.18
v 2my, ¢2 ( )
3
—>
57CO 571:;e

Quelle Absorber Detektor

Abbildung 4.12.: Experimenteller Aufbau der Mossbauer-Spektroskopie

Um den Riickstossimpuls des Kerns zu minimieren, erfand Mdossbauer den fol-
genden nobelpreiswiirdigen Trick: Die y-Quanten emittierenden Atome wurden in
einen Kristall eingebettet. Damit wird der Riickstossimpuls von den anderen Ato-
men im Gitter aufgenommen (Thema der Vorlesung Festkorperphysik). Die Linien-
breite der Linien wird dann so schmal, dass normale Detektoren sie nicht auflésen
konnen. Mossbauer verwendete dann eine dhnliche Versuchsanordnung wie in Ab-
bildung 4.12 gezeigt. Die Energie der Photonen ist nun so gut definiert, dass die
relativistische Frequenzverschiebung bei Geschwindigkeiten von mm/s ausreicht,
um die Absorption zu unterdriicken.
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Méssbauerspektrum von Fe
5200

J (| || M l | N ol 1
5000

agoo [ ARSI
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Anzahl Events
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Abbildung 4.13.: Mossbauerspektrum von 5"Fe , gemessen von Dr. M. Gongalves.

Abbildung 4.13 zeigt eine Messung eines Mossbauerspektrums von 5IFe . Die
beiden Kerne mit der gleichen Barionenzahl (Summe aus Neutronen und Protonen)
haben eine dhnliche Niveaustruktur. °”Co ist instabil, “Fe arbeitet als Absorber.
Durch den Einbau in einen Festkorper sind die Linienbreiten sehr klein. Deshalb
wird die Quelle (oder der Absorber) gegen den Absorber (oder der Quelle) bewegt.
Angezeigt ist die Geschwindigkeit der ®”Co -Quelle und die Anzahl der Ereignisse
nach einer sehr langen Messung (> 24 h). Die Geschwindigkeit ist linear, das
Spektrum mit sechs Linien (Zeemann-Aufspaltung) ist symmetrisch um v = 0.

4.2. Elektronen
Seit J.J. Thomson | | das Elektron entdeckt hatte, ist es eines der am ge-

nauesten untersuchten Elementarteilchen. Die Kennwerte des Elektrons werden
mit den folgenden Methoden bestimmt:

Ladung pro Masse ¢/m: durch Massenspektrometer (Methode aus der Elektrizi-
tatslehre)

Elektronenladung e: durch den Millikan-Versuch oder durch Elektrolyse

Elektronenradius r: durch Streuversuche

4.2.1. Ladung des Elektrons

Die Ladung eines Elektrons kann auf elektrochemischem Wege bestimmt werden:

Elektrolyse Man bestimmt die umgesetzte Molzahl und daraus mit der Gaskon-
stante R die Materiemenge. Durch Bestimmung der Gesamtladung iiber eine
Integration des Stromes erhélt man die Faraday-Zahl F' =¢e - Ny

Massenspektrometer In gekreuzten E- und B-Feldern bestimmt man e/m..
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4.2.1.1. Millikan-Versuch

Der Millikan-Versuch | : , ] ermoglicht eine direkte Bestimmung
von e. Millikans Schliisselidee war, iiber die viskose Reibung von kleinen Oltropf-
chen die Kraft eines elektrischen Feldes auf Ladungen zu bestimmen.

U

R gE=qu/d

mg

0

Abbildung 4.14.: Bestimmung der Elektronenladung nach Millikan| , ]

Der Versuch wird in einer Anordnung wie in Abbildung 4.14 durchgefiihrt.
Ein Oltrépfchen mit dem Durchmesser 2r und der Masse mp = 4{ porT
wird zwischen die Platten eines Kondensators (Abstand d) gebracht.
Auf dem Oltropfchen befindet sich die Ladung ¢. Unter dem Einfluss
der Gravitation Fg, des Auftriebs F4 in Luft (Dichte pr) und des elek-
trischen Feldes Fj; bewegt sich das Oltropfchen mit der konstanten
Geschwindigkeit v, gegeben durch die Stokesche Reibungskraft Fg .

Dabei treten die folgenden Krafte auf:

3

Stokes Gesetz fiir eine laminare Stromung sagt:
Fg=—6rnur (4.2.2)
Die elektrostatische Kraft Kraft ist:

U
Fp=qFE =qgrad U = qer (4.2.3)

Dann muss auch die Gravitation beriicksichtigt werden:

47
Fo=mrg= =P r3g (4.2.4)

Schliesslich haben die Tropfchen in Luft einen Auftrieb:

4
F,y= 3L g (4.2.5)
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55 4.2 Elektronen

Kombiniert man die obigen Gleichungen, erhalt man fiir den Zusammenhang von
Ladung und Geschwindigkeit

47 47

ngr:ig 5L g +qgrad U = —6rnvr (4.2.6)
Betragsmassig ergibt sich
AT U
?([)T—PL) r3g+qg = 6rnur (4.2.7)
und
U AT
qE =6rnur— 3 (pr — pL) ¢ (4.2.8)

Damit kann die Ladung tiber das elektrische Feld (oder die Spannung), die Dichten,
die Viskositét, die Fallstrecke und den Tropfchendurchmesser bestimmt werden

2 d
q=2mr (377@ —3 (pr — pr) 7’29> i (4.2.9)
Im Einzelnen lauft der Versuch wie folgt ab:
Freier Fall mit U =0 4
T
0=6rnuvr— 3 (pr — pL) g

2
O:3nv—§(pT—pL) r2g

NVFall
r=3,/——————— 4.2.10
2(pr —pL) 9 ( )
Schwebezustand (v = 0)
U A7
qE = —? (PT - PL) 7“39

47T< ) 5 d 47T( ) 9N VEa 2
= —— — T _— = — — —_ e — N
q 3 PT — PL QU 3 PT — PL 2(pr — p1) g gU

20rd [ pPuda
g=— V297 ( " Vrau ) (4.2.11)
U \lpr—pr) g
Gemessene Geschwindigkeit v
6rrd 2
q= WUT (nv — g pr=p1) T29> (4.2.12)
Millikan| ] erhielt als Wert fiir die Elektronenladung e = 1.592 - 107 C.

Versuch zur Vorlesung:
Millikan-Versuch: Ladung von Oltrépfchen (Versuchskarte AT-13)
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4.2.2. Grosse des Elektrons

Das Elektron mit seiner kleinen Masse ist eines der ausgepragtesten quantenme-
chanischen Objekte. Wenn man annimmt, dass die Selbstenergie des elektrischen
Feldes der relativistischen Ruheenergie des Elektrons entspricht, kann ein klassi-
scher Elektronenradius re gass = 2.8 * 1071 m bestimmt werden. Belloni | ]
zeigt, dass eine andere Uberlegung von Fermi auf einen etwa 12 mal grésseren
Elektronenradius fithrt. Neuere Experimente durch zum Beispiel Dehmelt | ]
haben jedoch gezeigt, dass der quantenmechanisch korrektere Radius des Elektrons
Teom < 1072% m sein muss. Genaueres ist nicht bekannt, es gibt keine abschlies-
sende Aussage tUber den Elektronenradius. Es kann gut sein, dass ein Elektron ein
mathematisches Punktteilchen ist, eine Divergenz im Raum.

Um den klassischen Elektronenradius zu berechnen, beginnen wir mit der Ladungs-
dichte p.; einer homogen geladenen Kugel mit dem Radius r

4
Qr) = pelr®

Wenn bei der gleichen Ladungsdichte eine Kugelschale mit der Dicke dr dazugefiigt
wird, tragt diese eine Ladung

dQ(r) = 4mpgridr

Die Ladung ) wirkt auf eine Probeladung d@ im Abstand r vom Zentrum von )
mit der Kraft

1 QdQ
 Awey 12

Hélt man nun @ und d@ fest und fithrt d@) vom Unendlichen auf die Distanz r, so
muss die folgende Energie zugefiihrt werden:

F(r)

QdQ |1 1 QdQ
_ 7d7a_

drteg J 12 dmeg 1
(o)

dE,x(r) = —/TF(r)dr =

Die gesamte Energie in der homogen geladenen Kugel ist

5

I’ 17 d 1 2 34 pgr? 4
Eportor = /dEpot _ /Q(T) Q(r) _ / 3 PelT AT porr g — mr
’ 5 47T€0 0 r 471'80 0 r 1550

Die Ladungsdichte kann mit
47

3
e=—pr
3 p
ersetzt werden, so dass wir fiir eine homogen geladene Kugel bekommen
3e?
ES€ S omogen ) = 4'2'13
st homogen (€:7) 20meor ( )

Diese Energie setzen wir der relativistischen Ruheenergie der Masse m. gleich.

B = mec? (4.2.14)
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57 4.2 Elektronen

Setzen wir Gleichung (4.2.13) und Gleichung (4.2.14) gleich und lésen nach r,
auf, erhalten wir

31 €2
54mey mec?

=17-107"m 4.2.15
( )

Te,class,homogen =

Andererseits kann man den klassischen Elektronenradius auch berechnen, wenn
man annimmt, dass die gesamte Ladung an der Oberfliche konzentriert sei. Dazu
betrachtet man das elektrische Feld einer Ladung e

1 e
47en 12

E(r) =

Die Energiedichte dieser Ladung ausserhalb ist

w(r):€20< 1 e>2 e?

47req 12 32m2eqrt

Der Energieinhalt des elektrischen Feldes ausserhalb in Kugelkoordinaten ist

Eraq = / /

m
Te 0

= 47T/w(r)'r2'dr

Te

— 4 / _“ .4
WT 3272¢eqr? "

Y

2
/w(r) - r?s5in(©) - dr - dO - do
0

(o.¢]
e? 1
= ") . d?‘
8meg ) T
Te
S e?
8meg Ty,  STWeEYTe

Durch Gleichsetzen mit Gleichung (4.2.14) erhalten wir

1 e?

S = 14 - 107 %5m (4.2.16)
TTEQMC

Te,class,Schale =

Wir haben also zwei leicht unterschiedliche Resultate fiir die homogene Ladung
und die Oberflaichenladung. Sie unterscheiden sich durch die Vorfaktoren 3/5 und
1/2. Deshalb, und weil es im cgs-System so schon aussieht definiert man

Der klassische Elektronenradius ist

62

=28 - 10 "m (4.2.17)

Te,class —

Ameqm,.c?
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4.3. Materiewellen

Wir haben gesehen, dass Licht sich bei gewissen Experimenten wie dem Fotoef-
fekt wie ein Teilchen verhélt. In diesem Abschnitt wollen wir uns nun fragen, ob
auch offensichtliche Teilchen wie das Elektron oder sogar Atome sich wie Wellen
verhalten.

Wir wissen, dass jedes Teilchen einen Impuls p hat. beim Photon fanden wir aus
der relativistischen Energie-Impuls-Beziehung in Gleichung (4.1.5)

_hv_h

P c A

Es lohnt sich, an diesem Punkt ebene Wellen zu betrachten. Ebene Wellen im
Raum haben eine Ausbreitungsrichtung gegeben durch ihren Wellenvektor k mit

k| = 27/ (4.3.1)

(A ist die Wellenlange). Sie haben eine Kreisfrequenz w = 27v (v ist die Frequenz.
Wellenvektor und Frequenz sind iiber ¢pegium = AV = w/k miteinander verkniipft.
Die momentane Amplitude einer ebenen Welle an einem beliebigen Raumpunkt r
zu einer beliebigen Zeit t ist

E(r,t) = Eqexp(—i(k - r —wt)) + c.c. (4.3.2)

+c.c. meint plus das gleiche, aber konjugiert komplex. Physikalisch messbare Gros-
sen sind immer reell.
Wir kénnen mit Gleichung (4.3.1) Gleichung (4.1.5) auch schreiben

h h
=—=—k=hk = p=rhk 4.3.3
P=1 =5 p (4.3.3)
Zusammen konnen wir also einem Teilchen mit einem Impuls p einen Wellenvektor
k zuschreiben. Man kann sich jetzt fragen, ob diese Analogie formal ist, oder ob
prinzipiell mit Teilchen die gleichen Interferenzexperimente wie mit Licht durch-

gefiihrt werden konnen.

4.3.1. Elektronenbeugung

Dies ist ein fakultativer Abschnitt

Versuch zur Vorlesung:
Elektronenbeugung: an einer polykristallinen Graphitschicht (Versuchskarte AT-
56)

Elektronenbeugung ist eine in der Oberflichenphysik| | iibliche Methode zur
Untersuchung von Probenoberflichen mit periodisch angeordneten Atomen. In den
nachsten beiden Abschnitten werden die Beugung niederenergetischer Elektronen
sowie die Beugung von Elektronen mit mittlerer Energie besprochen.
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4.3.1.1. Reziprokes Gitter

Periodische Anordnungen von Atomen werden Netze genannt, die von zwei Git-
tervektoren a; und ay aufgespannt werden. Oberflichennetze sind translationsin-
variant. Es gilt also

f(r+T)=f(r) (4.3.4)

mit T = va; + way wobei (v,w) € Z. f(r) ist die funktionale Darstellung einer
beliebigen (auch vektoriellen) Eigenschaft der Oberfliche. Da die Oberflache peri-
odisch translationsinvariant ist, ergibt die Entwicklung von f () in eine Fourier-
Reihe

fr) =3 fae’®" (4.3.5)
G

Die Summe in Gleichung (4.3.5) geht tiber alle reziproken Gittervektoren. Dabei
ist

wobei (h, k) € Z. Ay und A; sind die erzeugenden Vektoren diese primitiven Netzes
im reziproken Raum, das heisst im Raum der Raumfrequenzen.

Zwischen dem Netz im realen Raum aufgespannt durch a; und a, und dem Netz
im reziproken Raum aufgespannt durch A; und A muss die Beziehung

G -T=2tn n € Z fur beliebige G, T (4.3.7)

gelten. Aus den Beziehungen (4.3.4) bis (4.3.7) folgt:

Al'al = 27

Al cap = 0
A1 Ay =
A2 C Ay = 2 (438)

Diese Bedingungen sind erfiillt wenn A; und A, wie folgt konstruiert werden:

as Xn
A =21———— 4.3.9
! 7Tal (as x n) ( )
und
Ay = op X4 (4.3.10)
a; (as x n)

Dabei ist n ein beliebiger Vektor senkrecht zum Oberflachennetz. Abbildung 4.15
zeigt an einem Beispiel die Beziehung zwischen den Oberflichennetzen des realen
und des reziproken Raumes.
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reales Gitter reziprokes Gitter
~|_ /] ]/
N f) ]/
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Abbildung 4.15.: Reales Gitter (links) und reziprokes Gitter (rechts).

4.3.1.2. Streuung (Beugung) an Oberflachen

Quelle

\ Ebene Welle

Detektor

,? Ebene Welle

Eintreffende ebene Welle: Streuzentren

Gestreute ebene Welle:
Abstand der Streuzentren:

k
]_C./

Abbildung 4.16.: Skizze zur Streuung an Oberflichenatomen

Abbildung 4.16 zeigt die Geometrie der Streuung. Die einfallende ebene Welle wird
mit ihrem Wellenvektor k und die gestreute ebene Welle mit ihrem Wellenvektor
k' bezeichnet. Der Abstand der Streuzentren sei 7.

Die Wegdifferenzen der Wellenziige zwischen zwei benachbarten Streuzentren sind

r -k T k
| K| K|
r k'

K|

Aus dem Wegunterschied berechnet man die Phasendifferenzen fiir die beiden Wege

d = |r| - cos(r,k)=|r| -

dy = |r| - cos(r k') = (4.3.11)

6 = |kl di=rk
¢ = K| do=1 K (4.3.12)
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Die endgiiltige Phasendifferenz ist

Ap=¢p—¢ =7 - k—r kK =-Ak-r (4.3.13)

mit Ak = k' — k. Fir die gestreuten Amplituden am i-ten Atom gilt ¢/ =
weiAki . ’I‘_

Fir die Betrage der Wellenvektoren haben wir

_27T

A

Hier ist p der Impuls und mit Gleichung (4.3.1
die de Broglie-Wellenlinge A genannt wird.
Fiir die Streuamplitude eines Netzes mit monoatomarer Basis (also beschreibbar
als eine periodische Anordnung von Dirac-d-Impulsen, erhéalt man:

S

k - (4.3.14)

\_/Dn

A die Wellenlénge, die fiir Teilchen

Y= AT (4.3.15)
T

mit T'=wv - a; + w - ay. Fiir eine mehratomige Basis erhalt man:

. (;eiAk'T> . (ZJ: fjemk'm) (4.3.16)

f; ist der Streufaktor des j-ten Streuzentrums und r; ist die Position dieses Streu-
zentrums in der Einheitszelle. Der erste Faktor in der Gleichung (4.3.16) héngt
nur vom Oberflichennetz ab und nicht von der Struktur der Einheitszelle. Dieser
Faktor wird Gittersumme

Gap = e kT (4.3.17)
T

genannt. Der zweite Faktor in Gleichung (4.3.16) ist die geometrische Strukturam-
plitude

Gar =Y fieF (4.3.18)
J
Da T in der Oberflache liegt, ist

Ak T =(Aky+Aky) T =AMk - T (4.3.19)

Also ist die Laue-Bedingung

AkH ta; = 2mh

AkH Ay = 2k (4320)
Bei elastischer Streuung gilt

E=F =k =k2 oder |k|=|K| (4.3.21)
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Abbildung 4.17.: Ewald-Konstruktion fiir Oberflaichennetze. Rechts wird ein
Schnitt dargestellt.

Aus dieser Bedingung kann man die in der Abbildung gezeigte Ewald-Konstruktion
fir Oberflachennetze ableiten.

4.3.1.3. LEED (Low Energy Electron Diffraction)

Dies ist ein fakultativer Abschnitt

LEED] ] ist die am haufigsten angewandte Methode zur strukturellen Un-
tersuchung periodischer Kristalloberflichen. Die Elektronen werden mit einer be-
stimmten, moglichst monochromatischen Energie aus einer wohldefinierten Rich-
tung auf die Probe gesandt. Thre de Broglie-Wellenldnge muss von der gleichen
Grossenordnung wie die Gitterperiode an der Kristalloberfliche sein. Wenn man
eine Periodizitat von 0.1 nm annimmt, so ergibt sich

0.lnm=M\= (4.3.22)
2mkE
Daraus folgt fiir die Energie
h2 (6.6 - 10734)
E= = ~ 100eV 4.3.23
2mA2 291103 - 102 ‘ (4.3.23)
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Abbildung 4.18.: Aufbau eines LEED-Experimentes. Links ist die Elektronenka-

none gezeigt. Rechts ist der schematische Aufbau des LEED-
Schirms gezeigt.

EV Energieverlauf

Abbildung 4.19.: Energieverlauf im LEED-Detektor. Rechts ist der Zwischenraum
zwischen der Probe und dem Detektor.

Die obere Abbildung zeigt den Aufbau eines LEED. Die Elektronen stammen in
der Regel aus einer thermischen Kathode. Nach der Beschleunigungsphase bewe-
gen sich die Elektronen in einem feldfreien Raum bis zur Probe. Die riickgestreu-
ten Elektronen ndhern sich dem mit einer phosphoreszierenden Substanz belegten
kugelkalottenformigen Schirm in einem feldfreien Raum. Der Energieverlauf im
LEED-Detektor ist schliesslich in der unteren Abbildung gezeigt.

Die Energieunschéarfe bei der Emission muss mit der thermischen Energie bei
Raumtemperatur verglichen werden. Diese ist AF ~ kT =~ ﬁeV. Die Glithemissi-
on bei T'= 2000K ist mit einer Energieunscharfe von AE ~ 0.2eV behaftet und
damit etwa acht mal grosser als k7T bei Raumtemperatur. Die Energieunschéarfe
der Feldemission bei 7' = 300K ist schliesslich gleich der thermischen Energie kT,
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also AE ~ 0.025eV.

A[1010 m]
A

5 50 500  Energie[eV]

Abbildung 4.20.: Eindringtiefe der Elektronen als Funktion der Energie

Die Abbildung zeigt die Eindringtiefe der Elektronen als Funktion ihrer kinetischen
Energie. Die Eindringtiefe ist fiir Elektronen mit einer Energie von etwa 100eV
minimal. Bei hoheren Energien, wie sie zum Beispiel bei der Elektronenmikroskopie
vorkommen ist die Eindringtiefe grosser. Sie nimmt iiber etwa 500e}” monoton mit
der kinetischen Energie der Elektronen zu.

Fir LEED verwendet man Elektronen mit einer kinetischen Energie von 20 —
500eV. Die Eindringtiefe der Elektronen ist entsprechend kleiner als einen Nano-
meter.

Koo
ka }Q’/_“ M\O K20
k30 Zr\ //vkao
™~ L
ko
I~ y |

Abbildung 4.21.: Ewaldkonstruktion fir LEED

Das durch die Wechselwirkung der langsamen Elektronen mit der Probe entste-
hende Beugungsbild kann mit Hilfe der Fwald-Konstruktion wie in der Abbildung
gezeigt interpretiert werden.

Zwischen der periodischen Struktur der Probenoberfliche oder einer eventuell vor-
handenen Uberstruktur und der Uberstruktur im reziproken Raum besteht folgen-
der Zusammenhang:
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reeller Raum b= S - a (4.3.24)
reziproker Raum B = (ST)i1 A=S." A
A= (") -B (4.3.25)

Hier ist (siehe Physikalische Elektronik und Messtechnik) S die die Struktur der
Oberflache charakterisierende Matrix. Nach der Gleichung (4.3.25) kennt man mit
Sre. auch S.

Damit Beugungseffekte in der Abbildung mit Elektronen beobachtet werden kon-
nen, muss die Kohérenzlange der Elektronen grosser als die maximal moglichen
Wegunterschiede sein. Wie bei Licht miissen zwei Arten von Kohérenz unterschie-
den werden.

Zeitliche Koharenz ist gegeben durch die Energieunschérfe.

Raumliche Koharenz ist gegeben durch die Ausdehnung der Elektronenquelle
(dominant)

A

Abbildung 4.22.: Beugungsmuster und Definitionen zur Transferweite

Mit der Transferweite ¢ (Definition in der oben stehenden Abbildung) bezeichnet
man die Breite des Elektronenstrahls, die bei perfekter Quelle und perfekter Ab-
bildung die gleiche Breite der Leuchtflichen bewirkt wie der Elektronenstrahl im
realen LEED. Sie ist gegeben durch

PR T

=a%xg (4.3.26)

Damit wird ¢ ~ 10nm. Da Elektronen eine sehr kleine Koharenzldange haben und
da sie als Fermionen nicht im gleichen Quantenzustand sein konnen' kann jedes
Elektron nur mit sich selber interferieren.

!Das bedeutet fiir freie Elektronen, dass sich keine zwei Elektronen am gleichen Ort aufhalten
kénnen.
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10

Abbildung 4.23.: Schematische Skizze eines LEED-Bildes von Cu(110) (gezeich-
net nach | ]). Dies ist eine FCC-Struktur. Die Messung
wurde bei 36 eV aufgenommen.

Abbildung 4.24.: Schematische Skizze eines LEED-Bildes von Ni (111) bei einer
Primérenergie von 205 ¢V (gezeichnet nach | ).
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Si(111)(¥19x+/19)

Abbildung 4.25.: Skizze eines LEED-Bildes von Si(111) /19 x /19 (gezeichnet
nach | ).

4.3.2. Rutherford-Streuung

Blende

Folie

Quelle

Abbildung 4.26.: Anordnung fiir die Rutherford-Streuung.

Bei der Rutherford-Streuung nach Abbildung 4.26 wird eine Quelle von a-Teilchen
durch eine Lochblende auf eine Probe gesendet. Die Lochblende kollimiert den
Strahl und verringert den Raumwinkel der Quelle. Die Probe wird in der Physik
oft auch mit dem Wort Target bezeichnet. Die Fluchtlinie zur Quelle (gegeben
durch die Quelle und die Blende) ist die z-Achse. Die gestreuten Teilchen bewegen
sich im Winkel 6 auf den Detektor zu. Bei ungeordneten Targets wie Gasen oder
polykristallinen Materialien hangt der Streuwinkel # nicht vom Azimut ab.

Rutherford konnte aus der Analyse seiner Streudaten schliessen, dass fast die ganze
Masse eines Atoms in einem sehr kleinen, positiv geladenen Kern konzentriert ist
und dass die negativ geladene sehr leichte Hiille die Grosse der Atome ausmacht.

©2005-2015 Ulm University, Othmar Marti, [@)Br-sa | 67



Teilchen und Wellen 68

Bei Stossen ist die Wechselwirkung abhéangig vom Massenverhéltnis der Stosspart-
ner. Die schweren a-Teilchen werden durch die Elektronen kaum gestort, so wie
ein Vogel bei einer Kollision mit einem Auto den Weg des Autos kaum beeinflusst.
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Abbildung 4.27.: Skizze zur Berechnung der Rutherford-Streuung.

Zur Berechnung der Rutherford-Streuung verwenden wir ein Koordinatensystem
wie in der Abbildung 4.27. Das a-Teilchen kommt aus r¢ = (0,0, —00) mit
der Ursprungsgeschwindigkeit vy = (0,0,v9). Nach der Streuung bewegt sich
das a-Teilchen nach rz = lim (—asin (0),0,acos (0)) mit der Geschwindigkeit
v, = (—vpsin (#),0,vgcos (0)). Zwischen dem Kern und dem a-Teilchen wirkt
eine Zentralkraft, die Coulombkraft

1 27
cr (4.3.27)

dey 12 1

F(r)

Die Kraft F' kann in zwei Komponenten entlang der x-Achse und der z-Achse
aufgespalten werden.

. 1 2Ze% .
F, = —|F|sin(¢) = e 12 sin ()
1 2Ze?
F, = —|F|cos(¢) = R cos (¢) (4.3.28)

Die Coulomb-Kraft F'ist eine Zentralkraft. Deshalb ist der Drehimpuls L beziiglich
des Koordinatenursprungs erhalten. Als Zentralkraft ist die Coulomb-Kraft auch
eine konservative Kraft. Das heisst dass |vg| = |vz] ist, da im Unendlichen die
Coulombkraft verschwindet.

Der Anfangsdrehimpuls sowie der Drehimpuls an einem beliebigen Ort

r =71 (—sin(¢),0,—cos(¢))
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sind
—b 0 0
Ls=1lm | 0 | x 0 = | Mugb
A Muyg 0
—rsin() o (" sin(¢)
L(¢) = 0 X M— 0
—rcos(¢) o\ cos(¢)
—rsin() —rcos(¢) 0
- 0 x 0 M2 a2 |22 (1300
—rcos(¢) rsin(¢) ot 0 ot
Also
Mugb = MTQ(fo = (fo = 2;025 (4.3.30)

Weiter miissen wir die Newtonsche Bewegungsgleichung l6sen. Die Newtonsche
Bewegungsgleichung in die z-Richtung hat den Vorteil, dass die Anfangsbedingung
vz 0 = 0 ist. Unter Verwendung von Gleichung (4.3.30) bekommen wir

O Rt = () = i) % (@as)

si
4mequgb
Diese Gleichung kann direkt integriert werden

M

dmey 12

t 'Uz(t) t
ov 27 ¢? 0o
M xdt:M/de:— in (¢) 22 at
Zo ot 0 v 471'601)0[)700 St (¢) ot
(1)
272 o~ o~

— i d 4.3.32
et | sin (¢>) b (4.3.32)

Der Endwinkel ist ¢ = m — 6. Die Endgeschwindigkeit ist v, z = —vgsin(¢yz) =
—vpsin(f). Also lautet Gleichung (4.3.32)

—vp sin(0)

M / dt, = — Mugsin(6)

o

272

4mequob

T—0
27 e? N
4mequob / - ((b) ¢

(14cos(f))  (4.3.33)

Unter Verwendung von 1+ cos(#) = sin(#) cot(6/2) erhalten wir

27¢e? 0
Muvy = t| = 4.3.34
v 4Amequgb «© (2) (43.34)

Der Stossparameter b hangt vom Streuwinkel 6 ab

Ze? 0
b=——-cot|= 4.3.35
2meq Muv} «© (2) ( )
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Wenn man annimmt, dass im kreisférmigen Intervall zwischen b und b + db eine
gewisse Anzahl Teilchen eingestrahlt werden, dann treffen diese im Winkelsegment
zwischen 6 und 6 + df auftreffen. Also benotigen wir auch

72 1

b= 4meg Mg gin? (g)

df (4.3.36)

das Problem ist zylindersymmetrisch beztiglicher der z-Achse. Zwischen b und b+db
ist die Flache

dAprom = 27bdb (4.3.37)

Das Target ist in der Regel eine Folie mit der Dicke Dg;., der bestrahlten Fléache
Arolie und der Zahlendichte der Atome N. Insgesamt streuen Nyesamt = Drotie ArotielN -
Die gesamte Fliche, die zur Streuung in den Bereich dff um 6 beitragt, ist

dAgesamt = NgesamtdAAtom = QWNDFOZ’L'EAFOliebdb (4338)
Wenn nun n a-Teilchen eintreffen, dann werden

dA esam
dn' = n—2<" — 950N D poyiebdb (4.3.39)

AFolie

Teilchen gestreut.

An der Detektorflache berechnen wir den bestrahlten Raumwinkel
) (0 0
dQgesamt = 27 sin(f)dh = 4r sin 5 COS 5 do (4.3.40)

Der Detektor misst nur einen kleinen Raumwinkelbereich d2, da er in der Regel
nur schmal ist. In den Detektor werden dann

o dQ
dn = dn m (4341)
Alles zusammengefiigt erhélt man
die Streuformel von Rutherford
dn(8, dS2 Z%e*Dpoiie N
O e d) (4.3.42)
n (47e0)>M>ug sin’ (§)
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Rutherford-Streuung
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Abbildung 4.28.: Schematischer Verlauf der Streuamplitude der Rutherford-
Streuunyg.

Abbildung 4.28 zeigt die mit der Gleichung (4.3.42) berechnete Streukurve.

4.3.3. Selbstinterferenz von Atomen

Atominterferenz nach Carnal und Mlynek

300 . . . T
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Q :
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>
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=
© ; ; :
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0 1 1 1 1
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Position/um
Abbildung 4.29.: Zweistrahlinterferenz von Atomen (gezeichnet nach | D).
Die Experimente von Carnal und Mlynek | | im Jahre 1991 haben gezeigt, dass

auch kompliziertere Objekte wie Atome Interferenzerscheinungen zeigen. Neuerere
Experimente haben gezeigt, dass auch mehratomige Molekiile wie ein Wellenpaket
interferieren. Ausser dass die Wellenldnge enorm klein ist, gibt es nichts was den
Wellencharakter eines Fussballs verbieten wiirde.
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5. Quantentheorie

Wir sahen, dass Licht sich unter gewissen Umstdnden wie ein Teilchenstrom ver-
halt. Wir stellten fest, dass Elektronen und Atome sich wie Wellen verhalten.
Die Quantenphysik stellt nun die Hypothese auf, dass dies immer gilt. Weiter
wird vermutet, dass Impulse und Energien in vielen Systemen nur diskrete Werte
annehmen koénnen. Im Folgenden wollen wir mit beschranktem mathematischem
Aufwand Gesetze und Regeln finden, die aus diesen Annahmen folgen.

5.1. Hilbert-Raume

Zu Beginn folgen einige mathematische Definitionen, die fiir die korrekte Formu-
lierung der Gesetze und Regeln notwendig sind. Der mathematische Formalismus
beruht auf Hilbert-Raumen. Ein Hilbert- Raum wird wie folgt definiert:

‘H ist ein linearer Vektorraum iiber dem Raum der komplexen Zahlen C mit der
Eigenschaften:

o Wir betrachten zwei Funktionen f und g. Wenn f € ‘H und g € H, dann ist
auch (f+g) e H

o Es gibt ein Nullelement 0, so dass (f +0) = f gilt.
o Es gibt zu f ein symmetrisches Element —f so dass [f + (—f)] =0

o Das skalare Produkt zweier Elemente f € H und g € H ist als Abbildung
HXxH—=C: (f,9)=f" 9= f(u)g(u)du definiert.

Die Norm einer beliebigen Funktion f € H ist definiert als || f| = (f - f)"/?
Weil H ein linearer Vektorraum ist, es gelten die folgenden Eigenschaften:

s frntgp)=f an+f g

« £ Ag=A(f - g), mit A € C konstant
« [ /=20

e f f=0=f=0

g f=(f"9)

Ein Vektorraum ist vollstindig, wenn es fir jedes f eine Reihe f1, fo, f3, ... fu — f
gibt, so dass lim,, || fn — f|l = 0 gilt.

Wenn fiir das Skalarprodukt von f € H und g € H f - g = 0 gilt, dann sind f
und g orthogonal.
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5.1.1. Lineare Operatoren

Wenn fiir einen linearen Operator A und eine Funktion f € H die Gleichung
Af =af gilt, dann f ist Eigenfunktion von A. a ist der entsprechende FEigenwert
von A.

5.1.2. Hermitesche Operatoren

Hermitesche Operatoren sind Operatoren, fiir die die folgende Gleichung gilt
A(f - g)=f" - Avg (5.1.1)

Zum Beispiel sind die Operatoren p, = (%/i)(0/8z) und E = i(d/0t) hermitesch.
Die Eigenfunktionen eines hermiteschen Operators sind orthogonal und die dazu-
gehorigen Eigenwerte sind reell.

5.2. Herleitung der Schrodingergleichung

Wir haben gesehen, dass Materieteilchen bei gewissen Experimenten Interferen-
zerscheinungen zeigen. Wir brauchen also eine konsistente Beschreibung von Ma-
terieteilchen als Wellen. Die Schrédingergleichung ist eine Gleichung fiir eine Wel-
lenfunktion ¢ (7, t). Wir werden sehen, dass ¢ (7, t) nicht direkt beobachtet werden
kann.

5.2.1. Erste Moglichkeit der Herleitung der
Schrodingergleichung

Wir leiten die eindimensionale Schrodingergleichung in den Koordinaten (x,t) € R
her, indem wir den Ansatz ¢(z) = Aexp [i(kx — wt)] verwenden. Wir erinnern uns
an die de Broglie-Beziehung p = h/\ = hk aus Gleichung (4.3.1) . Die erste und
die zweite Ortliche Ableitung unseres Ansatzes sind

0 . . .
%w = tkAexp [i(kr — wt)] = iky (5.2.1)

und
82
da?
Unser Ansatz ¢(z,t) = Aexp [i(kx — wt)], mit k = 27/X und w = 27y, ist auch
eine Losung der Wellengleichung

= (ik)*Aexp [i(kx — wt)] = —k* (5.2.2)

2 1 2
wobei, ¢ = \v = w/k die Ausbreitungsgeschwindigkeit ist. Gleichzeitig ist
82
@w(x,t) = —k*Y(z,t) (5.2.4)
und
0? 9
£ (x,t) = —w(x,t) (5.2.5)

74 ©2005-2015 Ulm University, Othmar Marti, [@)evsa |
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Nach Planck setzen wir fiir die Energie £ = hw an. Das Teilchen habe den de
Broglie-Impuls p = hik. Wir verwenden die relativistische Energie-Impulsbeziehung
und entwickeln in eine Reihe.

B =m(v)c® =ymc® = ym2ct + p2c® = mc® + p*/2m + . .. (5.2.6)

wobei v =1/ /1 — v?/c? ist.
fiir nichtrelativistische Geschwindigkeiten v < ¢ konnen relativistische Effekte
vernachlassigt werden. Dann ist die kinetische Energie

FEyin = p*/2m (5.2.7)

mit p = mw. Andererseits kann die kinetische Energie T" auch geschrieben werden
als T = F —V = (h*k?*)/(2m) mit k* = 2m(E — V) /h?. Wir erhalten also

n? 02
—5- @w + Vi = Ey (5.2.8)

Dieser Weg zur Herleitung der Schrodingergleichung ist Schrodingers originaler
Weg zur Beschreibung von Materiewellen.

5.2.2. Zweite Maoglichkeit der Herleitung der
Schrédingergleichung

Die Schrédingergleichung kann auch mit einer zweiten Methode hergeleitet wer-
den. Das Hamiltonsche Extremalprinzip fordert, dass die Wirkung eines Systems
beschrieben durch die Lagrangefunktion L(q,q,t) extremal ist, das heisst

58 = 5/£(q, g,1)dt =0 (5.2.9)

Die Hamiltonfunktion ist definiert als die Summe der kinetischen und der potenti-
ellen Energie

H=T+V (5.2.10)

V soll hier nur eine Funktion von x sein. Die kinetische Energie ist T' = p*/(2m),
wobei p der Impuls eines punktformigen Teilchens mit der Masse m ist. Wir wissen
nach Planck, dass die Energie einer Welle E/' = hw ist. Der Impuls kann gleichzeitig
auch als p = hk geschrieben werden. Wenn sich ein Teilchen mit der Masse m
bewegt, kann ihm eine de Broglie-Wellenlénge Aqg = h/p zugeschrieben werden.
Damit konnen wir die obigen Gleichungen wie folgt umformen

ho
——1 = hky = 2.11
L = il = py (52.11)
oder 2 g g2
W =—" =T 2.12
2m Oz? 2m v 4 (5 )
Wir definieren den Impulsoperator
0 0
Py =h— = —th— 2.1
Pa hiax Zh@x (5:2.13)
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und den Operator der kinetischen Energie

- 02
T,=—— 5.2.14
2m Oz? ( )
Wir wollen nun noch die Zeitabhangigkeit bestimmen. Die erste zeitliche Ableitung
von 1 ist

0
aqf = —iwAexpli(kr — wt)] = —iwy (5.2.15)
Den Operator der Gesamtenergie E definieren wir andererseits so
- 0
E=ih— 5.2.16
iho, ( )

Wenn V zeitunabhéngig ist, konnen wir den Operator fiir die Hamiltonfunktion
definieren

H=T+V=—- "4V (5.2.17)

wenn V =V ist.

Wenn wir die Gesamtenergie gleich der Hamiltonfunktion setzen, also E=T+V=
ﬂ, bekommen wir die Schrodingergleichung als Analogon zur klassischen Hamilton-
Funktion H = T + V. Operatoren missen immer auf etwas wirken, hier auf die

Wellenfunktion ).

" 9?

. N .0

Wir haben in dieser Herleitung angenommen, dass die potentielle Energie zeitlich
konstant ist. Dann hat der Hamiltonoperator Eigenwerte, das heisst

Hy = By (5.2.19)

Dies ist die stationére, zeitunabhangige Schrédingergleichung. Die Losungen der
Gleichungen sind dann harmonische Wellen

Y(x,t) = Aexp [i(kr — wt)] = Aexp (ikz) exp (—iwt)

5.2.3. Wabhrscheinlichkeitsinterpretation

Die Losung der Schrodingergleichung, die Wellenfunktion ¢ (x, t) kann nicht direkt
beobachtet werden. Nach der Kopenhagener Interpretation ist das Skalarprodukt

v (r,t) - Y(r,t)dr = p(r,t)dr = p(r,t)dedydz (5.2.20)

gleich der Wahrscheinlichkeit, das System beschrieben durch ¢ (r,t) zur Zeit ¢ am
Ort r im Volumen dr = dxdydz zu finden.

Zum Beispiel hat ein Teilchen in einem unendlich hohen Potentialkasten die Wel-
lenfunktion

o(x) = \;ﬁlexp (27”1’) - Liexp <—27ri$> = ui%) - ui%) (5.2.21)
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Die Wahrscheinlichkeit, ein Teilchen mit der Teilwellenfunktion w; oder us im
Potentialkasten zu finden ist

pluie) = / i qurpde =1 (5.2.22)
0

Mit einer Wahrscheinlichkeit von 1/2 misst man Teilchen die nach links oder rechts
laufen. Dies heisst, dass der Vorfaktor von u; und uy 1/ v/2 ist. Man kann nach-
rechnen, dass auch

1 1 1 o -
= 5p(ul) + §p<u2) . a 0/ (627rza:/a€2ma:/a + 6727sz/a672mx/a> dx

= op(u) + spluw) (5.22)

Wenn wir nun den Erwartungswert eines Operators f berechnen wollen, miissen
wir den gewichteten Mittelwert ausrechnen. Fiir tibliche Funktionen f(z) mit der
Gewichtsfunktion g(z) (g(x) nicht identisch null) ist dies

_ [ f@)g(x)da

V)= e

(5.2.24)

In unserem Falle ist die Gewichtsfunktion g(x) = p(z) = ¥*(x) - ¥(z), der Wahr-
scheinlichkeitsdichte. Da die Wahrscheinlichkeitsdichten normiert sind, ist [ g(z)dz =
JY*pdr = 1. Wir erhalten fiir den Erwartungswert der Funktion f

() =@y = [ fp@)de = [ for@)e)ds (5:2.25)
Wenn f ein Operator ist, muss der Erwartungswert

(B = it = [ v @@ (5.2.26)
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Quantentheorie 78

Grosse Erwartungswert
Ort x ()= ] «lo*de = f Yrapde = (| x 1)
Potential V (V) = fO;/W}\ dz = J" P Vipde = (| V )
Tmpuls p, @a—wa%MM—fmeM—u|>
Energie Eyin | (Egin) = f v (— - A) pda = f VU Brinthde = (] Bin |¥)

Tabelle 5.1.: Erwartungswerte fiir normierte Wellenfunktlonen .

Tabelle 5.1 gibt einige Erwartungswerte an. Verwenden Sie die Tabelle als Anlei-
tung, wie Erwartungwerte berechnet werden sollen. Zur Schreibweise

Wla,y,2) = ) U (2, 2) = (U]
(y)rw (" 2") = v* = (r]
() = (1B |)

5.3. Eigenfunktionen und Eigenwerte der
Schrodingergleichung

Die Eigenwerte des Hamiltonoperators sind die Energieeigenwerte des betrachteten
Systems. In den néchsten Abschnitten sollen die Energieeigenwerte der Schridin-
gergleichung fiir verschiedenen Potentialfunktionen berechnet werden.

5.3.1. Stationdre Zustande

Wenn der Zustand eines Systems 1 eine ortsabhéngige Linearkombination zweier
Eigenfunktionen ¢, = a;(z) exp(—iwit) und 1y = as(x) exp(—iwst) ist, gilt

Y=y + Py = ar(@)e ™ + ag(x)e ! (5.3.1)

Wenn Zustande 1, und 1, sich zeitlich nicht &ndern, dann nennt man sie stationér
und die Wahrscheinlichkeitsdichten p; = ¥1™ - ¢, und ps = 9™ - 19 haben zeitlich
sich nicht &ndernde Werte. Im Dialekt der Quantenphysiker nennt man das scharfe
Werte. Die entsprechenden Eigenwerte sind zeitunabhéngig.

Obwohl die Funktionen 17 und 1), stationdre Zustédnde sein sollen, also zeitlich
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79 5.3 Eigenfunktionen und Eigenwerte der Schrodingergleichung

unveranderlich, ist die Summe v nicht stationar. Die kurze Rechnung

v* o = (a1(x)e_i”1t + az(m)e‘mt)* (al(a:)e_i““t + ag(x)e_mt)

— (aj‘(x)eiwlt + a;‘(:n)emt) (al(x)e_i“’lt + ag(x)e_iwzt)

—iwit twat

—iwat + ala;SG e

w1t

= ajay + asay + ajaze’'e

= aja; + ajag + ajage™ et + (a’{QQewlte_W?t) (5.3.2)

Die Wahrscheinlichkeitsdichte ¢ *) ist also zeitlich nicht konstant, das heisst nicht
stationér. Es gibt keinen zeitlich konstanten Energieeigenwert zu dieser Funktion.

Wenn ein Eigenzustand des Operators A = iad/0t sich mit der
Zeit nicht andert, dann wird er stationdr genannt.

5.3.2. Kanonische konjugierte Variablen

Der Hamiltonformalismus der klassischen Mechanik eines Systems mit der Lagran-
gefunktion £ beschreibt die mechanischen Bewegungsgleichungen mit verallgemei-
nerten Ortskoordinaten ¢; und verallgemeinerten Impulskoordinaten p; = 0L/0q;.
Die Variablen ¢; und p; werden iiblicherweise kanonische konjugierte Variablen

genannt.
In Quantenmechanik gibt es ein analoges Konzept zu kanonisch konjugierten Va-
riablen, die kanonisch konjugierten Operatoren. Dies sind

e Ort X und Impuls p,
o Winkel QAS und Drehimpuls L

e Zeit t und Energie E (Die Zeit t ist in der Quantenmechanik eine klassische
Variable, kein Operator.

Die Definitionen der Operatoren sind

X=z
L _ho
Pz = 1 0%
t=xt+yjg+zk
h
p=-V
)
¢:
I::Efxv
)
A 0
E=1ih— 5.3.3

wobei 2, 7 und k die Einheitsvektoren sind, die das Koordinatensystem aufspannen.
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5.3.3. Vertauschungsrelationen

Analog zur Poissonklammer der klassischen Mechanik gibt es in der Quantenme-
chanik Kommutatoren.

Die mathematische Operation
{A, B} — AB - BA

heisst Kommutator.

So wie die Operatoren in der Quantenmechanik definiert sind, gelten die folgenden
Vertauschungsrelationen:

Ort und Impuls

X, D2 ¥ = (XDs — DuX) Y = ih0), Vo (5.3.4)
mit
X=x
. L 0
P2z = _2h£
Energie und Zeit
E, Ely = (Et —tE)y =i, Y (5.3.5)
mit
~ 0
E =ih—
ot

Die Vertauschungsrelationen von konjugierten Operatoren heissen auch Unschdr-
ferelationen. Sie sind eine Konsequenz der Wellennatur der Losungen der Schro-
dingergleichung und wurden von Werner Heisenberg gefunden. Die Energie-Zeit-
Unscharferelation gilt oftmals nicht als echte Unschérferelation, da die Zeit kein
Operator ist.

5.4. Axiome der Quantenmechanik

1. Der Zustand eines physikalischen Systems wird durch eine Wellenfunktion
oder Zustandsfunktion ¢ beschrieben.

2. Jede physikalische Grosse entspricht einem linearen Hermiteschen Operator.

3. Ein Zustand eines Systems, in dem eine physikalische Grosse a einen scharfen
Wert besitzt, muss durch eine Eigenfunktion des zu a gehorigen Operators
A beschrieben sein; der Wert dieser Grosse a ist ein Eigenwert des Operators

A.
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5.5 Wahrscheinlichkeitsdichte und Wellenfunktionen der Schrédingergleichung:

81 die Bohrsche Interpretation

4. Wenn der Zustand eines Systems durch eine Wellenfunktion v = Y, ¢ f
dargestellt wird, wobei die f; Eigenfunktionen des gleichen hermiteschen
Operators und die ¢, komplexe Konstanten sind, dann ist

fi* ) fj = (fz*fz) 5z‘j (5‘4‘1>
und
Vb= dafl i =) e f (5.4.2)
12 k

Die Eigenwerte aj, von A sind reelle Zahlen (ar, € RVE). Die Wellenfunktionen 1),
definiert durch Ay, = azthy, oder A [¢0) = ai [¢) sollen ein vollstandiges Funktio-
nensystem bilden.

Der Erwartungswert von a ist

(@) = St (exn) = 3 cbier Ay
£,k

0k

= caiaby = cerarthy vy
0k Ok
=> cekar (5.4.3)
k

In Allgemein ist die Streuung einer Observablen a analog wie die Standardabwei-
chung definiert

Aa = 1/ (a?) — (a)? (5.4.4)

5.5. Wahrscheinlichkeitsdichte und
Wellenfunktionen der Schrodingergleichung: die
Bohrsche Interpretation

A

Wie oben ausgefithrt, beschreiben die Eigenfunktionen des Operators H (Losun-
gen der Schridingergleichung) oder jeden anderen Operators nicht die raumliche
Verteilung eines Teilchens. Nach Niels Bohr und der Kopenhagener Interpretation
befindet sich ein Teilchen mit Wahrscheinlichkeitsdichte [ (x)|* = ¢*(z)¢(x) am
Ort .

5.5.1. Wellenpakete

Wenn der Impuls p, = fik eines Teilchens nicht scharf definiert ist, das heisst wenn
das Teilchen nicht durch eine ebene Welle (unendlich ausgedehnt!) beschrieben
wird, hat der Impuls des Teilchens eine Streuung Ap/2. Mit einer Fouriertransfor-
mation kann man den Ort ausrechnen, wenn bekannt ist, dass das Teilchen sich
im Impulsraum zwischen p, — Ap/2 < p, < p, + Ap/2 aufhélt. Wir betrachten
nur den Ortsanteil der Wellenfunktion ¢ (x,t) = ¢ exp (i (kz — wt)).

pz+Ap/2 pz+Ap/2 h
() ~ / €™ dp, = / e/ dp, = —

: (ezxAp/Qh . e—zxAp/Qh) ezxpz/h
pe—Ap/2 pe—Ap/2

(5.5.1)
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Quantentheorie 82

dieses Resultat kann umgeformt werden
2h A ,
(x) ~ = sin (”7“‘2hp> gizpe/n (5.5.2)

Der Ortsanteil der Wellenfunktion () ist eine ebene Welle mit der ortsabhédngigen
Amplitude (also keine echte ebene Welle)

sin z

z
mit
TAp
2h
Dann gilt Az = 7 oder Az = h/Ap. Das Produkt AzAp = h. zeigt, dass so-
wohl Impuls wie auch Ort maximal gut definiert sind. Ein Wellenpaket mit diesen
Eigenschaften ist in Abbildung 5.1 gezeigt.

z =

0.8
0.6
04

0.2

-0.2 -

-04 r

-06

-0.8

Abbildung 5.1.: Wellenpaket.

5.6. Heisenbergsche Unscharferelation

Die Betrachtung im vorherigen Abschnitt legen die Frage nahe: was ist die mi-
nimale Grosse des Produktes Az Ap? Dazu betrachten wir ein Wellenpaket wie
in Abbildung 5.1 gezeigt, das durch eine Gausssche Verteilung der Amplitude der
Wellenfunktion (im Ortsraum oder in der Zeit) definiert ist.

o0

Yzt =0) = 1/’0(2\/;/4 / e @ h—ko)*/4 gike g, (5.6.1)
m

Die Vorfaktoren dienen zur Normierung der Funktion. Das Maximum der Wel-
lenfunktion befindet sich bei z, die Variable a ist die Breite des Pakets und kg
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83 5.7 Lésung der Schrédingergleichung fiir einen unendlichen Potentialtopf

der mittlere Wellenvektor. Die resultierende Funktion ¢ (z,0) ist eine Gausssche
Verteilung in Abhangigkeit von z.

2\ V4 . 22
Y(x,t =0) = <m2> eihow g=a”/a (5.6.2)
und
* 2 —222/a?
[(,0)° = o = | —5e* (5.6.3)

Wenn die Ortsunschérfe, das heisst die Streuung im Ort Az = a/2 ist, dann ist
die entsprechende Impulsunschirfe Ap = fi/a. Dann ist das Produkt

Ax Ap, > Z (5.6.4)

Damit ist gezeigt, dass es unmoglich ist, gleichzeitig Ort und Impuls mit beliebigen
Genauigkeit zu messen. Die Gleichung (5.6.4) ist als Heisenbergsche Unschdrfere-
lation bekannt.

5.7. Losung der Schrodingergleichung fiir einen
unendlichen Potentialtopf

V=00 V=00

< ¥

V=0

Abbildung 5.2.: Potentialtopf mit unendlich hohen Wénden.

Die zeitunabhéngige Schrodingergleichung erlaubt die Berechnung der Wellenfunk-
tion eines Teilchens in einem unendlichen tiefen Potentialtopf (Abb. 5.2). Die Brei-
te des Topfes ist a. Wir nehmen als Ansatz die Funktion ¢ (z,t) = ¢(x)e”“*. Die
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zeitunabhéngige Schridingergleichung lautet
h* 0*

 2mda?

Ho = E¢ ¢(x) = E(x) (5.7.1)

Dabei haben wir die Potentialfunktion

0 fir 0<z<a
oo sonst

(5.7.2)

Im Potentialtopf fiir 0 < z < a haben die Losungen die Form
P(x) = A 4 Age™ (5.7.3)

mit k = 27 /. Die beide Terme entsprechen zwei harmonischen Wellen, die sich in
der negativen und der positiven Richtung der x-Achse ausbreiten. Die Potential-
funktion V' in den Wéanden des Potentialtopfs hat den Wert unendlich. Dann sind
die Amplituden der Losungen der Schrodingergleichung innerhalb der Wéande des
Topfes null. Mit anderen Worten, die Wellenfunktion soll fiir ¢(z < 0) = 0 und
¢(z > a) = 0 verschwinden. Die Randbedingungen ergeben
Al + AQ =0
Are™ 4+ Age =0
Wenn wir die obigen Gleichungen nach A; und A, auflésen, bekommen wir
—A = Ay

(5.7.4)

. . 5.7.5
Al (6zka . efzka) =0 ( )
Nun ist e?*® — e~ = 2jgin (ika). Wir erhalten also
A=A
Lo (5.7.6)

2Ayisin (ika) =0 = k=nn/a
mit n € Z. Die Losung der Schrédingergleichung fiir den Potentialtopf hat also die
Form
¢(z) = Ay sin (inmz/a) (5.7.7)
Wenn wir den Ansatz unter Berticksichtigung der Randbedingungen in die Schro-
dingergleichung einsetzen, erhalten wir

n* o2
- =F 5.7.8
() = Ep(a) (578)
Die dazugehorigen Energieeigenwerte sind
n’m’h?
E,=— 5.7.9
2ma? ( )

Die Wellenfunktion ¢ muss auf 1 normiert sein, da wir das Teilchen sicher im
gesamten Raum finden. Aus ¢* - ¢ = 1 erhalten wir den Wert der Konstanten

A= /2/a.

Die Einschrankung (Lokalisierung) der Wellenfunktion auf ein
beschranktes Gebiet, den Potentialkasten, bedingt die Quantisie-
rung der Teilchenenergie.
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85 5.8 Lésungen der Schrodingergleichung fiir eine Potentialstufe

5.8. Losungen der Schrodingergleichung fiir eine
Potentialstufe

V()

V=V0

x

V=0

Abbildung 5.3.: Potentialstufe.

Wir betrachten eine von links auf eine Potentialstufe mit endlicher Energiehche
einfallende Welle. Dies fiihrt zum Ansatz

w(% t) = (b(x)eiim

Y (z,t) ist harmonisch von der Zeit abhangig. Deshalb ist ¢(x) ist eine stationére
Losung der zeitunabhéngigen Schriodingergleichung.

Die Loésungen sind abhéngig von der Energie des Teilchens (der Welle) unterschied-
lich:

a) Die Energie der einfallenden Welle FE ist grosser als die potentielle Energie
(E > Vp). Dann werden wir im ganzen Gebiet wellenartige Losungen mit
Interferenzen bekommen.

b) Die Energie der einfallenden Welle E ist kleiner als die potentielle Energie
(E < Vp). Hier gibt es das Phianomen der evaneszenten Wellen, also an der
Grenzflache lokalisierter Wellen.

Sei ¢(x) die Ortsfunktion einer einfallenden Welle, die sich in der positiven Rich-
tung der z-Achse ausbreitet. Ihr Impuls ist p; = fiky fiir z < 0 und py = fiky fiir
x > 0. Die kinetische Energie ist T = p*/2m = E und T = p*/2m = E — Vj. Also
haben wir

2mFE .
ki = 2 fir =<0 (5.8.1)
und
2m(E — VW .
ko = (h?O) fir >0 (5.8.2)
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Die Losungen der Schridingergleichung miissen zweimal differenzierbar sein, d.h.
¢ und 0¢/0x miissen stetig sein fur alle x. Die Stetigkeit besagt, dass ¢(z) und
0¢(x)/0x fir x = 0 dieselben Werte haben miissen. Die Eigenfunktion ¢(x) hat
fir x < 0 zwei Komponenten: Eine sich ausbreitende Welle mit der Amplitude
A; in der positiven Richtung der xz-Achse und eine sich ausbreitende Welle (die
reflektierte Welle) mit der Amplitude A} in der negativen Richtung der z-Achse.
Beide mit demselben Impuls p; = hky. Fir z > 0 es gibt nur eine harmonische
Welle mit der Amplitude As und dem Impuls p, = 7iky (transmittierte Welle),
die sich in die positive Richtung der x-Achse ausbreitet. Also erhalten wir fiir den
ersten Fall

ikQAQ == Zkl(Al - A/1>

Ay = A + A} (5.8.3)
oder
Af’1 B k1 — ko
Ay kit ky
A2 2]€1
— = 5.8.4
A ki + ko ( )

Wir definieren die folgenden Grossen als Reflexionskoeffizienten

AN A AL
R=(-2) L2=|"2 8.
<A1> A A (5.8.5)
und Transmissionskoeffizienten
ko + ko* <A2>*A2 ko + ko™ | Ag)?
T = =) =2 o — 5.8.6
ki + k" \A1/) Ay 2k1 1A ( )

Diese beiden Koeffizienten beschreiben die Intensitat der Reflexion bzw. der Trans-
mission, oder, in anderen Worten, deren Wahrscheinlichkeitsdichte. Die Vorfakto-
ren haben die gleiche Funktion wie die Dieklektrizitdtszahlen in den Fresnelschen
Formeln der Optik. Die Erhaltung der Gesamtenergie verlangt, dass

R+T=1 (5.8.7)
ist.

Wenn im Gebiet z > 0 die kinetische Energie kleiner als die potentielle Energie ist
(Fall 5.8) wird der Wellenvektor imaginar

2m(Vo — E)
h2

2m(Vo — B

kgzi h2

Dies bedeutet, dass die Wahrscheinlichkeit das Teilchen fiir x > 0 zu finden, ex-
ponentiell mit x abnimmt. Weiter haben wir
p2A2 = Zk?l (All — Al)
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87 5.8 Lésungen der Schrodingergleichung fiir eine Potentialstufe

Wie immer ist A; frei wahlbar. Wir erhalten

Al ki—ips
/41 N k1'+'ip2
Ay 2k,
22 : 5.8.10
/41 k1'+'2p2 ( )
fiir den Reflexionskoeffizienten
R=1 (5.8.11)
und fur den Transmissionskoeffizienten
T=0 (5.8.12)

Alle Energie wird also reflektiert, aber es gibt im verbotenen Bereich dennoch eine
mit der Distanz abnehmende Energiedichte.

Potentialstufe
T T I T T
1+ . ;
o
G H 1“ H H H
0
1 1 I 1 1
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

Abbildung 5.4.: Transmissionskoeffizient T und Reflexionskoeffizient R.
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Potentialstufe

ENg =0.37 - -
E/Ng =051 mvmme
E/NG=0.72 -------
ENg=1.00 -~~~ T
E/V, =1.40
ENg =1.95 - i
ENg=2.72 =

Abbildung 5.5.: ¢(x)"¢(z) fir verschiedene Verhéltnisse von E/Vj,.

5.9. Potentialbarriere und Tunneleffekt

b v(x)

V=V0

x

V=0

Abbildung 5.6.: Potentialwand.
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Wir sahen, dass eine von links einlaufende Welle mit einer kinetischen Ener-
gie kleiner als die Stufenhohe im Bereich der Stufe eine exponentiell abfallende
Wahrscheinlichkeit besitzt. ist die Stufe endlich breit, so gibt es auch am rechten
Rand der Stufe eine Aufenthaltswahrscheinlichkeit: das Teilchen hat die Barrie-
re durchtunnelt. Zur Rechnung verwenden wir den Ortsanteil der Wellenfunktion
Y(x,t) = ¢(x) exp(—iwt), die von links her in positiver Richtung auf die Barriere
zwischen x = 0 und x = a (Abbild. 5.6) einfallen soll.

Wie im vorherigen Absatz muss ¢ und 0¢/0z stetig sein. Die Energie der Welle
ist zuerst beliebig.

p1(x) = Are™” + AlemhT fiir x <0
o(z) = tka Le ir <z<a
Po(x) = Age™® 4+ Alem 2" fi 0<z<
p3(x) = Aze™ + Alemks® fir r>a (5.9.1)

Da fiir # < 0 und # > a das Potential V(x) = 0 ist, ist k; = k3. Fir z = 0 und
x = a sind die Stetigkeitsbedingungen

b1 = P x=0
1 _ 92 -
oz ox

¢2 = 9253 Tr=a
Dy 03 B

Wir haben sechs Unbekannte und vier Gleichungen. A; ist beliebig wahlbar, da
wir eine von links einlaufende Welle annehmen. A5 = 0 weil keine von rechts
einlaufende Welle existiert. Damit bleiben vier Unbekannte fiir vier Gleichungen.
Die Stetigkeitsbedingungen sind dann

A+ Al = Ay + A fiir r=0

kl(Al — All) = kQ(AQ — AIQ) far r=0

Age™ 1 Al e 20 — Agetha flr r=a
ko(Age™2® — Alem™H20) = ) Aget@ fur r=a (5.9.3)

Die Losungen sind:

Al (kl — kz) (/{31 + k?Q) sin (CL]CQ)

A=
V(K2 4 K3)) sin (aky) + 2k ko cos (aks)
A, — — 2A1ky (ki + ko)
2Tk + k) 4 ek (kg — ky)?
2 Ay kye2inh? (fy — ky)
Ay = - 1k 1— ko

(k1 4 ko)® + €2iakz (kg — ky)?

A4 kykpeiaki—k)
Az =— e ; (5.9.4)
— (k’l + kg) + g2iaks (k’l — k’g)
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Aus diesen Beziehungen folgen mit

2mFE
ki = ks = ZZJQ fir z<0Vz>a (5.9.5)
und
2m(E — V, .
ko = (;-120) fuir 0<z<a (5.9.6)

die Transmissions- und Reflexionskoeffizienten T und R

Ay

(1—(308(2\/_\/ %))+8E (E—Vp)

ks + k3 f A3\ " [ As
h+h<AJ Q%)
‘ \@ 1—«ms(2v”,/ ))—%8E (B —V})

wobei k1 = k3 = /2mE/h? und ky = \/Qm(E — Vo) /h? sind. Eine kurze Kontrolle
zeigt, dass R+ T = 1 ist, wir also keine Teilchen verlieren. Sowohl die Reflexion wie
auch die Transmission oszillieren mit der Breite der Barriere a. Die Gleichungen
konnen noch vereinfacht werden:

+1 (5.9.7)

und

(5.9.8)

AE(Vy— E
R — (Vo ) +1 (5.9.9)
Vo?sin? (\/2m(E — Vo) #) + 4E (E — ;)
und n
AE(E -V,
T:‘3 _ (E—- W) (5.9.10)
Al Vg2 sin? (/2m(E — Vo) &) +4E (E - Vp)

Wenn F < Vj ist, wird aus dem Cosinus ein Cosinus hyperbolicus und die Glei-
chungen lauten

Al 8E(Vy — E)
R=|"1% +1 (5.9.11)
A ‘v@—mm@fw (Vo— E) %)) +8E (E = V)
und
As 2
T=|2
Ay
SE(E —V,
( “ (5.9.12)
R (1= cosh (2v2\/m(Vo — E) ¢)) + 8E (E — Vp)
Auch diese Gleichungen koénnen vereinfacht werden
4E(Vy — E
R = (Vo — E) +1 (5.9.13)

4E (E - Vy) — Vo>sinh (/2m(Vo — E) %)
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91 5.9 Potentialbarriere und Tunneleffekt

und
4E(E ~ Vy)

T:
AE (E = Vp) = Vo>sinh (/2m(Vo — E) %)

(5.9.14)

FE - F) - m(Vo—FE)%
TNS(“/%)e (Ven=57t) (5.9.15)
0

Wenn sich ein Elektron mit der Energie £ = 1 eV auf einen Potentialwall mit
Breite a = 100 pm und der Hohe V; = 2 eV hinzu bewegt, dann ist die Trans-
missionswahrscheinlichkeit T ~ 0.64. Die Néherung nach Gleichung (5.9.15) er-
gabe 1.17, ein unphysikalischer Wert. F1ir eine Barrierenbreite von 500 pm ware
T = 0.12, die Naherung 0.13. Je dicker die Berriere, desto besser ist die exponenti-
elle Naherung. Unter den gleichen Bedingungen wiirde ein Proton (m, ~ 1840m.)
durch eine Barriere von a = 100 pm eine Transmissionswahrscheinlichkeit von
T~4x1.8 - 107 und bei a = 500 pm wire T = 1.1 - 107°°. Das heisst, dass der
Tunneleffekt fiir atomare Distanzen fiir Elektronen wahrscheinlich, fiir Protonen
sehr unwahrscheinlich ist.

Dieser Befund wird durch die aus der Chemie bekannte Tatsache, dass Elektronen
die Bindungen vermitteln, gestiitzt. Tunneln fiir Protonen ist nur auf der Langens-
kala von Kernen (1 fm) wahrscheinlich.

Das Rastertunnelmikroskop (STM) beruht auf dem Tunneleffekt fir Elektronen.
Diese konnen eine kurze Potentialbarriere durchqueren. Dabei verringert sich der
Tunnelstrom exponentiell mit der Breite der Barriere.

iiﬁ\//\/ ””
o

Z:z——/'\/\

0 1 2 3 4
E/VO

T(E),RE)

Abbildung 5.7.: Transmissionskoeffizient (rot) und Reflexionskoeffizient (blau)

Abbildung 5.7 zeigt auf einer skalenfreien Darstellung den Verlauf des Transmissions-
und des Reflexionskoeffizienten fiir eine feste Barrierenbreite und in Abhéngigkeit
der Energie des einlaufenden Teilchens skaliert mit der Barrierenhohe V4. Fir E/V}
haben wir den erwarteten ungefahr exponentiellen Verlauf. Im Durchlassbereich
(E/Vy > 1) zeigen sich jedoch Resonanzen. Bei E/Vy = 1.5 ist die Transmission
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minimal. Der Effekt ist analog zu den Phénomenen, die man beobachtet, wenn
eine Wasserwelle tiber eine Untiefe hinweg geht.

p(X)

-10 -05 0.0 0.5 1.0 15 2.0

Abbildung 5.8.: Wahrscheinlichkeitsdichten an der Tunnelbarriere der Breite a =
1. Rot: E/Vh = 0.3, griin: E/Vy = 0.6, blau: E/V, = 0.9, magen-
ta: E/Vy = 1.1, pink: E/Vy = 1.5 (Resonanz, Reflektivitat mi-
nimal, Transmission maximal), schwarz: F/Vy = 2.0 (Maximale
Reflektivitat), grau: E/Vy = 3.0.

Abbildung 5.8 zeigt fir verschiedene Realtivenergien F/Vj die Wahrscheinlichkeits-
dichten fiir den Aufenthalt. Beachten Sie insbesondere die Welle fir £/V, = 1.5!

5.10. Harmonischer Oszillator

Wenn die potentielle Energie V() eine quadratisch von = abhéngt ist die Bewe-
gung des Teilchens beschrankt und analog zum Fall eines klassischen harmonischen
Oszillators. Der Operator H hat die Form

. o oo* 1
H=———— + ~mw’2? 10.1
2m8$2+2mwx (5.10.1)
mit der potentiellen Energie
1
V(z) = §mw2:p2 (5.10.2)

Die Losungen der Schrodingergleichung sind stationdr und haben, dem Separati-
onsansatz entsprechend, die Form

Y(x,t) = e P p(x) (5.10.3)

Damit konnen wir die zeitunabhéngige Schrodingergleichung verwenden

1
———— + —mw’r’ ¢ = B¢ (5.10.4)
i
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93 5.10 Harmonischer Oszillator

V(x)

<y

Abbildung 5.9.: Potentielle Energiefunktion eines harmonischen Oszillators.

Wir definieren drei Parameter und ersetzen die Variable z durch u

h
b= —
mw
E
= (5.10.5)
hw
L ?
b
Die Gleichung 5.10.4 lautet dann
o? 9
~ 502 (u) + u p(u) = 2ep(u) (5.10.6)

Um die Eigenfunktionen ¢,, und die Eigenwerte €, (oder E,) zu finden. definieren
wir die folgenden Operatoren

aT_L u—g _L x_bQQ
V2 ou) b2 ox

é—i u+2 _ 1 x+1722
V2 ou) b2 ox

Die Operatoren ' und 4 sind nicht hermitisch (also nicht selbstadjungiert). Sie
sind aber adjungiert zueinander. Deshalb kann man schreiben

(5.10.7)

N d?
Also wird Gleichung (5.10.6)
1
(ata + §)¢(u) = ep(u) (5.10.9)
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Die Hamiltonoperator kann mit den Operatoren 4 und &' umgeschrieben werden

H=afa+ ; (5.10.10)
Der Kommutator der Operatoren 4 und a' hat den Wert
la,af] = aaf —afa =1 (5.10.11)
Die Eigenschaften des Kommutators zeigen, dass
[4,4] =0 (5.10.12)
und
af,af] =0 (5.10.13)

Wir wollen nun untersuchen, wie die Gleichung (5.10.9) sich dndert, wenn wir sie
von links mit & oder 4 multiplizieren. Wir schreiben Gleichung (5.10.9) um

atag(u) = <e — ) o(u) (5.10.14)

Multiplizieren wir Gleichung (5.10.14) von links mit & und verwenden Gleichung
(5.10.12) erhalten wir

AT (3 (u)) = ( _ 2) _ 1) (46(w)) (5.10.15)

Wenn ¢(u) eine Losung der Gleichung (5.10.14) mit dem Eigen-
wert (€ — 1/2) ist, ist 4¢(u) eine Losung der gleichen Gleichung
(5.10.14) , aber mit dem Eigenwert ((¢ — 1/2) — 1). Der Operator
a erniedrigt den Eigenwert um 1. Er wird Absteigeoperator oder
Vernichtungsoperator genannt.

Multiplizieren wir Gleichung (5.10.14) von links mit 4 und verwenden Gleichung
(5.10.12) erhalten wir
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95 5.10 Harmonischer Oszillator

af (18) o(u) = &' <e _ ;) 6(u)
at (8) 6(u) = (e — 5 ) alo(w
al (aa! — 1) plu) = <e _ ;) (a'(u))
at (aah) p(u) = ((e - ;) + 1) (¢ (u))
ata (ap(u)) = ((e - ;) + 1) (¢ (u)) (5.10.16)

Wenn ¢(u) eine Losung der Gleichung (5.10.14) mit dem Eigen-
wert (e — 1/2) ist, ist 4T¢(u) eine Losung der gleichen Gleichung
(5.10.14) , aber mit dem Eigenwert ((¢ —1/2) + 1). Der Opera-
tor &' erhoht den Eigenwert um 1. Er wird Aufsteigeoperator oder
Erzeugungsoperator genannt.

Wenn wir eine endliche Energieskala haben, muss es eine kleinste Energie und da-
mit auch einen kleinsten Eigenwert geben. Das heisst, es muss eine Ortswellenfunk-
tion ¢g(u) geben, auf die angewandt der Vernichtungsoperator & eine Nullfunktion
ergibt.

apo(u) =0 (5.10.17)
Wir verwenden die Definition von 4 und erhalten

1 0
el il -0

(u + ai) do(u) =0

ugo(u) = — aau%(u)

10 )
U= _m%%(u) =5, 2 (¢o(u)
30 =~ (6n(u)) + C
$o(u) = Cexp (—;u2> (5.10.18)

Die Konstante C' ergibt sich aus der Normalisierungsbedingung

/ di(u)po(u)du =1 = C =7 /4
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Die normierte Wellenfunktion des Grundzustandes des harmonischen Oszillators
in den Koordinaten « und z ist

do(u) = 7T11/4 exp (—u2> = ¢p(x) = 7T11/4 exp <—T;L;x2> (5.10.19)

Ausgehend von ¢g(u) kénnen wir nun durch die wiederholte Anwendung von &'
auf ¢o(u) alle Losungen generieren.
Die ersten nicht normierten Funktionen sind

P (5.10.20)

Mit der Normalisierungsbedingung dass das Integral iiber der Wahrscheinlichkeits-
dichte gleich eins sein soll bekommen wir

do(u) = 7T11/4 exp (—f)
i) = 1y (VEu) exp (—‘;)

G2 (u) = 7r11/4(2u¢51) exp (—u)

o)~ B o ()

D= (5.10.21)
Aus a¢g(u) = 0 und Gleichung (5.10.14) folgt, dass
o = =1 (5.10.22)
€0 9 = €y — 9 [AVA
Allgemein ist also
1
€n =n+ 3 Vn € NU {0} (5.10.23)

Wir erinnern uns an die Substitutionen in Gleichung (5.10.5) . Deshalb sind die

Energieeigenwerte des harmonischen Oszillators

1
E, = <n + 2> hiw ¥Yn e NU{0} (5.10.24)
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97 5.10 Harmonischer Oszillator

Die gleichabsténdigen Eneregieeigenwerte des harmonischen Oszillators sind fiir
diesen charakteristisch. Der kleinste Energieeigenwert Ey hat den Wert fiw/2. Es
ist nicht moglich, einen harmonischen Oszillator in Ruhe zu haben. Die minimale
Energie Ej ist die Nullpunktsenergie. Sie bewirkt, dass harmonische Oszillatoren
immer energie enthalten, egal wie tief die Temperatur sinkt. Das heisst, die Boltz-
mannverteilung aus der klassischen Thermodynamik gilt nicht mehr.

5.10.1. Hermite-Polynome und der harmonische Oszillator

Die Losungen von Gleichung (5.10.14) kénnen mit Hermite-Polynomen ausge-
driickt werden.

1 1 u?
mit
2y 0" 2
H,(u) = (—1)"exp (u ) S EXP (—u ) (5.10.26)

Hg(u) =1

Hi(u) =2u

Hz(w) = 4“2 2 (5.10.27)
Hj(u) = 8u’ — 12u

Hy(u) = 16u* — 48u* + 12

Hs(u) = 32u® — 160u” + 120u

Die Normierungsbedingung ist erfiillt, da

J et~ ] bzt ()=t e

ist. Hermite-Polynome haben die folgenden Eigenschaften

H,(—u) = (—n)"H,(u) (5.10.28)

400 9
/ Hy (1) Ho(u) e du = Hy - Hy = Oy (5.10.29)

—00
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Hermitesche Polynome

Ho(x)
40 } {Hy () o
Hp(x) —---
Hs(x)
) i4 Ha(x) oo
o o Hy(x) —-—-
z 4 Hg(x) ——
= : E7<X) """"
Ic 8(X) ———————
_40 - K
_50 Il Il Il Il Il Il Il
-2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2
u

Abbildung 5.10.: Die ersten acht Hermite-Polynome.

5.10.2. Wellenfunktionen des harmonischen Oszillators

Wenn wir die Substitutionen aus Gleichung (5.10.5) riickgéingig machen, erhalten
wir

1 mw o
onlo) = e (=5 °)

6i(5) = (\/2”;%> oxp (~2227)

1 (27"7“%2 — 1) exp < mw 2)

¢2<£E> - /4 \/§ _%x

2mw 2mw .2
o) = W CEE ) (o

on(z) = \/n'i \/2_n (\/%x) exp (—7;:;:(:2) (5.10.30)

( 1" go(w) = \;m#(aT)"exp (—”;;in’) (5.10.31)

Die Normierungsbedingung ist

|7 @) bula)dr = 60 60 = b (5.10.32)
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Harm

onischer Oszillator
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Abbildung 5.11.: Wellenfunktionen des harmonischen Oszillators

Harmonischer Oszillator

NN Wb~ OO N 00O ©
i : : ; :

—_

u=x/b

Abbildung 5.12.: Wahrscheinlichkeitsdichte der Wellenfunktionen des harmoni-
schen Oszillators
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5.10.3. Teilchen im endlichen Potentialtopf

\ V(X)

V=V0 V=V0

x

V=0

Abbildung 5.13.: Potentialtopf.

Der Fall eines Teilchens in einem endlichen Potentialtopf ist etwas komplizierter
als der Fall des unendlichen. Die Wellenfunktion verschwindet nicht am Rand
des Topfes. Wir miissen zwei Félle betrachten: wenn die Energie hoher als die
Potentialwalle ist, also & > 1, und wenn sie kleiner ist. Im ersten Falle haben wir
zum Beispiel eine von links einlaufende Welle, die sich an den Diskontinuitdaten
des Potentials reflektiert. Diese Losung miisste aus der Losung des Potentialwalls
ablesbar sein. Im zweiten Falle haben wir lokalisierte Wellenfunktionen.

5.10.3.1. Potentialtopf, £ > 1}

EA AW
E-V,=W
o W
v, . . > X
I0 Ia >X
E=W+V,

Abbildung 5.14.: Transformation einer Potentialschwelle in einen Potentialtopf
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101 5.10 Harmonischer Oszillator

Die Losungen sind in Gleichung (5.9.4) angegeben und werden hier nochmals
wiederholt.

A1 (]fl — kz) (/{31 + k?Q) sin (CL]CQ)

/
A= ((k? 4 k3)) sin (aks) + 2iky ko cos (aks)
Ay = 2A1ky (ky + ko)

— (k1 + k2)2 + e2iakz (fy — k2)2

A/ . 2A’41]{5162iak2 (kl - ]{72)

P (kA ko) + e2iake (ky — k)

—ia(ki1—ko

A= A A ky ke~ )

— (ky 4 ko) + eiakz (ky — ky)?

A; stellt die einfallende Welle dar. der Wert ist frei wahlbar. Die Energiewerte
miissen aus Gleichung (5.9.5)

omE
fy=ky = 4| T

ir xz<0Vax>a

und Gleichung (5.9.6)

2 fu
6
[12m(E -V,
ko m<h20) fir 0<x<aqa

werden umskaliert mit £ — E — V; ausserhalb und £ — Vj — F im Topf. Wir

erhalten
2m(E —
k= ky = ,/m(hQVO) fir z<0Vz>a (5.10.33)
2mFE .
ko = 4/ 2 fir 0<zx<a (5.10.34)

Daraus folgen die Transmissions- und Reflexionskoeffizienten T und R

und

1|2 .
R |4 SE(Vy — B) +1 (5.10.35)
Ay Vi? (1 — o8 (2 V2V Em%)) +8E (EV)

und

o (4)
k?l —I—kf Al Al

_ é2: 8E(E — Vp)
Al 2 (1 - cos (2V2/m(E — Vo) &) +8E (E — V)

Die Transmissions- und Reflexionskoeffizienten sind also gleich wie bei einer Bar-
riere, sofern £ > V; ist. Eine kurze Kontrolle zeigt, dass R+ T = 1 ist, wir also
keine Teilchen verlieren. Sowohl die Reflexion wie auch die Transmission oszillieren
mit der Breite der Barriere a. Die Gleichungen kénnen noch vereinfacht werden:

(5.10.36)

. 4E(Vy — B)

Ve?sin® (\2m(E — Vo) ¢) +4E (E - Vp)

+1 (5.10.37)
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und
7|4 T AE(E — Vo) (5.10.38)

Al V2sin? ((/2m(E — Vo) &) + 4B (E — V)
1.0/- ]

0.8\ /

@0.6\/

x

90.4: X

o |\ |

10 15 20 25 30 35 40
E/VO

Abbildung 5.15.: Transmission iiber einen Potentialtopf.

Abbildung 5.15 zeigt den Transmissionskoeffizienten und den Reflexionskoeffizien-
ten als Funktion der Energiedifferenz von E zu Vj.

5.10.3.2. Potentialtopf, £ < V;

Die Energie des Teilchens E kleiner ist als die potentielle Energie der Wande
E < Vy kann die Schrodingergleichung mit dem allgemeinen Ansatz

¢1 ($) — Aleiklm + Alle—ikla:
Po(1) = Age™® + Ale k2t (5.10.39)
o3(x) = Ageikst 4 Age_ik”

gelost werden. Hier ist ky = k3. Fiir x = 0 und x = a sind die Randbedingungen

¢1(95)|x:0 = ¢2($)|x:0

0o () B 0o () (5.10.40)
or |._, Oz o0
sowie
¢2<I)|x:a - ¢3('T>|x:a
oxr | _, - Oz e

Von links und rechts kommen keine Wellen, also ist A; = A5 = 0. Ay oder A
konnen frei gewahlt werden. Wir lassen A, als freien Parameter. Dann ist bei
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103 5.10 Harmonischer Oszillator

r=20
Ay = Ao+ 4 (5.10.42)
und bei x = a
A ikoa + A/ —ikoa — A iki1a
2 2 ¥ (5.10.43)

k2(A261k2a . A,26_2k2a) — k1A36zk1a

Beide Gleichungssysteme konnen gelost werden und ergeben eine Beziehung zwi-

schen A}, A, als Funktion von Ay beziehungsweise fiir A3 und A} als Funktion von
A,.

2k, o ko + Ky

Al = A Al = A 10.44
LT ey — k2 2 ey — k2 (5.10.44a)
2% Ky — ki o,
3= 7 :‘k A= - et A, (5.10.44b)
2 1 2 1

Die beiden Losungen fiir A% miissen identisch sein, das heisst die Gleichung

<k2+k1

2
- k1> = exp (2ikqa) (5.10.45)

muss gelten. Da ko(F) und ki (E, V) beides Funktionen von E sind, ist Gleichung
(5.10.45) eine Bestimmungsgleichung fiir die erlaubten Werte von E. Mit ko =

V2mE/hund ky =i/2m(Vy — E)/fi (da E <V ist) wird Gleichung (5.10.45)
2
E+iyVWy—FE
< g+ i %) = exp (i V8mE a/h) (5.10.46)
—ivVo —

Gleichung (5.10.46) ist nicht analytisch losbar. Bei den Losungen muss sowohl der
Realteil gleich sein wie auch der Imaginaarteil. Diese sind

E2 —8F 2
ST -8Vt W cos( SmEa) (5.10.47a)
7 T
4(2E —Vy) JE(Vo — E
( Q) y (o~ B) :sin< 8mE“) (5.10.47b)
V; h

Addiert man die quadrierte Gleichung (5.10.47a) zur quadrierten Gleichung 5.10.47b,
so erhdlt man 1 = 1. Es reicht also die numerische Losung von Gleichung (5.10.47a)

zu bestimmen. Mit E/Vy = 2% und x(Vj,a) = (\/Sm h) <\/70a) wird Gleichung
(5.10.47a)

8z — 82% + 1 = cos (kx) (5.10.48)

Die linke Seite der Gleichung ist invariant. x hat den Wertebereich [0, 1]. Die rechte
Seite héangt von a+/V; ab.
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Losungen des endllchen Potentlaltopfs

T ] cos

cos 16;8x) —————————
gxt-8xt+1 ——

Abbildung 5.16.: Darstellung von 8z* — 82? + 1 gegen cos(kx) in Abhingigkeit
von kK

Abbildung 5.16 zeigt die linke und die rechte Seite der Gleichung 5.10.48. Die
Schnittpunkte mit der roten Linie sind die Losungen x;. Wenn s zunimmt, gibt
es mehr gebundene Losungen. Ein zunehmendes s bedeutet, dass entweder die
Potentialtiefe V zugenommen hat, oder aber die Breite des Topfes a.

Lésungen des endlichen Potentialtopfs

0.02 ! - T T Tl k=062 ——
o o b o Sl k=1.00 -------
0.015 7 : : ; Sl Kk=1.60 e
oo —_— B il k=256 -
0ot B 1 ] 0
| B o k=685 e
0.008 i g e o ] k=10.49 -
5 ok ' ; : Pl k=16.78
© : [ i [ : :
0005 [ . R Sl
001 i T — g ] B I
0.015 ffie e b i B8 T
00z Lt | B i ISl
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
x=E/V,

Abbildung 5.17.: Nullstellen von 8z* — 822 + 1 — cos(kx) = 0 in Abhéngigkeit von
K

Abbildung 5.17 zeigt einen vergrosserten Ausschnitt zur Bestimmung der Nullstel-
len der Gleichung 5.10.48.
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1.0:‘”‘ , ]
08: “/\\'\\\S\\K
\\:
—

0:6 \ \\

uT gal : N ~—
0.47 ° \
0.0*
0 5 10 15 20 25 30

a/a.u.

Abbildung 5.18.: Relative Energieniveaus des Potentialtopfs als Funktion der
Toptbreite a.

Abbildung 5.18 zeigt die Energieniveaus bei konstantem Vj als Funktion der Topf-
breite a. Bei kleinem a existieren nur zwei Niveaus, Fy = 0 und E; ~ V. Wenn
a zunimmt, gibt es mehr Niveaus. Bei a = 4 a.u. sieht man, dass sich zwei Ener-
gieniveaus kreuzen. Bei einer vollen Betrachtung wiirde an dieser Stelle sich eine
Bandliicke 6ffnen.

-
= -
100 =t
. -
S 10 _~
uf L
Th e
0.1
1 10 100
Vg /a.u.

Abbildung 5.19.: Energieniveaus des Potentialtopfs als Funktion der Wandhéhe
Vo.

Abbildung 5.18 zeigt die Energieniveaus bei konstantem a als Funktion der Wand-
hohe Vj. Bei kleinem Vj existieren nur zwei Niveaus, Ey = 0 (hier nicht angezeigt)
und E; = V5. Wenn V) zunimmt, gibt es mehr Niveaus. Die erste Kreuzung von
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energieniveaus sieht man bei V) = 16 a.u.

5.10.4. Potentialtopf mit unendlich hohen Wanden: entartete
Zustande

V=0

<y

V=V0

Abbildung 5.20.: 2D unendlicher Potentialkasten.

Die Energieeigenwerte eines zweidimensionalenPotentialtopfs sind dhnlich quanti-
siert wie in dem Fall eines eindimensionalen Potentialtopfs mit unendlich hohen
Wiénden (Siehe Abschnitt 5.7). Wenn der Topf die Dimensionen a und b hat (siche
Abbildung 5.20) sind die Energieeigenwerte

h2 2 2 n2
Enpny = % <Z§ + b;’) ng,ny € NU{0} (5.10.49)

Die Eigenfunktionen lauten

¢(z,y) = C sin (ngﬂrx> sin (nyWZ) (5.10.50)
a
Wenn a/b oder b/a ganzzahlig sind, treten unterschiedliche Eigenfunktionen mit
dem gleichen Energieeigenwert auf. Man sagt, die Eigenwerte seien entartet. Wenn
zum Beispiel a/b = 1 ist, dann sind die Energien zu den Eigenwerten (n,,n,) =
(7,1) und (ng,n,) = (5,5) gleich.

h2m?
Er;1 = Fs5 =50—— 5.10.51
7,1 5,5 oma? ( )
Beim eindimensionalen Potentialtopf mit endlichen Wandhohen treten fiir gewisse
Kombinationen von Topfbreiten a und Topthéhen V; Kreuzungen von Niveaus auf.
Dies flihrt wie gezeigt auch zu einer Entartung. Beim zweidimensionalen Potenti-

altopf mit endlich hohen Wanden tritt der gleiche Effekt auch auf.
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6. Atome und ihr Aufbau

6.1. Bohr-Sommerfeld-Modell des Atoms

Versuch zur Vorlesung:
Balmer-Serie (Versuchskarte AT-35)

Johann Jakob Balmer entdeckte 1885 im Spektrum der Sonne eine Serie von Ab-
sorptionslinien, die bei den Wellenléngen

H, = 656.28 nm
Hg = 486.13 nm
H, = 434.05 nm
Hs; = 410.17 nm

lagen. Balmer, Johann Jakob, 1885 schloss aus der Beobachtung, dass die Wellen-
lange einer seiner Absorptionslinien durch

e ny =34, ... (6.1.1)

gegeben sei, mit G = 364.5 nm.
Wenn wir Gleichung (6.1.1) mit spektroskopischen Wellenzahlen 7 =
driicken, erhalten wir

Sl ANL_ (1 oay4 (1 1), 612)
V= — = _—— _— = _——— — = _- — —= R
A n3) G 4 n3) G 4 p2)"

Die Grosse Ry = 4/G = 1.09739 - 10" m~! ist die Rydbergkonstante fiir Wasser-
stoff. Gleichung (6.1.1) oder Gleichung (6.1.2) koénnen so umgeschrieben werden,
dass die Frequenz v und nicht die Wellenldnge A\ berechnet wird. Mit v - A = ¢

oder v = cv erhalten wir
c 1 1 4c
=—=(-—-= = 6.1.3
YT (4 n%) G ( )

Die Zahl 4 ermuntert, sie als n3 zu schreiben mit ny = 2. Also erhalten wir

1
by aus-

1 1
V= <2 — 2) : Ri—l (614&)

D= (2 - 2) - Ry (6.1.4b)


http://vorsam.uni-ulm.de/Versuche/AT/PDF/AT035V00.pdf
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mit ny < ny. Zwischen der Rydbergkonstante Ry fir Wellenldngen und der Ryd-
bergkonstante Ry fiir Wellenzahlen gibt es die Beziehung

R}, = cRy (6.1.5)

Die theoretischen und gemessenen Werte von Ry und Ry sind

Ry =% =3291- 10" Hz
Ry (gemessen) =1.097095531 - 107 m™*
R == (1.0973731568539 £ 5.5 - 107°) - 10" m~* (unendlich schwere Kerne)

Mit Ry bezeichnet man die Rydbergkonstante fiir die Atomsorte X. R, ist die
Rydbergkonstante fiir unendlich schwere Atome.

Setzt man in Gleichung (6.1.4a) oder Gleichung (6.1.4b) ny = 2 so erhélt man
wieder die Balmer-Serie. Die kiirzeste durch Gleichung (6.1.4a) vorhergesagte
Wellenlédnge einer Absorptionslinie liegt bei der Seriengrenze bei Ao, = 91 nm.
Neben der Balmer-Serie existieren die kiirzerwellige Lyman-Serie (ny = 1) sowie
die langerwelligen Paschen-Serie (ny = 3), Brackett-Serie (ny = 4) und Pfund-

Serie (ny = 5).

n=oco
v —— :
ngwuuu ] n=4
o110 o ggg“"v n=3
o B © - © «~
o> o o oyx—\—EEEEE
28X 8885 560 °
S o 893§ 82CR g
N N v 0 o f v X —_
NS SIS Y yYVYVY VY Y n=
T T YT T 2 € g g€ € €
::::::
W O 0 O ™ N
§ 8 < @8 =9
© © ¥ O N~ O
0N W M «— O ©
© < <+ T+ O ™
E85edg g g
,\,\CCCCC
g v 9 og o og o
d4 o N N g (9
N 99 N f 9 9
1 v O O O O O
A vy n=1

Paschen Balmer Lyman

Abbildung 6.1.: Wellenldngen der Lyman-, Balmer, Johann Jakob, 1885- und
Paschen-Serien im Wasserstoffspektrum.

Abbildung 6.1 zeigt die Lage der Lyman-, Balmer- und Paschen-Serien im Wasser-
stoffspektrum. Bei Gasentladungslampen konnen diese Linien als Emissionslinien
beobachtet werden. Da die Temperatur der Sonne so hoch ist, dass ihr Emissions-
maximum als thermischer Strahler im Griinen liegt, werden die Emissionslinien
iiberstrahlt. Emission ist aber immer mit Absorption verbunden, so dass auf der

Sonne die Absorptionslinien gemessen werden koénnen.
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109 6.1 Bohr-Sommerfeld-Modell des Atoms

Die Differenzfrequenz zweier Linien aus einer der Serien ist wieder eine beobachtete
Linie im Absorptionsspektrum. Die kann man aus

1 1 1 1 1 1
<2_2>_<2_2>:2_2 (6.1.6)
ng Ny n; N3y nz Ny

ersehen. Aus der Existenz der Wasserstoffiinien folgt, dass Elektronen im Wasser-
stoffatom H nur diskrete Energien einnehmen koénnen, die sogenannten diskreten
Energieniveaus.

6.1.1. Bohrsches Atommodell

Um die optisch-spektroskopischen Eigenschaften von Atomen zu erkldren, nahm
Niels Bohr an, dass sich Elektronen auf Kreisbahnen wie bei Kopernikus bewegten.
Arnold Sommerfeld erweiterte dieses Modell, indem er Kepler-Bahnen annahm. Er
konnte damit auch Drehimpulsphanomene erklaren.

Elektronen, die sich nach Bohr auf kreisférmigen Planetenbahnen bewegen, werden
durch die Coulombkraft auf der Bahn gehalten. Die Zentripetalkraft ist das Gleiche
wie die Coulombkraft. Die Zentripetalkraft gibt die notwendige Stérke einer Kraft
an, die ein Teilchen auf einer Bahn mit gegebenem Kriimmungsradius halt.

62

_ 2
W = Merw (617)

Uber kinetische und potentielle Energien kénnen die folgenden Aussagen getroffen
werden:

E = Ekin+Epot

r —e? e?
B = = [ (o ) ' = -
pot S (47reor’2> " dmegr
E = Byt By = Sma?e? — —C (6.1.8)
- kin pot — Qmer w 477'607" .

E ist die Gesamtenergie. Sie ist fiir gebundene Zustéande kleiner null. Aus Gleichung
(6.1.7) folgt

2 2 €
. = 6.1.9
el & dmegr ( )
und damit fiir die Energie
1 &2 2 2
F=--—°" - - __° (6.1.10)
24meqr  4dmegr 8mepr

Andererseits folgt auch aus Gleichung (6.1.7) auch das dritte Keplergesetz

2
3 6

= — 6.1.11
" dmegmew? ( )

Aus Gleichung (6.1.11) erhalten wir fiir den inversen Bahnradius
1 s Amegmew? _ (47?60771;)?1) wh (6.1.12)

r e? e3
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und fiir die Energie

2 4 2 1
e? (4regme)? ws eswsme ./ etw?m,
B=— o) = S (6.1.13)
TEQ e3 2 -4 7T§€5’ =€)

Aus dieser klassischen Rechnung haben wir eine Beziehung fiir den Bahnradius
und die Energie als Funktion der Kreisfrequenz der Anregung bekommen. Diese
Klassische Rechnung hat die folgenden Probleme:

Wl

wlo

o Die Bahnradien und Energien sind kontinuierlich verteilt.

o Elektronen auf diesen Bahnen sind beschleunigt und strahlen deshalb Energie
in Form elektromagnetischer wellen ab.

Niels Bohr postulierte in seinen Arbeiten zur Quantentheorie | , ,
: ] von 1913 an, dass

o klassische Bewegungsgleichungen gelten nur diskrete Bahnen gelten,
o die Bewegung der Elektronen strahlungslos sei

e die Emmission oder Absorption von Licht bei einem Bahnwechsel mit der
Frequenz v gegeben durch hv = E,, — E,, geschieht.

Der Energieunterschied zwischen zwei Bahnen bei unendlich schwerem Kern kann
mit der Balmerformel und der Rydbergkonstante ausgedriickt werden:

1 1
ETL1 — En2 = hV = h <2 — 2) R/OO (6114)
ny N

Aus Gleichung (6.1.14) folgt

h-R_, h- c Ry
R (6.1.15)

E, =

Nach Niels Bohr ist die Umlauffrequenz gleich der emittierten Frequenz. Sommer-
feld erganzte die Theorie, indem er elliptische Bahnen einfiihrte. So konnte er auch
Bahndrehimpulseffekte beschreiben. Wenn die Quantenmechanik eine tibergreifen-
de Theorie sein soll, dann muss sie als Grenzfall die klassische Theorie beinhalten.
Diese Aussage wird das Korrespondenzprinzip genannt.

Korrespondenzprinzip: Im Grenzfall grosser Energien und kleiner
Energiedifferenzen muss die Quantenmechanik (und jede moderne
Theorie) in die klassische Mechanik tibergehen.

Die Bohr-Sommerfeldtheorie war unbefriedigend, da sie durch klassische Physik
mit einigen ad-hoc Annahmen quantenmechanische Phanomene beschreiben woll-
te.
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111 6.1 Bohr-Sommerfeld-Modell des Atoms

6.1.1.1. Anwendung der Bohrschen Theorie

Wir betrachten zwei Zustande ny; > 1 und ne = ny +7 mit 7 € IN. Wir betrachten
also benachbarte Bahnen und nehmen an, dass der Kern unendlich schwer sei. Mit
der Rydberggleichung erhalten wir

1 1 1 1
’/:C'Roo<2_2> ZC'Roo<2—2>
ny N3 ni (n1+7-)
2

.. R@( 2(n1—|—7') — n? 2) R <(n%+§n17+72)2—n%>
ni (ny+71) ni (ng +7) nt (ny+7)
2 2 2

— - R@( n1T+T2> ~c - Ry <73:> fir 7 < ny
ny (n1+7) ni

2c - R

Bei benachbarten Bahnen (7 = 1), hohen Energien (n; > 1) und sehr schweren
Kernen erhalten wir fiir die Frequenz des absorbierten oder emittierten Lichtes

_ 2Ryc 2R, w

= = — 6.1.17
g n} n$ 27 ( )
Mit Gleichung (6.1.17) kann Gleichung (6.1.13) umgeschrieben werden
R hc etw?m o e*m, (4T Rooc\?
Bttt e _ ( °°) 6.1.18
n? 2771263 \J 271263 n3 ( )

Die folgende Umrechnung fithrt zu einer Gleichung mit der Elektronenmasse (Ach-
tung! die Definition der Rydbergkonstante R — oo beinhaltet die Elektronenmasse,
nicht die reduzierte Elektronenmasse (Zweikorperproblem!) und der Elektronenla-
dung

3 7,33 4 4_2p2 2 4 2 2
R e _eme 2*m* R c e meRZ ¢
no 271262 no 23¢2nS
4
e*me
Roo : h3 T C= 3 2
2%€5
e‘m
Ry = = (6.1.19)
8c2h3c

Aus den Abstanden der Wasserstofflinien in Rydbergzustanden
(n; > 1) kann man Ry bestimmen und daraus mit Gleichung
(6.1.19) h, e oder p, die reduzierte Masse, und daraus die Elek-
tronenmasse m, berechnen, wenn die Protonenmasse mp und die
relativistischen Massendefekte bekannt sind.

Aus der Energie Gleichung (6.1.10) und der Definition der Rydbergkonstante R,

©2005-2015 Ulm University, Othmar Marti, [@)evsa | 111



Atome und ihr Aufbau 112

aus Gleichung (6.1.19) erhalten wir mit

e? b st hec Ry hec e*m,
= —hcv, = — -
" n? n? 8e3h’c

Etatn = -
’ 8megry,
1 1 e’m,

T,  n? e h?

Damit wird der Radius der n-ten Bahn bei unendlich schweren Kernen

Te2Mme

Th="n (6.1.20)
n wird die Hauptquantenzahl genannt. Die Hauptquantenzahl ist mit dem Radius
Bahn und ihrer Energie verkniipft. Genaue Messungen zeigten schon Anfang des
20. Jahrhunderts, dass Abweichungen existieren, dass die physikalische Beschrei-
bung der Absorption und der Emission von Licht durch das Wasserstoffatom nach
Balmer, Johann Jakob, 1885 und Rydberg noch nicht vollsténdig war.

6.1.1.2. Bahndrehimpuls

Die Spektren kénnen préaziser beschrieben werden, wenn nach Sommerfeld auch
der Bahndrehimpuls beriicksichtigt wird. Der Bahndrehimpuls ist

L=vXxp (6.1.21)

Bei Kreisbahnen stehen 7,, und v senkrecht aufeinander. Gleichung (6.1.21) kann
deshalb mit Gleichung (6.1.19) umgeschrieben werden

|€] =mev,ry =MW T2
2
2R.c - 2m n?h2e, drmemeetc  nihiel
—m, : . _ .
n? me?m, 8egh3cend  mw2etm?
h
=—n="hn
2r

Also sollte bei Kreisbahnen
4| = nn (6.1.22)

sein. Dies ist jedoch nicht der Fall, da wir mit dem theoretischen Wert der spektra-
len Grosse R, gerechnet hatten und nicht mit der atommassenabhiangigen Ryd-
bergkonstante. Effektiv zahlt nur die reduzierte Masse, und diese héngt von der
Ordnungszahl des Atoms und dem Ladungszustand ab. Die reduzierte Masse ist

meM

_— 1.2
1 (6.1.23)

'LL =
wobei m, die Elektronenmasse und M die Masse des Kerns plus aller weiterer
Elektronen ist.

Das heisst, dass die gemessene Rydbergkonstante Ry ungleich der vorher in Glei-

chung (6.1.19) berechneten Rydbergkonstante R, ist. Aus Ry, = ;;’;;C bekommen
. 0
wir
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et 1
Ry=_1 —Rr, "
"7 8e2h3ce Me
M 1
—R, - R, - 6.1.24
Me + M 1 + T; ( )

Nun ist die Masse eines Elektrons m, = 9.1 - 1073 kg, die eines Protons m,, =
1.67 - 10727 kg. Das heisst, dass fiir ein Wasserstoffatom die relative Anderung der

Rydbergkonstante
ARy 1 Me
-1= = 6.1.25
R (1 + 55 ) me + M ( )
Wir erhalten
AR e
H__m = 5.44321 - 107* Wasserstoffatom
Rye  me+m,
AR
it = Me =2.72047 - 1074 Deuterium
Ry  me+my,+m,
AR‘I’H me

= 1.81339 - 10™*  Tritium

R, m.+ my, + 2my,

A‘Fi?’HeJr MmMe —4 . .
2 = = 1.81423 - 10 einfach geladenes Helium-3
R Me + 2my, + my,
AR4He+ me 4 . .
2 = = 1.36042 - 10 einfach geladenes Helium-4
R me + 2my, + 2my,
ARr 4 Me 4 . L
2 = =0.777352 - 107* zweifach geladenes Lithium-7
R me + 3m, + 4m,
A}%QBeJr—i--I— me 4 . e
- = = 0.60463 - 10 dreifach geladenes Berillium-9
R me + 4m, + 5my,
AR, o me

= 48.1305 - 107 Muonium

R me+ my,

Diesen aus der Tabelle ersichtlichen Effekt nennt man den Isotopeneffekt. Man
sieht, dass zwischen ?H und gHe optisch spektroskopisch unterschieden werden
kann. Der Unterschied ist zwar auf der 7. Stelle nach dem Komma, aber immer
noch gross gegen die bis zu 14 Stellen Genauigkeit der optischen Spektroskopie.
Zum Vergleich ist noch das Muonium gezeigt, ein wasserstoffahnliches Gebilde, bei
dem das Proton durch ein Elektron ersetzt wurde.

Dieser spektroskopische Unterschied besteht auch zwischen 22U und 22U . Bei

235 238
2g§U ware AR(22§U91+) /Roo = 2.31557 - 107%, bei QggU ware
AR 921791+ /R = 2.28637 - 1075, Diese Unterschiede in den Absorptionswel-

238
lenlangen durch den Isotopeneffekt werden in einem neuartigen Verfahren zur Iso-

tropentrennung (SILEX) verwendet (siehe Mitteilung der DPG http://www.dpg-
physik.de/veroeffentlichung/ physik _konkret/quellen_ physik-konkret_mar12.html).
Dieses Verfahren ist ein Hochrisikoverfahren, weil die notwendigen Apparaturen im
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Keller eines Einfamilienhauses Platz haben. So kann die Urananreicherung nicht
mehr kontrolliert werden.

6.2. Franck—Hertz Versuch

Versuch zur Vorlesung:
Franck-Hertz-Versuch (Versuchskarte AT-T7)

Gegen Ende des 19. Jahrhunderts wurde festgestellt, dass beschleunigte Elektronen
verdiinnte Gase zum Leuchten bringen. Glimmlampen verwenden diesen Effekt.
Philip Lenard, ein ungarischstammiger Physiker, der sich spater der Nazi-Ideologie
néherte, beschrieb 1902 eine Versuchsanordnung (sieche Abbildung 6.2), mit der der
Effekt quantitativ untersucht werden konnte.

Kathode Gas Anod
— ' (niedriger Druck)
O I -

| Gitter

Us

o
+—lii U .

+ . !
[1[1]s U, Us

Abbildung 6.2.: Ionisierung eines Gases. Links ist der Versuchsaufbau, rechts die
Kennlinie.

Elektronen werden durch die Beschleunigungsspannung Ugs von der Kathode zum
Giitter beschleunigt. Durch die Gitterspannung Ug; werden Elektronen beschleu-
nigt. Die schnellen Elektronen verfehlen meistens das Gitter und dringen in den
Raum zwischen dem Gitter und der negativ polarisierten Elektrode ein. Dort wer-
den sie abgebremst und zum Gitter zuriick beschleunigt. Abbildung 6.3 zeigt die
Energieverhaltnisse. Wenn die ortsabhéngige kinetische Energie der Elektronen
den Wert eU; tibersteigt, konnen die Elektronen die Gasmolekiile ionisieren. Die
positiven Ionen werden durch die negative Spannung U4 zur Anode beschleunigt.
Wenn |Us| > |Ug| ist, werden die Ionen angezogen die Elektronen abgestossen.
Die Kennlinie zeigt, dass es fiir die Ionisation eine Schwelle eU; gibt, die von der
Atom- oder Molekiilsorte abhéngt.
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eUA

UT Hg+
eUG

\,

Abbildung 6.3.: Energieverhéltnisse beim lonisierungs-Versuch. Die Energiekur-
ven in Schwarz sind fiir Elektronen gezeichnet. Rot sind die Ener-
gieverhaltnisse fiir positive lonen angegeben.

Beim Versuch von Franck und Hertz aus dem Jahre 1913 (] ]) wird der nach
der Tonisation tibrigbleibende Strom zwischen Gitter und Anode gemessen.

Kathode Gas Anod
I : (niedriger Druck)
O+— @
| Gitter @
Ug

Ua
i1+

0 Lt
i[1]1]

Abbildung 6.4.: Aufbau des Franck-Hertz-Versuches

Abbildung 6.4 zeigt den Aufbau des Franck-Hertz-Versuches. Im Unterschied zum
Lennard-Versuch ist die Anodenspannung gegen das Gitter geschaltet. Mit dieser
negativen Spannung kann der Elektronenstrom als Funktion der Bremsspannung
gemessen werden.
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AE

Abbildung 6.5.: Energieverhéltnisse beim Franck-Hertz-Versuch. Die negative
Anodenspannung U, hélt niederenergetische Elektronen von der
Anode fern.

Frank-Hertz

oo I\
/

300 /\ \/
200 [\ \/

100

700

]
A~

500

>

l/pA

Messung; Reiner Keller

0 1 2 3 4 5 6 7
Ug/Ut

Abbildung 6.6.: Resultat des Franck-Hertz-Versuches mit Quecksilber.

Abbildung 6.5 zeigt die Potentialverhéltnisse. Abbildung 6.6 zeigt eine von Herrn
Reiner Keller mit dem Vorlesungsversuch. Die Minima (oder Maxima) sind 4.88 eV =
he/253.7 nm entfernt. Dies ist die lonisierungsenergie von Hg. Immer wenn die ki-
netische Energie der Elektronen die Ionisierungsenergie iiberschreitet, konnen die
Elektronen durch Stosse die Atome im Gas ionisieren. Die kinetische Energie der
Elektronen sinkt um den Betrag der Ionisierungsenergie. Werden die Elektronen
weiter beschleunigt, kann ihre Energie ein weiteres Mal die lonisierungsenergie
iiberschreiten. Durch Stosse verlieren die Elektronen kinetische Energie. Dieser
bei geniigender Beschleunigungsspannung mehrmals auftretende Effekt fiihrt zu
der in der Abbildung 6.6 gezeigten Kurvenform.
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Frank-Hertz

25

0.5

Abbildung 6.7.: Resultat des Franck-Hertz-Versuches. Die schwarze Linie zeigt
den Strom, den man mit einer Absorptionslinie und einer
wohldefinierten Elektronenenergie erhalten wiirde. Die rote ge-
strichelte Linie berticksichtigt den Effekt der verschmierten
Elektronenenergie.

Die theoretisch erwartete Kurvenform ist in Abbildung 6.7 als Sdgezahnkurve
schwarz gezeichnet. Die Kurve wéire korrekt, wenn die Elektronen fiir eine be-
stimmte Beschleunigungsspannung nur eine scharf definierte kinetishce Energie
hétten.

D, Tunnel-
Wahrscheinlichkeit

Ferm-
Verteilung

np > n-p

Abbildung 6.8.: Die Elektronenverteilung bei der Emission ist durch das Produkt
der Fermi-Verteilung und der Tunnelwahrscheinlichkeit gegeben.

Wie Abbildung 6.8 zeigt, ist die kinetische Energie der aus einem Metall austre-
tenden iiber einen Energiebereich von 100 meV bis etwa 300 meV verteilt. Diese
Verschmierung macht in Abbildung 6.8 aus der schwarzen Kurve die rote gestri-
chelte Kurve.

Die erneute Beschleunigung der Elektronen nach einem Stoss bewirkt eine Ver-
zerrung der Kurvenform. Es ware besser, wenn die Stosse im feldfreien Raume
vonstatten gingen.
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Kathode Gas + Anxde
— : (niedriger Druck)} |
o- @\‘ >t u

' Gitter Gitter'

Ud Uz la
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J1]1]

NNk
i1[1]

Abbildung 6.9.: Verbesserter Aufbau des Franck-Hertz-Versuches

Abbildung 6.9 zeigt eine bessere Anordnung. Die beiden Gitter auf gleichem Poten-
tial erzeugen den bendtigten feldfreien Raum. Bei dieser Anordnung ist es moglich,
wie in der Skizze in Abbildung 6.10 gezeigt, mehrere Energieniveaus zu detektie-
ren. Grossere Spannungen bedeuten dabei einen grosseren energetischen Abstand
des Niveaus zum Vakuumniveau.

S Ug/V

4753 6.7
49 538

Abbildung 6.10.: Ergebnis der genaueren Messung (Skizze)

6.2.1. Sommerfeld-Bohrsche Theorie

Arnold Sommerfeld wollte mit einer Erweiterung seiner Theorie im Jahre 1915
die Drehimpuls- und damit die Magnetfeldabhéngigkeit der Spektrallinien erkla-
ren | , ]. Sommerfeld nahm an, dass die Bahnen Ellipsen seien. Dies
fithrt auf weitere Quantenzahlen, die sogenannten Nebenquantenzahlen. Eine ellip-
tische Bahn kann als eine Bahn mit zwei Freiheitsgraden aufgefasst werden. Diese
miissen durch zwei Quantenzahlen beschrieben werden, wobei die erste durch die
Bohrsche Bedingung und die zweite durch

16| = /(0 +1)h (6.2.1)
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gegeben ist. Wenn in Gleichung (6.2.1) ¢ = 0 gesetzt wird, sollte das Bohrsche Re-
sultat entstehen. £ ist die Bahndrehimpulsquantenzahl, £ ist der Bahndrehimpuls.
Seine Einheit ist [] = m - (ms™!) - kg = Js.

Auch wenn wir heute wissen, dass Elektronen sich nicht auf einer Planetenbahn
bewegen, ist es doch instruktiv, die Geschwindigkeit auszurechnen. Nach Gleichung
(6.1.10) ist die kinetische Energie einer Bahn mit dem Radius r betragsméssig
gleich der Gesamtenergie

62

Ek:in =

8mwegr

Fiir eine Bahn mit einem Radius von 0.5 nm ist die kinetische Energie
1 2 —18
Eyin = gMeV” = 2.30 - 107°J
und damit die Geschwindigkeit
v=22"-10°ms™!

Die Geschwindigkeit ist im Prozentbereich der Lichtgeschwindigkeit, die relativis-
tische Massenzunahme ist 2.82 - 107°. Wenn nun relativistische Teilchen sich auf
einer Ellipsenbahn bewegen, ist die Massenzunahme zeitabhangig. Die Bahnen sind
nur noch angenahert Ellipsenbahnen, ihr Perihel dreht sich. Aus den Sommerfeld-
schen Berechnungen (klassisch mit Quantenbedingungen) folgte die Sommerfeld-
sche Feinstrukturkonstante.

_ Geschwindigkeit des Elektrons auf 1.Bohrschen Bahn

o
c
e? 1

= = 6.2.2
“ 2¢ghc 137 ( )

Nach Sommerfeld sind die Korrekturen der beobachteten Energieniveaus

72 a?Z? [ n 3

E, = —Ryhc— |1 < — > 6.2.3
ok ch2[+n (+1 4+] ( )

Die Korrektur ist von der Grossenordnung 107°, also spektroskopisch sehr gut
messbar. Bei sehr hohen Energien kommt das Korrespondenzprinzip zum Tragen,
dass jede nicht-klassische Theorie im Grenzfall hoher Energien und kleiner Energie-
Anderungen in die klassische Theorie iibergehen muss. Eine solche Realisation sind
Rydberg-Atome.

6.3. Das Wasserstoffatom

Als Literatur ist fiir dieses Kapitel insbesondere die Werke von Haken und Wolf]
von Arfken und Weber| ] und das Internetskript von Komma| ] zu emp-
fehlen. In diesem Abschnitt wird die quantenmechanische Formulierung des Dre-
himpulses und seiner Anwendungen abgeleitet.
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6.3.1. Drehimpulsoperatoren

Klassisch ist der Bahndrehimpuls durch

L=rxp (6.3.1)

gegeben. In Komponenten geschrieben ist er

Cy x Px YD — 2Dy
l=lyl x]|py| =|2p:—2p. (6.3.2)
gz z Y2 TPy — YDz

Wir ersetzen nun die Impulskomponenten durch die Operatoren

h o h o ho
Pac—>;£ Dy — Dz — ~ 7

idy i 0z

und erhalten fiir die Drehimpulsoperatoren

~ h 0 0
o= (y&z _ Z@y) (6.3.3)
~ h 0 0
~ h 0 0
Das Quadrat des Drehimpulses ist
R N
0? 0? 0? 0? 0
= 2?2+ o5 | +2 2 21—
h { o (822 * 3y2> + xy@xay * “ 0r0z + Tor
0? 0? 0? 0 0? 0? 0
-’ ==+ =— 2 Qy— —2° | =— + =— 22—
4 (622 * (9:1:2> * yzayﬁz * y@y : (8@/2 * 8x2> * Z@z}
(6.3.6)

Fiir Vertauschungsrelationen zwischen den Operatoren Q) und Q® schreiben wir

{Q(l)’ Q(z)} — W@ _ @M (6.3.7)

Eine Moglichkeit diese Operatoren in Maple V zu definieren zeigt qm-defs.mw.
Wir erhalten nun die Vertauschungsrelationen

Aza Ay_ = Zhéz (638&)
0y, 0. ] = ind, (6.3.8b)
0.0, ] = ind, (6.3.8¢)
2, Aj_ =0 fur j € {z,y, 2} (6.3.8d)
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Das elektrostatische Potential des Wasserstoffatoms fiir ein Elektron ist kugelsym-
metrisch. Wir verwenden deshalb Kugelkoordinaten.

I Wi

Abbildung 6.11.: Definition der Kugelkoordinaten.

Der Laplace-Operator in Kugelkoordinaten| ] ist
> 20 I 0
A=— 4+ 224 = 7 4+ = 7 4 = ot2=
o2 rar T rremroa T e T2V Vg
1 0 0 1 0? 1 0 0
T2 or ( 87") * r2sin? 0 O¢? * r2sin 6 00 < m989> (6.3.9)

In Kugelkoordinaten lauten die Drehimpulsoperatoren

- h 0
by =—= <Sln gzﬁ(%) + cot f cos ¢8¢> (6.3.10a)
A h 8
l, = — | cos qb— — cot fsin qb 90 (6.3.10Db)
. h 0
=33 (6.3.10¢)
- 1 o2 1 0 0
2 12 —
G=-h me(w T Sing o6 (Sm‘)aeﬂ (6.3.10d)
6.3.2. Schrodingergleichung
Die Schrodingergleichung fiir das Wasserstoffatom ist
h2
——A U =FEV 3.11
l S + V(r )1 (6.3.11)

wobei V (r) ein allgemeines, kugelsymmetrisches Potential ist.
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Mit der Schreibweise von 2 in Kugelkoordinaten (Gleichung (6.3.10d) ) und Glei-
chung (6.3.9) ist auch

h? 10 0 1
T A= (22 I 3.12
2myg 2mg 12 Or (T 67‘) * 2mgr2 (6.:3.12)

Wir beachten, dass Ableitungen nach einer Variablen ¢ mit Funktionen vertau-
schen, die nicht von ¢ abhéangig sind und setzen

U(r, ¢,0) = R(r)Y (0, 9) (6.3.13)

Die Schrodingergleichung des Wasserstoffatoms lautet dann

HU(r,¢,0) =HR(r) Y (6, ¢)
R(r) »

=Y (0, ¢) 1o 20 +V(r)| R(r) + 2Y (0, ¢)

Y 2mg 12 Or or 2mgr? ’

=FR(r)Y(0,¢) (6.3.14)
Da [@,@} = 0 ist, konnen die sowohl die Eigenwerte von 2 wie auch von /,

gleichzeitig scharf gemessen werden. Mit anderen Worten, die resultierende Wel-
lenfunktion kann als Produkt zweier Funktionen geschrieben werden.
Also erhélt man die Gleichungen

0,0) =R wY (0, 0) (6.3.15a)
0 AmY (0, 9) (6.3.15b)

m und w sind einheitenlose Zahlen, die noch bestimmt werden miissen. Eine Maple-
datei zum Berechnen der Losungen (Orbitale) ist hydrogen.mw. Das Original (fur
eine nicht aktuelle Maple-Version ist
http://www.chemie.uni-konstanz.de/agmetz/hydrogen.mws.

Unter der Annahme, dass w bekannt ist, lautet die Gleichung fiir den Radialteil

C2m, 12 0r or 2mr2

wobei mgy zum Beispiel die Masse eines Elektrons ist. Prinzipiell konnte my aber
auch die Masse jedes anderen passenden Elementarteilchens sein. Nach Arfken und
Weber| , 736] schreibt man

l U ig <r28> +Vir)+ it w R(r)=FE - R(r) (6.3.16)

Y (0,0)=0(0) - @ () (6.3.17)

Die Kugelflachenfunktion Y (0, ¢) wird als Produkt einer nur vom Winkel zum
,Nordpol“ abhéngigen Funktion © (f) und einer azimutalen Funktion ® (¢). Aus
Gleichung (6.3.15b) folgt

- h O
—hmY (0,9) (6.3.18)
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123 6.3 Das Wasserstoffatom

und

. d?
L (Y (0,0) = —1"55Y (6.9)
=nami.Y (6,9)

=n*m?Y (0, ¢) (6.3.19)

Weiter bekommt man fir den azimutalen Anteil der Wellenfunktion

, 0 ‘ 222 )
—h @GW) P (p) =n"m 0 (0) - ()
82

3752(1) (¢) = —m* @ () fir © (9) # 0 V6 € [0, 7] (6.3.20)

Die Losungen der Gleichung (6.3.20) sind

e—im¢
() = { Lime (6.3.21)
Dies sind orthogonale Funktionen, da
2
/(I)jnl (¢) (I)m2 (¢) d¢ — /ez‘m1¢eim2¢d¢ = 27T5m1,m2 (6_3‘22)

0

Wenn der Raum um den Winkel ¢ = 27 gedreht wird, muss aus Symmetriegriinden
wieder eine zur urspriinglichen Funktion identische Observable ®*® entstehen. Also
muss

m(¢+2r) mod (27) = m¢ mod (27) (6.3.23)

sein. Die Funktion Modulo tragt der Tatsache Rechnung, dass die Winkelfunktio-
nen 27-periodisch sind. Gleichung (6.3.23) gilt dann, wenn m ganzzahlig ist. Die
Observable ist dann auf dem Intervall [0, 27) eindeutig bestimmt.

Wenn die Transformationseigenschaft des Wellenfunktion so wére, dass der Erwar-
tungswert, also die Observable, bei einer Drehung um 27 das Vorzeichen wechselt,
dann kénnte m auch halbzahlig sein: Dies wére dann eine Spinfunktion.

Wir kennen nun m. Um w und ©(f) zu bestimmen, subtrahieren wir Gleichung
(6.3.15a) von Gleichung (6.3.15b)

Y (0,¢) = R2wY (6,0) =(2+2+2)Y (0,0)
R2mY (6, 6) =Y (6, ¢)
Fir Y (0, ¢) = O(0)®(¢) ergibt sich
W (w—m?)Y (0,0) = (02 +0) Y (0,0) (6.3.24)
Es hat sich eingebiirgert, die folgenden Bezeichnungen zu verwenden

Y (0,0) = Yom (6.3.25)

©2005-2015 Ulm University, Othmar Marti, [@)evsa | 123



Atome und ihr Aufbau 124

Um eine Beziehung zwischen w und m zu erhalten, multiplizieren wir von links
mit Y*(0, ¢). Weiter schreiben wir anstelle von w w, um klarzumachen, dass eine
Abhéngigkeit von ¢ besteht und dass w, keine Kreisfrequenz ist.

Nach Haken, Wolf| | ergibt das Integral tiber 6 und ¢, dass
wy —m?* >0 (6.3.27)

sein muss.

6.3.2.1. Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren

Mit der Identitéat
a® +b* = (a + ib) (a — ib) (6.3.28)

kann man die Operatoren

>
>
>

L=l +il, (6.3.29a)
(=10, —il, (6.3.29D)
definieren. Es folgt L
00 =0+ 2 (6.3.30)
und weiter
20.] = (6.3.31a)
(00s] = i [00,) + [0.0,] = inl, + i (—ihl,) = ihl, + hl, = +hi,
[0.01] = 4l (6.3.31b)
Wir wenden /. auf EAQY'&m an
Us (Ve ) = LePwYy (6.3.32)
/, und ¢2 sind vertauschbar, also gilt
O (0sYom) =1 w (1Y) m) (6.3.33)

d.h. wenn Y} ,,, eine Eigenfunktion von 2 ist, dann ist auch E;Yg,m eine Eigenfunk-
tion von (2. Aus der Azimutalgleichung (6.3.15b) erhalten wir

Ui (0-Yem) = Lehm Yy, (6.3.34)

sowie aus Gleichung (6.3.31b)

Q@Z = ézg:t + hA:t (6335)
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125 6.3 Das Wasserstoffatom

Also ist L . A A
gigz}/f,m = gzgiyvﬁ,m + hgin,m = hméi)/f,m (6336>

und
002Yy = £h0L Yy + Bl = T (m £ 1) (LY (6.3.37)

Damit ist auch é\i}/g,m eine Eigenfunktion zur Azimutalgleichung, aber mit dem
neuen Eigenwert
0iYpm =K - Yo (6.3.38)

wobei K eine Normierungskonstante ist.
weiter gilt die folgende Beziehung

lxly = (6 ily) (0 £ ily) =2+ Pxild,Fil,l,
=2+ 0400, - 1,0, =02+ 02 % (inl.)
=0+ 2 Fhl. =0 — 2 0l
=0 — 1. (I. +n) (6.3.39)

In einem Magnetfeld ist die Frequenzinderung der Uberginge in einem Atom pro-
portional zu m (Zeemanneffekt, siehe Abschnitt 6.5.3). Da fiir ein endliches Ma-
gnetfeld diese Anderungen endlich sein miissen, fordern wir, dass es fiir m Minimal-
und Maximalwerte geben muss. Dann gilt auch

(- Yy =0 (6.3.40a)
0 Yy =0 (6.3.40D)
00, Yy =0 (6.3.40c)

= PYy e = O (0o 4 1) Yo

- h2w€Y€,mmax - EZ (hmmax + h> }/e,mmax
— the}/g,mmax - hmmax (hmmax + h) nymmax

= h2 (U}g - mIQnaX - mmax) Ye,mmax
Da Yy e # 0 ist, folgt
wy — M2, — Mmax = 0 (6.3.41)
Aus o
Ul Yy = 0 =107 (wy = My + Mipin) = 0 (6.3.42)
folgt weiter
Wy — M2+ Miin = 0 (6.3.43)

Lost man Gleichung (6.3.41) und Gleichung (6.3.43) beide w, auf und setzt sie
gleich, erhélt man

Wy = Mmax (mmax + 1) = Mmnin (mmin - 1)

m12nax - m?nin = —Mmin — Mmax = (mmax - mmin) (mmax + mmin)

0 = (Mmax + Mmin) (Mmax — Mmin + 1) (6.3.44)
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Da mupax > Mmin iSt, f0lgt Mpmax + Mmin = 0. Wegen Gleichung (6.3.38) erhoht
sich m bei jeder Anwendung von ¢, auf Y;,, um den Wert eins. Deshalb muss
Momaz — Mmin €ine ganze Zahl sein. Dies geht nur, wenn

Zahl
o % >0 (6.3.45)
mindestens halbzahlig ist.
Andererseits sahen wir, dass weil ®*® eindeutig bestimmt sein muss auf dem In-
tervall [0, 27), muss m ganzzahlig sein. Wir definieren: my,,., = ¢ € IN U {0}.

(>m >~/ (6.3.46)

mit
Mmax (Mmax +1) =L+ 1) = w, (6.3.47a)
M min (mmin - 1) = —/ (_g - ]-) = Wy (6347b)

Damit haben wir die beiden Eigenwertgleichungen

PV =R+ 1) Yy (6.3.484)
0.V m = hmYy (6.3.48Db)
und A
Yimsr = LoNYi (6.3.49)
mit der Normierung
! ! (6.3.50)

:£\/(€—m)(€+m+1)

Die Tatsache, dass auch halbzahlige ¢ eine Losung sein konnten, wenn nur die Ein-
deutigkeitsbedingung fiir m erfillt wére, deutet darauf hin, dass es eventuell noch
weitere Effekte geben konnte, Zum Beispiel ermoglicht das Elektron mit seinem
halbzahligen Eigendrehimpuls diese zusatzlichen Losungen.

Die bis jetzt in kartesischen Koordinaten definierten Drehimpulsoperatoren konnen
auch durch die Differentialoperatoren in Kugelkoordinaten ausgedriickt werden.

i ho

3.51
=759 (6.3.51a)
- h
l, = (sm(b + cot 6 cos ¢ <Z5> (6.3.51b)
l —h cosgzﬁg—cot@srué (6.3.51c)
y = 50 i 96 3.
Wir wissen schon, dass Y, ,, die Form
Yo m = €0 (0) (6.3.52)
haben muss. Wir setzen nach Arfken und Weber | ]
20+1(0—m)!
Oy m(0) =(—1)" P 0 6.3.53
Z, ( ) ( ) $ A (6 + m)| l (COS ) ( )
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127 6.3 Das Wasserstoffatom

P(x) ist eine zugeordnete Legendre-Funktion, die aus der Legendre-Funktion mit

F(e) = (1-x )m/zjmpg() (6.3.54)

berechnet werden kann. Die Definition der Legendre-Funktion lautet | ]

(t—1)/2 :
—1)k%x€_% fiir ¢ ungerade
Pell(x) = 5/162:() ot o) (6355)
kzo(—l)kmxh% fiir ¢ gerade
Weiter muss
0 Yy 4=0 (6.3.56)

sein. Wir berechnen nun, welche Wirkung die Erzeugungs- und Vernichtungsope-
ratoren ausiiben. In spharischen Koordinaten haben wir

1

0y =10, j:zf ——E (Smgb +COtHCOS¢a¢>ih<COS¢ coté’sm(bé:b)

=h smqb—%—zcot@cosqzﬁ ﬂ:cosgb IFcoté’smgb ¢>

¢
0 0
=1 zsmqbicosqb)—:Fcot9(51nqb:cmos¢) ¢>

h zsmc;ﬁj:comé)2 F icot 6 (F cos ¢ —isin @) 88¢>

=h zs111gz§:|:cos<b)2 +icot (£ cos ¢ + isin @) 3@¢>

[

(
hgzsln¢icos¢)$cot9< )( isin ¢ + 4 cos ¢) 3¢>
(

hi (£ cos ¢+ isin ¢) [8 +icotf—

s, 0
f— :‘:zdj — 1 —
+he [OHiZCOteﬁgb}

Wir setzen in die beiden Relationen fiir /_ und l@ die Funktion Y, ,,, = €™90,,,,(0)
ein und erhalten

— —mecot 9] (6.3.57a)

— +mcot 9] (6.3.57b)

Far m = —¢ wird
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2,}/’5,75 =0= gfeiwd)@g,,g (6) =

= —fie PO [;@ — {cot 9] Oy

Wir erhalten die Differentialgleichung

8%2” = (cotd O _, (6.3.58)
Deren Losung lautet
Oy _¢(0) = C - sin’ (0) (6.3.59)
Die Losungen miissen normiert sein, also ist
o 2
// 1Yy, |?sin 6 df dp = //ngm Y psinfddde = 1 (6.3.60)
00 00

Deshalb ist die Integrationskonstante aus Gleichung (6.3.59)

1 20+ 1)!
C = N/ (6.3.61)

Mit dem Erzeugungsoperator

A~ G
g-&-}/f,m = hew [

50 m cot «9] Yim (6.3.62)

konnen alle Funktionen konstruieren werden. Wenn ¢ = 0 ist, ist

1 1 1
Qoo = {/— P) =/ -— Yoo = 1/ —
0.0 47 0 47 0.0 47
Mit den Rekursionsrelationen erhalten wir
1
(=0 m=0 Yoo=—F7= (6.3.63a)
A7
3 3
(=1 m=0 Yig=4—cosO= - " (6.3.63D)
T AT r
3 - 3 x4t
(=1 m==%1 Y4 =F4 —sinfer =5,/ 2= (6.3.63¢)
™ 8t r
o5 (3 1 1[5 222 —a? —9?
(=2 = Yoo=1/— [ = 20—>: S
m=0 20 T (2 o8 2 2\ 4x 72
(6.3.63d)
15 . 1 /15 (x £2
(22 m=t1 You = 51| 2 sinfcosfetio = w4 [P EEWZ 6560
’ s 2V 2r 72
1 /15 1 |15z Eiy\?
(=2 m==42 Yois= | sin? et = ~ ( ) 3.63¢
m 242 = || 5 sin” fe 1\ o . (6.3.63f)

Darstellungen dieser Wellenfunktionen finden Sie im Anhang A.1.
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129 6.3 Das Wasserstoffatom

6.3.2.2. Radialteil der Wellenfunktion
Der Radialteil der Wellenfunktion (6.3.14) ist

o1d{(,d (04 1) o
l_ e <7~ dr) Sy (r)] R()=E-R(r) (6364

Diese Gleichung gilt fiir alle spharisch symmetrischen Potentiale. Wir verwenden

1 29
d <2d> d + 4 (6.3.65)

o \"ar) " a v

und Multiplizieren die Gleichung (6.3.64) mit 27

d®R  2dR (((+1) 2m.V (r) 2Em,
- R R= R 3.
e - (6.3.66)
wir setzen
2Em, +k2, fir E > 0;
A= hz { —r?, fir £ <0. (6.3.67)
~ 2m,
Vir)= p V(r) (6.3.68)
und erhalten aus Gleichung (6.3.66) die skalierte Gleichung
d*R  2dR ~ C(l+1)
= - A — — = .O.
dr? +rdr + [ Vi(r) r2 R=0 (6.3.69)

Wir betrachten den Grenzfall: r — oo und verwenden den Ansatz R = @ Fuar
die Ableitungen gilt

u(r)y d <1du(r)_u(r)1>

dr2 r  dr\r dr r2
 ldu(r) 1d%u(r) du(r)1l 1
T2 dr r odr2  dr ﬁ+2u(r)ﬁ
_ LdPu(r) _ 2du(r) +2u(7’)
Cr dr? rZ dr 73
2d (u(r)) 21du(r) 2
rw<7«>—rrdruﬁhs
_ 2du(r) 2u(7‘)
T2 dr r3
2 0y, 24 (u0)) 1)
dr? \r rdr r o dr?
Zusammen erhalten wir
1 d*u ~ C(0+1)] u
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oder mit r #0 ,
d ~ (0 +1
T Y R Gty

dr? r2

Im Grenzfall r — oo muss das Potential null sein, also

u=0 (6.3.71)

lim V =0
r—00
lim ((0+1) _0
r—00 T
Im Grenzfall  — oo lautet Gleichung (6.3.71)
d*u (1)
02 + Au(r) =0 (6.3.72)
e Wenn E > 0 ist, das heisst, wenn A > 0 ist, lautet die Losung fiir freie
Elektronen
u(r) = Cre™ 4+ Coe™™ (6.3.73a)
1 ) )
R(r) = (Cre™ + Cher) (6.3.73D)

Zusammen mit der zeitlichen Losung (') haben wir ein- und auslaufende

Kugelwellen.

o Im Falle gebundener Zustinde, Wenn E < 0 ist, das heisst, wenn A < 0 ist,
lautet die Losung

u(r) = Cre™ + Cye " (6.3.74)
Da die Losung fir » — oo gegen Null gehen muss, muss C; = 0 sein. Also
ist
C
R(r)=—2¢"" (6.3.75)
r

die Losung fiir gebundene Zustande.

Die gefundenen allgemeinen Losungen gelten nur fiir r — oo. Die Form der Losung
héangt allein von der Asymptotik des Potentials ab. Die Losungen fiir » — 0 hdngen
jedoch von der Form des Potentials V() ab und sind fir jedes Potential anders.

6.3.2.3. Radialfunktion fiir das Wasserstoffatom H

Mit den allgemeinen Lésungen fiir ein beliebiges Potential V(r) kénnen wir nun
die Losungen fiir das Wasserstoffatom berechnen

Ze?
Vi(r)= _47reor (6.3.76)
Wir wenden die Variablentransformation
p = 2Kkr (6.3.77)
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131 6.3 Das Wasserstoffatom

mit der Definition fir £ < 0 aus Gleichung (6.3.67)

2m.FE
K== (6.3.78)
Weiter setzen wir
R(r) = R(2kr) = R(p) (6.3.79)
Mit
dR _dR dp dR
dr dp dr dp
2 2D
d°R _ d R4/<02
dr? dp
wird der Radialteil der Wellengleichung (6.3.64)
R 4k dR omeZe*2k (0 + 1) 4r2
— "4 2 9 - 2 A € _
0 2 K® + p K p + [ + W dreop 2
O—d2é—|—2@ —K,2+ 2m.Ze*  L(L+1)
dp:  pdp 4k hPdmeg2kp p?
*R  2dR 1 B ((+1)] =
= -— 4+ |-+ ———|R 6.3.80
dp2+pdp [44%,) p? ( )
mit 72
e‘m
=— 6.3.81
4Amh%eq ( )
Zur Losung von Gleichung (6.3.80) verwenden wir den Exponentialansatz
R(p) =e "% (p) (6.3.82)

Zuerst berechnen wir die einzelnen Ableitungen

= ()

2 dp 2 dp dp?
R 2dR _ _ , [v (p) ldv(p) 1dv(p) d*v(p) wv(p)  2dv (p)l
dp* ~ pdp 4 2 dp 2 dp dp? p o p dp
_ o [v (p) v(p)  dv(p) <2 B ) LB (p)l
) 4 p dp \p dpa
PR 2dR_cr” lv (p) (p— 4) + Z(pp) (—4p+8) + 4p (p)] (6.3.83)
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Wir setzen den Exponentialansatz in Gleichung (6.3.80) ein, verwenden die Ab-
leitungen aus Gleichung (6.3.83) und spalten e=*/2 > 0 ab.

dQU(p)+<2 1>dv(p)+[1 1 1+B ((0+1)

dp? p ) dp |4 p 4 kp PP

Po(p) (2 \dvlp)  [L(B [\ _ L+
) LG

dp? p ) dp p\k p?

=0

] v(p)=0 (6.3.84)

Gleichung (6.3.84) kann mit dem Rekursionsansatz gelost werden

v(p)=p" > ap’ =, (6.3.85)
v=0 v=0

wobei o # 0 ist. Eingesetzt erhalten wir

o0

S W) (vt p—1)a,p

v=0

T (2 - 1) i (v + 1) ayp”

p v=0
N [(B _ 1) 1 W“)] S aup = 0 (6.3.86)

K p p?

v=0

Fir v = 0 tritt nur g auf. Fir v = 0 bekommen wir

B 1 1
(1) (pu — 1)a0p(“‘2) + (2 _ 1) pappt ! + [( _ 1) 4 W‘;)] aopt =0
P K P P

B
(1) (1 = 1) app™ ™) + 2puap > — pagp ™" + (/4; - 1) app" L (L4 1) appt 2 =0

Die Gleichung gilt dann allgemein, wenn die Koeffizienten von p*™#~2 fiir jedes v
getrennt gleich null sind. Wir erhalten so eine Gleichung fiir p

p(p—1) agp 2+ 2up" g — (L + 1) app” 2 =0 (6.3.87)

Vereinfacht erhalten wir

plp—1)+2u—L(0+1) =
plp+1)—0(f+1)=0

Wir wissen aus den Losungen fir Yy ,,, dass ¢ > 0 ist. Die Losungen fiir ;1 sind

|, brauchbare Losung;
B= { —{¢ —1, fihrt in Gleichung (6.3.84) zu einem bei p = 0 divergenten v(p).
(6.3.88)
Die Bestimmungsgleichungen enthalten fiir ;1 bei v = 0 enthalten auch hohere
Potenzen von p. Diese sind aber nicht vollstandig, da auch die Summanden bei
v = 1 Koeffizienten mit diesen Potenzen haben. Nun kann man in Gleichung
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133 6.3 Das Wasserstoffatom

(6.3.86) p = { einsetzen und fiir ein bestimmtes v die Beziehungen zwischen den
a,s aufschreiben. Die Vorfaktoren des niedrigsten Exponenten v+ ¢ —2 liefern eine
Rekursionsgleichung

a, [(V+0) v+ 0—1)+2(v+0) — L +1)]

B
+%4-—@—1+[%%&1—0]:0 (6.3.89)
Wir setzen
B
ne B (6.3.90)
Rn

wobei k durch k,, ersetzt wurde, da x von n abhéangt. Mit dieser Abkiirzung erhalt
man aus Gleichung (6.3.89)

v+{0—n

— 3.91
V(l/+2€+1)a ! (6:3.91)

a, =
Es gibt 2 Losungstypen:

« Wenn die Kette nicht abbricht, dann fithrt dies in Gleichung (6.3.84) zu einer
Exponentialfunktion, die im Unendlichen p — oo divergiert. Diese Losung
ist unphysikalisch.

o Wenn die Kette abbricht, muss in Gleichung (6.3.91) der Nenner fiir ein
Vmae NUll sein, das heisst.

Vinaz T4 —N=0= Ve + L =n

Aus dem Zahler von Gleichung (6.3.91) ergibt sich die Forderung
v>0

Also ist das ganzzahlige v mindestens eins. Zusammen erhalten wir die Bedingung

(<n-1 (6.3.92)

In der ganzen Rekursionskette ist o frei wéhlbar. Dieser Koeffizient ergibt die
Amplitude. Die ersten «,, sind

n=1| n=2 n=3 n=4
(= 0 0 [1]] o1 ]2 01]1]2]3
v=0]| 1 L1111 1 [1]1]1
v=1| 0 [ =2]|0fl-1|—3|0|| -3 |—-3|—-%]0
v=21 0 0|0 g0 ]O0) 3 | x| 010
v=3| 0 0 0] 0|0 |0]—%]0]0]0
v=4| 0 0 |0]0O]O O] 0O ]O0]|0]O

Tabelle 6.1.: Tabelle der ersten «,,, wenn g = 1 ist.
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Die ganzzahligen Indizes heissen
n Hauptquantenzahl

¢ Drehimpulsquantenzahl

Die zu den Haupt- und Drehimpulsquantenzahlen gehorigen nicht normierten Funk-
tionen sind

n—~{—1
e = 3 owpt (6.3.93)
v=0
ni|/t Un.t
1]0 V1,0 = a0 =1
2|0 Va0 = aop” 0+ anp 0 =12
1 V2,1 = app™t = p
2
310 U370:a0p0+0+a1p1+0+a2p2+0:1_2p+%
L vg1 = aop” +ap' Tt =p— 5
2 3.9 = agp®t? = p? 2 3
410 'U470:a0p0+0—|—0z1p1+0—|—a2p2+0—{—043p3+0:1—23?’)4—3%_571
1 vin = app" T o b st = p— G+ 5
2 V4,2 = Oéo/)0+2 + a1p1+2 — p2 — %
3 U4,3:a0p0+3:p3

Tabelle 6.2.: Nicht normierte Eigenfunktionen zu n und ¢

Die normierten radialen Eigenfunktionen als Funktion der dimensionslosen Varia-

134
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blen p sind

n Rn,l(p)
1 0 El’o(p) = ﬁe_p/Q
20| Ryolp) = gogz (1—5) e 2
1 R271(p) = 4\}ap6_l’/2
3 0 1?3,0@)—2\}% (1—€+%)6_p/2
1 @3,1(0)-%(0—%) e P/
2| Ryalp) = 5 pPe
D 1 3 3\ _
40| Riolp) = 505 (1= %+ 5 — §5) e
~ 2 3\
L Raa(p) = 5/ (=5 +55) e
2| Raslp) = gfgz (02— ) 2
3| Rua(p) = e pte /2
N N
5 0 R570(p):2\}ﬁgl—2p+p2—p6—4#1"’20)6 p/2
D 1 3 3 _
1| Rs1(p) = 5752 p‘%JF%_{)To)eW
=~ 3 4
2 5’5,2(0) = ﬁ % (P2 - % + Zg) er/?
3| Rs.a(p) = 60317; pi f;2) e/
4| Rsu(p) = =P e’/

Tabelle 6.3.: Normierte radiale Eigenfunktionen als Funktion der dimensionslosen

Variablen p
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H: Radiale Wellenfunktionen
0.2 T

0.15
01 H
&
o
0.05
0
-0.05 L L L
0 5 10 15 20
P
H: Radiale Wellenfunktionen: Wahrscheinlichkeit
0.3 T T
: : 4n Pg Rl,og(p) -_—
4an P, Rz,oz(p) -
095 L 4mp; Ry 15(p) ——
U2
0.2
Q
(aV]
N'I 0.15 -
Q
=
<
0.1
0.05 '/4 ‘yéf\
"v'//‘\%"‘\
0 ‘,‘!Q/‘,“‘A N
0 5

Abbildung 6.12.: Oben: normierte radiale Wellenfunktionen des Wasserstoffs. Un-
ten: Wahrscheinlichkeitsdichte der Wasserstoffwellenfunktionen
abhangig vom Kernabstand.

Abbildung 6.12 zeigt die fiir n = 1 bis n = 4 die radialen normierten Wellenfunk-
tionen des Wasserstoffs. 47p?R2(p) hat bei p = 2 ein Maximum. Das bedeutet,
dass das Wasserstoffatom im Grundzustand etwa einen Durchmesser von 106 pm
hat (siehe auch Gleichung (6.3.100) ), was eben p = 2 entspricht. Der Kerndurch-
messer ist 10° mal kleiner, also auf der Darstellung nicht sichtbar.

Mit der Riicksubstitution p = 2k, r bekommen wir die radialen Eigenfunktionen
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137 6.3 Das Wasserstoffatom

des Wasserstoffatoms

n g Rn7l(7")
1 O R170(7“) = 2;% e—/’uﬂ"
2.0 R270(’l“) = 2&% (1 — KZQT) e rar
1| Rya(r) = 2% Kore 2"
,{2 2 _
3 0| Rso(r) 2\}% (1 — 2K3T + 2%) o—haT
2T2 —R3T
| B = b = ) o
2| Ry o(r) = e e
4 0| Ryo(r) = 2\}% (1_3,&4704_2/@21702_@) —
1| Ryq(r) =3/ & (/147“ — k3 + @) e rar
2 R472(T) = 2\/11m (Iiirz — Higr?’) AT
3| Rys(r)= 6\/% Karde raT
5 0| R _ _1 2 9 3wdrd 2y sr
5,0(7“) = 5vs (1 — 4dRsr + 4REr® — 2L 4 T) e
K212 3373 WAy
1 R5,17”=#/£5r—35 I UL e 1
( ) 1/@(7 2.2 22;»;37"3 52H4T4 15
2| Baolr) = g5 /7 (WEr® = 25—+ 25) e
4.4
3| Bss(r) = 5 (ngg — =5 ) e~
4 R5’4(7”) g goml{grlleflﬁg,r

Tabelle 6.4.: Radiale Wellenfunktionen des Wasserstoffatoms

Die Konstante x,, in Tabelle 6.4 ist

2m kb,
-
gesetzt. Mit Gleichung (6.3.81) und Gleichung (6.3.90) kann der n-te Energieei-
genwert berechnet werden.

Ky =

2,4
E, = __MeZ%e” 1 (6.3.94)
on2 (dmey)®  n?

Wir kénnen nun auch k, mit E, ausdriicken

_ meZ2e* | 1
o \l 2m€( 27,12(47_(_50)2 n2) . m0Z€2 . 1
n = —

= - 6.3.95
h? dregh? n ( )
Schliesslich haben wir
Ry o (r) = N, cexp (—knr) r' L2 (26,7) (6.3.96)
Dabei ist N,, ¢ ein Normierungsfaktor und
20+1 20+1 >
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eine Funktion, die aus einem Laguerrschen Polynom

I B 1 ) dn+€ Cp ntt
it = o d (e7pt) (6.3.98)

durch Ableiten erzeugt werden kann.

Die Grosse
1m.Ze? Z 1
[{/n = — = —
nh%4mey N ag

(6.3.99)

ist ein inverser Radius. Er hingt von der 1/n ab und der Kernladung Z ab. Der

von der Quantenzahl n und der Kernladungszahl Z unabhéngige Radius ag, der
Bohrsche Radius, hat den Wert

11 Ameoh?
n Ky mee

=5.29177 - 107" m (6.3.100)

n | Ry (r)

10| Rio(r) = Geri®emm = —Ly e/

2 0| Ryo(r) = ﬁlig/ (1 —kor)e war = 271”23/2 ( ;To) —r/(2a0)
1| Roq(r) = \/%HQ/ Kore 2" = 4fa3/2 aTO *T/(2ao)

3 0| Ryolr) =z Ky (1 — 2kar + W ) T = i (1 -2 )e”‘/(?’ao)
1| Rsq(r) = 35%53/2 (2037 — K27 )e_fm _ m (JT) _ %) —r/(3a0)
2 | Rso(r) = 3\@,53/2 K2r2e T = 81\/Biﬁ%e—r/(gao)

£ R = (1w 2 =) e = S (1 25 4 - o)
1| Rya(r) = % (mr L 3) e = o (L _ % 1 %) e—r/(4a0)
2| Rya(r) = \#Kiﬂ (/@17“ a Iw ) = 1281\/5 Ry (r% o 1528) e/t
3| Rys(r) = 3552/2/@47’3@‘”4’“ _ 1536%57 3/2ag€_r/(4ao)

Tabelle 6.5.: Normierte radiale Wellenfunktionen des Wasserstoffatoms.

Die normierten radialen Wellenfunktionen sind in Tabelle 6.5 dargestellt. Bei Hy-
perphysics gibt es eine schone Darstellung dieser Funktionen. Eine Skizze dieser
Wellenfunktionen findet sich auch im Anhang A.2.

6.3.3. Volistandige Wellenfunktion des Wasserstoffatoms

Die vollstéindige Wellenfunktion eines durch n, £ und m gegebenen Zustandes eines
Wasserstoffatoms ist

Ut (r,0,0) = ™ P/ (cos V) Rp¢ (1) (6.3.101)
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mit

n—1

&

IAIA
S ~ 3
IANIA M

Die Wasserstoffwellenfunktion ist dann

: (n — (- 1)' —ar 14 m
Vo t,m(r,0,0) = \l@j%(nwe P (ar)” L2 (ar) Y™ (0, ¢)
(6.3.102)
wobei
Amegh?
ag = B
mope

der Bohrsche Radius und

ist. Die Wasserstofforbitale[ AV 95] sind

moe2 2\ (n—{ —1)!
\IITL .m 707 = 5 29 P N E
(7,0, 9) J (27T€0h2 n) 2n (n+ 1)

_mge* Lz . m0€2 YA ¢
- e 47(50f12 n . . 77«1

2megh?  n
2 Z
J20+1 mee” 4
n+t ((27T€0h2 nl’
Y (0,9)

Versuch zur Vorlesung:
Orbitalmodelle: Stehende Wellen auf runder Wasseroberflache (Versuchskarte AT-

60)

Versuch zur Vorlesung:
Orbital-Modelle: Styropormodelle von Ladungswolken (Versuchskarte AT-61)
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6.3.4. Unbestimmtheitsrelationen und Vertauschungsrelationen

Die folgende Ausarbeitung folgt der Behandlung von Gordon Baym| , 66].
Eine analoge Darstellung findet sich im Buch von Landau und Lifschitz | ,
46].

In der Quantenmechanik ist es iiblich Skalarproduckte mit Brakets zu beschreiben.
Die Definitionen sind:

lg) =g der Spaltenvektor der Funktion g
(fl = f"(u) der Zeilenvektor der zu

f konjugiert komplexen Funktion

(fly=(f.9)=f "9

+o0
(flg) = / [ (w)g(u) du Skalarprodukt von f und g
Nun seien |©) und |®) normierte Wellenfunktionen, das heisst (©|©) = 1 und
(O|P) = 1.
Behauptung:
(B]P)| <1 (6.3.103)
Beweis:
Sei

() =|©) —*|®) fira e R

Die Reihenfolge der Wellenfunktionen darf nicht geédndert werden, Zahlen diirfen
vor das Skalarprodukt gezogen werden. Dann ist

0 < (¢|¢) wegen der Normierung
= (O] = 7™ (@]) (|©) — ¢ |®))
= (0|0) — <9|¢> e (P[O) + e (0] D)
2 ¢ (@[B) — i (B]0)
= 2> e (0|P) +e” <<I>|®> (6.3.104)

Gleichheit gilt also nur, wenn |¢) = 0. Wir wihlen das beliebige « so, dass

(0]2) =™ |(O]2)]
und setzen in Gleichung (6.3.104) ein

2> e [(0]0)] + e (0]O) = [(6]®)] + 7" (2|O)
2-(8]2)| = e (2]O)
(2 - (ele)])’ = [(e|e)[* =[(6]2)[’
(2 - [©[®)]) = [(6]9)]
2>2((0]|P)] = 1> |(0]®)|
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141 6.3 Das Wasserstoffatom

Damit ist die Behauptung gezeigt. Bei nicht normierten Funktionen verwendet
man

o
o . 12)

(016) (®[®)
Aus Gleichung (6.3.103) erhalt man

J©[e) (@[@) > [(8]|®)| (6.3.105)
Aus Gleichung (6.3.104) erhalt man

(0]) e (2]0)
J©le) /(o) J©le) /(o)
2,/(0]0) \/(@]®) > e (B]®) + ¢~ (©]O)

o

und damit

J©[e) (@[o) > ; (e (0]®) + e (]0)) (6.3.106)

Die Standardabweichungen die Wellenfunktion |¥) der Orts- und Impulsoperato-
ren sind

Az = J{(x = (x))*) (6.3.107a)

Ap, = ¢ <(f)x - <px>)2> (6.3.107b)

wobei flir die Erwartungswerte wie tiblich gilt:
(2?) = (0|2 |v) = /;ﬂ (| WY [? dPr

Wir nehmen an, dass das zu untersuchende Teilchen die Wellenfunktion |¥) hat.
Wir definieren

10) = (% — (2)) |I) (6.3.108a)
|®) = (bz — (px)) [¥) (6.3.108b)

Dann ist
(010) = (% — (z))? = (Az)? (6.3.109a)
(®[®) = (Pr — (px))’ = (Ap,)* (6.3.109b)

Aus Gleichung (6.3.106) erhdlt man mit €’ = —i und der Annahme, dass (z) = 0
und (p,) = 0 (was sich immer durch eine Galilei-Transformation erreichen lésst.)
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Ar Ap, >+ (—i (O]®) +i(0]0))

[\]

= 2 ((©l®) — (2]6))

2
- _% (UK Dy — X (pa) — () Do + () (D) — DEX 4 D5 () + (Do) & — (p2) (2) |T)
- _% (W% D, — Dok + (po) (R — X°) + (2) (P — Da) 1)
- —; (U] %P, — P2% |T)
= — (| [%, D] [¥)
= ——ih (U|T)
B h
)

Unschdarferelation oder Unbestimmtheitsrelation

h
AxAp, > 5 (6.3.110)

Wir haben bei der Berechnung nichts iiber die Operatoren X und p, angenommen,
so dass auch fiir allgemeine Operatoren §2; und €25, bei denen man tiber eine Trans-
formation (1) = 0 und (€23) = 0 erreichen kann, die Unbestimmtheitsrelation gilt

01,2
AQy AQ, > S0, $h] (6.3.111)
Nach Landau und Lifschitz | , 46] folgt aus
fg — af = —inc (6.3.112)

wobei f und ¢ beliebige Operatoren zu den klassischen Grossen f und g sind und
bei der ¢ der Operator zur klassischen Grosse ¢ (der Poisson-Klammer) ist, dass
im klassischen Grenzfall alle Operatoren vertauschbar sind. In zweiter Naherung
kann der Operator ¢ als Multiplikation mit ¢ auffassen, so dass

fg — gf = —inc (6.3.113)
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143 6.3 Das Wasserstoffatom

und in Analogie zu den Impulsen

AfAg~ hc (6.3.114)

6.3.5. Quantenzahlen, Spektren und Energien

Beim Wassersatoffatom hatten wir drei Quantenzahlen

n=1723 Energiequantenzahl
0<t<n-1 Drehimpulsquantenzahl
—<m<Y/ magnetische Quantenzahl

Diese drei Quantenzahlen beschreiben den atomaren Zustand des Wasserstoffa-
toms. Das Rydberg-Gesetz besagt, dass fiir hochangeregte Zustdnde nur die Ener-
giequantenzahl n wichtig sei. Das bedeutet, dass alle Drehimpuls- oder /- und alle
magnetischen oder m-Zustande die gleiche Energie haben.

Zustande zu verschiedenem ¢ oder m, die alle die gleiche Energie
haben, heissen entartet. Die Anzahl Zustinde bei verschiedenem
¢ oder m mit der gleichen Energie ist die Entartung.

Es stellen sich die folgenden Fragen:

e In welcher Reihenfolge werden die Zustande besetzt?

o Wird die Entartung aufgehoben?

o Was ist der Grund fiir die Entartung?

Um sich den Antworten zu nédhern, ist es instruktiv nochmals die Kepler-Gesetze
zu betrachten. Diese beschreiben geschlossene Planetenbahnen, wenn das Potential
sich wie 1/r verhélt. jede Abweichung des Potentials von einem 1-Gesetz bewirkt
eine Perihel-Drehung, also auch dann wenn mehr als ein Planet um das Zentral-
gestirn sich bewegen.
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Abbildung 6.13.:  Sommerfeld-Bild:  Modell eines Atoms mit einem
,Leuchtelektron*

Abbildung 6.13 zeigt verschiedene Keplerbahnen, wobei die Bahn mit der grossten
Exzentrizitat die Bahn des Leuchtelektrons sei. Abbildung 6.14 zeigt eine Skizze
eines Leuchtelektrons auf einer Rydbergbahn zusammen mit dem Kern und der
ihn abschirmenden Elektronenwolke

Leuchtelektron

Elektronen r o
— (Z — l)e
1 Ze
Kern
N 2’/'Kern

Abbildung 6.14.: Atom mit einem Leuchtelektron

Bei Atomen mit einem Elektron auf einer Rydbergbahn, wenn also r > rq gilt, ist

die Coulombkraft F, = — 47360 ZT—ZZ unabhéngig von der inneren Struktur des Atoms.
Andererseits ist auch ganz in der Nahe des Kernes, das heisst fiir r & rge.,, die

. . 2 .
Coulombkraft einfach. Sie muss F, = — 477160 % sein.
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Abbildung 6.15.: Skizze: Coulombpotential und effektives Potential

Abbildung 6.15 zeigt eine Skizze des Ubergangs vom geschirmten Potential fiir ein
Elektron fiir » > 7y zum reinen Coulombpotential eines Kerns mit der Ladung
Ze. Die genaue Form des effektiven Potentials ist schwierig.

Die Existenz eines effektiven Potentials bedeutet, dass ein Elektron innen sich auf
einer Bahn zu einem anderen Coulombpotential als aussen bewegt. Die Energie
héngt also nun vom Drehimpuls ab. ¢ = 0 ist eine Kreisbahn, die von einer ein-
zigen effektiven Ladung bestimmt ist., £ > 0 bedeutet, dass das Elektron sich in
Potentialen zu verschiedenen Energien aufhéilt. Damit dndert sich die Energie und
die Abschirmung hebt die Energieentartung auf.
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Abbildung 6.16.: Grotrian-Diagramm fiir Lithium

Energieniveaus werden tiblicherweise mit Grotrian-Diagrammen (siehe Abbildung
6.16) dargestellt. Die Bedeutung der Symbole ist in Tabelle 6.6 zusammengefasst.

Buchstabe | Drehimpuls | Name
s (=0 sharp
p (=1 principal
d (=2 diffuse
f (=3 fundamental
g (=14
Tabelle 6.6.: Bezeichnungen der Bahndrehimpulszustande

Es gibt die folgende Konvention:
grosse Buchstaben beziehen sich auf das gesamte System

kleine Buchstaben bezichen sich auf ein Elektron
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147 6.3 Das Wasserstoffatom

Bei den Alkaliatomen kann man empirisch Serienformeln angeben, die analog zur
Balmerserie sind. Fiir die Energien der einzelnen Zustande gilt:

1 1
E,.=—Rns hc —— = —Rpygsh 6.3.115
’ Ne e, T T G T A, ) (6:3.115)

nefr = n — A(n,l) ist dabei eine im Allgemeinen nicht ganzzahlige Hauptquan-
tenzahl. A(n,¢) ist der zu n und ¢ gehorende .

Die Quantenzustinde werden als Absorptions- oder Emissionslinien untersucht.
Bei Absorptionslinien ist unter Normalbedingungen nur der Grunzustand eines
Atoms besetzt: man beobachtet also ausschliesslich die nur die Hauptserie aus
Resonanzlinien. Die gelbe D-Linie des Natriumatoms wird durch den Ubergang
3s — 3p erzeugt. Die mit Grossbuchstaben bezeichnete Gesamtheit aller s- bezie-
hungsweise p-Terme ist beim Natrium

Hauptserie | 35S < nP
Nebenserien | 3P <+ n .S
3P+ nD mitn>3
Tabelle 6.7.: Haupt- und Nebenserien beim Na

Beim K-Atom ist die Elektronenkonfiguration der inneren Elektronen eine Ar-
Konfiguration. Dazu kommt ein ausseres Leuchtelektron. Die Konfiguration des
K-Atoms besteht aus zwei s-Elektronen mit n = 1, bezeichnet als 1s2. Dann folgen
zwei s-Elektronen mit n = 2, die mit 2s% angegeben werden. Weiter gibt es sechs
p-Elektronen (2p%) mit n = 2, zwei s-Elektronen mit n = 3, also 3s? und sechs
p-Elektronen mit n = 3 angegeben mit 3p°. Kurz gibt man das als

15% 25% 2p° 35 3p° = [A1] (6.3.116)

In der ganzen Konfiguration ist neben der [Ar]-Edelgaskonfiguration noch ein Elek-
tron unberiicksichtigt. Dieses konnte sich sowohl in einem [Ar|3d" oder [Ar]4s' sein.
Welche Konfiguration hat die kleinste Gesamtenergie? Das s-Elektron hat eine ho-
here Wahrscheinlichkeit, sich nahe am Kern aufzuhalten als das d-Elektron. Es
bewegt sich also mehr im unabgeschirmten, potentialméassig tiefer liegenden Teil
des Wechselwirkungspotentials, liegt also bei einer tieferen Energie (siehe auch
Abbildung 6.17). Obwohl das d-Elektron eine stabilere Konfiguration zu haben
scheint, ist die Konfiguration des K [Ar|4s!.
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H: Radiale Wellenfunktionen

3d — |

4s

41 p® R%(p)

Abbildung 6.17.: Radiale Wellenfunktionen des Wasserstoffatoms

6.4. Atome im Magnetfeld

6.4.1. Stern-Gerlach-Experiment

Wenn Atome magnetische Momente haben, werden sie in einem Magnetfeldgradi-
enten abgelenkt. In einem homogenen Magnetfeld jedoch gibt es keine Ablenkung.
Im Experiment von Stern und Gerlach wurden neutrale Silberatome durch ein
inhomogenes Magnetfeld geschickt.

B grad B
o I N

| 1

Kollimationsblenden

Abbildung 6.18.: Versuchsaufbau Stern-Gerlach-Versuch

Abbildung 6.18 zeigt den symbolischen Aufbau. In einem homogenen Magnetfeld
wirkt auf ein magnetisches Moment keine Kraft. Wenn das magnetische Moment p
nicht parallel zur magnetischen Induktion B ist, prazediert das magnetische Mo-
ment g =my =1 - A - n wegen dem Drehmoment M = px B. Die magnetische
Lageenergie ist

Ept=—p - B (6.4.1)
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149 6.4 Atome im Magnetfeld

Die Kraft auf einen Dipol im Gradientenfeld ist
F ={grad B} p
|
Tensor

Bei einem iiblichen thermodynamischen System erwartet man, dass die magneti-
schen Momente p beliebig zu B orientiert sind.

erwartet gemessen

Abbildung 6.19.: Skizze: Erwartete (links) und gemessene Verteilung der Elektro-
nen beim Stern-Gerlach-Versuch.

Abbildung 6.19 zeigt eine Skizze der erwarteten und, rechts, der gemessenen Vertei-
lung. Die Ergebnisse zeigen, dass die z-Komponente des magnetischen Momentes
der Silberatome im Magnetfeld quantisiert ist.

6.4.1.1. Drehimpulsoperator

Um zu einem Ausdruck fiir den Drehimpulsoperator zu kommen, betrachten wir
den Strom in einem Atom.

q —ew
I = = 6.4.2
TUmlauf 2m ( )
Der Drehimpuls ist
2 2 A 2
|| = mwr® =mw*— da 7r°=A (6.4.3)
™

Der Drehimpuls ist also proportional zu der Flache A des Kreisstromes. Das ma-
gnetische Moment ist

W= & = _ %
o = (mwr ) =—5 €] (6.4.4)

p=1--A=—
© (6.4.5)

A

fr=—

2me

Das Minuszeichen rithrt von der negativen Elementarladung her. Setzt man den
Betrag des Drehimpulses gleich dem reduzierten Planckschen Wirkungsquantum,

0] =n
erhédlt man das Bohrsche Magneton

B eh
N 2me
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Abbildung 6.20.: Zusammenhang zwischen Drehimpuls und magnetischem
Moment

Das magnetische Moment des Elektrons ist (siche Abbildung 6.20)

12

Ko = —Gekny (6.4.7)

Die Grosse gy ist der sogenannte g-Fuktor. Beim magnetischen Moment eines
Kreisstromes ist g = 1. Die Eigenwerte des magnetischen Momentes sind:

je = s J(E+ 1) = ;Z ((t+1) (6.4.8)

Die Drehimpulsanderung bei der Prézession ist

E:MXB:—’%B(EX B) (6.4.9)
Die Frequenz dieser Prézession ist die Larmor-Frequenz

€] 7 i

We

VB, (6.4.10)

Hier ist v das gyromagnetische Verhdltnis.

6.5. Elektronenspin

Versuch zur Vorlesung:
Elektronenspinresonanz: Modellversuch (Versuchskarte AT-31)

Versuch zur Vorlesung:
Elektronenspinresonanz: ESR an DPPH (Versuchskarte AT-29)
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6.5.1. Magnetische Spin-Bahn-Kopplung

Elektronen konnen fiir viele Untersuchungen als punktférmige Teilchen angesehen
werden. Wenn der klassische Elektronenradius berechnet wird, wird eine ausge-
dehnte Ladungswolke angenommen. Wenn diese Wolke einen Eigendrehimpuls hat,
dann gibt es einen Kreisstrom und damit ein magnetisches Moment. Der Eigen-
drehimpuls des Elektrons heisst Spin, der mit dem Vektor s bezeichnet wird. Aus
den klassischen Uberlegungen kann aus dem Drehimpuls das magnetische Moment
berechnet werden. Dieses so berechnete Moment ist jedoch nicht gleich dem ge-
messenen magnetischen Moment — ein Zeichen, dass hier die klassische Mechanik
die Physik nicht mehr richtig beschreibt.

Analog zum Bahndrehimpuls £ haben wir

|s| = /s(s+1) (6.5.1)

Abbildung 6.21.: Elektronenspin s, Betrag |s| und z-Komponente s,.

Der Zusammenhang zwischen dem Bahndrehimpuls £ und dem dazugehoérigen ma-
gnetischen Moment p,, beziehungsweise dem Spin s und dessen magnetischem
Moment p, (siche auch Abbildung 6.21) ist

e
= - 5.2
M 9558 (6.5.2)
e
= — L 6.5.
My 9 (6.5.3)
wobei
ge=1 gs = 2.0023 (6.5.4)

ist. Der Wert von g, ist wie erwartet. Der Wert von g, ist iiberraschend:

o Das magnetische Moment ist etwa doppelt so gross wie aus dem Kreisstro-
margument zu erwarten gewesen wére. Dies ist ein quantenmechanischer Ef-

fekt.

©2005-2015 Ulm University, Othmar Marti, [@)evsa 151



Atome und ihr Aufbau 152

e Die Abweichung von 2.0000 ist ein quantenelektrodynamischer Effekt und
durch Messungen auf viele Nachkommastellen bestéatigt. Die Quantenelek-
trodynamik verkniipft die spezielle Relativitatstheorie mit der Quantenme-
chanik.

Das magnetische Moment des Elektronenspins kann mit dem Bohrschen Magneton
ausgedriickt werden

Hs,z = ﬂ:l.00116u30hr (655)

Das Verhaltnis zwischen Drehimpuls und magnetischem Moment heisst gyroma-
gnetisches Verhaltnis v = % Das gyromagnetische Verhéltnis fiir den Bahndre-
himpuls und den Spin ist

1le
v =1.00116-— (6.5.7)

e

Der Spin kann zum Beispiel mit dem Stern-Gerlach-Versuch nachgewiesen, siehe
Abbildung 6.19.

6.5.2. Feinstruktur und Ein-Elektronen-Atome

Versuch zur Vorlesung:
Natrium: Feinstruktur der D-Linie (Versuchskarte AT-48)

Wenn man die Natrium-D-linie untersucht, findet man dass diese in ein Dublett
aufgespalten ist. Diese Aufspaltung nennt man auch Feinstruktur. Sie entsteht,
weil der Spin und der Bahndrehimpuls wechselwirken.

- &)

Abbildung 6.22.: Spin-Bahn-Kopplung

Abbildung 6.22 zeigt eine Skizze der Spin-Bahn-Kopplung. Der Drehimpuls { und
der Spin s bilden zusammen den Gesamtdrehimpuls j.

il = i G+ D (6.5.8)
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mit [j| = [{ £ s].
Wir betrachten ein p-Elektron mit der Bahndrehimpulsquantenzahl ¢ = 1 und der

Spinquantenzahl s = %
3 3 5 V15
= — i|=1\/=  =h=—h 5.
= =5 5n= (65.9)
1 1 3. V3
= — | =1z =h=—h 5.1
=3 =13 5h=" (65.10)

Wenn der Bahndrehimpuls verschwindet, wenn seine Quantenzahl ¢ = 0 ist, wird
die Quantenzahl des Gesamtdrehimpulses gleich der Quantenzahl des Spins j = s.

Die magnetische Quantenzahl des Gesamtdrehimpulses, die die Richtungsquanti-
sierung darstellt, ist

J. = mjh mj=—j...—jfirjeZz (6.5.11)

Wie beim Bahndrehimpuls und dem Spin gehort zu jedem Gesamtdrehimpuls j
ein magnetisches Moment p ;. Fiir optische Uberginge gilt die Auswahlregel: Aj =
0, £1, wobei der Ubergang j = 0 — j = 0 verboten ist.

Ruhesystem
Laborsystem " Elektron

Abbildung 6.23.: Spin-Bahnkopplung nach Bohr

Zur Berechnung der Spin-Bahn-Aufspaltung im Magnetfeld betrachtet man das
Atom im Ruhesystem des Elektrons. Nach Biot-Savart ist das Magnetfeld der
Kernladung +Ze

Ze
B, =+ v (—1)] =

Zelio
473

vVXT (6.5.12)

wobei £ = r X mov = —€ = mov X r verwendet wurde. Also ist das Magnetfeld

Zepo £
Mo = (6.5.13)

47r3 my

B,

Der Spin des Elektrons prézediert um Bjy.
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M j(j+1)h

s|=ys(s+1)n

= ee+1)n

Abbildung 6.24.: Spinprazession. Links Skizze, rechts Vektoraddition

Nach Gleichung (6.5.2) ist das magnetische Moment eines Spins p, = —gs57-8.
Setzt man dies in die Gleichung fiir die Lageenergie eines magnetischen Moments

in einer magnetischen Induktion £, ; = —p, - B ein, erhalt man
E ( ¢ ) B=g-" (s B) (6.5.14)
s—= — | —gs7=—S8 : = Js s - t
b 9 2me 9 2me
Wenn man gs = 2 setzt, erhdlt man mit Gleichung (6.5.13)
Ze2p,
Eo s = 22;e (s B) = 47r7i”z§7"3 (s - 0 Achtung: Falsch! (6.5.15)

Eine genaue relativistische Betrachtung sowie experimentelle Daten zeigen, dass
die Gleichung (6.5.15) um einen Faktor 1/2 zu falsch ist. Llewellyn Thomas ent-
deckte wahrend seiner Doktorarbeit, dass bei der Riicktransformation aus dem
mitrotierenden Koordinatensystem ins Laborsystem die relativistische Zeitdilata-

tion berticksichtigt werden muss | ]. Seine Argumentation (im cgs-System!)
war wie folgt:
Das “—H. Das Elektron be-

wegt sich mit der Geschwindigkeit v durch das elektnsche Feld des E des Kerns,
was nach Maxwell zu einem Magnetfeld

1
H=-F xv
c

fithrt. Die Préizessionswinkelgeschwindigkeit ist dann

E XV = —H
moc? moC

w =

Diese Gleichung ist falsch. Das Elektron erfahrt eine Beschleunigung a. Man muss
eine Lorentz-Transformation mit der Geschwindigkeit v + adt verwenden, sowie
beachten, dass der Spin zur Zeit ¢t + dt gedreht ist. Also hat man nach Thomas eine
Geschwindigkeit adt und eine Rotation (1/2¢?)v x adt zu beachten. Die Prizession
wird dann in erster Naherung durch

e 1
WThomas = 2E><'v——2fv><a,
moC 2c

Nun ist die Beschleunigung durch

a=——2UF
mo
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155 6.5 Elektronenspin

gegeben. Also ist die Prazessionswinkelgeschwindigkeit

e 1 e

rimas =~ B x v Lo (~ )
mgoC 2c mo

e

Exv—l—%vxE: H (6.5.16)

moc? moc? moc

Aus der Argumentation von Thomas folgt, dass Gleichung (6.5.15) mit dem Faktor
%, dem aus der relativistischen Betrachtung folgenden Thomasfaktor korrigiert
werden muss. Wir haben also fiir die Energie

Zepe

By, (s - £) (6.5.17)

8mrm?2r3

Abbildung 6.25.: Beziehung zwischen 3, € und s nach dem Cosinus-Satz.

Aus dem Cosinus-Satz fir beliebige Dreiecke (sieche Abbildung 6.25)
& =a®> +b* — 2abcosy (6.5.18)

erhalten wir mit der Winkelidentitat

y=m—¢ = COS7y = — COS€ (6.5.19)
und
L(a,b) =€ (6.5.20)
schliesslich
1517 = |€)> + |s|* + 2€] |s| cos (£, s) (6.5.21)
Gleichung (6.5.17) mit dem Zwischenwinkel zwischen £ und s kann also auch
Ze2 uoh?
Ey s = % || |s| cos (€, s) mit a = 8;71/%)7’3 (6.5.22)
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geschrieben werden. Andererseits ist mit Gleichung (6.5.21)

__a
%2

a

Eys 1317 = 1e” = 1P| = SLG+ D) = £(+1) = s(s+1)]  (65.23)

Setzt man in Gleichung (6.5.23) ¢ =1, s =3 und j = 3 oder j = 3, erhélt man
die in der Abbildung 6.26 gezeigten Aufspaltung durch die Spin-Bahn-Kopplung.

S

I

Abbildung 6.26.: p-Aufspaltung nach Gleichung (6.5.23) .

Der Radius 7 in der Konstanten a in Gleichung (6.5.22) ist r,, der Radius der
n-ten Bohrschen Bahn. Fiir diese Bahn gilt

Amegh®n?
T = ————

(6.5.24)

Ze2m,

und damit

Da es in der Quantenphysik keine festen Bahnen gibt, muss 7= durch den mit der
Wellenfunktion gewichteten Wert

<1>: / hffdv (6.5.25)

ersetzt werden. Man erhalt so

Z4

w3 (C+3) (L+1) (6:5.26)

a X
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157 6.5 Elektronenspin

6.5.2.1. Elektronenspin-Resonanz

Abbildung 6.27.: Elektronenspinresonanz

Die prazedierenden Elektronenspins (Skizze in Abbildung 6.27 wechselwirken be-
sonders stark mit Licht, wenn dieses in Resonanz mit der Prazessionsfrequenz ist.
Die Lénge eines Spins ist

1 3 3
é_ ~ 0,81 (6.5.27)

Dieser steht dann im Winkel o zum Magnetfeld.

1 2 1
cosa = — — = 54.73° (6.5.28)

2V3 VB
Das magnetische Moment eines Spins in Einheiten des Bohrschen Magnetons upg
ist
s = /s(s+ 1Dug - gs (6.5.29)

wobei seine z-Komponente entlang des Magnetfeldes durch

1
Hs,z = j:§gsﬂfB (6530)

gegeben ist. Die beiden moglichen Niveaus haben den Energieunterschied

AFE = g,upBy (6.5.31)
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B

@ 0

.\ Prazession

[ B, = B sinwt

Abbildung 6.28.: Situation von oben gesehen

Uberginge treten auf, wenn die Energie des Lichtes dem Energieunterschied der
beiden Spinzustande entspricht.

AE = hv = gsupBy (6.5.32)

oder
v =2.806 - 10" - By HzT* (6.5.33)

Die Prézessionswinkelgeschwindigkeit (Skizze in Abbildung 6.28) ist

lHlIBy| M
‘TIl T I

— B, (6.5.34)

mit einem von den atomaren Zustdnden abhéangigen Proportionalitatsfaktor .

Vy
Wellenleiter E,
Resonator
0 AE =hy,
Magnet ‘
B,
Strom

y

I Amplitude

Modulator —

Abbildung 6.29.: Elektronen-Spin-Resonanz: Aufbau

Abbildung 6.29 zeigt den Aufbau einer ESR-Apparatur. Die Resonanz der Mi-
krowellen mit den Spins im Magnetfeld bewirkt einen Abfall des Signals an der
Detektionsdiode.
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159 6.5 Elektronenspin

6.5.3. Zeemann-Effekt

Versuch zur Vorlesung:
Normaler Zeeman-Effekt: Berechnung von e/m (Versuchskarte AT-14)

P B

V 2,3
1

Abbildung 6.30.: Zeemann-Effekt klassisch

[
L

Die Wechselwirkug der Spins und der Bahndrehimpulsemit der magnetischen In-
duktion bewirkt eine Aufspaltung der Energieniveaus im Magnetfeld.

Eine lineare elektromagnetische Schwingung schriag zum B-Feld kann in drei Kom-
ponenten aufgeteilt werden. Diese drei Polarisationskomponenten ergeben wieder
die urspriingliche elektromagnetische Schwingung. Die Polarisationskomponenten
sind in Abbildung 6.30 gezeigt:

1. eine lineare Schwingung parallel zu B,
2. eine linkszirkulare Schwingung

3. und rechtszirkulare Schwingung.

Die magnetische Induktion B beeinflusst die lineare Schwingung nicht. Die zirkula-
ren Schwingungen (linkszirkular) und (rechtszirkular) beschleunigen oder bremsen
die Umlauffrequenz der Elektronen auf ihren Bahnen. Die Frequenzanderung wird
die Larmor-Frequenz genannt. Sie ist

. S p,=tEp, (6.5.35)

1
A = = —
WL 2 m, hi

Beim Bahndrehungspuls ist ¢ = 1.
Im Atom ist die lautet die Identitat zwischen Coulombkraft und Zentripetalkraft

Ze?
2
. = 6.5.36
MeWoT 47T€0T3r ( )
Dazu komm noch die Lorentz-Kraft mit den x, y und z-Komponenten
(@) me @+ mewir—eyBy = 0
(b) me §j+mewdy+eiBy = 0 (6.5.37)
(c) me 2+ mewdz = 0
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Fiir die z-Komponente folgt aus Gleichung (6.5.37) (c), dass z = zgexp (iwpt)
konstant bleibt. Wir setzen v = x + iy und v = x — iy, oder z = “%” und y = -
und erhalten aus Gleichung (6.5.37) (a) und (b), den Gleichungen fur die z- und

die y-Komponenten

(a) Ze(i+9)+ Zewi(ut+v)—£(—0)By = 0 |- 2 (6.5.38)
(b)) Ze(i—0)+2wi(u—v)+S(u+0)By = 0 |- 2 e
Weiter formt man um:
(@) mei(i+0) +meiwt (u+v)—e(t—v)By = 0 |- (=) (6.5.39)
(b) me (i —9) +mewi (u—v)+ie(it+0)By = 0 o
(@) me (4 0)+mews (u+v)+ie(a—v)By = 0 (6.5.40)
(a) 4+ (b) 2meii + 2mewdu + 2ie 4 - B, = 0 (6.5.41)
(a) — (b) 2m. 0+ 2mewiv —2ie v - B, = 0 o
Die Losungen dieser Gleichungssysteme sind
B
U = Ug exp {z (wo - eO) t} (6.5.42)
2m
B
v = vy eXp {z <CU() + €0> t} (6.5.43)
2m

Eingesetzt erhalten wir die Bedingung

By\? B
Me (— (wo—e 0) >—|—(2mew§—|—2ie (z (wo— ¢ 0))) By =0
2m 2me

2 2 2 12
e’B eB e’B

—mwg —-m 4m§ + 2mewg27w(; + mwg — ewoBy + ij =0
e?B3  eBywo e?B?

- — ewpBy + =0
4m, 1 Rt om

By e’Bj 0

B 4m, 2m,

Aus der letzten Gleichung liest man ab, dass diese Gleichung nur im Grenzfall
By — 0, oder wenn ¢?B2 < m, ist, eine Losung hat. Die Frequenz spaltet sich
dann wie folgt auf:

w— wp £ Aw (6.5.44)
mit
€BO

Aw = 6.5.45
Y= o ( )

Dies entspricht einer Frequenz

) 1 eB

Av =22 = =20 _ 1 410" H220.465 cm ™! (6.5.46)

:g_émme
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Der klassische Zeemanneffekt bewirkt eine konstante Frequenz-
verschiebung.
Es gibt ein Zeemann-Triplett mit

e« Wenn s und ¢ nicht koppeln, haben wir den normalen Zeemanneffekt.

e Wenn s und ¢ koppeln, haben wir den anomalen Zeemanneffekt.

7| =iG+1
‘?‘ =4/s(s+1)

m =Je+

Abbildung 6.31.: Magnetisches Moment des Gesamtspins

Da der g-Faktor des Spins und des Bahndrehimpulses unterschiedlich sind, ist das
magnetische Moment des Gesamtdrehimpulses nicht antiparallel zum Gesamtdre-
himpuls, sondern prazediert um die Richtung des Gesamtdreimpulses. Der Gesamt-
drehimpuls 3 ist parallel zur externen magnetischen Induktion B Da die Prézessi-
onsfrequenz enorm hoch ist, kann durch eine Messung nur die Projektion von g,

auf die Richtung von j bestimmt werden, (uj>j. Mit o = £(€,5) und 8 = £(s,7)
konnen wir schreiben
(1), = il costa) + s cos(3)
= Up <gg ((l+1) - cos(a) +gsy/s(s+1) cos(ﬁ))

= up ( ((0+1) - cos(a) +24/s(s+1) - cos(ﬂ)) (6.5.48)

Aus Abbildung 6.31 kann man mit dem Cosinussatz a? = b? + ¢* — 2bc cos(£b, ¢)
und (0? + ¢ — a?)(2bc) ™' = cos(£b, ¢) ablesen

©2005-2015 Ulm University, Othmar Marti, [@)evsa | 161



Atome und ihr Aufbau 162

cos(a) = cos(a(t.3)) = 1 1£:§”L7|‘ -

Y+ 1) —s(s+ 1) 6.5.49
2,/0(0+1)/i(G+1) ( |

' 2 1512 _ (g2
cos() = cos(z(s. ) = = T

_s(sH D)+ +Y) — L+ 1) 6.5.50
2\/8(8+1)\/j(j+1) ( |

Weiter bekommen wir

’(uj)j’ =/p ( (04 1) - cos(a) +24/s(s+ 1) cos(ﬁ))

B A+ 1)+ +1) —s(s+1)
_MB( {er) 2,/0(0+1)\/i(+1)
s s(s+1)+j(+1)—£L(L+1)
F2ysls ) 2y/s(s+1)/i(G +1) )
s (M+1 +jy+1)—s(s+1)+23(s+1)+j(j+1)—€(£+1)>

2 j]+1) QW

£(€+1 +j(G+1) —s(s+1)+2(s(s+1)+5(+1)— L +1))

24/7(G+1)

_ BSj(j+1)+s(s+1)—£(£+1) 6.5.51
' 245G +1) 02

Mit der Definition

‘(uj)j’ =g; Vi +1) us (6.5.52)

bekommen wir fir den

g-Faktor des Gesamtdrehimpulses

3 +s(s+1) =Ll +1)

J =

2+
=1+ JjJ+1) +2?(<sjill)>— ((0+1) (6.5.53)
Das messbare magnetische Moment des Gesamtdrehimpulses ist dann
(1)) = —%j (6.5.54)
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Mit Gleichung (6.5.54) bekommen wir die folgende Tabelle

1011 112 213 3
s 101 11 11 1
202 2012 2|2 2
171 313 5|5 7
Jl2l2 2|2 2|2 2
2 4|14 6|6 8
91213 3|5 5|7 7

Tabelle 6.8.: g; als Funktion von ¢, s und j

Zur quantenmechanischen Behandlung des Zeemann-Effekts benotigen wir den
Hamiltonoperator im Magnetfeld. Wir vermuten, dass

A2

2 p
H ret a_ V 6555
frei = 5 +V (1) (6.5.55)
Hp =Hpei — o - B (6.5.56)

sei. Eine Rechnung mit kanonischen Impulsen ergibt mit den Ersetzungen p —
(p+eA)und B=V x A

fp = T (p+eA?+V(r) (6.5.57)
1
= (B> +D(cA)+eA(p)+eA%) +V (r) (6.5.58)
—Hpt —(p- A+ A - p)+ e (6.5.59)
— lfred 2 . p p 2m€ -
Setzen wir den Impulsoperator p = —ifigrad ein, erhalten wir
A 2 , he fie et .,
Hp=—-——grad“— —Agrad — —grad A+ —A“+V (r) (6.5.60)
2m0 2m0 2m0 2m0

Denken Sie daran dass in dieser abgekiirzten Schreibweise grad A kurz fir grad (Av)
ist. Ist die magnetische Induktion in die z-Richtung ausgerichtet, also B = (0,0, B,),
ist ein mogliches Vektorpotential

B, [ Y
A=—| = (6.5.61)
2\ o

Damit lautet Gleichung (6.5.60)
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_LQ 8724_872_’_872 _|_B ch 2_ 2
2mg \0x?  Oy?> 022 “2myi x@y Y or

w=FEyp (6.5.62)

Wenn das Vektorpotential (Einheit T'm) vom Betrage nach viel kleiner ist als der
Impuls, also e|A| < |p| kann der Term mit (e A)* oder der Term mit (22 + 3?)
vernachlassigt werden. Dies ist gleichbedeutend mit der Aussage, dass der Diama-
gnetismus vernachlassigt wird. Der Zeemanneffekt kann dann durch ein Potential
ausgedriickt werden

Nach Gleichung (6.3.5) und Gleichung (6.3.10¢) ist

h(0 9N _; _no
i\ Oy Y ou 7 09

Wenn nun das Potential V(1) kugelsymmetrisch ist, lautet Gleichung (6.5.62)

_ LZ i 2 22 + 1 82 + 1 E in Qﬁ
2mg \ 72 Or " or r2sin?6 0¢2  r2sinf 90 Y
eB,h 0

Gleichung (6.5.63) kann wie das Wasserstoffatom im magnetfeldfreien Raum durch
den Ansatz (6.3.13) gelost werden. Dies fithrt zu Gleichung (6.3.101)

Uy (1,0, 0) = ™ Pl (cos 1)) Ry, ¢ (1)

Die Energieeigenwerte sind aber

n
E:E2+BZ;— m mit — 0 <m < ¢ (6.5.64)
mo

Hier ist EO die Energie des n-ten Niveaus im magnetfeldfreien Raum.
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l.4><10+1 T T T T 2.8><1073 T
T T T T 5 T
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1.0x10"! F 2-2X10:2 I S
> 8.0x10%0 [ 200
> : : ‘ ; 1.8x10 ° [
W 6.0x10"0 fpmfo 1-6><10:2 A S
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Abbildung 6.32.: Zeemann-Aufspaltung fiir Uberginge n +1 — n, n +2 — n,
n+2—=n+l,n+3—=nn+3—=-n+lundn+3—n+2.

Die Auswahlregeln gelten auch bei den Zeemann-aufgespaltenen Linien. Die Dipol-
Auswahlregeln erlauben nur
Am =0, +1 (6.5.65)

Von allen Elementen zeigen nur Ca und Yb den normalen Zeemann-Effekt, alle
anderen Atome zeigen den anomalen Zeemann-Effekt. Bei diesen muss der Spin
des Elektrons mit berticksichtigt werden. Die dazugehoérige Schrodingerleichung,
die Pauli-Gleichung, ist

Hp ) = [21 (D+eA?+V(r) +—5 - B} P = mgtlp (6.5.66)

Me mo

Wird die Spin-Bahn-Kopplung auch noch berticksichtigt, bekommt man

HB,a,sbdj

1 9 e
= D A V —s5 - B
[Qme (P+eA)+V(r)+ I e

poZe?

¢ - s] ) = zhgt@zj (6.5.67)

6.5.4. Paschen-Back-Effekt

Bei der Spektroskopie von Atomen in hohen Magnetfeldern spricht man Paschen-
Back-Effekt. Dieser tritt auf, wenn die Feinstrukturaufspaltung durch die Kopp-
lung von magnetischen Spinmomenten mit Bahndrehimpulsmomenten nicht mehr
wesentlich grosser ist als die Kopplung der Spins oder der Bahndrehmomente an
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das externe Magnetfeld. Durch das hohe Magnetfeld wird die Spin-Bahn-Kopplung
aufgelost, das heisst £ und s koppeln nicht mehr. Der Gesamtdrehimpuls 3 existiert
nicht mehr. Das Spektrum vereinfacht sich. Was bleibt ist die Magnetfeldaufspal-
tung. Die magnetische Zusatzenergie ist nun

Vms,mg = (mZ + 2ms) H’BBO (6568)

Beachten Sie, dass der Faktor 2 vor der Spinkomponente der g-Faktor ist. Die
Energieaufspaltung ist

AE = (Amy+ 2Am,) upBy (6.5.69)

Abbildung 6.33 gibt eine Skizze der Elektronenniveaus der Natrium-D-Linien.

. m,

m

—+1 + Y
'p, 0 +¥
— -1+
+1 -1

A
; Ly
l o+

ZS%

14

Abbildung 6.33.: Paschen-Back-Effekt bei starken Magnetfeldern.
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6.6. Atome im elektrischen Feld

Lichtemission

_ >

Kathodenstrahlen

Gegenelektrode
+8000 V

Anode
Kanalstrahlen bis +12000 V

Wasserstoff bei niedrigem Druck

|
|
|
|
|
|
|
l
J__ Kathode

Abbildung 6.34.: Apparatur zur Beobachtung des Starkeffektes.

In der Apparatur nach Abbildung 6.34 werden Elektronen von der Kathode zur
Anode mit Spannungen bis zu 12000 V beschleunigt. Diese Elektronen kénnen
das Hintergrundgas Wasserstoff ionisieren. Damit werden sie als ,, Kanalstrahlen
zur Kathode hin beschleunigt. Durch die mechanische Tragheit treten sie durch
die Kathode hindurch und werden neutralisiert, das heisst wieder mit einem Elek-
tron versehen. Im starken elektrischen Feld zwischen Kathode und Gegenelektrode
beobachtet man eine Aufspaltung der Spektrallinien, den Starkeffekt.

o Man beobachtet eine zu |E| proportionale Aufspaltung der ¢ # 0-Terme des
Wasserstoffspektrums. Dieser Effekt wird der lineare Starkeffekt, genannt.

o Zusétzlich beobachtet man eine zu |E|2 proportionale Aufspaltung, den qua-
dratischen Starkeffekt

Der Starkeffekt entsteht, weil das elektrische Feld E in Atomen ein elektrisches Di-
polmoment (Proportionalitatskonstante ist die Polarisierbarkeit ov des Atoms)erzeugt.

p=ak (6.6.1)

Dieser elektrische Dipol hat im externen elektrischen Feld E die potentielle Ener-
gie:
1

1
Epott = 5P+ B = 5aE? (6.6.2)

Diese quadratische potentielle Energie fithrt in der Schrédingergleichung auf den
quadratischen Starkeffekt. Um den linearen Starkeffekt zu verstehen werden die
Methoden der Quantenmechanik benotigt.
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6.6.1. Quadratischer Stark-Effekt

m i

ZP ——
% 3
_i‘z

2p +1

% 2
<)
!

MI/ MV

Abbildung 6.35.: Energieniveauschema des Natriumdubletts im elektrischen Feld.

Abbildung 6.35 zeigt in einem Jablonski-Diagramm den Stark-Effekt beim Na-
Dublett mit den Ubergingen 2Ps <+ 2S: und 2P1 < 281 Im elektrischen Feld
lautet der Hamiltonoperator fiir den Starkeffekt

H = H, + H, (6.6.3)

wobei Hy der Hamiltonoperator des Atoms im felfdfreien Raum und Hg der im
elektrischen Feld dazukommende Storterm ist.

A

fly— - A4V (r) (6.6.4)

me
Die Kraft auf ein Elektron im elektrischen Feld ist —e FE. Dies fuhrt zu einer

potentielle Energie der Storung V; = e E - r. Diese Storung kann als Taylorreihe
geschrieben werden:

~ ~ ~ ~ ~ 1 ~
H==H,+H, =Hy+ \H; + §A2H2 +...+ k')\’“Hk (6.6.5)

Fiir kleine Storungen kann man nach der ersten Ordnung abbrechen
H, = \[, mit |\ < 1 (6.6.6)
Wir nehmen an, dass die Schrodingergleichung ohne den Storterm gelost sei.

I:IOSDV = EV,OSOV (667)

E, o sei der v-te Eigenwert. Der Index 0 deutet auf das ungestorte Problem. Wir
nehmen weiter an, dass alle E),; voneinander verschieden seien. Weiter nehmen wir
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169 6.6 Atome im elektrischen Feld

an, dass die resultierende Wellenfunktion eine Linearkombination der urspriingli-
chen Wellenfunktionen sei.

P(r) = i_o:lc,,gol, (r) (6.6.8)

Dies ist moglich, weil die Losungen der ungestorten Schrodingergleichung ein voll-
standiges Funktionssystem bilden. Wir kénnen also schreiben:

Ho Y cp (1) + Y oo, () = EX e, (1) (6.6.9)

wobei A
HQQOV = V,OQOV (6610)

ist. Die Losungen ¢, sind normiert:

/@Z (r) ¢u (1) dV =6y, (6.6.11)

Dann sind die Matrixelemente des Hamiltonoperators der Storung

Hg,W = / er o, dV (6.6.12)

Gleichung (6.6.9) wird damit
/goz (r) , Z ey (r)dV + /QOZ (1) M, Z ey (r)dV
—E / 2 (1) S gy (r) AV (6.6.13)
Wir setzen Gleichung (6.6.10) in Gleichung (6.6.13) ein und erhalten
/goz (r) Z By op, (r)dV + /Z vy, (1) ﬁsgol, (r)dV
—E / S el (1) (1) dV - (6.6.14)

Diese Gleichung muss fiir jeden Index p gelten, wobei die Normierung aus Glei-
chung (6.6.11) beriicksichtigt werden muss

cully o+ Z H, ¢, = FEc,
oder
(Eu,O - E) Cu Tt Z Hs,;wcu =0 (6615)

Wenn keine Stérung vorhanden ist, ist A = 0 und

1 fi _
Cro = { my=n (6.6.16)
0 sonst
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wobei k der Index des Ausgangszustandes sei, also

Cop = 61/,‘@ (6617)
Damit ist die Reihenentwicklung
Cy = Oy + At + 2262 (6.6.18)
Fiir die Energie bekommt man
E=E.o+ XM + 22?4 (6.6.19)

Diese beiden Gleichungen kann man in Gleichung (6.6.14) einsetzen

(Boy — Bow — AV = 226D — ) (6,0 + Al + 222 1)
+ 3 NHi (0o + A) e + NP + ... (6.6.20)

Wir fordern nun, dass die Koeffizienten zu allen Potenzen von )\ jeweils getrennt
verschwinden. Fiir die nullte Potenz, die ungestorte Schrodingergleichung gilt
(Eo, — Eok) 0 = 0, da entweder d,,, = 0 ist oder die Koeffizienten sind gleich
und die Klammer ist null.

Fiir die erste Potenz von A erhalten wir

—W6, + (Eoy — Eoy) ) + Hipw =0 (6.6.21)
Wenn die Indizes gleich sind, also fiir u = &, folgt aus Gleichung (6.6.21)
V=g, = / o HpedV (6.6.22)
oder
E=FE,;+ H; s (6.6.23)

H . . ist das Matrixelement, also eine Zahl und kein Operator. Fir den Fall i # &
erhalt man aus Gleichung (6.6.21)

M= (6.6.24)

Aus der Normierungsbedingung Gleichung (6.6.11) folgt, dass c(!) = 0 ist. Damit
wird

HS K
V(r) =pu(r)+ 2 w0 (r) (6.6.25)
WERK 0, — 0,
In 2. Ordnung erhalten wir
2
@ _ il
e = 6.6.26
%; EO K EO,,u ( )
Also ist )
E=FEox+ Hopn+ ) H (6.6.27)
’ HER EO K EO,,u

Beim Wasserstoffatom folgt aus den Auswahlregeln, dass H; ., = 0 ist. Dann ist
V ~ E und damit H, ~ E*. Wasserstoff zeigt den quadratischen Starkeffekt.
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171 6.6 Atome im elektrischen Feld

6.6.2. Linearer Stark-Effekt

Den linearen Starkeffekt erhélt man, wenn man entartete Zustinde mit einer Mul-
tiplizitdt grosser eins betrachtet. Dann versagt das vorherige Verfahren. Wenn fiir
zwei Indizes 1 # k die Energiedifferenz

EO,,% - EO,,u =0 (6628)

nennt man diese beiden Zustédnde entartete Zustédnde. Die Forderung

0 1 firv==x
¢, = (6.6.29)
0 sonst
kann man nicht erfiilllen. Wir setzen
vir)= > o, (r) + Korrekturen (6.6.30)

v
Entartung

Dieses Gleichungssystem ist losbar, wenn Determinante ‘ = 0 ist.
(Eorx —E+ Hs11) Hgio e Ho1n
Hs.’m (B = E ¥ Hoaa) - N HS’.Q’N =0 (6.6.31)
Hg na E ~+ (Box— E+ Hsnn)

Beispiel Wir betrachten den 1. angeregten Zustand von H mit ¢, ; ,,,. Die Haupt-
quantenzahl sei n = 2. Wir verwenden die folgenden Definitionen fiir v

1 fir/=0undm=0
2 fn — 1 p—
- 1“11“ l und m =0 (6.6.32)
3 fir{=1lundm=1
4 furf{=1und m=—1
und erhalten
Y (1) = c11 (1) + ca02 (1) + c303 (1) + cap4 (1) (6.6.33)
mit
Hy 0 = / @, (r)eE.p, (r)dV (6.6.34)

wobei das E—Feld in die z-Richtung zeigt.
Nach den Auswahlregeln fiir optische Uberginge verschwinden alle H, bis auf
H, ;9. Dieses Matrixelement hat den Wert

Hg190=Hs01=¢eEqd (6.6.35)
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wobei E,; das elektrische Feld ist. Wir untersuchen den Fall mit NV = 4 und erhalten

<E072 — E) c1+ eEel dCQ =0 (6636&)
eEel dCl + (E(]}Q — E) Cy — 0 (6636b)
(Egjg — E) C3 = 0 (6636C)
(E(LQ — E) Cq4 = 0 (6636(1)
Aus den Gleichungen (6.6.36a) und (6.6.36b) folgt
E0,2 - F (& Eeld o
CEad Bopo5| =0 (6.6.37)
Die Energien sind
E:t = E072 + GEeld (6638)
wobei fiir die Koeffizienten gilt
+ = c1 = Co (6.6.39)
Aus den Gleichungen (6.6.36¢) und (6.6.36d) erhalten wir
Eoo=FE (6.6.41)

Dieser lineare Starkeffekt wird nur bei H beobachtet, da nur bei H ¢ entartet ist.
Bei allen anderen Atomen sind die Energieniveaus zu ¢ # ¢’ unterschiedlich.

6.7. Auswahlregeln

Wir betrachten ein Dipolmoment p, = (ps,py,p.) = e(x,y, z). Zwischen zwei
Wellenfunktionen ist das Dipoliibergangsmatrixelement fiir die Komponente des
Dipolmoments p, = e - x in die x-Richtung definiert als

Hymn = [ 6 (M) paspn(r)aV = ¢ [ gl (R agu(myav (6.7.1)
Symmetrische Wellenfunktion Wellenfunktion antisymmetrisch
0.9 / \ 0.4 ’\\ /’\
o [ o s
05 [\ 01 /oo NN
> o5 / \ 5 o / N
0.4 -01 ™\ J\ /0
0.3 -0.2 \ I \ /
02 / \ 03 A/ \ |/
0.1 / \ -0.4 / \
0 / \ -0.5 = -
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 — -3 -2 -1 0 1 2 3 4
x/a.u. x/a.u.

Abbildung 6.36.: Links: Transformation x — —xz fiir symmetrische und, rechts,
fiir antisymmetrische Wellenfunktionen
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Abbildung 6.36 zeigt eine Skizze von symmetrischen und antisymmetrischen Wel-
lenfunktionen. Wie die Abbildung zeigt, geht eine symmetrische Wellenfunktion
bei der Transformation x — —x in sich selber iiber, wihrend eine antisymmetri-
sche Funktion am Nullpunkt punktgespiegelt wird. Im Folgenden nutzen wir die
Symmetrie der Wellenfunktionen aus, um die erlaubten Ubergénge zu bestimmen.

6.7.1. Symmetrien beim harmonischen Oszillator

Beim harmonischen Oszillator ist die potentielle Energie proportional zu z?. Dann
fithrt die Transformation + — —x

? — (—z)? = 22 (6.7.2)

in sich selber tiber. Das heisst, das Potential des harmonischen Oszillators ist
unverdndert bei der Transformation z — —z. Dann gilt fiir das Potential

V(—z)=V (2) (6.7.3)

Ebenso ist die 2. Ableitung nach x fiir jede Funktion invariant unter der Transfor-
mation r — —x.

d> d? d?
i = 7.4
27 )y d (050
Wir betrachten nun die zeitunabhéngige Schrodingergleichung
H(2) ¢ (x) = By (x) (6.7.5)
und transformieren sie mit x+ — —x
H(—2)¢ (—2) = B (—x) (6.7.6)
beim harmonischen Oszillator ist nun aber
H(—2z) = H(x) (6.7.7)
und damit auch R
H(z) ¢ (-z) = E¢ (—x) (6.7.8)

Das heisst, wenn 1 (z) eine Eigenfunktion von H (z) ist, ist auch ¢ (—z) eine
Eigenfunktion. Dabei haben wir implizit, also ohne es ausdriicklich zu erwédhnen,
angenommen, dass es zur Energie E nur eine Eigenfunktion (keine Entartung)
gibt. Deshalb muss gelten

(=) = ay (x) (6.7.9)

mit « einer komplexen Konstanten. Wir konnen aber x auch durch —z ersetzen, da
der Hamiltonoperator H diese Symmetrie auch hat. Dann lautet Gleichung (6.7.9)

Y (x) = o) (—x) (6.7.10)
Wenn wir Gleichung (6.7.10) in Gleichung (6.7.9) einsetzen, dann gilt auch

Y (z) = ) (—x) = oY (2) (6.7.11)
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Wenn 9 (z) nicht identisch verschwindet, muss
o? =1 = a=+1 (6.7.12)

sein. Daraus folgt fiir die Wellenfunktion

(6.7.13)

o () +1 () symmetrische Wellenfunktion fir o = 1
) =
—1¢ (x) antisymmetrische Wellenfunktion fir a = —1

6.7.2. Paritat

In drei Dimensionen ist die zur Transformation x — —x dquivalente Transforma-
tion die Punktspiegelung am Ursprung. Wir ersetzen in den obigen Betrachtungen
x — r und erhalten die Transformation

r— —r (6.7.14)

Ist nun H (r) invariant gegen die Transformation r — —r folgt fir die Wellen-
funktionen

Y (—r)==+¢(r) (6.7.15)
Die Transformation r» — —r ist als Paritdtstransformation bekannt. Es gibt die

beiden Falle

o Y (—r) =+ (r): Die Wellenfunktion ¢ (r) hat gerade Paritdt

e 1 (—r) = —1(r): Die Wellenfunktion ¢ (r) hat ungerade Paritdit

Die Paritat von Wellenfunktionen ist in der Teilchenphysik von tiberragender Be-
deutung. Ein mit dem Nobelpreis gewiirdigtes Experiment von Chien-Shiung Wu
(* 31. Mai 1912 in Shanghai, China; T 16. Februar 1997 in New York, USA) aus
dem Jahre 1957 erbrachte den Nachweis, dass bei der schwachen Wechselwirkung
die Paritdtstransformation nicht giiltig war. Man sagt: die Paritat sei verletzt.
Beim harmonischen Oszillator gibt es Wellenfunktionen mit gerader und ungerader
Paritét, je nach der Hauptquantenzahl n:

e n=0,2,4,...: Die Wellenfunktion hat gerade Paritét.

e« n=1,3,5,...: Die Wellenfunktion hat ungerade Paritét.

6.7.3. Rotationssymmetrie

Wir betrachten nun einen Hamiltonoperator ﬁ, der mindestens Zylindersymmetrie
oder aber eine hohere Symmetrie haben soll. Mathematisch ausgedriickt bedeutet
die Zylindersymmetrie, dass

H(re+¢)=H(ry)  firpeR (6.7.16)
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Bei einem spharisch symmetrischen Hamiltonoperator H wie beim Coulombpoten-
tial sei ¥ konstant. Die Schrodingergleichung lautet dann

A (r, 0+ 0) ¢ (r 0+ o1) = By (r, 0+ o1) (6.7.17)
Wegen Gleichung (6.7.16) kénnen wir auch schreiben

I:I(T' gO) (7" (,0+(P1) ( ,90‘1‘901) (6718)
Da 1) (r, ¢ + ¢1) eine Eigenfunktion von H (r, ) ist, gilt auch

(et e1) = ale) ¥ (r, ) (6.7.19)
Wenn wir eine Rotation um einen zweiten Winkel ¢y betrachten, gilt

Y (rip+e2) = alp) Y (r,p) (6.7.20)
und damit auch

Y (1,0 4+ @1+ p2) =P (1, (@ + 02) + 1)
= a(p1) P (1,9 +@a) = alpr) alp) P (r,e) (6.7.21)

Andererseits folgt aus

Y (rp+os) =alps) Y (re) (6.7.22)
die Beziehung
Ps =1+ P2 (6.7.23)
Damit haben wir
Y (r,ps) = (ro+ (o1 +92)) = alps) = alpr +@2) ¥ (1, p) (6.7.24)

Wenn man die Operationen hintereinander ausfiihrt, also

Y (r, o+ @1+ p2) =0 (r, (0 +91) + p2)
= a(p2)Y (1,0 + 1) = a(p2) a(p1) ¥ (r,p) (6.7.25)

Damit haben wir die Beziehung

a (o1 4 @2) = a(pr) a(p) (6.7.26)
Die Mathematik sagt uns, dass die einzige mogliche Losung
a(p)=em? (6.7.27)

ist, wobei m noch unbekannt ist. Bei einer Drehung um ¢ = 27 erhalten wir wieder
eine von der Ausgangslage ununterscheidbare Situation. Deshalb muss gelten

e =1 mit m € Z (6.7.28)

Dies ist nur moglich, wenn m eine ganze Zahl ist. Deshalb gilt auch

¥ (r,p) =™ (r,0)  mitm e Z (6.7.29)

Unsere gefundene Zahl m ist kompatibel mit der magnetischen Quantenzahl m im
Wasserstoffatom.
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6.7.3.1. Auswahlregeln fiir die Wellenfunktionen aus Abbildung 6.36

Das Ubergangsmatrixelement fiir Dipoliiberginge aus Gleichung (6.7.1) lautet
entlang der x-Achse

Hypn =€ / or () zp, () de (6.7.30)

Deshalb definieren wir das Integral e - I,,,,, = Hj py, fiir die Matrixelemente auf
der Hauptdiagonale

/w ) 2 () dx (6.7.31)

Bei der Transformation x — —x ergibt sich

/ Ui (-2) (=) Y (—2)d (~2) (6.7.32)

Wenn wir d(—x) durch dx ersetzen, missen wir das Vorzeichen des Integrals wech-
seln

1 mz—/ool/),*ﬂ(—x) (—x) x)dr = /zﬁ; z) Y (—2) dz
—/7»0;1 —z) 2y, (—z)dz  (6.7.33)

Bei der Transformation x — —z andert ¢ 1, als quadratische Funktion das
Vorzeichen nicht. Also folgt

L = —Lnm —= Ly =0 (6.7.34)

Das bedeutet, dass das Matrixelement H ,,,, = 0 ist fiir alle m. Die Argumentation
gilt auch fiir y und 2. Es gibt in dieser Betrachtung keine Uberginge zwischen
Zustdnden mit der Quantenzahl m fiir Wellenfunktionen nach Abbildung 6.36.

Wenn m # n ist, lauten die Matrixelemente

= / o (2) zo, () dz (6.7.35)

Falls nun ¢,, und ¢,, gleiche Paritat haben ist I,,,,, = 0. Das heisst, dass es fiir Wel-
lenfunktionen nach Abbildung 6.36 keine Dipoliiberginge geben kann bei denen
Am = my — m eine gerade Zahl ist. Bei ungleicher Paritat der Wellenfunktio-
nen ist I,,, # 0. Diese Uberginge mit Am = my —m; = £1,43,... sind fiir
Wellenfunktionen nach Abbildung 6.36 erlaubt.
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177 6.7 Auswahlregeln

6.7.3.2. Auswahlregeln fiir Wasserstoffatome

Die Dipol-Matrixelemente des Wasserstoffatoms in die z-Richtung sind

L= [ g () 2000 () AV (6.7.36)

In Polarkoordination lauten sie

I, = /¢;7£7m (1,9, ) (rcos ) Y o e (1,9, @) dV (6.7.37)

Wir betrachten Drehungen um die z-Achse um den Winkel ¢y. Wir verwenden die
Transformationseigenschaft nach Gleichung (6.7.29) und wenden sie auf Gleichung
(6.7.37) an und erhalten mit ¢, ¢, (7,7, )

L (20) = [ Wit (19,0 4 00) (r c089) e (1,0, 0 + p0) AV
= /e‘im%w:’l,m (r, 9, ) (rcos V) e"m/‘“’wngum/ (r, 9, p)dV
— e im0 gim/eo /¢;,l,m (r,9,¢) (rcos ) Yy (1,9, 0)dV - (6.7.38)
Damit ist

L (pg) = 0% (0) = L. (0) = I (6.7.39)

da dies eine Symmetrietransformation sein soll. Diese Gleichung hat zwei mogliche
Losungen. Entweder ist

L=0 (6.7.40)
oder
m'=m (6.7.41)

Fiir Uberginge die das Dipolmoment des Wasserstoffs in die z-Richtung anspre-
chen, muss also m = m’ sein. Fiir die Dipolmomente in die x- und y-Richtung
erhalten wir die reduzierten Integrale

]JJ = /¢;,l,m (Tu 197 90> x 77Z)n’,l’,m’ <T7 197 90) av (6742)
]y = /l/J;kLJ,m (Tu 197 @) () 77bn’,l’,m’ (T; 19; 80) dv (6743)
I, +il, = / Vg (1,0, 0) (2 ) Yt e e (1,9, 0) AV (6.7.44)

Aus der Mathematik der komplexen Zahlen wissen wir, dass
T Eiy =71 cospsind +irsingsing = re ¥ sing (6.7.45)
Damit konnen wir Gleichung (6.7.44) umschreiben
I, £il, = /¢Z,l,m (r,9,9) (7“ sin ﬁeiw) Yo 11 (1,09, 0) AV (6.7.46)

Wir drehen das Wasserstoffatom um ¢y um die 2-Achse und erhalten
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¢Z,l,m <T7 197 ¥ + 900) = e_im(powf*z,l,m (T, 19’ 90)
77Dn’,l’,m’ (7"7 19; 2 + 900) = eim’cpown/’l/7m/ (T, 19? (P)
eTHpteo) — oEivFivo (6.7.47)

Mit Gleichung (6.7.47) lautet Gleichung (6.7.46) neu (der Faktor e** fillt heraus)

I, +il, = em™oetivoe=imeo (T 44 )

— i EL=meo (1 £ 41)  (6.7.48)
Damit Gleichung (6.7.48) erfiillt ist, muss gelten

I, +il, =0 fir m #m' +1 (6.7.49)
I, —il,=0 firm#m' —1 (6.7.50)

Wenn eine komplexe Zahl null ist, sind imagindr- und Realteil jeder fiir sich null.

I, =0 (6.7.51)
I,=0 (6.7.52)

Wir konnen also fiir das Wasserstoffatom die folgenden Regeln formulieren:

Auswahlregeln fir die magnetische Quantenzahl
m=m I, # 0 linear polarisiertes Licht

/
(m-Polarisation)

m=m'x1| I, +il, # 0 zirkular polarisiert
I, —ily # 0 (Zo-Polarisation)

Auswahlregel fiir die Bahndrehimpulsquantenzahl (ohne Ablei-

tung) /
(=0+1

6.8. Mehrelektronenatome

Elektronenzustande in Atomen mit mehreren Elektronen werden der Reihe nach
von tiefen Energien zu hohen besetzt.
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179 6.8 Mehrelektronenatome

Singulettzustande Triplettzustande
0 'Sy 'P1 "D, 'F3 | 38y %Pp4°Dsy i Fasa
-1.00
-2.00
-3.00 1
2 Py 1 1 0 3p
% (1s)'(2p) 01,2
()] - -
g .00 |25 | 19)'@s) 235, (1s)(25)’
2
I
~ Grotrian-
diagramm
-23.00 far
Helium
-24.00
-24.47 | 118y (1s)?
-25.00 F o {1s)

Abbildung 6.37.: Termschema von Helium

Abbildung 6.37 zeigt das Grotrian-Diagramm oder Termschema von Helium. Es
gibt zwei System, die keine Verbindung miteinander haben. Links ist das Sin-
gulettsystem und rechts das Triplettsystem. Sowohl der tiefste Zustand des Tri-
plettsystems 2°S;-Zustand mit der Struktur (1s)'(2s)' wie auch der zweittiefste
Zustand im Singulettsystem 2'Sy-Zustand mit der Struktur (1s)!(2s)! sind meta-
stabil. Metastabil bedeutet, dass die Lebensdauer Tperastapiz > 107% s ist. 108 s
ist eine tibliche Lebensdauer fiir erlaubte Zustinde. Metastabile Zustdnde werden
iiber Dipol-verbotene Uberginge entleert.

Wenn ein Elektron aus dem Grundzustand in den angeregten Zustand wechselt,
andern sich die Quantenzahlen

Zusténde
vor der 1.Elektron |n=1 /=0 m=0 s = % s, = %
Anregung | 2.Elektron | n=1 (=0 m=0 5= % 5y = —%
nach der | 1. Elektron | n=1 =0 m=0 s = % S, = %
Anregung | 2. Elektron | n>1 /=1 m=-1...1 s= % S, = j:%

Tabelle 6.9.: Uberginge in Helium
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Man bezeichnet He im Singulett-System als Parahelium, He im Triplettsystem
wird als Orthohelium bezeichnet. Im Singulettsystem von Helium wird keine Fein-
struktur beobachtet. Das bedeutet, dass die Spins der Elektronen antiparallel sein
mussen.

Man bezeichnet mit grossen Buchstaben das gesamte System, mit kleinen Buch-
staben die Zustdnde der einzelnen Elektronen. So ist der Gesamtspin

81+82:S:1

Das magnetische Moment des Gesamtspins pg hat drei Einstellmoglichkeiten:

S.=1,0,—1 (6.8.1)

Wenn der Spin drei Einstellmoglichkeiten hat fithrt die Spin-Bahn-Kopplung zu
einer dreifachen Feinstrukturaufspaltung.

Im Triplettzustand, beim Orthohelium, stehen die Spins parallel. Zwischen den
entsprechenden Zustinden des Paraheliums und des Orthoheliums gibt es eine
Energiedifferenz. Dies beruht auf der unterschiedlichen elektrostatischen Wechsel-
wirkung bei parallel und antiparallel angeordneten Spins. So liegt der Zustand 215,
iiber dem Zustand 235;. Den Energieunterschied nennt man Symmetrie-Energie.

6.8.1. Pauli-Prinzip

Im Helium muss man die Energie der Elektronen so schreiben

E = Ze? Ze? e2

dmegry 4megra +47r607“12

1. Elektron 2. Elektron  Abstossung (6.8.2)
der Elektronen

Damit ist die potentielle Energie nicht mehr kugelsymmetrisch. Die Wellenfunktion
kann nicht mehr in einen Radial- und einen Winkelanteil separiert werden. Deshalb
ist die Schrodingergleichung nicht geschlossen losbar. Naherungsweise kann sie mit
der Storungsrechnung gelost werden. Als erste Nédherung vernachléssigt man den
Abstossungsterm zwischen den beiden Elektronen 1 und 2

E:_<Rthz> _<RthQ) (6.8.3)

nt n3

Dieses vereinfachte Problem ist losbar. Die so berechneten Energien fiir die Ioni-
sierung sind
FEpe =2 x (—54.4 V) = —108.8 eV (6.8.4)

Experimentell hat man die folgenden Werte gemessen:

Epe=-79e¢V = -246¢eV +(—544¢V)

(6.8.5)
1.Elektron 2.Elektron

Die gesamte Ionisierungsenergie ist kleiner als die theoretische Vorhersage ohne
gegenseitige Wechselwirkung der Elektronen. Die gegenseitige Abstossung verrin-
gert offensichtlich den Abstand zum Vakuumniveau. Das erste Elektron hat eine
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181 6.8 Mehrelektronenatome

kleiner Ionisierungsenergie als das Elektron des Wasserstoffs. Die lonisierungsener-
gie des zweiten Elektrons (wenn das erste schon weg ist) ist ziemlich genau das
Doppelte des Wertes fiir den Wasserstoff. Den vierfachen Wert wiirde man auch
aus der doppelt so grossen Kernladung erwarten.

Man koénnte argumentieren, dass das dussere Elektron wegen der Abschirmung die
Kernladung Z = 1 sieht, und nicht Z = 2. Dann wére aber

1
Bppe = =544 ¢V — - 544 eV = —544 oV —13.35 eV = —67.75 eV (6.8.6)

Dies ist ein besserer Schitzwert, aber trotzdem immer noch falsch.

Da bei Helium zwar der Zustand 1S gibt, nicht aber den Zustand 13S bei dem
zwei Elektronen im Grundzustand mit parallelem Spin vorhanden wéren, folgerte
Wolfgang Pauli

Die Elektronenzustiande eines Atoms konnen mit Elektronen nur
so besetzt werden, dass nie zwei oder mehr Elektronen in allen

Quantenzahlen tibereinstimmen.

Dieses ist das fundamentale Pauli-Prinzip. Die allgemein giiltige mathematische
Formulierung des Pauli-Prinzips lautet:

Bei Spin—%—Teﬂchen ist Gesamtwellenfunktion

U = H\Ifj — H(\IJLJ : \DLZJ‘ : l:[jLz:j ’ \Ijsz.,j ' ) (687)

J J

antisymmetrisch bei der Vertauschung zweier Variablen sein.
Dabei ist ¥, ; der Radialteil der Wellenfunktion des j-ten Teilchens, bei den an-

deren Wellenfunktionen analog.
Wenn wir zwei Teilchen haben, ist die mogliche Wellenfunktion

\I](rb TZ) = w{m,@l,me,hms,l}(rl)w{nz,fz,mm,ms,z}(r?) (688)

eine Wellenfunktion mit der Energie

Eiot = E{n1,€1,mz,17ms,1} + E{n27f27mz,27ms,2} (689>
Die Wellenfunktion aus Gleichung (6.8.8) ist auch erlaubt, wenn
{na, by mey, mga h = {ng, la, my 2, M2}

ist. Da mit der Wellenfunktion aus Gleichung (6.8.8) auch

\Il(/rh TQ) = w{ﬂmb,me,mms,z}(r1)¢{n1751,me,1,ms,1}(r2>
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die zugrunde liegende Schrodingergleichung erfiillt, sind auch alle Linearkombi-
nationen dieser beiden Wellenfunktionen Losungen der Schrédingergleichung. Die
Wellenfunktion

1 -
Vas(rims) = —5 (W(ry, ) = U(r, 7))
1
- % (w{nl,fl,mz,hms,l}(Tl)w{nz,b,me,g,ms,g}(7'2) - w{”%z%ml,%ms,z}<T1>¢{n1,€1,m4,1,m5,1}(7'2))

(6.8.10)

ist eine Losung der Schrodingergleichung. Sie verschwindet aber identisch, wenn

{n17 ‘€17 mf,lu ms,l} - {n27 627 m€,27 ms,Q}

ist. Die Wellenfunktion W4 ist kompatibel mit dem Pauli-Prinzip. Wann immer
alle Indizes der beiden Teilwellenfunktionen identisch sind, ist sie null. Die Koor-
dinaten 7; konnen alle Variablen sein, sie miissen nicht notwendigerweise Vektoren
sein, es konnen auch zahlenwertige Funktionen und insbesondere auch Spinfunk-
tionen sein.

Wenn zwei Spins mit den moglichen Zustanden m, ; = %h = ¢(j) und m,; =
—%h = ¢,(j) kombiniert werden, ergeben sich

Singulettzustand S =0 & = % (p+(1)p(2) — o1(2)9, (1)) Mg =0

¢r(1)¢r(2) Mg =1
Triplettzustand S =1 & = % (D1+(1)p1(2) + o+ (2)p (1)) Mg =0
¢ (1o (2) Mg = —1

Tabelle 6.10.: Singulett- und Triplett-Zustande bei zwei Spins

6.8.2. Drehimpulse

Beim Wasserstoffatom wurde der Bahndrehimpuls £ mit dem Spin s zum Ge-
samtdrehimpuls j gekoppelt. Ahnliche Mechanismen gibt es auch beim Gesamt-
bahndrehimpuls L und dem Gesamtspin S, die den Gesamtdrehimpuls J bilden.
Geschlossene Schalen, die Edelgasschalen, haben einen Gesamtdrehimpuls null, so
dass Atome allein durch die Spins und die bahndrehimpulse der Valenzelektronen
charakterisiert werden.

Wenn wir zum Beispiel zwei Bahndrehimpulse £; und €5 haben, kénnen diese sich
auf drei Arten zu einem Gesamtbahndrehimpuls zusammensetzen:

Anordnung parallel | im Dreieck | antiparallel
Gesamtdrehimpuls | L = 2 L=1 L=0
Bezeichnung D-Term | P-Term S-Term

Tabelle 6.11.: Anordnung von Bahndrehimpulsen zum Gesamtbahndrehimpuls
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183 6.8 Mehrelektronenatome

In Atomen mit mehreren Elektronen gibt es die Bahndrehimpulse £; und die
Spinss;. Es gibt nun drei Wechselwirkungen,

o die Spin-Bahnwechselwirkung proportional zu (£¢; - s;)
« die Bahn-Bahnwechselwirkung proportional zu (£; - £;)

« die Spin-Spinwechselwirkung proportional zu (s; - s;)

6.8.2.1. LS- oder Russel-Saunders-Kopplung

Wenn nun die Spin-Bahn-Kopplung (£; - s;) klein ist gegen die Bahn-Bahn-Kopplung
(£; - £;) und gegen die Spin-Spin-Kopplung (s; - s;), dann addieren sich alle Bahn-
drehimpulse und Spins getrennt bevor sie zum Gesamtdrehimpuls zusammenge-
setzt werden.

L=> 1 (6.8.11a)

Aus dem Gesamtbahndrehimpuls L und dem Gesamtspin S wird der Gesamtdre-
himpuls gebildet

J=L+S (6.8.12)

Bei der LS-Kopplung oder der Russel-Saunders-Kopplung wird
1. die Summe aller Bahndrehimpulse L = 3 #;, dann

2. die Summe aller Spins S = Y s; und schliesslich

3. der Gesamtdrehimpuls J = L + S gebildet.

Den Betrag des Gesamtbahndrehimpulses wird wir beim einzelnen Bahndrehim-

puls berechnet
|L| =hL(L+1) (6.8.13)

Wenn man alle moglichen Kombinationen zweier Vektoren £; und £, untersucht,
also von parallel bis antiparallel, dann sind die folgenden Bahndrehimpulsquan-
tenzahlen moglich

0+ 0,
by +409—1

b — 1y

Man verwendet die folgenden Bezeichnungen
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e L=0 S-Term
e L=1 P-Term
o L =2 D-Term
Fiir die optischen Uberginge gelten die folgenden Auswahlregeln
e bei Einzelektronen Af = +1
e beim Gesamtsystem AL =0, +1
Fiir den Gesamtspin bei n Elektronen haben wir die Beziehungen
S=>s (6.8.15a)
S| =hy/S(S+1) (6.8.15b)
S=n-sn-2) - s...0 (6.8.15¢)
Fiir die Dipolstrahlung gilt die folgende Auswahlregel
AS =0 (6.8.16)

Die Auswahlregel aus Gleichung (6.8.16) besagt, dass Terme mit verschiedenem
Gesamtspin nicht koppeln. Dies ist der Grund, warum zum Beispiel beim Helium
das Singulett- und das Triplett-System nicht koppeln, da zwischen diesen Systemen

mit unterschiedlichem Gesamtspin verboten sind.
Beim Gesamtdrehimpuls haben wir die Beziehungen

J=S8+1L

T =hy/T (] +1)

Fir den Gesamtspin J sind die folgenden Werte moglich

Spin Gesamtdrehimpuls
S=0 J=1L
1 1 1
= - =L+ —-,L—=
S 5 J —1—2, 2
S=1 J=L+1,L,L—-1
3 3 1 1 3
= - =L+—-,L+—-,L—=-,L——
S 2 J +27 +2’ 2’ 2

(6.8.17a)
(6.8.17h)

(6.8.18a
(

)
6.8.18b)
(6.8.18c¢)

)

(6.8.18d

Insgesamt gibt es also 25 + 1 mogliche Kombinationen eines Gesamtbahndrehim-

pulses mit dem Gesamtspin zum Gesamtdrehimpuls

Zum Beispiel setzt sich bei He der Grundzustand wie folgt zusammen: Es gibt
zwei Elektronen mit der Hauptquantenzahl n, = ny = 1. Diese haben jeweils den
Bahndrehimpuls ¢; = 5 = 0 und die Spins s; = % und s, = % Das bedeutet, dass
der Gesamtdrehimpuls L = 0 und der Gesamtspin S = 0. Wenn mg, = —my, ist,
ist der Gesamtdrehimpuls J = 0. Dies ist der beobachtete Singulettgrundzustand.

Er wird mit 1'Sy bezeichnet.
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185 6.8 Mehrelektronenatome

Andererseits ist bei L = 0, S = 1 fiir m,, = ms, der Gesamtdrehimpuls J = 1.
Dieser Zustand mit dem Namen 13S; ist verboten (Wolfgang Pauli), da hier
zwei Elektronen in allen Quantenzahlen tibereinstimmen.

Wenn die beiden Elektronen unterschiedliche Hauptquantenzahlen haben, sind die
moglichen Werte

. nlzl,glzo,slzé

. n2:2,€220,52:%

Dann ist entweder (L = 0, S = 0, J = 0, der Singulettzustand) oder (L = 0,
S =1, J =1, der Triplettzustand). Beide Félle mit den Namen 2'Sy und 23S; sind
erlaubt und werden experimentell beobachtet.

Zustande werden mit der folgenden Nomenklatur nQSHLj be-
zeichnet.

Dabei ist n die Hauptquantenzahl des hochsten angeregten Elek-
trons.

Anzahl Elektronen 2 3 4 5
Zusténde S=0 S:% S=0 S:%
Singulett Dublett  Singulett Dublett
S=1 s=3 S=1 S=3
Triplett  Quartett Triplett — Quartett
S=2 S =2

2
Quintett  Sextett

Tabelle 6.12.: Drehimpulszusténde fiir Vielelektronensystemen

Tabelle 6.12 zeigt die moglichen Multiplettsysteme von Vielelektronenatomen.

6.8.2.2. Hundsche Regeln

Die Hundschen Regeln bei LS-Kopplung ergénzen das Pauli-Prinzip bei der Be-
setzung der Einelektronenzustédnde in einem Mehrelektronenatom.

1. Volle Schalen und volle Unterschalen haben den Gesamtdrehimpuls L = 0
und den Gesamtspin S = 0.

2. Aquivalente Elektronen (d.h. Elektronen die bei gleichem ¢ auf die z-Unterzustinde
my verteilt werden) werden im Grundzustand so eingebaut, dass der resul-
tierende Gesamtspin S maximal ist.

Dies bedeutet, dass Zustédnde mit der hochsten Multiplizitat energetisch am
tiefsten liegen. Die Gesamtwellenfunktion muss antiusymmetrisch sein.
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3. Um den grossten Wert der Quantenzahl S zu realisieren, miissen die Elek-
tronen auf die Unterzustidnde m, zu den Drehimpulszustinden ¢ so verteilt
werden, dass die z-Komponente von L

hmy, = hz My

maximal ist. Dann ist die Drehimpulsquantenzahl
L =|M|

Zustande liegen bei gleicher Multiplizitdt S(S + 1) energetisch umso tiefer,
je grosser L ist.

4. Bei Berticksichtigung der Spin-Bahn-Kopplung liegen Multipletts mit der
kleinsten Quantenzahl J energetisch am tiefsten, wenn die Teilschale weniger
als halb gefiillt ist. Bei einer mehr als halb gefiillten Teilschale liegen die
Multipletts mit der grossten Quantenzahl J energetisch am hochsten.

Diese vier Regeln, zusammen mit dem Pauli-Prinzip erlauben, die Grundzustan-
de der Elektronen in allen Atomsorten zu bestimmen. Eine Ubersicht iiber die
erlaubten Zusténde finden Sie in der Tabelle B.2 im Anhang.

6.8.2.3. jj-Kopplung

Bei schweren Atomen nimmt die Spin-Bahn-Kopplung mit der Kernladungszahl Z
zu. Dann koppeln zuerst Spin und Bahndrehimpuls des Einzelelektrons

Ji=4ti+s; (6.8.19)
und erst dann wird der Gesamtspin gebildet.
J=> Jji (6.8.20)

Wenn die jj-Kopplung dominiert, ist der Gesamtbahndrehimpuls L und der Ge-
samtspin S nicht mehr definiert. Der Betrag des Gesamtdrehimpulses ist

\J| =h/J(J+1) (6.8.21)

Die jj-Kopplung bewirkt das Auftreten von Interkombinationsfrequenzen. Sie tritt
nur bei sehr schweren Atomen auf.
Die Auswahlregeln bei der jj-Kopplung sind

AJ=0,%1 (6.8.22)

wobei der Ubergang von J = 0 nach .J = 0 verboten ist.
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187 6.9 Aussere und innere Schalen

6.8.2.4. Magnetische Momente von Mehrelektronenatomen

Das magnetische Moment bei LS-Kopplung ist

B+ g =py (6.8.23)

Wie schon beim Einzelelektron ist p; antiparallel zum Gesamtbahndrehimpuls L
und pg antiparallel zum Gesamtspin S. Da fiir Bahndrehimpulse und Spins jedoch
die g-Faktoren unterschiedlich sind, ist J nicht antiparallel zu p ;. Deshalb préze-
diert wie beim Einzelelektron das magnetische Moment g ; um J. Die Komponente
(py), von py, die antiparallel zu J ist, ist das messbare magnetische Moment des
Gesamtspins.

Der Betrag des magnetischen Moments des Gesamtspins ist

( )‘__SJ(J+1)+S(S+1)—L(L+1) o
Kyl = 2m HB = 9]

Hier ist der g-Faktor

J(J+Dup (6.8.24)

J(J+1)+S(S+1)— L(L+1)

=1 6.8.25
=i 27 (J+1) (6.8.25)

Schliesslich betragt die z-Komponente des magnetischen Momentes
{(MJ,Z)JL = —m;g; B (6.8.26)

mit der magnetischen Quantenzahl m;=—-J, —J +1,...,J.

6.9. Aussere und innere Schalen

Wir sahen, dass beim Wasserstoffatom die Bindungsenergie des Elektrons —13.6 eV
war. Fiir ein Atom mit der Ordnungszahl z nimmt die Bindungsenergie des letzten
Elektrons (wenn alle anderen schon ionisiert sind) wie Z? zu. Das heisst, dass alle
Elektronen ausser die dussersten fiir eine Anregung sehr hohe Energien bendtigen.
Die Niveaus dieser Elektronen sind von gegenseitigen Kopplungen, Abschirmeffek-
ten und der Bildung geschlossener Schalen bestimmt.

6.10. Rontgenstrahlung

Licht mit hoher Energie wird nach Wilhelm Conrad Réntgen in Deutschland Ront-
genstrahlen benannt, in anderen Sprachen heissen die Strahlen nach Rontgen ,, X-
Strahlen“. Eine Abschatzung der Frequenz erlaubt die Serienformel nach Rydberg
und Ritz eine Abschatzung der Frequenz

11
v=RycZ? <n2 - ) (6.10.1)

n/2

wobei Ry = 10970955.31 m~! die Rydbergkonstante ist. Bei Z = 20 ist die Fre-
quenz und damit die Energie iiber Z2? = 400 mal grosser.
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Kathode

U

Beschleunigung

hv

Rontgen

Kuhlwasser

Abbildung 6.38.: Skizze einer Rontgenrohre. Die Anode der Réntgenrohre muss
mit Wasser gekiihlt werden. Deshalb liegt sie auf Erde. Die indi-
rekt geheizte Kathode liegt auf der negativen Beschleunigungs-
spannung. Das Material der Anode bestimmt das Spektrum der

Rontgenstrahlung hvrsntgen-

Versuch zur Vorlesung:
Rontgenfluoreszenz (Versuchskarte AT-24)

Versuch zur Vorlesung:
Absorption von Rontgenstrahlen: Qualitativ (Versuchskarte AT-40)

Rontgenstrahlen werden iiblicherweise mit Réntgenrohren (siehe Abbildung 6.38)
oder in Ausnahmefallen mit hochenergetischen Lasern hergestellt. Durch Frequenz-
vervielfachung [SHAT91] um einen Faktor 100 oder mehr wird langwelliges Ront-
genlicht mit Wellenldngen von 5 nm bis 10 nm erzeugt.
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Abbildung 6.39.: Roéntgenfluoreszenz einer Starkeprobe (adaptiert von [Gunb7]).
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189 6.10 Rontgenstrahlung

Rontgenfluoreszenz wird die gemischte Emission spezifischer und unspezifischer
Rontgenstrahlung aus einer Probe bei deren Bestrahlung mit hoherenergetischer
Rontgensstrahlung genannt. Abbildung 6.39 zeigt, wie diese Rontgenfluoreszenz
zur Identifikation von Elementen in einer Stérkeprobe verwendet werden kann.
Die Details finden Sie in der Arbeit von Gunn | ]

Réntgenfluoreszenz von Azurit

100000

Cu
10000

1000 Ca

Ar
Y S ]
10r'
L

0 2 4 6 8 10 12 14 16

Zahlrate/(1/s)

Abbildung 6.40.: Rontgenfluoreszenz von Azurit oder Kupferlasur, einem Be-
standteil eines Pigmentes in einem mittelalterlichen Manu-
skript aus der Bibliothek der Universitat Ghent (adaptiert von

[ D).

Abbildung 6.40 zeigt ein weiteres Fluoreszenzspektrum. Es wurde von Wehling
und Mitarbeitern | ] zur Untersuchung von Pigmenten mitelalterlicher
Manuskripte gemessen.

6.10.1. Rontgenbeugung

Versuch zur Vorlesung:
Drehbares Kreuzgitter: Optisches Analogon zur Debye-Scherrer-Interferenz (Ver-
suchskarte O-133)
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Abbildung 6.41.: Optisches Analogon zur Rontgenbeugung. Links ist das Beu-
gungsgitter, ein textiles Gewebe, gezeigt, rechts das dazugeho-
rige Beugungsmuster.

Abbildung 6.41 zeigt das beugende Gitter und dazu rechts das resultierende Beu-
gungsmuster. Prinzipiell funktioniert die Rontgenbeugung analog zu diesem Expe-
riment. Abbildung 6.42 zeigt das Beugungsmuster aus Abbildung 6.41 rotationsge-
mittelt um den Mittelpunkt de Beugungsmusters. Wen viele identische Beugungs-
objekte wie das textile Gewebe aus Abbildung 6.41 mit zufilliger Orientierung
gleichzeitig untersucht werden, so erwartet man ein Beugungsbild nach Abbildung
6.42. Bei Kristallen ist dies die Pulvermethode nach Debye-Scherrer.

Radialer Querschnitt
sssss

uuuuu

Abbildung 6.42.: Analogon des Beugungsmusters nach Debye-Scherrer. Links ist
das tiber alle Winkel ausgeschmierte Beugungsmuster aus Ab-
bildung 6.41 gezeigt, in der Mitte das Profil des Querschnitts
und rechts die logarithmisch skalierte Version des linken Bildes
mit der Uberlagerung des Beugungsmusters aus Abbildung 6.41.

Die rechte Seite von Abbildung 6.42 zeigt schliesslich eine Uberlagerung des Ein-
zelbeugungsmusters mit dem rotationsgemittelten Muster. Klar ist die Uberein-
stimmung der hellen Ringe mit Beugungspunkten zu erkennen.
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191 6.10 Rontgenstrahlung

6.10.2. Bremsstrahlung, charakteristische Strahlung und
Periodensystem

Versuch zur Vorlesung:
Rontgenstrahlung: Bremsstrahlung und charakteristische Linien (Versuchskarte

AT-37)

Wenn Materie mit Rontgenlicht beleuchtet wird, entsteht ein Kontinuum und cha-
rakteristische Linien. Das kontinuierliche Spektrum heisst Bremsspektrum.

Kupfer K-Linien
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7 250 | a;
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500 Jﬂ S\
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E/eV
Kq—Linien Kg-Linie
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. 3500 /\\
2000 }\ 2000 A
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= H = 2000 ]
m 1000 Q 1500 /
500 / 1000
EVANVA N w0l -
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Abbildung 6.43.: Kupfer-K-Linien (adaptiert aus | D).

Abbildung 6.43 zeigt am Beispiel der Cu-K,, ,- und der Cu-Kjg-Linien, wie ein
Rontgenspektrum aussehen kann. Die maximal mogliche Energie der Rontgen-
quanten ist durch die Differenzspannung zwischen Anode und Kathode, der Be-

schleunigungsspannung Up gegeben.

hVRéntgen < e(]B (6102)
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A A Vakuum A

n=oo
P n=6
O n=5
N n=4
M n=3

M M M
L n=2
Lu Li Lw

K n=1

Abbildung 6.44.: Bezeichnung der Uberginge zwischen den inneren Schalen

Abbildung 6.44 zeigt schematisch die inneren Elektronenniveaus. Die roten Linien
stellen die lonisierung ins Vakuum dar. Wenn zum Beispiel ein Elektron von der
L-Schale in die K-Schale relaxiert, nennt man die emittierte Rontgenlinie eine K-
Linie. Die durch die Hauptquantenzahl n bezeichneten Niveaus werden durch die
Spin-Bahnkopplung und die Spin-Bahn-Kopplung aufgespalten.

Schale | n ¢ j | Bezeichnung
K 1 0 %]1%S
Ly 2 0 5|2
L 2 1 1|2%Pip
Lt 2 1 3| 2%Py),
M; 3 0 5[3%ip
My |3 1 5]3%Pp
Mi; 3 1 3 |3%Py»
Mpy |3 2 2|3%Dsp
My, 3 2 2|3 Dsp

Tabelle 6.13.: Bezeichnung der drehimpulsaufgespaltenen inneren Niveaus

Tabelle 6.13 gibt eine Auflistung der Bezeichnungen. Diese folgen der Konvention
n?*1L; (Siehe auch Abschnitt 6.8.2.1).

Abbildung 6.45 die radiale Elektronendichteverteilung von Wasserstoff und von
einfach positiv geladenen lonen. Je grosser die Kernladung ist, desto néher ist die
K-Schale beim Kern.
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Abbildung 6.45.: Schalenaufbau von H, Li*, Na® und K* nach |

, p. 351].

Schliesslich zeigt Abbildung 6.46 die Ionisationszustiande von Atomen aus dem Pe-
riodensystem. Mit Periodensystem wird die auf der Elektronenkonfiguration beru-
hende Anordnung der Elemente genannt.
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Abbildung 6.46.: Tonisationszustdnde nach [

, p. 349].

Eine Tabelle aller Elektronenkonfigurationen, Ionisationsenergien und Schalen aller

Elemente finden Sie im Anhang B.
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6.10.3. Auger-Prozesse

Rontgen— oder Auger—Ausbeute pro K-Schalenloch
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Abbildung 6.47.: Ausbeute von Augerelektronen als Funktion der Ordnungszahl
(gezeichnet nach | 1)

Augerelektronen treten durch einen Folgeprozess neben photoemittierten Elektro-
nen auf. Als Konkurrenzprozess zur Emission von Augerelektronen kann die durch
den Elektroneniibergang erzeugte Energie auch als charakteristische Rontgenstrah-
lung abgegeben werden. Analysiert man die Energie dieser Strahlung, so spricht
man von EDX (,,Energy Dispersive X-Ray Analysis”). Die Abbildung zeigt, dass
die Augerelektronenspektroskopie bei relativ niedrigen Ordnungszahlen, EDX bei
relativ hohen Ordnungszahlen einen empfindlichen Nachweis von Elementen er-
moglicht. Wegen der wesentlich grosseren Fluchttiefe von Photonen wird bei EDX
jedoch tber einen tiefen Bereich (ca. 1 ym) unter der Oberfliche gemittelt, so dass
schon weitgehend Volumeneigenschaften erfasst werden. Der Augerelektronenpro-
zess ist bestimmt durch drei Orbitalenergien (siehe Abbildung unten).

Elektronenenergien

33
S

Ordnungszahl

s
S

0 1000 1500
Elektronenenergie/eV

Abbildung 6.48.: Elektronenenergien beim Auger-Prozess als Funktion der Ord-
nungszahl (gezeichnet nach | ))
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195 6.10 Rontgenstrahlung

So lasst sich beispielsweise die kinetische Energie von K L;L;;/rrr-Elektronen iiber

E(KL[L[[/H]) = E(K) — E(L[) — E(L[[/]][)* (6103)

grob abschétzen. Darin ist E(K) die Bindungsenergie des unteren Lochzustandes,
E(L;) die Bindungsenergie des Elektrons, das diesen Lochzustand auffiillt, und
E(Lyr/rr)* die effektive Bindungsenergie des emittierten Augerelektrons. Letztere
weicht signifikant von der Energie des neutralen Atoms ab, da starke Wechselwir-
kungen zwischen den beiden Endzustandslochern im Atom auftreten. So wird in
dem o.g. Beispiel nach Auffillung der K-Schale durch das L;-Elektron die Bin-
dungsenergie des Ly rrr-Elektrons erhoht durch das Erzeugen eines Lochs im Lj-
Orbital. Die Loch/Loch-Wechselwirkung in der Endzustandskonfiguration hangt
dabei davon ab, ob beide Locher in den Rumpfniveaus, ein Loch im Rumpfni-
veau und ein anderes in schwacher gebundenen Béndern oder beide in Béndern
auftreten. In guter Naherung lassen sich die Augerelektronenenergien abschétzen
iber:

E|KLiLiym| = E[K(Z)
S ABILi(2)] ~ B[Li(Z + 1)
+E [Liyn(Z2)| + E [Liym(Z + 1)} (6.10.4)

Auch gebriduchlich ist es, die Coulomb-Abstossung der Lochzustinde tiber einen
separaten Energieterm zu erfassen. Dabei wird angesetzt:

E[KLiLiym) = E[K(Z)] - E[L(Z)]
—BlLiyj(Z)] — U[KLLII/ITT]  (6.10.5)

Darin erfasst der Term U[K L;Lj; JIT 7] alle Korrelationseffekte. Bei hoher Korrelati-
on der Bewegung der Locher und grosser rdumlicher Nahe erfolgt starke Coulomb-
Abstossung. Diese qualitativen Beispiele machen deutlich, dass die Augerelektro-
nenspektroskopie neben dem tiberwiegenden Einsatz zur Elementcharakterisierung
auch zur Charakterisierung lokaler Bindungsverhéltnisse am Zentralatom heran-
gezogen werden kann. Ebenso wie bei XPS sind Augerelektroneniiberginge un-
ter ausschliesslicher Beteiligung von Rumpfniveaus durch relativ scharfe Linien
gekennzeichnet, deren Form in erster Naherung unabhéngig von der chemischen
Umgebung ist, die jedoch eine charakteristische chemische Verschiebung aufweisen
konnen. Augerelektronen unter Beteiligung des Valenzhandes zeigen dagegen eine
extreme Abhéangigkeit der Linienform vom Zustand der Oberfliche. Eine quan-
titative Auswertung ist allgemein schwierig, da wegen der Beteiligung mehrerer
Orbitale eine Entfaltung vorgenommen werden muss, um die Valenzbandstruktur
aus Augerelektronenspektren zu ermitteln. Die grosse Oberflachenempfindlichkeit
der Augerelektronenspektroskopie ist durch die Fluchttiefe der Elektronen bei ki-
netischen Energien der Elektronen unter 1000 eV gegeben.
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7. Atome und elektromagnetisches
Feld

7.1. Strahlung aus Atomen

7.1.1. Lorentz-Oszillator

Versuch zur Vorlesung:
Linienspektren: Quecksilber, Helium, Kalium, Cadmium, Krypton, Zink (Versuchs-
karte AT-46)

Wenn ein Atom in einem angeregten Zustand ist, emittiert es seine Energie als
Photon zu einem zufélligen Zeitpunkt. Wenn n* die Anzahl der angeregten Atome
ist, dann ist die Rate nyp, der ausgesandten Photonen in den Raum (2 = 4m)

Ny (t) = 2yn™(t) = —Cclin*(t) (7.1.1)

proportional zur Anzahl der angeregten Atome n*. Die Losung von Gleichung
(7.1.1) ist eine Exponentialfunktion. Mit der Anfangsbedingung n*(0) = n§ =
Npy,o erhalten wir

N (t) = Ce My, 0(t) (7.1.2)

Die Normierungskonstante ergibt sich aus

7 C
Mo = / ny (t)dt = oo = C =2 (7.1.3)
0

Damit ist die Gesamtzahl aller ausgesandter Photonen gleich der Zahl der ange-
regten Atome np,, o zur Zeit ¢t = 0.

Die Lebensdauer des Zustandes ist 7 = 1/(27v). Sie hingt mit dem Einstein-
Koeffizienten A der spontanen Emission (aus Gleichung (3.2.27) ) zusammen.
Die Anzahl Photonen ist proportional zur Energie. Die Rate mit der die Energie
abnimmt ist das Quadrat der Rate, mit der die Amplitude abnimmt. Die Ampli-
tudenabnahme ist

E(t) = k/2ynu,(t) = k \/2ynp,0e7 " (7.1.4)

k ist eine Proportionalitdtskonstante, die wir hier nicht bestimmen. Aus diesem
Verlauf der Amplitude Gleichung (7.1.4) kann die Linienform iiber eine einseitige
Fouriertransformation & oder eine Laplacetransformation £ berechnet. Anschlies-
sendwird s — i(w — wy) ersetzt (Die Uberlegung ergibt die Frequenzabweichung,
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nicht die Frequenz) das Betragsquadrat gebildet. Die einseitige Fouriertransfor-
mation wird benotigt, da die zweiseitige Fouriertransformation nicht kausal ist.

- k29,
E(s) = = Lk \/2ynp 0" :k1/2’ynh,,0/e Testdt = 71: 0

(7.1.5)
Wir ersetzen nun in Gleichung (7.1.5) s mit i(w — wy)

. k /2 m0
BE(w) = B(iw) = — Y21 (7.1.6)
v+ i(w — wo)
Wir suchen aber die Linienform der Intensitat (Energie pro Fliche und Zeit).
Deshalb miissen wir das Betragsquadrat berechnen.

k2 - 29nm0
F?(w) = K*np,(w) = Y 7.1.7
(CU) np (w) 72 + ((U _ wo)g ( )
Wir erhalten damit die Form der
Lorentzlinie 5
YMhv,0
n(w) = — 5 (7.1.8)
7%+ (w — wo)

Unsere Normierung garantiert, dass wir wieder die Gesamtzahl der angeregten
Atome erhalten, sofern wir iiber die Frequenz v = w/(27) integrieren.

o = MpMl/sk o o

o = mng/(s)o o N

8 6 -4 -2 0 2
(c-wn)/(1/8)

4 6 8 -8 -6 4 6 8

|
[«

-6 4 6 8

-4 2 0 2 -4 -2 0 2
(c-wn)/(1/8) (w-wn)/(1/s)

Abbildung 7.1.: Zusammenhang zwischen der Abfallzeit und der Breite der Lor-
entzlinie. Oben sind die Abfallzeiten gezeigt, darunter die dazu
gehorigen Linienbreiten.

Abbildung 7.1 zeigt einige Abfallkurven fir die Energie (oder Intensitét) und die
dazugehorigen Linienbreiten. Wenn die Lebensdauer zunimmt, nimmt die Linien-
breite ab.
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199 7.1 Strahlung aus Atomen

Typische Werte fiir die Lebensdauer 7 sind 1 ns bis 10 ns. Entsprechend ist v =
5+ 107s !t bis5 - 10® s71. Diese Lebensdauer wird auch die natiirliche Lebensdauer
genannt.

Der Einstein-Koeffizient A der spontanen Emission (aus Gleichung (3.2.27) ) gibt
die Anzahl der Emissionen pro Volumen und Zeit, wenn er mit der Anzahl der
Atome im angeregten Zustand n* multipliziert wird.

7.1.2. Linienbreite

Versuch zur Vorlesung:
Quecksilber: Druckverbreiterung von Spektrallinien (Versuchskarte AT-47)

Die Atome sind in der Regel nicht in Ruhe. Sie bewegen sich auf den Beobach-
ter zu oder weg. Da die Geschwindigkeiten klein gegen die Lichtgeschwindigkeit
sind, kann mit der linearisierten Dopplerverschiebung gerechnet werden. Ohne
Einschrankung der Allgemeinheit legen wir die Beobachtungsrichtung in die x-
Richtung

w(vg) = wo (1 + ch) (7.1.9)

Fir die beobachtete Dopplerverschiebung ist nur die Komponente v, in Richtung
der Wellenausbreitung wichtig. Der Geschwindigkeitsbetrag der Atome in Richtung

des Beobachters ist (Siehe Reif, Statistical and Thermal Physics | , Pp- 265])
me \ /2 —mgv2

) vy = = | du, 7.1.10

9(ve)dvy = (27rl<:BT) P ( okl )" (7.1.10)

wichtig. Aus der Dopplerverschiebung erhalten wir

W — Wo

= 7.1.11
Uy =C o ( )
Eingesetzt in Gleichung (7.1.10) ergibt sich
mo \ /2 —moc? (w — wp)”
dw = d 7.1.12
glw)dw =n (27rkBT> eXp( 2uikpT “ (7.1.12)

Diese Verteilungsfunktion muss auch in der Intensitdt zu finden sein, wobei wir
eine unspezifizierte Konstante C' verwenden.

I( )—C’< o )1/2 N i (7.1.13)
=Y orkgr) P 2% 2kyT -

Die fiir die Linienform charakteristische Grosse ist die Halbwertsbreite Aw;/, =
Wi1/2 — w_1/2 definiert als I(wyq1/2) = I(wo)/2.

T
Awp = 21/21og(2) ,/ZBCQ wo (7.1.14)
0

Zum Beispiel sind die Natrium D-Linien bei etwa 589 nm. Dies entspricht einer
Frequenz von vy,, = 5.08985 - 10 s7'. Ein Natriumatom hat eine Masse von

©2005-2015 Ulm University, Othmar Marti, [@)evsa 199


http://vorsam.uni-ulm.de/Versuche/AT/PDF/AT047V00.PDF

Atome und elektromagnetisches Feld 200

mo = 22.98976928 u = 3.81754 - 10720 kg. Bei einer Temperatur von 1273 K ist
die Dopplerverbreiterung

Avp =1.49378 - 1077 K™V - VTuy,,
=1.49378 - 1077 K~ '/2 - 35.6791 K2 - 5.08985 - 10 s~ !
=2.71273 - 10° s~ = 2.71273 GHz

Gleichung (7.1.13) kann fiir Na auch so geschrieben werden:

I(w) =C'T Y% exp (—,'Z;\ia (w — 1>>

Wo

mit Tna = 1.24254 - 10** K. Abbildung 7.2 zeigt einen Vergleich der Doppler-
verbreiterung bei 1273 K und 273 K mit der natiirlichen Linienbreite bei einer
Lebensdauer von 7 = 16.3 ns.

Dopplerverbreiterung fir die Na—D-Linien

40 80
Ip: Doppler— ——
35 erbreiterung 1273 K 170
A Ip: Doppler—
30 T=16:3ns verbreiterung 273 K 4 60
/ / \ \In: natdrliche Linien—- ——
o5 T - 1973 K / \ breite T = 16.3 ns 1 50
5 20 T=273+1 40 ©

] ]
Ky F=2Z/3 Ry
: T R :
15 / \ 30
10 20

5 J L 10
0 0
508.98 508.982 508.984 508.986 508.988 508.99
w/(10'%/s)

Abbildung 7.2.: Vergleich der Dopplerverbreiterung mit der natiirlichen Linien-
breite bei den Natrium-D-Linien.

Der Einstein-Koeffizient A der spontanen Emission (aus Gleichung (3.2.27) ) gibt
die Anzahl der Emissionen pro Volumen und Zeit, wenn er mit der Anzahl der
Atome im angeregten Zustand n* multipliziert wird.
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201 7.1 Strahlung aus Atomen

7.1.3. Fluoreszenz

Fluoreszenz von Perylene in Benzol
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Abbildung 7.3.: Fluoreszenz von Perylene in Benzol (adaptiert aus | ] und

rechts: Jablonski-Diagramm

Abbildung 7.3 zeigt ein Fluoreszenzspektrum von Perylene in Benzol und auf der
rechten Seite das dazugehorige Jablonski-Diagramm. Die Fluoreszenz wurde von
William Herschel im Jahre 1845 entdeckt. Sie spielt sich im Singulett-System ab.
Die einzelnen Niveaus in ausgedehnten Molekiilen sind durch Vibrationen und Ro-
tationen noch weiter aufgespalten. Die Anregung erfolgt dann vom Grundzustand
des Singulett-Systems in einen der vibratorisch angeregten Zustinde eines hohe-
ren Quantenniveaus. Durch die Druckverbreiterung bilden diese Vibrationszustan-
de ein Quasikontinuum. Nach dem Franck-Condon-Prinzip éndert ein Elektron
bei der Anregung (dauert etwa 107! s) in ein héheres Niveau seinen Ort kaum.
Da die Minima der hoheren energetischen Zustande weiter vom Kern weg sind,
endet das Elektron iiblicherweise in einem vibratorisch angeregtes Niveau. Es re-
laxiert dann im Mittel innert weniger als einer Picosekunde ind den vibratorischen
Grundzustand des angeregten Niveaus. Im Mittel bleibt dann das Elektron wah-
rend der Fluoreszenzlebensdauer (1072 s bis 107 s) im hoheren Niveau um dann
unter Aussendung eines Fluoreszenzphotons in einen der vibratorisch angeregten
Unterzustéinde des Grundzustandes zu gelangen. Durch diese Prozesse entsteht ein
Stokes-Shift. Dieser zeigt sich in Abbildung 7.3 darin, dass das Absorptionsspek-
trum bei hoheren Energien ist als das Emissionsspektrum.

Die Abstande der Vibrationsniveaus sind etwa gleich im Grundzustand wie in
den angeregten Zustanden. Das fithrt dazu, dass das Emissionsspektrum und das
Absorptionsspektrum oft spiegelbildlich liegen (Kasha’s Regel). Diese Regel gilt
nicht, wenn ein Molekiil bei der Absorption eines Photons ionisiert wird oder wenn
es seine Konformation éndert.

Wenn der Ubergang in den S»-Zustand angeregt wird, relaxiert er ziemlich schnell
in den Si-Zustand. Sowohl da wie auch bei der vibratorischen Abregung werden
Energie- und Impulserhaltung durch den Rest des Molekiils oder oft durch die
umgebende Fliissigkeit garantiert.
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7.1.4. Phosphoreszenz

Nach der Auswahlregel aus Gleichung (6.8.16) koppeln das Singulett- und das
Triplettsystem nicht. In einem komplizierten Molekiil ist es aber nicht unwahr-
scheinlich, dass der durch die Impuls- und Drehimpulserhaltung verbotene Uber-
gang von S nach 77 in Abbildung Gleichung (7.3) mithilfe eines dritten Partners
moglich ist. Wenn der Ubergang durch Interkombination (auch Intersystem Cros-
sing)in den Triplettzustand gelangt ist, muss er in diesem metastabilen Zustand
wesentlich linger als die Fluoreszenzlebensdauer von etwa 7 ~ 10~% s bleiben. Die
mittlere Lebensdauer eines Triplettzustandes T betragt von Millisekunden bis
Stunden. Selbstleuchtende Uhrzeiger sind heute phosphoreszierend. Frither wurde
die Fluoreszenz durch radioaktive Stoffe erzeugt. Beim Ubergang von T, — S,
tritt wieder Interkombination auf.

7.1.5. Raman-Effekt

Beim Ramaneffekt (erstmals beobachtet 1928 von Chandrasekhara Raman) ge-
winnt oder verliert das Licht Energie bei der Streuung an einem Atom oder Mole-
kiil. Die tibliche Streuung von Licht (Rayleigh-Streuung) kann quantenmechanisch
so verstanden werden, dass ein Photon aus dem Grundzustand S (siche Abbildung
7.4) in ein virtuelles Niveau angeregt wird und dann spontan (Einstein-Koeffizient
A) wieder in eine beliebige Richtung emittiert wird. Aus der Unschérferelation fur
Energie und Zeit ersieht man, dass

AE - At = hvAt =~ = At ~ — (7.1.15)

| St
—_

sein muss. Das heisst, fir ganz kurze Zeiten (der Effekt ist nicht messbar, aber die
Auswirkungen beobachtbar) kann ein virtuelles Niveau existieren. Im Falle von
sichtbarem Licht heisst das, dass At ~ 1 fs sein muss.

Wir hatten bei der Fluoreszenz gesehen, dass das Grundniveau S, vibratorisch
aufgespalten ist. Wir konnten mit Infrarotlicht den vibratorischen Ubergang mit
hv, direkt ansprechen und spektroskopieren. Bis vor kurzem waren aber keine
durchstimmbaren Laser in diesem Wellenldngenbereich vorhanden. Zudem ist die
Optik unhandlicher und teurer.
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Rayleigh-Streuung Stokes-Streuung Anti-Stokes-Streuung
A T
A T A T
hv, h(y, —v,) (v, + )
hv, hv, hv,
hv,
I 1. Vibrationsniveau 4 v
Sp — Grundzustand Sg 804

0

Abbildung 7.4.: [ustration der Ramanstreuung im  Vergleich zur
Rayleighstreuung.

In Abbildung 7.4 in der Mitte ist der Stokes-Shift angegeben. Das Elektron im
virtuellen Niveau kann auch in das erste vibratorisch angeregte niveau relaxieren.
Seine Frequenz ist dann

h(v, — v,) < hy, (7.1.16)

kleiner als das eingestrahlte licht. Wir erwarten also, dass wir auf der langerwelligen
Seite der Rayleigh-Linie eine schwache Linie im Abstand der Vibrationsfrequenz
des ersten Vibrationsniveaus finden. Diese Linie wird beobachtet, sie ist aber um
Grossenordnungen schwécher, da der Streuquerschnitt fiir Ramanstreuung nur et-
Wa ORaman = 1073* m? betragt.

Neben der Stokes-Linie gibt es noch die Anti-Stokes-Linie. Abbildung 7.4 rechts
zeigt die Niveaus beim Anti-Stokes-Shift. Hier wird ein Elektron im ersten vibra-
torischen Niveau durch das einfallende Photon in ein virtuelles Niveau angeregt.
Dieses relaxiert nachher in das Grundniveau. Wir haben also

h(v, + vy) > hu, (7.1.17)

Hier hat das Raman-gestreute Photon eine hohere Frequenz und eine kleinere
Wellenlange als das einfallende Photon. Da das erste vibratorisch angeregte Niveau
nach der Boltzmannstatistik weniger stark besetz ist als der Grundzustand, ist die
Anti-Stokes-Linie schwéicher als die Stokes-Linie.
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Ramanspektrum von Polyethylen
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Abbildung 7.5.: Ramanspektrum von Poyletylen im Bereich der Methylen-
Biegeschwingung (adaptiert aus | 1)

Abbildung 7.5 zeigt beispielhaft ein Ramanspektrum von kristallinem Polyethy-
len (siche auch | |). Die Auswahlregeln fir Dipolitbergidnge sagen, dass die
Uberginge, die in der Infrarotspektroskopie beobachtet werden, also den iiblichen
Auswahlregeln fiir optische Spektroskopie gentigen, nicht in Ramanspektren beob-
achtet werden, und umgekehrt.

7.2. Laser

aN(E)
M |« d » M
Inversion
1 (1-R)L AN
< > >
/Boltzmann
i e i O S S
R R
‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ Lasermédium
Pumpenergie >
Hmpenerg! E. Ex E

Abbildung 7.6.: Aufbau eines Lasers (links) sowie schematische Darstellung der
Inversion im Vergleich zur thermischen Verteilung.

Wenn sich Materie in optisch angeregten Zustédnden befindet, wird diese Anregung
durch Emission abgebaut. Wenn es geldnge, alle Atome oder Molekiile in einem
bestimmten Volumen koharent strahlen zu lassen, dann wiirde man eine Lichtquelle
mit einzigartigen Eigenschaften gewinnen.

Der Laser, am Anfang der 60-er Jahre erfunden wurde, erfiillt genau diese Bedin-
gungen. Die Abbildung 7.6 zeigt den schematischen Aufbau. Ein aktives Medium
befindet sich in einem Fabry-Perot-Resonator| i ]. Das Licht im Reso-
nator wird durch das aktive Medium bei jedem Durchgang verstarkt. Die Verstar-
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kung erfolgt durch stimulierte Emission. Ein kleiner Teil des Lichtes wird durch
die Spiegel des Fabry-Perot-Resonators ausgekoppelt und steht fiir Experimente
zur Verfiigung.

Die rechte Seite der Abb. 7.6 zeigt die Besetzungsverteilung. Im Vergleich zu
einer thermischen Verteilung, gegeben durch die Boltzmannverteilung N(E) =
exp(—FE/kT), sind die Zustande bei hohen Energien deutlich stérker besetzt als
im thermischen Fall. Diese sogenannte Besetzungsinversion ist fiir die Funktions-
weise des Lasers notwendig.

Die Diskussion der Wirkungsweise von Lasern beruht auf dem exzellenten Lehr-
buch von Demtroder| ]-

7.2.1. Laserprozesse

7.2.1.1. Schwellwertbedingung

1 (R k> 51
{ A
» ausgekoppeltes _ hv | | M-I~
Z/ _{ Licht I el e A PR
# —» Z |i>
Streulicht

Abbildung 7.7.: Schematische Darstellung der Verstarkung und der Verluste in
einem Resonator

Um die Intensitit der in z-Richtung laufenden Welle in Abb. 7.7 zu berechnen
setzen wir fir die Intensitdt an

I(v,2) = I(v,z = 0)e @W)* (7.2.1)

Hier ist der frequenzabhéngige Absorptionskoeffizient durch

a(v) = [Ni = (9i/ge) Ne] o (v) (7.2.2)

gegeben. a(v) hiangt von den Besetzungsdichten V; des unteren Laserniveaus und
Nj des oberen Laserniveaus, von den statistischen Gewichten g; und g;' und vom
optischen Wirkungsquerschnitt () ab.

Wenn (g;/gr) N > Ng ist, wird der Absorptionskoeffizient in Gleichung (7.2.2)
negativ. Aus der Dampfung ist also, analog wie bei der Phasendrehung von Ope-
rationsverstiarkern, eine Verstiarkung geworden. Der Verstarkungsfaktor ist

Go(v,z) = ](i(?i)o) =g o)z (7.2.3)

'Fiir einen elektronischen Zustand E; eines freien Atoms mit der Drehimpulsquantenzahl J ist
gi=2J;+1
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Die gesamte zusatzliche Abschwichung der Intensitat durch Auskoppelverluste und
Ahnliches kann in eine Gleichung mit einem Exponentialfaktor v zusammengefasst
werden.

I/Iy=e (7.2.4)

In der Regel wird das zur Verstarkung verwendete optische Medium in einen Re-
sonator gebracht (analog zur Abb. 7.7, links). An den beiden Endspiegeln treten
Verluste auf. Einerseits ist es nicht moglich, einen Spiegel mit einer Reflektivitat
von 100% zu bauen, der zudem noch eine unendliche Ausdehnung hat um Beu-
gungsverluste zu minimieren. Andererseits muss an einem Spiegel die Reflektivitét
kleiner als 1 sein, damit Laserlicht ausgekoppelt werden kann. Die Verstarkung,
Beugungs-, Auskopplings- Reflexionsverluste beim beim Durchgang durch einen
Resonator konnen als Intensitatsanderung pro Umlauf geschrieben werden

G =1/Iy = exp[—2a(v)L — 7] (7.2.5)

Bei der Berechnung der Verstédrkung nach einem Umlauf ist angenommen worden,
dass das Medium die Lange L hat. Wenn G grosser als 1 ist, beginnt die stimu-
lierte Emission im Lasermedium die spontane Emission zu dominieren. Damit dies
moglich ist, muss —2a(v)L > « sein. Zusammen mit Gleichung (7.2.2)

—2[N; — (9i/Gk) N o (V)L >~

bekommt man die Schwellwertbedingung

— a-/a — . — ,y
AN = Nk(,%/gk) N; > ANS 20‘(1/)L (726)

fiir die minimale Besetzungsinversion A Ng.

Die Laseremission beginnt immer mit einer spontanen Emission aus dem oberen
Laserniveau in eine Resonatormode. Dabei werden die Photonen, deren Frequenz
nahe der Resonator-Mittenfrequenz liegt, bevorzugt verstiarkt. Durch die begin-
nende stimulierte Emission wird wird die Besetzungsinversion abgebaut bis ein
Gleichgewicht erreicht wird. Unabhéingig von der Pumpleistung ist die Inversion
in einem Laser beim stationdren Betrieb immer gleich der Schwellwertinversion

ANg.

Versuch zur Vorlesung:
Zerlegbarer Laser (Versuchskarte AT-30)
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7.2.1.2. Die Bilanzgleichungen

2 oz N
)
Y Sos TNR
= s‘
|1> LAN

Abbildung 7.8.: Funktion eines Lasers: Pumpprozess P, Relaxationsraten, indu-
zierte und spontane Emission.

Der stationédre Laserbetrieb kann durch Bilanzengleichungen beschrieben werden.
Anhand des Termschemas in Abb 7.8 ist ersichtlich, dass aus einem Pumpprozess
P das obere Laserniveau |2 > gespiesen wird. Zusétzlich wird die Besetzungszahl
dieses Niveaus durch die Absorption aus dem unteren Laserniveau |1 > mit der
Rate N1Bis - n - h - v erhoht. Es gibt drei Verlustkanéle, die spontane Emission
mit der Rate Ny Ay, die induzierte Emission mit der Rate NoBy; - n - h - v und
die verlustrate NyRs, zum Beispiel in Triplettzustande. Das untere Laserniveau
|1 > wird durch den Relaxationsprozess mit der Rate Ny R; entvolkert.

Die Photonenzahl nj;, nimmt durch die stimulierte Emission aus dem Niveau |2)
zu und durch die Absorption aus dem Niveau |1) ab. Zusatzlich werden

dnhu spontan 2 <de>
————— = N)A
dt 2Ry

(7.2.7)

Photonen durch die spontane Emission in die Richtung der Resonatormode ge-
schickt. Jedes Atom sieht dabei einen Spiegel im Raumwinkel df2,,. Wir haben
zwei Spiegel, so dass im Mittel von jedem Atom der Bruchteil 2 (dS2,,) /(4m) der
spontan emittierten Photonen auf die Spiegel trifft und so nennenswerte induzierte
Emission auslosen kann.

Wenn man annimmt, dass die statistischen Gewichte gleich sind (§; = go), be-
kommt man die Ratengleichungen

dN

7; = (N — Ni)Boinpy + NoAgyy — N1 Ry (7.2.8)
dNy

W = P- (NQ — Nl)Bglnhl, — N2A21 - NQRQ (729)
dnp, 2 (dS2,,

dl}; = —ﬁnh,, + (NQ — Nl)Bglnhl, + N2A21 <47T > (7210)

Der Laserresonator hat seine eigene Verlustrate. Wenn man N; = Ny setzt erhélt
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man aus (7.2.10) den Verlustfaktor

Npy, = nge 7 (7.2.11)

Durch Vergleich erhdlt man fiir den Verlustfaktor

v =BT =p(2L/c) (7.2.12)

wobei L die Resonatorlange ist.

Im stationaren Betrieb miissen die in den obigen Gleichungen vorkommenden Ab-
leitungen verschwinden. Aus den Gleichungen (7.2.8) und (7.2.9) bekommt man in
diesem Falle

P = N\Ry + NyR, (7.2.13)

Die Pumprate muss also im stationédren Betrieb die beiden Verlustraten N;R; und
N5 Ry aus dem unteren, beziehungsweise aus dem oberen Laserniveau ausgleichen.

Andererseits bekommt man durch Addition aus (7.2.9) und (7.2.10) die Gleichung

dQ,,
P = ﬁnhu + N2 <A21 <1 — < >> + RQ) ~ 571}”, =+ N2 (A21 + RQ) (7214)
sofern 1 > 1— % ist. Die Pumprate P ersetzt also die Resonatorverluste (7.2.12)

sowie die durch spontane Emission und Relaxation aus dem oberen Laserniveau
verschwindenden Photonen. Die Relaxationsrate des unteren Niveaus ist im sta-
tiondren Betrieb

NlRl = N2A21 + ﬁnh,, (7215)

Sie kompensiert gerade die spontane Emission und die Verlustrate der induzierten
Photonen. Deshalb ist sie immer grosser als die Auffillrate aus dem Niveau |2)
durch spontane Emission.
Wir multiplizieren Gleichung (7.2.8) mit Ry und Gleichung (7.2.9) mit R; und
kénnen fiir den stationdren Zustand (d/dt = 0) mit der Definition AN, = No—N;
die folgende Umformung

0 = —RP+
(Ry + Ry

= —R/P+
(Ry+ Ry

Ry + Ry)(Ny — Ny)Boynp, +

NyAgy 4 (Ny — N1)Ri Ry

Ry + R1)ANgaBainp, +

Ny Aoy + AN By Ry (7.2.16)

~— o~ — —

durchfiihren.
Mit der Gleichung (7.2.13) erhéilt man iiber

P = NiRy + NyRy = (N3 — ANgar) Ry + NoRy = No(Ry + Ra) — ANg Ry

die stationare Besetzungsinversion

(Ry — Ay)P

ANS at =
" By (Ry + Ra) 4+ Asi R1 + Ri Ry

(7.2.17)
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Aus (7.2.17) folgt, dass eine stationdre Besetzungsinversion ANy, > 0 nur fir
Medien mit R; > A moglich ist. Dies bedeutet, dass das untere Laserniveau sich
schneller entleeren muss als das obere sich durch spontane Emission entvolkert.
Im realen Laserbetrieb wird das untere Laserniveau zuséatzlich durch die induzierte
Emission bevolkert. Die Relaxationsrate des unteren Laserniveaus muss deshalb
der Bedingung

Ry > A21 + Bglp (7218)

genugen.

7.2.2. Laserstrahlen

Wenn der Energieverlust der k-ten Mode mit der Zeit wie

dEy = — P Exdt (7.2.19)
ist dann ist
Ei(t) = Ej(0)e Prt (7.2.20)
Die Resonatorgiite ist als
Ej,
=-2 =2 7.2.21
o TV Byl v /By ( )

definiert. Fiir einen Resonator der Lénge d ist der Verlustfaktor durch

v =(2d/c)B (7.2.22)

gegeben. Der Verlustfaktor setzt sich aus Beugungsverlusten, Absorptionsverlus-
ten, Reflexionsverluste und die Verluste durch Lichtstreuung zusammen.

e e A
’
—> <—2a
A
Ta 9= 2 "
<Ek
/ a

— >

Abbildung 7.9.: Beugung einer ebenen Welle an einer Blende

Intensitat und Reflexionsverluste

I = ]ORlRQ = IO€_VR mit YR = — 11’1(R1R2) (7223)
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Mit der Umlaufzeit 7' = 2d/c wird die Abklingkonstante Sr = yr/T = yrc/2d.
Die mittlere Verweilzeit der Photonen im Resonator ist

2d

= — 7.2.24
T~ ¢In(RiRy) (7:2:24)
z
.
I <«
5
24 2a
l
47
d<z d>z
F>1 F=1 F<1
Abbildung 7.10.: Erklarung der Fresnelzahl
Die Beugung wird durch die Fresnel-Zahl charakterisiert.
F =a*/(d)\) (7.2.25)

Sie gibt an, wieviele Fresnelzonen auf dem gegentiberliegenden Spiegel entstehen,
wenn man im Abstand p, = ¢g\/d (q ganzzahlig). Wenn d < zj ist, ist F' > 1
und die Beugungsverluste minimal. Damit bei planparallelen Spiegeln ein Photon
m-Umlaufe machen kann, muss der Beugungswinkel © < a/(md) sein. Also muss

F>m (7.2.26)

sein. Resonatoren mit der gleichen Fresnelzahl haben die gleichen Verluste.

2a 2a
M d+Ld+ (p-2)d LdJ
d>»>—

a
A

Abbildung 7.11.: Anschauliche Erkldrung, dass ein ebener Spiegelresonator mit
einer Folge von Blenden aquivalent ist.
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Um die Beugungsverluste eines Resonators zu berechnen, kann man den Resonator
durch eine Folge von Linsen und Blenden ersetzen (siche Abb. 7.11). Dabei ent-
sprechen ebene Spiegel einer Apertur. Gekrimmte Spiegel miissen entsprechend
durch Sammel- oder Zerstreuungslinsen ersetzt werden. Aus der Abbildung 7.11
ist sofort ersichtlich, dass ebene Wellen keine Losung des Resonatorproblems sein
konnen.

7.2.2.1. Resonatormoden

al s ePy)

d >a
p-1 p

Abbildung 7.12.: Die Feldamplitude P(x,y) kann aus den Amplituden in der Ebe-
ne P'(z',y’) bestimmt werden.

Um die Beugungserscheinungen an einer Folge von Aperturen handhaben zu kon-
nen, wird die Kirchhoff-Fresnel’sche Beugungstheorie auf die Geometrie in Abb.
7.11. Die Feldverteilung bei der A,-ten Apertur wird aus der Feldverteilung in der
A,_1-ten Apertur mit Hilfe der Gleichungen der Fourieroptik berechnet.

Die Amplitude am Punkt P(z,y) in der Apertur A, ist durch

. 1
Ay(z,y) = —2]—)\ ’ /y/ Ap — 1(2/, y');e‘jk”(l + cos 9)dz'dy (7.2.27)

gegeben (Siehe Abb. 7.12). Die stationire Feldverteilung muss die beiden folgenden
Eigenschaften haben:

e Da der Resonator als lineares System betrachtet wird, wirken sich die Beu-
gungsverluste als Multiplikation mit einem reellen Faktor 0 < /1 —vy5 <1
aus.

« Der Lichtweg zwischen zwei Aperturen (Spiegeln) wird durch einen Phasen-
faktor e/® beschrieben.

Fir die Amplitude gilt also

Ay(z,y) = CA, 1 (z,y)mit C = e/ /T — 75 (7.2.28)

wobei wie oben diskutiert, der Faktor |C|> = 1 — 5 den ortsunabhéngigen Inten-
sitatsverlust durch Beugung beschreibt. Die Modenverteilung ist die Losung der
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Gleichung, die entsteht, wenn man (7.2.28) in (7.2.27) einsetzt. Diese Gleichungen
sind im allgemeinen nicht analytisch losbar.

Nur fiir den symmetrischen konfokalen Resonator kann eine Ndherungslosung| ]
angegeben werden. Dazu muss der Ursprung des Koordinatensystems in das Zen-
trum des Resonators gelegt werden. Dann ist fiir eine beliebige Ebene die Intensi-
tatsverteilung

Apn(,y.2) = C - Hy(2%) - Hy(y") - e 7007/ gmiotews)(7.2.99)

H,, und H, sind die Hermitschen Polynome m-ter und n-ter Ordnung. C' ist ein
Normierungsfaktor und x* = \/ﬁi und y* = \/5% sind normierte Koordina-
ten. Die Normierungsgrosse w ist ein Mass der radialen Amplitudenverteilung und
durch

w?(z) = ;Cf [1 + (%jﬂ (7.2.30)

gegeben. d ist hier die Lange des Resonators. Unter Verwendung der Abkiirzung
¢ = 2z/d bekommt man fir die Phase der elektromagnetischen Wellen in einem
konfokalen Resonator mit den Kriitmmungsradien b der Spiegel gleich dem Abstand
der Spiegel d

qb(x,y,z):Q;\T l;} <1+§2)+m1 —(1+m+n) (g—arctan11§>

(7.2.31)

A(x) 3
TEM20

/\/\

f r Vot
Pt IR B e *l AN
' B L et

TEMgo TEMyg TEMyo TEMgo TEMp4

Abbildung 7.13.: Oben die eindimensionale Modenverteilung unten links die Mo-
denverteilung in kartesischen Koordinaten und unten rechts in
Zylinderkoordinaten.

Abbildung 7.13 zeigt einige Modenverteilungen. Sie werden TEM-Moden genannt,
da sie in guter Naherung transversal-elektromagnetische Wellen darstellen. Die
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Zahlen m und n geben die Anzahl Knoten der Feldverteilung an.

Abbildung 7.14.: Radiale Amplitudenverteilung in konfokalen Resonatoren

Ist n = m = 0 so hat man die Grundmode. Thre Intensititsverteilung ist

ooz, y) = Tye~ v/ (7.2.32)

Sie haben deshalb eine Gauss’sche Intensitatsverteilung. Die Grosse w gibt an, bei
welchem Radius die Intensitét auf den Faktor 1/e? bezogen auf das Strahlzentrum
abgefallen ist. Der minimale Strahldurchmesser

wo = \/A\d/2m (7.2.33)

heisst auch Strahltaille. Eine exemplarische Amplitudenverteilung ist in der Ab-
bildung 7.14 gezeigt. Rsonatoren, deren Spiegel sich in die Wellenfronten eines
symmetrischen konfokalen Resonators einpassen lassen, konnen ebenfalls mit der
hier gezeigten Theorie beschrieben werden.

Ebener Resonator Konfokaler Resonator Konzentrischer Resonator
—d | (—— [~ )
by=b,=00 g =g, = b Fokus b, 5 W,

by=b,=b=d g =g,=0 1 b,

Semikonfokaler Resonator

o p—
g =05
> T el
b =2d
> b, =00 " "
d : d 0<g-g <1

Abbildung 7.15.: Beispiele fiir Laserresonatoren

Die Abbildung 7.15 zeigt Beispiele von Laserresonatoren.
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Beugungsverluste
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Abbildung 7.16.: Beugungsverluste von T'E'M,, ,,-Moden

Die Beugungsverluste von offenen Resonatoren hangen von der betrachteten Laser-
mode ab. Abbildung 7.16 zeigt einen Graphen der Beugungsverluste. Als Ordinate
ist die Fresnel-Zahl angegeben. Durch eine Verringerung der Fresnel-Zahl konnen
die Verluste der hoheren Modenordnungen so vergrossert werden, dass sie nicht
mehr anschwingen kénnen.

Stabilitatsdiagramm

3 T T T T
konzentrisch : :
konfokal
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Abbildung 7.17.: Stabilitdtsdiagramm fiir optische Resonatoren
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Die Stabilitiat eines Resonators folgt aus der Forderung, dass die Strahlparameter
eines zu den Spiegeln passenden Gaussstrahls nach einem Umlauf auf sich selber
abgebildet werden soll. Aus der Mathematik der Gaussstrahlen erhéilt man mit

d L
i=l——=1-= 7.2.34
g 3 3 ( )
den Durchmesser des Strahls auf den Spiegeln M; und Ms. L = d ist der Abstand
der beiden Spiegel. Der Strahldurchmesser ist jeweils

1/2
mw? = M (”) (7.2.35)
g1(1 = g192)

1/2
mwd = M (91> (7.2.36)
92(1 = g192)

Also divergieren die Strahldurchmesser fir g;go = 1 sowie fiir gy = 0 und g, = 0.
Die Stabilitdtsbedingung folgt aus (7.2.35) und (7.2.36) und ist

0<qiga <1 (7237)

Das resultierende Stabilitdtsdiagramm ist in der Abbildung 7.17 gezeigt. Eine Liste
der Bezeichnungen zeigt Tabelle 7.19.

d
g,°8,>1 g,°8,<0

Abbildung 7.18.: Beispiele von instabilen Resonatoren

Typ Spiegelradien Stabilitatsparameter
konfokal by +by = 2L g1+ g2 =291 * g2
konzentrisch by +by =L g g =1
symmetrisch b1 = by GL=0g2=g
symmetrisch konfokal by =by =L g =g2=0
symmetrisch konzentrisch b, = by, = %L gL =¢gs=—1
semikonfokal by =00,b =2L gy =1, 9= %
eben by = by = 00 g1 =¢go = +1
Abbildung 7.19.: Klassifizierung von Resonatoren nach Demtréder| ]. Die b;

sind die Kriitmmungsradien der Spiegel, deren abstand b ist.
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Instabile Resonatoren, wie sie in der Abbildung 7.18 gezeigt sind, werden bevorzugt
bei Verstarkermedien mit sehr hoher Verstiarkung verwendet. Ebenso werden sie
oft bei Kurzpuls-Lasern eingesetzt. Dadurch dass der Strahl divergiert, ist die
Intensitatsverteilung des Laserlichts gleichmaéssiger tiber alle Moden verteilt.

C

A 2

b=L —b=
> .IHM‘I. I‘ ‘I .IHM‘I. L_b_(=1+e)d

A% A%

Abbildung 7.20.: Frequenzspektrum eines konfokalen Resonators (links) und eines
nicht-konfokalen Resonators (rechts). Fiir den rechten Fall ist
der Resonator nur wenig (b = (1 4+ ¢) - d mit |¢] < 1) vom
konfokalen Resonator (b = d) unterschieden.

Die Frequenzen der in einem Resonator moglichen Moden héngen, wie in Ab-
bildung 7.20 gezeigt, vom Resonatortyp an. Beim konfokalen Resonator sind die
Eigenfrequenzen durch

c c 1
V== o q+§(m+n+1) (7.2.38)
gegeben. ¢ ist der Index der longitudinalen Modenverteilung, m und n die Indices

der transversalen Modenverteilung. Der Spiegelabstand

A 1
d=p - B wobei p:q+§(m+n—|—1) (7.2.39)
Das heisst, dass hohere transversale Moden mit ¢; = ¢ und g9 = m + n die
gleich Frequenz haben wie eine transversale Grundmode (m + n = 0) mit dem
longitudinalen Modenindex g = q; + ¢2. Das Frequenzspektrum eines konfokalen

Resonators ist also entartet. Der Modenabstand fiir die longitudinalen Moden ist

C

v = — 7.2.40
V=g ( )
wahrend transversale Moden mit ¢ = m+n und ¢ = ¢; +1 um
5 = (7.2.41)
Vkonfokal = Ad =

voneinander entfernt sind.

Bei nichtkonfokalen Resonatoren, bei denen der Kriimmungsradius der Spiegel
b nicht gleich dem Spiegelabstand d ist, ist das Frequenzspektrum nicht mehr
entartet

c 1 4 d—>b
V=g q+ 5(1+m+n) (1 + ﬂarctandij)] (7.2.42)
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Die transversalen Moden liegen in einem Bereich um die transversale Grundmode
mit dem gleichen longitudinalen Modenindex. Dies ist in der rechten Seite von
Abbildung 7.20 gezeigt.

Bei einer endlichen Giite des Laserresonators verringert sich die Intensitat des

Lichtes mit jedem Umlauf um einen kleinen Wert. Nach der Zeit 7 = % ist sie

auf den Wert 1/e gesunken. Die daraus resultierende Frequenzunschérfe ist

(7.2.43)

oder, umgeschrieben,

(7.2.44)
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Fabry—Perot—-Resonanzen
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Abbildung 7.21.: Fabry-Perot-Resonanzen: oben ist ein Uberblick gezeigt, unten
die Vergrosserung um 1. Die Kurven sind auf einen frequenzab-
stand von 1 normiert.

Wenn die Verluste im Laserresonantor vorwiegend durch die Auskopplung von
Licht an den Spiegeln stammen, kénnen die Gleichungen fiir Fabry-Perot-Inerferometer
verwendet werden. Dort ist die transmittierte Intensitat durch

T2
(1-R)?2: (1+ Fsin® g)

Iy = I (7.2.45)

gegeben (siehe auch Abb. 7.21), wobei die Finesse F' = (lfg)Q ist. Die Reflektivitét

R der Spiegel, die Absorption A in den Spiegeln und ihre Transmission hangen iiber
T =1— A— R zusammen. Die Intensitiat im Resonator ist [;,; = i—TR. Resonanzen
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treten bei 6 = 2mm auf. Die Halbwertsbreite ist dann

c 1—R v
Ap= LT 24
T2 avR P (7.2.46)

Breite der Fabry—Perot—Resonanzen

T
— Aviv
01 |
Q
o 0.01 |
om
o
=
S 0001 F
°
0.0001
1e-005 e el T
0.0001 0.001 0.01 0.1 1

Transmission der Spiegel

Abbildung 7.22.: Normierte Linienbreite als Funktion von T" = 1 — R. Der Mo-
denabstand im Fabry-Perot-Resonator ist 1.

Hier ist F* = T{l/g die Reflexionsfinesse. Haben die beiden Spiegel unterschiedliche
Reflektivitdten R; und R, so wird fir R = /R; - Ry gesetzt. Die in diesem Ab-
schnitt berechneten Linienbreiten sind die Linienbreiten eines passiven Resonators.
Durch das aktive Medium werden die Resonatoren entdampft: die Linienbreiten
werden geringer.

©2005-2015 Ulm University, Othmar Marti, [@)evsa 219



Atome und elektromagnetisches Feld 220

Fabry—Perot-Resonanzen mit aktivem Medium
10000 T T T T T T T

100

0.01

0.0001

relat. Transmission

1e-006

1e-008

relat. Frequenz

Abbildung 7.23.: Verstarkungsprofil (rot) eines Laseriiberganges und die Resona-
tormoden (blau). Das kombinierte verstarkungsprofil nach Glei-
chung (7.2.47) ist griin eingezeichnet.

Mit einem aktiven Medium im Resonator werden diejenigen Moden verstarkt, fiir
die die Nettoverstarkung pro pro Umlauf G(v) = I/l = exp[—2a(v)L — 7] nach
Gleichung (7.2.5) maximal ist. Nach Demtroder| | ist die transmittierte In-
tensitat

Ir = I (1= RyGl) (7.2.47)
(1 — G(W)]* 4 4G(v) sin? g

In Abbildung 7.23 ist das damit berechnete Verstéarkungsprofil eingezeichnet. Wenn
die Verstarkung gegen 1 geht (hier mit einer Gauss-Funktion?, die ihr Maximum bei
53 und eine Breite von 14.34 hat) geht die Gesamtverstarkung I/l — oco. Dieses
maximum wird bei 6 = ¢ - 27 erreicht. Dabei muss anstelle der Resonatorlange d
die effektive Resonatorlange

d=(d—-L)+n(v)L=d+(n—1) - L (7.2.48)

verwendet werden. L ist die Lange des Lasermediums und n(v) der (frequenzab-
héngige) Brechungsindex. Die Frequenzbreite des aktiven Resonators wird

1-G) v
21 /G(v) - F;

Die Finesse F) des aktiven Resonators wird unendlich, wenn die Verstirkung
G(v) — 1 wird.

Av = v (7.2.49)

2Nach Demtréder| | ist das Linienprofil gaussférmig, wenn die Dopplerverbreiterung, wie
bei Gaslasern im sichtbaren Wellenldngenbereich, dominierend ist.
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Fabry—Perot—-Resonanzen mit aktivem Medium

relat. Transmission

Abbildung 7.24.: Modenprofil des aktiven Resonators in Abhéngigkeit der Ver-
starkung.

Die Abbildung 7.24 zeigt, wie das Modenprofil sich in Funktion der Verstarkung
andert. Wahrend bei niedrigen Verstarkungen die Transmission fiir viele Moden
etwa gleich ist, beginnt eine einzelne Mode zu dominieren, wenn die Verstarkung
G(v) gegen 1 geht.

Verstarkungsprofil

10

T
e

0.1 L L

Vmin Vmax

Abbildung 7.25.: Verstarkungsprofil des aktiven Mediums

Im Gegensatz zu den der Abbildung 7.23 zugrundeliegenden annahmen ist das Ver-
starkungsprofil des Lasermediums meistens sehr viel breiter als der longitudinale
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Modenabstand. Deshalb ist die Anzahl schwingungsfiahiger Moden meistens wie
in der Abbildung 7.25 gezeigt, grosser als 1. Ausnahmen sind Laserdioden wegen
ihrem sehr kurzen Resonator und gewisse sehr hochgeziichtete Laseranordnungen.

7.2.3. Gaslaser

Plasmaspannung Up

strombegrenzt Plasmaentladung

Laserlicht

%BWWS“&_
Spiegel

Abbildung 7.26.: Aufbau von Gaslasern.

Bei Gaslasern wie in Abbildung 7.26 werden die Atome durch Stosse mit Elektro-
nen in das obere Laserniveau gepumpt. Bei Stossen gilt die Regel, dass das obere
Niveau weniger besetzt sein muss als das untere nicht. Die Elektronen werden
durch eine Plasmaentladung getrieben durch die strombegrenzte Plasmaspannung
Up getrieben. Diese Spannung betrigt einige Kilovolt. Die Rohre mit dem Gas
wird durch Brewsterfenster abgeschlossen. Die Spiegel des Resonators sind in der
Regel ausserhalb der Gasentladungsrohre.

Gaslaser haben eine ziemlich geringe Verstiarkung pro Lénge. Deshalb ist es not-
wendig, die Verluste zu minimieren. Brewsterfenster ermoglichen bei einer Po-
larisation eine Transmission ohne Verluste. Sie sind in der Regel auf Fortsatzen
montiert, das das Plasma chemisch aggressiv ist und und mit der Zeit insbesondere
die empfindlichen optischen Oberflichen angreift.

Die Modenstruktur des Laserlichtes kann mit Modenblenden kontrolliert werden.
Da die T'E M -Mode die kleinste Ausdehnung senkrecht zur Ausbreitungsrichtung
aufweist, ist sie bei immer kleiner werdendem Durchmesser der Modenblende die
letzte tiberlebende Mode, kann also problemlos selektiert werden.
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Stosse
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Grundzustande —Y
Abbildung 7.27.: Termschema des He-Ne-Lasers (nach | | und | D).

Der erste Typ Gaslaser war der Helium-Neon-Laser. Sein Termschema ist in Ab-
bildung 7.27 gezeigt. Dieser Laser benutzt ein Gasgemisch, da Elektronenstosse in
Neon wegen dem tief liegenden 1s-Niveau die Laserniveaus 2S5 und 35 nicht anre-
gen konnen. Helium mit seiner kleinen Kernladung hat viel grossere energetische
Niveauunterschiede. Die metastabilen 2'S- und 23S-Zustinde des Heliums sind in
Resonanz mit den 35- und 2S5-Zustanden des Neons. Die Energie wird iiber reso-
nante Stosse zweiter Art vom Helium auf das Neon iibertragen. Wie Abbildung
7.27 zeigt, bilden die Niveaus des Neons ein 3-Niveau-Laserschema. Die starkste
Laserlinie des He-Ne-Lasers ist die Linie bei 1152.3 nm. Heute wird vor allem die
Linie bei 632.8 nm verwendet. Die Laserlinien werden durch die schmalbandige
Reflexionsbeschichtung der Spiegel oder tiber Prismen selektiert.

Das 15-Niveau des Neons ist metastabil und langlebig. Hier wiirden sich alle Elek-
tronen aus dem 2p-Niveau ansammeln. Nur Stosse mit der Wand sind effizient
genug, um dieses Niveau zu entleeren. Man erwartet und findet, dass He-Ne-Laser
mit kleineren Durchmessern des Entladungsrohres eine héhere Verstarkung ha-
ben, weil das 15-Niveau stéirker entleert ist. Tabelle 7.1 fasst einige Kenngrossen
zusammen.

A/(nm) | A/(dBm™) | B,y/(mW)
632.8 0.3 5 — 10
1152.3 0.4 10 — 100
3391.3 25 10 — 100
Tabelle 7.1.: Verstarkungen und Ausgangsleistungen der Laserlinien der HeNe-
Laser (nach | D).
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3/2

Abbildung 7.28.: Termschema des Argon-lonen-Lasers (nach | ).

Abbildung 7.28 zeigt das Termschema des Art-Tonen-Lasers. Dieser Laser kann
auf vielen Wellenléngen vom Ultravioletten bis ins infrarote emittieren. Die wich-
tigsten Wellenlangen sind A = 514.5 nm und A = 488.0 nm. Weiter erreicht man
mit diesem Laser Lichtleistungen von mehr als 100 W. Die Laseriibergange befin-
den sich zwischen hochangeregen Niveaus des positiv geladenen Ions. Der Laser
benoétigt extrem hohe Stromstérken und Pumpleistungen (fiir 10 W Licht etwa
50 kW elektrische Leistung. Der Argon-lonenlaser funktioniert mit einer reinen
Argonfiillung. Elektronen mit einer Energie von 4 eV bis 5 eV regen in Stufen die
oberen Laserniveaus an, die bei etwa 20 eV liegen. Da der Laser auf verschiedenen
Linien emittieren kann, wird im Resonator ein dispersives Element benotigt, zum
Beispiel ein Prisma, mit dem man eine Wellenldnge auswéhlen kann. Tabelle 7.2
gibt eine Ubersicht iiber einige der vorkommenden Wellenléngen.

A/(nm) | A/(dBm™) | Pou/(W)
351.1 — 1
363.8 - 1
476.5 — 0.5 —2
488.0 0.1 2 — 50
496.5 — 0.5 —2
514.5 0.1 2 — 50
Tabelle 7.2.: Verstarkungen und Ausgangsleistungen der Laserlinien des Argon-
Tonen-Laser (nach | 1.
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7.2.4. Festkorperlaser

ﬁResonatorspiegel
I —

I Laserkristall \I

Pumplicht-— %F;iege'
Welle ——pymplicht
A A

Abbildung 7.29.: Schematischer Aufbau eines Festkorperlasers. Die Pumplicht-
quelle kann eine Blitzlichtlampe, eine Laserdiode oder ein ande-

rer Laser sein.

Abbildung 7.29 zeigt den prinzipiellen Aufbau von Festkorperlasern. Diese Laser
werden durch Licht gepumpt. Urspriinglich waren dies Blitzlampen, heute héu-
fig Laserdioden (siche Abschnitt 7.2.5). Um das Pumplicht moglichst effizient in
das Lasermedium zu bringen sind die Blitzlampen in Spiegel so angeordnet, dass
sie zum Beispiel in einem Fokus sind und das Lasermedium im anderen Fokus
eines elliptischen Spiegels. Laserdioden werden tiblicherweise auf der Seite des La-
sermediums angeordnet. Alternativ kann ein Pumplaserstrahl kollinear oder fast
kollinear zum Ausgangslaserstrahl angeordnet sein. Im Buch von Yariv | ]
findet sich eine sehr gute Ubersicht iiber Laser.

‘R A .. strahlungslose
"‘~_Qbergénge
'F, 4
el E
o| 8
; LO|
4A2
Abbildung 7.30.: Termschema des Rubinlasers (nach | ] und [ 1)
Der erste Laser war der Rubinlaser | ]. Abbildung 7.30 zeigt das Termschema

des Lasers. Rubin ist Aluminiumoxid, wie auch Saphir und viele andere Edelsteine.
Es sind nur die Verunreinigungen, die einen Saphir von einem Rubin unterschei-
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den. Beim Rubin sind dies eingebaute Crt*-Ionen mit einem Gewichtsanteil von
0.05%. Ihr Termschema ist in Abbildung 7.30 gezeigt. Durch Pumplicht werden
die breitbandigen Pumpniveas bevélkert. Strahlungslose Uberginge bevélkern das
obere Laserniveau. Der Laser emittiert bei A = 694.3 nm.

Pump-Niveaus 2.47968 ev

Nd:YAG
R s S
Laser-
e — | Gbergang
Laser- :E ~0.743905 &7
Ubergang g ———
g —E ~0495937 eV
_— 1 0313184V
| 0306613 eV
| | 026607ev
—_—  0261731eV
0251564 eV
v 0248092 ev
Grund- - 0105139&v
zustand 4 00385591 v
1‘)/2 00244249 ev
00166139 eV
Abbildung 7.31.: Termschema von Nd:YAG-Lasern (siehe | ] und | 1)

Ein heute enorm wichtiger Festkorperlaser ist der Nd: YAG-Laser. Im Wirtskristall
Y3Al5015 (Yttriumaluminiumgranat) sind etwa 1% der Y3*-Ionen durch Nd3*-
[onen ersetzt. Die gute Warmeleitfahigkeit und die sehr gute optische Qualitét
ermoglichen hohe Laserleistungen. Das Energieschema des Nd:YAG-Lasers ist in
Abbildung 7.31 gezeigt. Es ist ein Vierniveau-System, das besonders effiziente Laser
ermoglicht. Das untere Laserniveau ist bei Raumtemperatur praktisch leer und
wird auch sehr schnell entleert, so dass leicht grosse Inversionen erreicht werden
konnen. Die starkste Laserlinie ist die bei A = 1064.1 nm, Diese Linie wird oft
Intra-Cavity frequenzverdoppelt und ergibt dann dei Wellenldnge von A = 532 nm
(griiner Laserpointer!).

7.2.5. Diodenlaser

pn—Dioden aus Halbleitern mit direkter Bandliicke emittieren Strahlung, wenn sie
in Durchlassrichtung betrieben werden: LED (Light emitting diode). Die Ursache
ist die sog. strahlende direkte Rekombination tiber die Bandliicke hinweg. GaAs
selbst emittiert im Infratoren, im Sichtbaren werden GaAs;_,P,—Materialien und
GaP:N—Materialien eingesetzt. Neuerdings spielt GaN eine bedeutende Rolle. Das
Emissionsspektrum ist i. allg. sehr breit und temperaturabhéngig. Die Richtcharak-
teristik ist ausgesprochen breit und wird in der Praxis z. B. durch Kunststofflinsen
in Vorwartsrichtung verbessert. Die Schaltzeiten konnen 1 us deutlich unterschrei-
ten.

Die strahlende Rekombination kann auch iiber einen Zwischenzustand (Lumi-
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neszenz-Zentrum) erfolgen. Bekanntes Beispiel sind die blauen SiC-LEDs (Sie-
mens). Die neuen blauen LEDs bestehen aus AlGaN/InGaN-Doppelheterostruk-
turen. Werden sie mit YAG (Yttrium Aluminium Garnet) und Phosphoren direkt
beschichtet, entsteht eine weisse LED. Ein weiterer Trend geht zu grossflachigen

LEDs, einzelne Emitterflichen reichen an 1 mm?.

Das LED—Prinzip lasst sich zum Halbleiter—Laser weiterentwickeln. Dazu sind zwei
Dinge notwendig. Erstens muss die induzierte Emission die bei der LED aussch-
liesslich vorhandene spontane Emission deulich iibertreffen. Hierzu ist in der sog.
aktiven Zone eine ausreichende Besetzungsinversion notwendig. In einer beidseitig
sehr hoch dotierten (> 10 ¢m™3) entarteten pn-Diode, die in Durchlassrichtung
betrieben wird, ist die Ladungstragerinjektion tatsachlich ausreichend gross, um
gepulsten Laserbetrieb zu erhalten. Vorausgesetzt, die zweite Bedingung ist erfiillt:
die gesamten Verluste der Strahlungsmode miissen kleiner sein als ihr Gewinn. Er-
reicht wird dies durch einen lénglichen (ca. 1 mm) Resonator. Man erhélt ihn
durch Brechen entlang einer niederinduzierten Kristallebene ((110) in Gads), die
Seitenflichen werden aufgeraut. Dieser sog. Kantenstrahler emittiert an beiden
Enden.

Abbildung 7.32.: PFN*-Laserdiode a) ohne Spannung und b) mit angeleg-
ter Spannung und dadurch hervorgerufener Besetzungsinversi-
on.(nach | 1)
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— 2. Spiegelflache
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Abbildung 7.33.: Prinzip des Laserresonators nach | |. Eine ausfiihrliche Dar-

stellung findet sich im Abschnitt 7.2.2.1

Die aktive Zone ist mehrere pm hoch und seitlich noch unbegrenzt; auch die
Strompfade sind noch undefiniert. Deshalb ist die sog. Schwellstromdichte noch
sehr hoch, die Verlustwarme zerstort die Laserdiode rasch.

Viel besser ware es, wenn der optische Resonator durch einen Wellenleiter seitlich
auf seine Grundmode eingeschréankt wiirde; das Halbleiter—Material der aktiven
Zone miisste also einen deutlich héheren Brechungsindex haben als das sie umge-
bende Material: ‘optisches Confinement’. Auch der Diodenstrom miisste nur durch
die aktive Zone und auf den Zuleitungswegen moglichst niederohmiges Material
durchfliessen miissen: ‘Elektrisches Confinement’. Die méssige spektrale Bandbrei-
te, bedingt durch die energetische Breite der besetzten Zustiande (hv > Egyp, !)
und die gebrochenen planen Endflachen sollten durch einen wellenlangenselektiven
hochreflektierenden Spiegel (z. B. DFB Distributed feedback) ersetzt werden.

Technologisch haben die Halbleiter diesen weiten Weg tiber viele Jahre mit schritt-
weisen Verbesserungen zurtickgelegt. Hier konnen nur wenige genannt werden: der
Heterojunction Laser, der Doppel-Heterojunction Laser mit dem optischen Con-
finement in der Senkrechten und einer senkrechten Ausdehnung der aktiven Zone
von ca. 200 nm durch ein elektrisches Confinement mit Hilfe der Banddiskontinui-
taten.

228 ©2005-2015 Ulm University, Othmar Marti, [C EEN



229 7.2 Laser
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Abbildung 7.34.: Quantum Well Lasers (nach | ).

Abbildung 7.34 zeigt eine weitere verbesserte Variante dieses Typs. Der Wellenlei-
ter ist zusatzlich seitlich begrenzt; der Zuleitungskontakt ist durch eine Oxidmaske
streifenférmig definiert. Mit solchen Lasern sind ca. 10 mW im Dauerbetrieb bei
Raumtemperatur moglich.

7.2.6. Erzeugung kurzer Pulse

Abbildung 7.35.: Zeitliche Beziehung zwischen Pumppuls, Laserpuls und Beset-
zungsinversion. Links die Kurvenformen, wenn die Lebensdau-
er des unteren Laserniveaus gentigend klein sind, andernfalls
(rechts) wird die Pulsdauer und -energie limitiert.

Kurze Lichtpulse konnten erzeugt werden, indem die Betriebsspannung der Licht-
quelle kurzzeitig eingeschaltet wird. Die kiirzesten erreichbaren Zeiten hangen von
den Schaltkapazitaten und den moglichen Schaltstromen ab. Es ist schwierig, Span-
nungen oder Strome kiirzer als in etwa 100 ps einzuschalten.

Deshalb werden kurze Lichtpulse ausschliesslich auf optischem Wege erzeugt. Man
nutzt aus, dass das Einschalten eines Lasers mit grossen Relaxationsschwingun-
gen verbunden ist. Diese Schwingungen entstehen, weil die fiir eine Lasertatigkeit
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notwendige Inversion im Dauerbetrieb wesentlich geringer ist als im Einschalt-
moment. Die die Relaxationsschwingungen beschreibenden Differentialgleichungen
sind nichtlinear: der Laser ist in vielen Betriebszustdnden ein chaotisches System.

A PP, PL

Schwelle

/|HH LN

Abbildung 7.36.: Auch bei Kurzpulslasern treten Relaxationsschwingungen
(Spikes) auf.

Die Abbildung 7.35 zeigt den Zusammenhang der Laserleistung, der Inversion und
der Pumpleistung. Wenn die Pumpe eingeschaltet wird, baut sich die Inversion
parallel zum Anstieg der Pumpleistung auf. Wenn die Schwelle tiberschritten wird,
wird die Besetzungszahl auf einem Wert, der nur unwesentlich iiber der Schwellin-
version liegt, begrenzt. Die Laserleistung steigt rapide an und die Besetzungsinver-
sion wird, wenn die Pumpleistung wieder abnimmt, wieder abgebaut. Der resultie-
rende Laserpuls ist kiirzer als der Pumppuls. Auf der rechten Seite der Abbildung
7.35 wird gezeigt, was passiert, wenn das untere Laserniveau nicht schnell genug
entleert wird. Dann nimmt die Moglichkeit zu spontaner und induzierter Emissi-
on sehr viel schneller beschrankt. Die Besetzungszahlinversion baut sich ab, auch
wenn die Pumpleistung hoch bleibt. Im Verhéltnis zum Pumppuls ist der Laserpuls
kiirzer. Ein néchster Pumppuls kann jedoch erst dann folgen, wenn die Besetzung
des unteren Laserniveaus wieder in die Nahe des Ursprungswertes abgebaut ist.

Wenn die induzierte Emission sehr stark verstarkt wird, wie zum Beispiel in Blitz-
lampen gepumpten Rubinlasern aber auch in Laserdioden, dann treten Relaxati-
onsschwingungen auf. Wahrend der Dauer des Pumppulses treten einige bis viele
sogenannte Spikes, also Relaxationsschwingungen auf. Die Einhiillende der Ampli-
tude dieser Spikes folgt der Amplitude des Pumppulses.
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Abbildung 7.37.: Giiteschaltung bei einem Kurzpulslaser. Die Dauer des Laser-
pulses und des Pumppulses sind so entkoppelt.

Ein Nachteil dieser Relaxationsschwingungen ist, dass der Zeitpunkt der einzelnen
Pulse nicht gut bestimmt ist. Indem man die Verluste im Resonator gross macht,
verhindert man das Anschwingen der Laserschwingung. In der Abbildung 7.37 ist
gezeigt, dass, wenn man die Verluste in kurzer Zeit < 1ns erniedrigt, zu einem
genau definierten Zeitpunkt ein einzelner Laserpuls entsteht.

Cc

L4
; Nd:Yag Pol. PZ
d | | 1 K

ﬁlllqﬁ

P, v

v

P,

Abbildung 7.38.: Links die prinzipielle Schaltung einer Pockelszelle, rechts eine
Implementation in einem gepulsten Nd-Yag-Laser.

Das Schalten der Verluste kann entweder tiber akusto-optische Schalter, elektro-
optische Schalter oder durch sittighare Absorber geschehen. Eine Implementation
eines elektrooptischen Schalters ist die Pockelszelle. Die Transmission der Pockels-
zelle in Abb. 7.38 ist durch die Funktion

T =T, (1-cos’0) (7.2.50)

gegeben. Dabei ist ©® der Winkel der Drehung der Polarisationsebene. Dieser ist
proportional zur an der Pockelszelle angelegten Spannung. Abb. 7.39 zeigt den
Kurvenverlauf der Resonatorverluste, der Transmission durch die Pockelszelle in
Relation zur angelegten Spannung.
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| \ Spannung
\ i/ \ / Transmission
Vi /' ——- Verluste

Abbildung 7.39.: Links sind fiir einen gaussférmigen Spannungspuls der Span-
nungsverlauf, die Transmission und die Verluste angegeben.
Rechts das gleiche fiir einen exponentiell ansteigenden und ab-
fallenden Puls.

7.2.6.1. Akusto-optischer Modulator und Pulslaser mit Cavity Dumping

Abbildung 7.40.: Schematische Darstellung der Bragg-Reflexion von Licht an
Schallwellen.

Im akusto-optischen Modulator wird eine Schallwelle unter schiefem Winkel zur
Ausbreitungsrichtung des Lichtstrahles in einen Kristall eingestrahlt (sieh Abb.
7.41). Durch die laufende Schallwelle wird ein sich mit Schallgeschwindigkeit be-
wegendes moduliertes Dichteprofil erzeugt. Dieses bewirkt eine Modulation des
Brechungsindexes und somit eine Bragg-Streuung am optischen Gitter.

Wir nehmen nun an, dass in diesem Kristall mit dem Brechungsindex n eine
Schallwelle mit der Frequenz €2, der Schallgeschwindigkeit c¢s und der Wellenlange
As = g/ vorhanden ist. Wenn die Bragg-Bedingung

A
2Agsin® = - (7.2.51)
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erfiillt ist, dann wird der Bruchteil n der eingestrahlten Intensitét in die erste Beu-
gungsordnung abgelenkt. Hier ist A die Wellenldnge des Lichtes. Die Beugungs-
effizient 1 héngt von der Tiefe der Brechzahlmodulation An und somit von der
Amplitude der Schallwelle ab. Dadurch dass das Licht durch eine laufende Schall-
welle abgelenkt wird, wird seine Wellenlange und Frequenz moduliert. Der unabge-
beugte Lichtstrahl hat die Frequenz w = \/c, wihrend der abgebeugte Lichtstrahl
um

Q
Aw = 2" ysinO = QnAS—)\w sin® = Q (7.2.52)
c w

in der Frequenz Doppler-verschoben wird. Die Wenn die Amplitude des einge-
strahlten Lichtes Fj ist, sind die Amplituden des transmittierten und abgebeugten
Anteiles

transmittiert /1 — nkycoswt
abgebeugt V1o cos (w+Q)t

% Ar-Lasermedium
M

k ausgekoppelter Puls

Abbildung 7.41.: Schematischer Aufbau der Auskopplung aus einem giitegeschal-
teten Laser (cavity dumping).

Abb. 7.41 zeigt den Aufbau eines gepulsten Lasers, bei dem der akusto-optische
Modulator die Auskopplung aus der Laser-Cavity steuert. Das vom Spiegel M,
herkommende Licht passiert den akusto-optischen Modulator und wird mit der
Effizienz n abgelenkt. Auf dem Riickweg muss das ausgekoppelte Licht unabgelenkt
durch den Modulator gehen (Effizienz 1 — 7). Der Strahl, der unabgelenkt vom
Spiegel M5 her kommend durch den akusto-optischen Modulator gegangen wird,
wird auf dem Riickweg mit der Effizienz n abgelenkt. Im ersten Fall wird die
Schallfrequenz von der Lichtfrequenz abgezéhlt, im zweiten Fall dazugezahlt.
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Puls-Intensitét
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Abbildung 7.42.: Dargestellt ist der Verlauf des Ultraschallpulses und des Laser-
pulses fiir vier Modulationstiefen 7 im akusto-optischen Modu-
lator.

In der Auskoppelrichtung iiberlagern sich die Amplituden

Ewt = nvV1—nEycos(w—Q)t+ /nv1—nEycos(w+ Q)t
= VnvV1—nE[cos(w — Q)t + cos(w + Q)] (7.2.53)

Der ausgekoppelte Puls hat dann die Leistung

Eo(t) = [(S1)]
- |<Etot X Htot>|
1
= ﬁEfot = 2cent (1 —n(t)) E?, cos® Ot (7.2.54)
0

Hier ist S; der Poynting-Vektor und Zy = /uo/co der Wellenwiderstand des Va-
kuums. Wéhrend der zeit des Ultraschallimpulsdes wird 7(t) (1 — n(t)) der in der
Laserkavitét eingeschlossenen optischen Leistung ausgekoppelt. Abb. 7.42 zeigt die
Ultraschallamplitude und fiir vier verschiedene Beugungseffizienzen n den zeitli-
chen Verlauf des ausgekoppelten Pulses. Interessant ist, dass fiir n = 0.5 ein Ma-
ximum erreicht wird. Bei der in Abb. 7.42 gezeigten Kurve fiir n = 0.9 resultieren
deshalb zwei Intensitdtsmaxima.

Mit dem Verfahren des Cavity-Dumping erreicht man bei Ionenlasern oder bei
Farbstofflasern Pulslangen von 10 — 100ns mit Pulsfolgefrequenzen zwischen null
und 4 MHz.
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7.2.6.2. Modenkopplung

AOM: Akusto-Optischer-Modulator

Lasermedium

Abbildung 7.43.: Mit einem akusto-optischen Modulator im Ultraschallbereich
kann eine aktive Modenkopplung erreicht werden.

Wenn, wie in Abbildung 7.43 gezeigt, ein akusto-optischer Modulator in den La-
serresonator eingefiigt wird, dann entstehen im Frequenzspektrum Nebenfrequen-
zen. Ist die Modulationsfrequenz f, dann existieren neben der Grundfrequenz des
Lasers v auch die Frequenzen v + f. Wenn die Modulationsfrequenz gleich dem
Modenabstand im Resonator ist, das heisst wenn f = ¢/2d ist, dann kénnen die
Seitenbander auch an der Laseroszillation teilnehmen. Diese Seitenbénder werden
auch moduliert, so dass alle vom Verstarkungsprofil des Lasermediums her mogli-
chen Moden anschwingen.

Modenkopplung

2500 " zufall ——
gekoppelt

2000 =

1500 =

1000 .

Intensitaet/[au]

500 ]

0 0.5 1 15 2 2.5 3
Zeit/Taul

Abbildung 7.44.: Dargestellt einerseits die Uberlagerung von 51 Moden mit zufil-
liger Phase und gleicher Amplitude sowie die Uberlagerung von
51 modengelockter Moden. Die resultierende Pulstiberh6hung
ist augenfallig.

Durch die Modulation schwingen die Lasermoden nicht unabhéngig, da ihre Pha-
sen durch den Modulator gekoppelt sind. Abb. 7.44 zeigt, die resultierende Aus-
gangsamplitude fiir viele Lasermoden mit zufélligen Phasen sowie fiir gekoppelte
Phasen. Die Intensitat bei gekoppelten Phasen wird periodisch sehr gross. Ande-
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rerseits zeigt das Ausgangssignal bei zufilligen Phasen das auch von Laserdioden
her bekannten vergrosserte Rauschen.

Der akusto-optische Modulator moduliert die Transmission des Laserresonators
mit

T:7M1—5Q—C%Qw}:ﬂw1—zhm2C?)] (7.2.55)

Unter der Annahme, dass alle Lasermoden die gleiche Amplitude Ao = Ay haben
wird bei einem kleinen Modulationsgrad § < 1/2 die instantane Amplitude der
k-ten Mode zu

Ag(t) = T Ag coswit = ToAg [1 — & (1 — cos Q)] cos wyt (7.2.56)

Wenn nun die Modulationsfrequenz gleich der Umlaufzeit des Lichtes im resonator
ist, also wenn Q = 27¢/(2d) so wird die k 4+ 1-te Mode von der k-ten Mode her (
es gilt wrpi1 = wi + Q mit

A()T()(S

Apy = cos (Wi 1t) (7.2.57)

Diese Modulation wird, sofern sie innerhalb der Verstarkungsbandbreite des La-
sermediums liegt, verstarkt. Die k4 1-te Mode wird nun wieder moduliert, genauso
wie alle nachfolgenden Moden. Das gleiche gilt auch fiir Moden mit abnehmenden
Indizes. Durch die Modulation sind alle Phasen der verschiedenen Moden peri-
odisch gleich. Dies tritt in der Gleichung (7.2.56) immer zu den Zeiten

2d
=4~ firj=012,... (7.2.58)

Ist die Bandbreite der verstirkbaren Moden (oberhalb der Laserschwelle) év und
Av der Abstand der einzelnen Moden, dann ist die Anzahl der verstarkten Moden

_ ov 20vd

T Av ¢
Die Uberlagerung von 2m + 1 = N Lasermoden mit gleicher Amplitude fiihrt zur
Gesamtamplitude

(7.2.59)

A(t) = Ay Jin cos (wo + 7 t (7.2.60)

j=—m
Die Laserintensitit I(t) = A%(¢) wird dann
I(t) ~ ,sin? (NQt/2)
0 sin? (Qt/2)

Wie auch aus Abbildung 7.44 ersichtlich ist, bekommt man eine Pulsfolgezeit T’
und eine Pulsbreite At.

cos® wot (7.2.61)

2d 1
Abstand der Pulse T = — =—— (7.2.62)
c Av
1 1 1
Pulsbreite AT = = = — 2.
ulsbreite GmiD0  NQ (7.2.63)
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Damit wird klar, dass die kiirzest mogliche Pulsdauer von der Breite des Verstér-
kungsprofils abhangt. Lasermedien mit schmalen Linien wie zum Beispiel Gaslaser
sind fiir Modenkopplung ungeeignet. Die Spitzenleistung eines modengekoppelten
Lasers geht wie N2, das heisst auch wieder mit der spektralen Bandbreite des La-
sers. Die Eignung von Lasermedien zur Erzeugung kurzer Pulse wird in Tabelle
7.45 zusammengefasst.

Lasermedium Wellenlange Frequenzbreite dv | Pulsbreite AT
HeNe 633 nm 1.5 GHz 500 ps
Argon-Ionenlaser 488 nm, 514 nm | 5-7 GHz 150 ps
Nd-Glas-Laser 1064 nm 200 GHz 5 ps
Farbstoff- ——oder | 500 30 THz 30 fs
Farbzentrenlaser

Abbildung 7.45.: Demtroder | | gibt die oben zusammengefassten Moglich-
keiten zur Erzeugung kurzer Pulse an.

Endspiegel
B v,

sorber 2
;’ M, = Y] Auskopplung
M

1
Farbstoffstrahl

Dispersionsprisma

Pump-Laserstrahl

Abbildung 7.46.: Die Modenkopplung wird bei diesem Aufbau durch einen sattig-
baren Absorber erreicht.

7.2.6.3. Passive Modenkopplung

Schneller als ein optischer Modulator schalten séttigbare Absorber. Wichtig ist,
dass die Absorptionsniveaus des Absorbers eine moglichst kurze Abklingzeit ha-
ben. Abb. 7.46 zeigt den Aufbau eines Lasers mit einem sattigbaren Absorber.
Dieser wird vor einem der Resonatorspiegel montiert, so dass nur an einem wohl-
definierten Ort die Absorption sich &ndern kann. Durch die Absorption im Medium
werden die Verluste vergrossert. Die Verstarkung im Lasermedium muss so gross
sein, dass das gesamte System die Schwellenverstarkung erreicht. Das Lasermedi-
um emittiert vor dem Erreichen der Schwelle spontan und dann induziert verstéirkt
und in statistischen Abstinden. Die Amplitude schwankt stark. Wenn einer dieser
Pulse die Schwellenenergie erreicht, dann wird durch die Verstarkung die Absorp-
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tion im sattigbaren Absorber leicht verringert. Dieser erste Puls 16st also eine
Photonenlawine aus, die einerseits die Verstarkung des Pulses erhoht und anderer-
seits verhindert, dass die anderen Schwankungen weiter verstérkt werden. Da das
Absorptionsmedium eine sehr kurze Lebensdauer hat, ist es schon kurz nach dem
Puls wieder in seinem hoch absorbierenden Zustand. Dieser umlaufende Puls ist
der einzige, der verstarkt wird.

Autokorrelation Autokorrelation
100

/\ 80

) \‘ 60 'j

Intensitaet/[au]
Intensitaet/[au]

40 \‘

] " / \

J - L

0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80
Zeit/laul Freauenz /laul

100

Abbildung 7.47.: Links wird die Autokorrelation, rechts das Spektrum eines mo-

dengekoppelten Pulses gezeigt (nach Demtroder | |). Die
Pulsléange ist 0.5 ps, die spektrale Breite Inm.

Die Pulsform und damit, iiber die Fouriertransformation auch das Spektrum, han-
gen von den Verstarkungseigenschaften des Mediums und von den spektralen Ab-
sorptionseigenschaften des Absorbers. Abbildung 7.47 zeigt links ein Beispiel fiir
die Pulsform und rechts das Spektrum dieses Pulses. Die in Abb. 7.47 gezeig-

te Pulsbreite von 0.5ps ist die kiirzeste, mit passiver Modenkopplung erreichbare
Pulslange.

7.2.6.4. Synchron gepumpte Laser

AOM: Akusto-Optischer-Modulator

Lasermedium M M .. lngesdttigt
2 3 L
§ \ i Schwelle
M, Lo
)

P(t) (verkleinert
dargestellt)

Po(t)

Auskopplung

Abbildung 7.48.: Bei diesem Laser wird das Anregungslicht synchron zur Umlauf-
zeit im Resonator gepulst.
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Bei synchron gepumpten Lasern wird die Pumpleistung in einem Takt mit ganzah-
ligem Verhaltnis zur Umlaufszeit der Pulse im Resonator gepumpt. Die Abbildung
7.48 zeigt auf der linken Seite einen moglichen Aufbau eines synchron gepumpten
Lasersystems|[Dem93]. Der Argon-Tonenlaser wird im Laserresonator mit einem
akusto-optischen Modulator moduliert. Die Pumpleistung trifft mit der Umlaufs-
frequenz der Pulse im Farbstofflaser auf das Lasermedium, einen Farbstoffstrahl.
Von allen moéglichen, durch spontane Emission entstandenen Photonen werden nur
diejenigen verstarkt, die synchron mit der Pumpleistung im Resonator umlaufen.
Die rechte Seite von Abbildung 7.48 den Verlauf der Verstarkung (oben) und die
Intensitaten von Pumppuls und Laserpuls. Die Verstarkung wiirde bei sehr grossen
Verlusten der gestrichelten Kurve folgen. Durch die Emission des Laserpulses, und
da das synchrone Pumpen dhnlich wie ein Absorber im Resonator des Farbstoft-
lasers wirkt, wird die Besetzungszahlinversion stark abgebaut. nur ein einzelner,
aber sehr kurzer Laserpuls entsteht.

Die Umlaufszeit der Pulse im Laserresonator ist 7' = 2d/c bei einem Resonator mit
der Léange d. Typischerweise kann man mit einem synchron gepumpten Lasersys-
tem Pulsléngen von 0.5ps erreichen. Wenn der Resonator eine Lange von 1m hat,
ist die Pulsfolgefrequenz 150M H z. Ein Fehler von 1um der Lénge des Resonators
fithrt zu einer Verbreiterung der Pulse auf 1ps.

Durch einen akusto-optischen Modulator im Resonator des Pulslasers kénnen die
Verluste fiir alle ausser jeden k-ten Puls so erh6ht werden, dass sie nicht anschwin-
gen. Durch dieses Verfahren, das auch Cavity Dumping genannt wird, kann die
Pulsfolgefrequenz erniedrigt werden. damit ist es moglich, auch langere Relaxatio-
nen auszumessen.

7.2.6.5. fs-Laser

Pumpstrahl

Verstarker

\ Absorbe

Abbildung 7.49.: Schematischer Aufbau eines CPM-Lasersystems.

Sehr kurze Laserpulse erhédlt man mit sogenannten C'PM-Lasersystemen. Eine mog-
liche Anordnung eines solchen Lasersystems ist in der Abbildung 7.49 gezeigt. Die
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Idee hinter dieser Anordnung ist die folgende:

o Zwei gegenldufige Pulse sollen den Verstéirker im grosstmoglichen Abstand
der halben Umlaufszeit T/2 passieren. Damit wird sichergestellt, dass die
Verstérkung fiir beide Pulse gleich (aus Symmetriegriinden) und maximal
ist.

e Die Pulse sollen sich im sattigbaren Absorber tiberlagern. Jeder Puls schaltet
fiir den anderen die Verluste auf einen niedrigeren Wert.

Indem man die Dicke des Absorberstrahls sehr diinn (< 100um) wahlt, ist die
Laufzeit durch das Medium kleiner als etwa 400 fs. Da nur die Uberlagerung beider
Pulse den Absorber auf niedrige Absorption schalten kann, ist dies nur bei einer
perfekten Uberlagerung der beiden Pulse, also wenn die Zeitunsicherheit sehr viel
kleiner als 400fs ist, moglich.

Um die kiirzesten moglichen Pulse zu erhalten, ist es notwendig, die Dispersion
der Spiegel und der sonstigen optischen Elemente zu kompensieren| |. Durch
die CPM-Technik konnten Pulse mit einer Lange von unter 100 fs erzeugt werden.
Durch séttigbare Braggspiegel und eine Dispersionskompensation mindestens bis
zur 3. Ordnung sind Pulse die kiirzer als 10 fs sind, moglich.

7.2.6.6. Pulskompression

Pulsbreite und Dispersion

140

120

100

80

Pulsbreite/[fs]

60

40
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0 2 4 6 8 10 12 14
Laserbandbreite/[0.1/fs]

Abbildung 7.50.: Abhéngigkeit der Pulsbreite von der Bandbreite eines Laserme-
diums unter Berticksichtigung der Dispersion.

Wir nehmen an, dass ein optischer Puls mit der spektralen Energieverteilung F(w)
und der spektralen Breite dw den zeitlichen Intensitatsverlauf

1(t) = eoc [ |B(w, O &) du (7.2.64)

hat. Dieser Puls lauft durch ein Medium mit dem Brechungsindex n(w). Seine
Form éndert sich, da die Gruppenlaufzeit fir die verschiedenen spektralen Anteile
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verschieden lang ist.

dw d dvp, ¢ Adn
= = k) = k =—|(14+4—-—— 7.2.65
U = g = g veh) = v g n< +nd)\> (7.2.65)
Diese Gruppengeschwindigkeit hat die Dispersion
dv, o1 P
- =g == (7.2.66)
do Ly, dik?

Bei Pulsen mit sehr hoher Intensitiat hiangt der Brechungsindexr von der Pulsleis-
tung ab, ist also n(w,I) = no(w) + n1/(t). Damit hangt die Phase auch von der
Intensitat ab.

p=wt—kz=wt——=w|t— —
c c

I(t) (7.2.67)

wnz ( noz> nwz

Damit hangt aber auch die Frequenz eines Pulses von seiner instantanen Intensitéat
ab. Mit A = nywz/c bekommt man

(7.2.68)

Aus Gleichung (7.2.32) ersieht man, dass wahrend des Intensitétsanstieges eines
Pulses seine Frequenz w abnimmt. Zum Pulsende hin nimmt die Frequenz wieder
zu. Durch diese Selbst-Phasenmodulation wird die spektrale Breite eines Pulses
nach dem Durchgang durch ein dispersives Medium grosser.

Da der Brechungsindex n bei normaler Dispersion dng/d\ < 0 die roten Anteile
schneller propagieren lésst als die blauen Anteile, lauft der Puls auseinander. Das
heisst wegen ng wird der Puls zeitlich breiter, wegen n, wird der Puls auch spektral
breiter.

Unter der Annahme dass sich die Amplitude entlang der Ausbreitungsrichtung nur
langsam &ndert (A\O*FE/02? < OF /partialz) wird die Wellengleichung

OE 10E  j &PE jn

oL 2o J s I BPE 2.
0z v, Ot 21}3 ot? )\nn1| | (7.2.69)

Ein Puls der Lénge 7 der mit der Geschwindigkeit v, durch ein Medium der Lange

L 1auft, wird auf
T 4
=741+ () (7.2.70)
T

verbreitert. dabei ist 7. die kritische Pulsbreite

L
7, = 26/4) Bor (7.2.71)
Ow
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Abbildung 7.51.: Dispersionskompensation mit zwei Gittern. Der Wegunterschied
AS = 8; + Sy mit Sy = D/ cosf und Sy = S siny

Je kiirzer der Puls ist, desto schneller lauft er auseinander. Zwei Beugungsgitter im
Abstand D koénnen die unterschiedlichen Laufzeiten der roten und blauen Anteile
wieder kompensieren und so den Puls wieder komprimieren. Der optische Weg
(siche Abb. 7.51) ist dann

S()\) :SI+S2:

D
cos (14 sinvy) (7.2.72)

dabei ist ¥ = m — (a + ). Nun verwenden wir das Additionstheorem fiir den
Kosinus cos(a + ) = cosa.cos f — sin asin § wird Gleichung (7.2.72)

S(\) =D (cos a+ — sin o tan B) (7.2.73)

cos f3

Die Dispersion eines Gitters ist df5/d\ = 1/(dcos3) wobei d die die Gitterkon-
stante ist. Damit wird die Weglangendispersion

ds dSdp D\
N T RN 3/2
dr dBdx d? [1 — (sina — )‘)2)}

(7.2.74)

d

Nach Gleichung (7.2.74) nimmt der optische Weg mit zunehmender Wellenlan-
ge zu. Damit lasst sich die normale Dispersion in Medien kompensieren. Ohne
diese Dispersionskompensation, die unter Einbeziehung von Fasern und Prismen
auch Effekte zweiter und dritter Ordnung kompensieren kann, waren fs-Laser nicht
denkbar.
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7.2 Laser

7.2.6.7.

Sattigbare Bragg-Spiegel als Anwendung von MQW-Schichten

Cr:LiSAF

Pumplaser 1 5mm Pumplaser 1
=200mm R=20cm 1.5 % R=20 cn f=200mm
Dotierung
Laserdiode f=120mm f=120mm Laserdiode
mit Faserlinse mit Faserlinse

A-FPSA Aufbau

TiO,/SiO, R=98%

LT GaAs, 9 nm

Prisma

A-FPSA

R=5cm

LT Al,, Ga,,, As, 5.2 nm
LT GaAs, 7.0 nm 36x
LT Al,, Ga,,As, 5.2 nm

GaAs, 7 nm
} 18x

/~4.2 cm

Prisma

Al,, Ga,,As, 59 nm
AlAs, 69 nm
GaAs Substrat

Auskoppelspiegel

Abbildung 7.52.: Aufbau eines Cr:LiSAF-Lasers mit

Spiegel| ]

sattigharem Bragg-

Ein besonders eleganter Aufbau eines Kurzpuls-Lasersystems verwendet sdttigbare
Bragg-Spiegel| | als séttigbares Medium. Konventionelle sattigbare Absor-
ber haben eine Bandbreite und eine Mittenfrequenz, die vom Material abhangt.
Andererseits ist bekannt, dass die Breite der Bandliicke bei Halbleitermaterialien
durch die Einstellung des Mischungsverhaltnisses bei ternaren und quaternéren
Materialien in weiten Grenzen einstellbar ist. Durch die Verwendung von Schicht-
strukturen konnen so hochwertige optische Schichten mit einstellbarer Bandbreite
und einstellbarer Frequenz erzeugt werden.

Wenn die optische Intensitéit bei der Beleuchtung eines Halbleitermaterials eine
materialabhédngige Schwelle iiberschreitet, befindet sich ein Grossteil der Elektro-
nen des Valenzbandes in einem angeregten Zustand im Leitungsband. Das Material
wird also transparent und andert damit auch seinen Brechungsinder. Wenn nun
ein Multischichtsystem so erzeugt wird, dass es bei hohen Intensitéten eine Re-
flektivitdt in der Néhe von 1 hat, dann kann dies wie ein sattigbarer absorber
wirken.

Das in der Abbildung 7.52 gezeigte Lasersystem]| | verwendet einen sdttigba-
ren Bragg-Spiegel, markiert mit AFPSA (antiresonant Fabri-Perot saturable ab-
sorber). Der Kurzpulslaser wird durch zwei Laserdionen iiber jeweils eine Strahlfor-
mungsoptik gepumpt. Als aktives Medium wird ein Cr:LiSAF-Kristall verwendet.
Die Auskopplungseite des Laserresonators beinhaltet zwei Prismen zur Dispersi-
onskompensation. Das andere Ende des Resonators wird durch einen sdattigbaren
Bragg-Spiegel gebildet. Die Schichtfolge in diesem Spiegel ist im Einsatz links an-
gegeben.
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Reflektivitat

le4 led le2 lel letd lerl le+2 le3  le+d

Energiefluss/[a.u.]

Abbildung 7.53.: Schematischer Verlauf der Reflektivitdt in einem sdttigbaren
Bragg-Spiegel

Die schematische Kennlinie eines sdttigbaren Bragg-Spiegel in der Abbildung 7.53
zeigt, dass die Reflektivitat mit steigender Intensitéat zunimmt. Damit hat, wie bei
den sédttigbaren Absorbern der intensivste aller beim Einschalten anschwingenden
Pulse die grosste Verstarkung. Nur dieser Puls wird im weiteren Verlauf durch den
Laser verstarkt.

Ein sattigbarer Bragg-Spiegel aus Al,Ga;_As/AlAs limitiert die Pulsweite auf 34
fs[ |. Der in der Abbildung 7.52 gezeigte AFPSA sdttigbare Bragg-Spiegel
ermoglicht durch eine geschicktere Ausnutzung der Materialien eine Erhéhung der
Bandbreite und damit eine Pulslénge von 19 fs. Durch eine Kombination der Ma-
terialien AlysGagoAs und CaF, sind Bandbreiten von 500 nm um eine Mitten-
frequenz von 800 nm maoglich| ]. Damit konnen mit einem Laser analog zur
Abbildung 7.52 Pulse mit einer Lédnge von weniger als 10 fs erzeugt werden.
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A. Wellenfunktionen

A.1. Zugeordnete Kugelfunktionen

E |cos(6)|?

m =0 )
P} (cos? ) = (cos (9))
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246

(=1
m=1
P! (cos?f) = /1 — (cos (0))*

uy [1-cos*(0)|

m =20

PY (cos? ) = 3/2 (cos (0))* —1/2

g % |3cos’(6)-1|
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247 A.1 Zugeordnete Kugelfunktionen

m 3

cos?(6) \/ 1 -cos*(6) l

m =

P} (cos?6) = 3 /1 — (cos (0))" (cos ())?

u 3 [cos*(6)-1]
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e 1 |5c0s’(6)-3cos?(6)]|

/=3
m=20

Py (cos?0) = (cos (0))° +3/2 ((cos (9))* — 1) (cos (6))

\/ 1-cos*(8) (5cos*(8) - 1)

3
5

é:

m =

P} (cos?0) = /1 — (cos (0))* (15/2 (cos (9))" — 3/2)
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A.1 Zugeordnete Kugelfunktionen

71% (cos26) = 15 (1 — (cos (9))*) (cos (9))*

u 15 | cos?(8) (cos*(8) - 1)

(=3
m =

P} (cos®0) =15 (1 — (cos (0))4)

3/2

w15 |1-cos*(g)|*?
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& ; |35c0s®() -30cos(6) + 3|

=4
m =

PY (cos?0) = (cos (A))® + 3 ((COS o) - 1) (cos (0))* +3/8 ((cos (0))* — 1)2

E é |63 cos'(8) - 70 cos®(6) + 15 cos?(8) |

70,2

/

5 7 %’.o
0.2 A
D.\2&w

(=

m =

PY (cos?6) = (cos (0))" +5 ((cos o) - 1) (cos (0))° + 12 ((cos ) — 1)2 (cos ())?

Tabelle A.2.: Zugeordnete Kugelfunktionen
A.2. Radiale Wellenfunktionen, Laguerre-Polynome

Die Wellenfunktionen sind nicht normiert.
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251 A.2 Radiale Wellenfunktionen, Laguerre-Polynome

Radiale Wellenfunktionen (n=1)

0.2 ,
018 Riolp) —
0.16 \
0.14 \
0.12
Radiale Wellenfunktion i 0.1 \
n=1 . / 0.08 \
_ _ —p/2
{=0= RLO(p) = me P 0.06 \
0.04 \\
0.02
0 5 10 15 20 25 30
p
Radiale Wellenfunktionen (n=2)
0.2 ,
I?‘2,0(9) -
E{2,1(9) -
0.15
0.1
Radiale Wellenfunktion v \
n=2 _ 0.05
14 = 0 = R270(p) =
1 —p/2
2v2r (1 _~§> e 6 ~
0055 5 10 15 20 25 30
p
Radiale Wellenfunktionen (n=3)
0.2 x
E13,0(!9) -
ﬁsj(P) -
0.15 Realp) — ]
0.1
Radiale Wellenfunktion i
n= _ 0.05
¢ = 0 = Rsolp =
1 —p/2
l = 1 = Rg7 1 (p) = \/(\/
1 ( p— ﬁ) e—P/2
6/ ~4
0 =2= R;35(p) = ﬁp%_pﬂ 0085 5 10 15 20 25 30
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Radiale Wellenfunktionen (n=4)
0.2 —
RgolP) —
li4,1(9) -
015 RuzlP) —
Is{4,3(9) -
0.1
Radiale Wellenfunktion e
n=4 0.05
l = 0 = R470(p) =
1 3 2 —p/2
2\/% ]__794_%_‘2))6/)/ 0 \:>\
E = ]_ = f€47 1 (p) = \%_/)k,/
1 g(p_ﬁJrﬁ)e—p/z
1V 6r 2 T20)%
¢ = 2 = Rysp = 0055 5 10 15 20 25 30
1 2 3\ —p/2 P
8107 p:%)e g
(=3= Ry3(p) = 48\}mp3e’p/2
Radiale Wellenfunktionen (n=5)
0.2 ‘
Rso(P) —
Rs1(p) —
0.15 Rso(p) — ]
Rss(P) —
0.1 RsalP) ——
Radiale Wellenfunktion >
n= - 0.05
14 = 0 = R3570(p) =
1 2 —p/2
2V 1_2p+10_%+1p20>6p/ o ———
/ - 1 = R57 1 (P) - NS e
1 3p> 3p3 4 -
e Ul il %o)ep/2
¢ = 2 = Rsasp = 0055 5 10 15 20 25 30
1 [7(.2 3 —p/2 p
w7 (7 =+ ) e
¢ = 3 = Rs3(p) =
1 3 _ pt\ —p/2
60 V7m (p )6 ’ ~
¢t = 4 = Rsulp) =
1 4. —p/2
1440 \/ﬁp e’

Tabelle A.4.: Nicht normierte radiale Wellenfunktionen

A.3. Radiale Wahrscheinlichkeitsdichteverteilung

Die Wellenfunktionen sind nicht normiert.
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253 A.3 Radiale Wahrscheinlichkeitsdichteverteilung

Radiale Wahrscheinlichkeitsdichte (n=1)
0.3

AmpP R o)
0.25 N
i
Radiale Wellenfunktion c 015 \
n=1
{=0= RL()(p) = ﬁeﬁoﬂ 0.1 \
0.05
%0 5 10 15 20 25 30
p
Radiale Wahrscheinlichkeitsdichte (n=2)
0.2 T T
018 //}\\ iiiz ngg -
0.16
A
vl |||
Radiale Wellenfunktion c o1 I I \\
n=2 N 0.08 I I \\
= 0 = Ryolp) = [\
v (L= 8) e ]\
(=12 Ryilp) = yyere "’ ZZZ [
0 0 5 10 15 20 25 30
p
Radiale Wahrscheinlichkeitsdichte (n=3)
" 4 mp? R ofp) ——
0.16 / 4mp®RE (o) —— |
0.14 41p? RS 5(p) —— |
// ///K\\\
Eefiale Wellenfunktion « 0: / / / \ \\
(= 0 > Bl = e ||\
i (L= + ) ool [\
‘ 1 (: 22) j/2 ESJ([)) - 0.02 hl IA\ / \s\
6vr\P T 1)¢€
Z: 2= ]{372(/)) = ﬁp%_pﬂ % 5 10 15 20 25 30
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Radiale Wahrscheinlichkeitsdichte (n=4)

0.14 T T
A} 4mp? R o)) ——
0.12 4mp? RS 1(p) ——
) R—
) —— -

20
LR

41p% RS 5(p

0.1
LAY

Radiale Wellenfunktion @« / \

n=4 B 0.06

=0 = Rl = In

e gea g I\

= 2 Rys(p) = 0 5 10 15 20 25 30
1 2 _ P\ —p/2 P
svior \P" %) ad
(=3= Rislp) = 48 \/17077'0367/)/2

Radiale Wahrscheinlichkeitsdichte (n=5)
0.14

T T
4% RE o(p)
2 ~2
4 11p" Rs 4(p)

~ _ |
/ W 4mp® RE 5(p) ——
mp® R 5(p) ——
/ / X//\ np® RE 4(p) ——
i{aiiiale Wellenfunktion - / / / m \\\\
(=0 s A = (N

0.12

0.1

0.08

2
t =1 = R5,1(P) = 0.02 | /// \ \\\
3 2 3 3 4 _
i p—7+zi—~%0)ep/2 /\X\/ \\\
¢ = 2 = Rsasp = % 5 10 15 20 25 30
3 — p

oV
l = 3 4:> R573(p) =

1 3 —p/2
60\/7?(p _p>6 p/N
¢ = 4 = Rsulp) =

1 4e—p/2
1440 VP

Tabelle A.6.: Nicht normierte radiale Wahrscheinlichkeitsdichtenverteilung
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B. Periodensystem,
Elektronenkonfiguration und
Spinzustande

Tabelle der Elemente nach Haken und Wolf] | und erganzt mit www.webelements.com.
Mendelevium wird auch Md genannt, Lawrencium auch Lr. Eingeklammerte Kon-
figurationen sind Vermutungen. Elemente mit einem * sind erzeugt worden, konn-

ten aber nicht ausgemessen werden. Elemente mit ** werden vermutet, sind aber

noch nicht gemessen worden.

Z Element L-S Schalen
[eV] K L M N O P Q
n= 1 2 3 4 5 6 7
s s p s p d s p d f s p d f s p d s P
1 Wasser- H 1
stoff
2 Helium He 2
3 Lithium Li 2 1
4 Beryl- Be 2 2
lium
5 Bor Be 2 2 1
6 Kohlen- C 2 2 2
stoff
7 Stick- N 2 2 3
stoff
8 Sauer- O 2 2 4
stoff
9 Fluor F 2 2 5
10 Neon Ne 2 2 6
11 Natrium Na 2 2 6 1
12 Magne- Mg 2 2 6 2
sium
13 Alumi- Al 2 2 6 2 1
nium
14 Sili- Si 2 2 6 2 2
zium
15 Phos- Ph 2 2 6 2 3
phor
16 Schwefel S 2 2 6 2 4
17 Chlor Cl 2 2 6 2 5
18 Argon Ar 2 2 6 2 6
19 Kalium K 2 2 6 2 6 1
20 Kalzium Ca 2 2 6 2 6 2
21 Scan- Sc 2 2 6 2 6 1 2
dium
22 Titan Ti 2 2 2 2
23 Vana- V 2 2 2 3 2
dium
24 Chrom Cr 2 2 6 2 6 5 1
25 Mangan Mn 2 2 6 2 6 5 2
26 Eisen Fe 2 2 6 2 6 6 2
27 Kobalt Co 2 2 6 2 6 7 2
28 Nickel Ni 2 2 6 2 6 8 2
29 Kupfer Cu 2 2 6 2 6 10 1
30 Zink Zn 2 2 6 2 6 10 2
31 Gallium Ga 2 2 6 2 6 10 2 1
32 Germa- Ge 2 2 6 2 6 10 2 2
nium
33 Arsen As 2 2 6 2 6 10 2 3
34 Selen Se 2 2 6 2 6 10 2 4
35 Brom Br 2 2 6 2 6 10 2 5
36 Krypton Kr 2 2 6 2 6 10 2 6
37 Rubi- Rb 2 2 6 2 6 10 2 6 1
dium
38 Stron-  Sr 2 2 6 2 6 10 2 6 2
tium
39 Yttrium Y 2 2 6 2 6 10 2 6 1 2
40 Zirkon Zr 2 2 6 2 6 10 2 6 2 2
41 Niob Nb 2 2 6 2 6 10 2 6 4 1
42 Molyb- Mo 2 2 6 2 6 10 2 6 5 1
dén
43 Techne- Tc 2 2 6 2 6 10 2 6 6 1
tium
44 Ruthe- Ru 2 2 6 2 6 10 2 6 7 1
nium

Weiter auf der nachsten Seite
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Z Element L-S Schalen
[eV] K L M N (0] P Q
n= 1 2 3 4 5 6 7
S s p s p d s p d f s P d f s p d s
45 RhodiumRh 2 2 6 2 6 10 2 6 8 1
46 Palla- Pd 2 2 6 2 6 10 2 6 10
dium
47 Silber Ag 2 2 6 2 6 10 2 6 10 1
48 CadmiunCd 2 2 6 2 6 10 2 6 10 2
49 Indium In 2 2 6 2 6 10 2 6 10 2 1
50 Zinn Sn 2 2 6 2 6 10 2 6 10 2 2
51 Antimon Sb 2 2 6 2 6 10 2 6 10 2 3
52 Tellur Te 2 2 6 2 6 10 2 6 10 2 4
53 Jod J 2 2 6 2 6 10 2 6 10 2 5
54 Xenon Xe 2 2 6 2 6 10 2 6 10 2 6
55 Casium Cs 2 2 6 2 6 10 2 6 10 2 6 1
56 Barium Ba 2 2 6 2 6 10 2 6 10 2 6 2
57 Lanthan La 2 2 6 2 [ 10 2 6 10 2 6 1 2
58 Cer Ce 2 2 6 2 6 10 2 6 10 2 2 6 2
59 Prae- Pr 2 2 6 2 6 10 2 6 10 3 2 6 2
sodym
60 Neodym Nd 2 2 6 2 6 10 2 6 10 4 2 6 2
61 Prome- Pm 2 2 6 2 6 10 2 6 10 5 2 6 2
thium
62 Sama- Sm 2 2 6 2 6 10 2 6 10 6 2 6 2
rium
63 Euro- Eu 2 2 6 2 6 10 2 6 10 7 2 6 2
pium
64 Ga- Gd 2 2 6 2 6 10 2 6 10 7 2 6 1 2
doli-
nium
65 Terbium Tb 6 2 6 10 2 6 10 9 2 6 2
66 Dyspro- Dy 2 2 6 2 6 10 2 6 10 10 2 6 2
sium
67 HolmiumHo 2 2 6 2 6 10 2 6 10 11 2 6 2
68 Erbium Er 2 2 6 2 6 10 2 6 10 12 2 6 2
69 Thulium Tm 2 2 6 2 6 10 2 6 10 13 2 6 2
70 Ytter- Yb 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 2
bium
71 LutetiumLu 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 1 2
72 Hafnium Hf 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 2 2
73 Tantal Ta 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 3 2
74 Wolfram W 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 4 2
75 RheniumRe 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 5 2
76 Osmium Os 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 6 2
7 Iridium Ir 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 9
78 Platin Pt 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 9 1
79 Gold Au 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 10 1
80 Queck- Hg 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 10 2
silber
81 Thal- Tl 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 10 2 1
lium
82 Blei Pb 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 10 2 2
83 Wis- Bi 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 10 2 3
muth
84 Polo- Po 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 10 2 4
nium
85 Asta- At 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 10 2 5
tium
86 Radon Rn 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 10 2 6
87 Fran- Fr 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 10 2 6 1
cium
88 Radium Ra 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 10 2 6 2
89 Acti- Ac 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 10 2 6 1 2
nium
90 Thorium Th 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 10 2 6 2 2
91 Prot- Pa 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 10 2 2 6 1 2
acti-
nium
92 Uran U 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 10 3 2 6 1 2
92 Neptu- Np 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 10 4 2 6 2
nium
94 Pluto- Pu 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 10 6 2 6 2
nium
95 Ameri- Am 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 10 7 2 6 2
cium
96 Curium Cm 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 10 7 2 6 1 2
97 Berke- Bk 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 10 8 2 6 1 2
lium
98 Califor- Cf 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 10 10 2 6 2
nium
99 Ein- Es 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 10 11 2 6 2
steinium
100 FermiumFm 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 10 12 2 6 2
101 Mende- Mv 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 10 13 2 6 2
le-
vium
102 Nobe- No 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 10 14 2 6 2
lium
103 Lawren- Lw 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 10 14 2 6 1 2
cium
104 Ruther- Rf 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 10 14 2 6 2 2
fordium
105 DubniumDb 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 10 14 2 6 3 2
106 Sea- Sg 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 10 14 2 6 4 2
borgium
107 Boh- Bh 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 10 14 2 6 5 2
rium*
108 Hassium*Hs 2 2 6 2 6 10 2 6 10 14 2 6 10 14 2 6 6 2

‘Weiter auf der nichsten Seite
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Z Element L-S Schalen
V] | K | L M N o P Q
n= 1 2 3 4 5 6 7
s s s p d s d f s d f s p d S
109 Meit- Mt 2 2 2 6 10 2 10 14 2 10 14 2 6 7 2
nerium*
110 Darm- Ds 2 2 2 6 10 2 10 14 10 14 6 9 1
stadtium*
111 Roent- Rg 2 2 2 6 10 2 10 14 2 10 14 2 6 10 1
genium*
112 Unun- Uub 2 2 2 6 10 2 10 14 2 10 14 2 6 10 2
bium*
113 Unun- Uut 2 2 2 6 10 2 10 14 2 10 14 2 6 10 2
trium*
114 Unun- Uuq 2 2 2 6 10 2 10 14 2 10 14 2 6 10 2
quadium*
115 Unun- Uup 2 2 2 6 10 2 10 14 2 10 14 2 6 10 2
pentium*
116 Unun- Uuh 2 2 2 6 10 2 10 14 2 10 14 2 6 10 2
hexium*
117 Unun- Uus 2 2 2 6 10 2 10 14 2 10 14 2 6 10 2
septium**
118 Unun- Uuo 2 2 2 6 10 2 10 14 2 10 14 2 6 10 2
octium**

Tabelle B.2.: Periodensystem, Elektronenkonfiguration und Spinzusténde
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C. Begriffe

Symbol Name Einheit Wert, Bemerkungen
o totaler (makroskopi- m?
scher)  Wirkungsquer-
schnitt
« Winkel 1 (z.B. zwischen
Flache und
Ausbreitungsrichtung)
a Netzebenenabstand m
A Fliche m?
. w
B Strahlungsdichte retorad
B Leuchtdichte <4 = Stilb = sb
c Lichtgeschwindigkeit im = 299792458
Vakuum
D Diffusionskonstante m;
D Intensitdt des Strah- % = % = %
lungsfeldes
D Intensitat (physiolo- fnﬂz =Lux = lx
gisch)
d Abstand (Dicke) m
D Strahlungsstromdichte w I = |D|
e Elementarladung C (1.60217646 + 6) X
10-1°C | ]
e Basis des natiirlichen 1 e = 2.7182818284590
Logarithmus
e Einheitsvektor 1
€ Absorptionsgrad 1
n Viskositat % = %
E Bestrahlungsstarke % B = Dcosa
Strahlungsfluss W
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Symbol Name Einheit Wert, Bemerkungen
P Lichtstrom Im = lumen
) Austrittsarbeit leV =
1.602 - 10719
F Faradayzahl % = e Ny

F —
(9,6485342+4) - 10*-<
[ ]

F Kraft N

g Feldvektor des Gravita- 73
tionsfeldes

h Hohe m

h Plancksches Wirkungs- Js (6.6260688 +
quantum 5) - 1073 J s | ]

h Plancksches Wirkungs- Js h = % = (1.05457160 +
quantum 8) - 1073 Js | ]

1 Strom A

1 Intensitat des Strah- % = % = %
lungsfeldes

I Intensitat (physiolo- % = Lux = Iz
gisch)

I Lichtstarke cd = stle’fa y

Ig Sattigungsstrom A

k Wellenvektor %

kp Boltzmann-Konstante 4 (1.380650+2) - 10723 L

[ ]
A Wellenlange m
Ao Compton-Wellenlédnge m Ao = (242631 +
1) - 1072m

m Masse kg

M Ruhemasse des Elek- kg me = (9.109390 +
trons 5) - 107 kg | ]

M Molmasse %

v Frequenz Hz = %

Um Maximalfrequenz Hz = %
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Symbol Name Einheit Wert, Bemerkungen
n Teilchendichte #
n Laufindex bei Streuex- 1
perimenten
ng Teilchenzahldichte  der #
Grundzustandsatome
n* Teilchenzahldichte der -
angeregten Atome
n Anzahl Teilchen pro Zeit
N Anzahll
Ny Avogadrozahl L (6.0221420+5) x 10%
[ ]
Ny, Loschmidtzahl ﬁ N = N4 (lokale Be-
zeichnung fiir Ny
Q Raumwinkel sterad
P Impuls (mechanisch) kgsm = Ns
D Druck % = %
P Leistung W = % = % z.B. Strahlungsleistung
m?k
3
P Strahlungsfluss eines W = f = N?m
schwarzen Korpers m’kg
P, spektraler  Strahlungs- % =Ws=J
fluss eines schwarzen
Korpers
D Druck Pa = % = s';fn
Q Lichtmenge Ims
p Massedichte %
o(v,T)  Energieverteilung Ls
r Teilchenradius m
R Teilchenradius m
R spezifische Abstrahlung %
iiber alle Frequenzen
R, spezifische spektrale Ab- HZVMQ #
strahlung
R spezifische Lichtaus- fn%
strahlung
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Symbol Name Einheit Wert, Bemerkungen
R Gaskonstante K;jwl R=Ny4 - k=8.31447+
2K;]nol [ ]
r Ortsvektor m
o Streuquerschnitt m?
o Stefan-Boltzmann- e o = (5.67040 =+
Konstante 4) - 1078 3 | ]
S Pointingvektor % = %
0 Streuwinkel rad
t Zeit s
Temperatur K
1% Volumen m?
Vr Volumen eines Teilchens m?
V4 Volumen eines Atoms m3
Vol Molvolumen 777%
w Wahrscheinlichkeit 1
x Koordinate im karte- m
sischen Koordinatensys-
tem
Yy Koordinate im karte- m
sischen Koordinatensys-
tem
z Koordinate im karte- m
sischen Koordinatensys-
tem
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