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Wir wollen in dieser Aufgabe Beispiel 3.1.11 mit Leben fiillen. Sei dazu I = (—1,1) und f : (-1,1) —
R mit f(z) = |z|. Wir benutzen die Notation von den Beispielen 3.1.6 und 3.1.7.

(a) Esseig:(—1,1) — R gegeben durch

1 x>0
g(z) :==sgn(z) =<0 =0
-1 z<0

Dann gilt (77)" = 74
(b) Zeigen Sie auch (14)? = 24.

(c) Es gibt keine stetige Funktion h : I — R, sodass 7, = dy. Genausowenig gibt es ein
h € L*(1,K), sodass 7j;,) = do.

Hinweis: Die Fille h stetig auf I und h € L*(I,K) miissen tatsichlich einzeln abgehandelt werden.

Vielleicht empfiehlt es sich aber doch, letzteren Fall zuerst zu machen.

Beweisen Sie Proposition 3.1.10, also folgende Aussage: Es sei I C R ein offenes Intervall, K € {R,C}
und k € Ng. Sei f : I — K k-mal stetig differenzierbar. Dann ist stimmt die k-fache distributionelle
Ableitung von f mit der k-ten klassischen Ableitung von f iiberein. Praziser hat man

Tf(k) B (Tf)(k).
Hinweis: Wer bei dieser Aufgabe hingt, sollte unbedingt eine E-Mail an marius.mueller@uni-ulm.de

schreiben. Es gibt einen einfachen Hinweis, mit dem man das ganze Problem sehr geschickt 16sen kann.

Es sei p ein endliches Maf auf der Borel-Sigma-Algebra von I = [0, 1], welche wir im Folgenden mit
B([0,1]) bezeichnen werden. Wir klassifizieren in der folgenden Aufgabe Distibutionen der Gestalt

(@) = / odu (6 €D((0,1),R))

Beachte, dass einige Distributionen, die wir kennen gelernt haben, von dieser Gestalt sind: Definieren
wir fiir [f] € L%([0,1],R)

H(A) = /A fdr, (A€ B([0.1]))

so gilt 7, = 7). Falls stattdessen

u(A)z{(f e AeB(o.)

so gilt 7, = 04,. Das muss nicht gezeigt werden.
(a) Zeigen Sie nun zunéchst, dass es sich bei 7, tatséchlich um eine Distribution handelt.

Loésungsvorschlag: Dazu gilt es, Definition 3.1.5. nachzurechnen. Dass 7, linear ist folgt
unmittelbar aus der Linearitdt des Integrals. Dazu noch gilt fiir eine kompakte Menge
K C [0,1] und ¢ € D(I;R) so, dass ¢(x) =0 auf I \ K

1 1
17u(0)] = ‘/0 ¢du) S/O ()| dp() :/Klqﬁ(x)\dﬂ(x)- (1)
Verwenden wir nun die Abschitzung ¢(x) < sup, ¢k [¢(y)| fiir alle z € K erhalten wir

7u(@)] < u([oall)sglg\é(y)l, (2)

was die Beahuptung zeigt



(b)

Zeigen Sie: Falls nun jedes [f] € L?([0,1],R) auch p-integrierber ist und es ein C' > 0 gibt
derart, dass fiir alle [f] € L*([0,1],R)

/Olfdu'SC\//oldez,

so gibt es ein [g] € L*([0, 1], R) sodass

w(a) = [ gdo. a€B0.1)

und damit 7, = Tlg)-

Lésungsvorschlag: Nehmen wir zur Kenntnis, dass H := L?(]0, 1], R) ein Hilbertraum ist
und definieren 7' : H — R durch

T((f]) = / fdu 3)

T ist wohldefiniert denn sind f, g quadratintegrierbar sodass [f] = [g] d.h. f = g Lebesgue
fast {iberall, so ist

/Ol(fg)du‘SC /01<fg>2 dr =0, (4)

also gilt fol fdp = fol gdp was die Wohldefiniertheit zeigt. Linearitdt und Beschréanktheit
folden auch leicht aus der Vorrautssetzung und damit ist T € £L(H,R). Mit dem Satz von
Riesz-Frechet finden wir [g] € H sodass

T((f]) = / gfdz (5)

Selbstverstandlich gilt aber jetzt D(I,R) C H und deshalb

() = T((4]) = / gbdz, (6)

was zu zeigen war.

Wir zeigen nun, dass 7, in jedem Falle die Ableitung einer Distribution ist, die durch eine
Funktion induziert wird. Definiere dazu fiir [f] € L?([0, 1], R)

717 = [ 1 ([ ran) aw

Zeigen Sie, dass T € L((L?([0,1],R)),R) und folgern Sie, dass es ein [g] € L%([0,1],R) gibt
so, dass fiir jedes ¢ € D((0,1),R) gilt:

Loésungsvorschlag: T ist wohldefiniert, denn sind f, g quadratintegrierbar mit [f] = [g] so
hat man fiir z € [0, 1]

/Ow fy)dy = /Ow 9(y)dy. (7)

Dass T linear ist folgt auch aus der Linearitéat. Zur Beschranktheit: Es sei f quadratintegrierbar

/01 (/Ox f(y)dy> dp = /[071]2 F@W)xo<y<a<1d(Ny @ pz) =: /[Oﬂl]zg(x,y)d(Ay @ pz). (8)

Weil ndmlich g integriebar beziiglich (A, ® p;) ist, da mit Tonelli gilt

1
2

1
2
/[071]2g<x,y>d<Ay®um>g /[Oyl]zf(y)d(Ay@)ux)Su([O,l]) ( / fdx) <o (9)

(2%)

(2%)



Und jetzt gilt damit aber auch, dass man die Reihenfolge der Integration komplett vertauschen
darf und hat:

/(/ Iy dy>d“ //d“ dy—/lu([yal})f(y)dy. (10)

U< [l D@y < pl0.1) [ 111y < DI ()

Das zeigt die Beschranktheit. Mit Riesz-Frechet findet man [h] € H so, dass

Das heifit:

1
() = / hfde. (12)

Jetzt kann man fiir ¢ € D([0, 1];R) berechnen:

1
- / held (13)
0

aber auch nach der Definition von T hat man

1 T 1 1
D= [ [ dtavaua) = [ ole) = 60)in) = [ s@nta) = mite). (14

Damit hat man Alles in Allem

Tu(8) = Th](¢') = =7 (¢') (15)
und das zeigt die Behauptung fiir [g] := [—h]

[-
(d) Wir definieren die Distribution 7(¢) := ¢/(3) fiir ¢ € D((0,1), R). Zeige, dass es kein endliches

Mals 1 gibt mit der Eigenschaft, dass 7 = 7.

Losungsvorschlag: Wire 7 durch ein endliches Maf 11 gegeben, so gébe es g € H sodass 7,(¢) =
—T719](¢’) aber dann gilt fiir € D(I,R) dass

o (3)= [ atas (16)

Achtung: Man wiirde jetzt gerne folgern dass qb(%) auch stets mit fol g¢dx libereinstimmt, das wére
namlich ein Widerspruch zu Aufgabe 25¢. Wihle nun ¢ € D(I,R) positive Funktion mit Integral

fol wdx = 1. Dass es eine solche Funktion gibt verdanken wir Beispiel 3.1.2 und der Tatsache,

dass man das Integral {iber positive Funktionen einfach durch Multiplikation mit einer Konstante
normieren kann. Fir ¢ € D(I,R) setze

~[Cotas— [ [ (s)ds (a7)

Nun gilt sicherlich auch ¢ € D(I,R) denn es gibt d1, d2 > 0 sodass [0, d1], [1 —d2,1] C [0, 1]\ (K1 UK3).

Dann ist leicht zu sehen, dass i(z) = 0 fiir z € [0,1] \ [01,1 — d2] =: I \ K3. Nun gilt

13y =r= [ o) (o000 [ ots1as) = [ oot~ [ ([ stopwisras) stwyis

(18)

nach Variablenumbenennung im zweiten Integral. Nennen wir ¢ := ( fol g(s)1/1(s)ds) so haben wir

-/ (s)dsy (3)-/ (g - O@)p()ds (19)

fiir alle ¢ € D([0,1],R. Man kann ¢ durchaus so wéhlen dass 1/(3) = 0 denn falls nicht kann man

setzen

3o = (o 1)2w<x> (20)

6 (;) = /O (g o (21)

Dann wiirde aber die Delta-Distribution durch eine Funktion induziert. Ein Widerspruch.

und damit gibt es ein ¢ € R sodass



