Dr. Jochen Glick

UNIVERSITAT ULM Marius Miiller
Fabian Rupp
Abgabe: Freitag, 14.07.2017 Sommersemester 2017

Punktzahl: 12-+-6*

Ubungen Elemente der Funktionalanalysis: Blatt 12

28. Es sei V ein normierter Vektorraum iiber K und T' € £(V, V). Wir bezeichnen - wie bereits in der
Vorlesung - mit 7™ die n-fache Hinterereinanderausfithrung von 7" wobei wir auch die Konvention
T9 = I treffen.

29.

(a)

(b)

Es gelte ||T"|| — 0 fiir n — co. Zeigen Sie, dass es ein p € [0,1) und ein C' > 0 gibt, sodass
fiir alle n € N gilt: ||T"|| < Cp™.

Betrachte V' = C([0, 1], R) ausgestattet mit der Supremumsnorm. Wir definieren fiir o, 5 € V
T:V — V durch

T(f)(o) = ala) [ A5} ()
Zeigen Sie, dass .
T (f)(2)] < %Ha\l&llb\lﬁoﬂflloo-
Folgern Sie daraus, dass ||T"|| < %

Wir benutzen die Notation von Teilaufgabe 28b. Zeigen Sie, dass fiir jedes A € R\ {0}
S\ := A —T:V — V invertierbar ist und folgern Sie, dass fiir jedes g € V und X # 0 die
Integralgleichung

Xu(z) = o(s) / " B(s)u(s)ds + g(a)

eine eindeutige Losung u, € V besitzt. Sei (g,) C V eine in V' gegen g konvergente Folge.
Zeigen Sie (ug, )nen konvergiert in Supremumsnorm, also in V' gegen uy. Man sagt hierzu,
dass u4 stetig von g abhingt.

Es sei I = (0,1) und v € H'(I,R). Beweise, dass dann fiir jedes v € H}(I,R) gilt

/u’vdx:—
I

Es seien uy,us € C%(I) und f € C(I) sodass

wv’ dx.

—

u// —

u(0)

I -

RWP(f) { WD) = 0

Zeige (ohne die Losung auszurechnen), dass u; = us.
Hinweis: Verwende (a) um zu zeigen, dass [u1] = [uz] in Hi(I,R).

Essei R : C(I,R) — H}(I,R) definiert als die Abbildung, die f oben auf die H'-Aquivalenzklasse (2)

der Losung der Gleichung RW P(f) schickt. Zeige, dass R einen linearen stetigen Operator
definiert.

In dieser (Bonus-) Aufgabe wollen wir nun endlich ein Randwertproblem losen, das sich
mit der Theorie der gewohnlichen Differentialgleichungen nicht in der Allgemeinheit 16sen
lasst. Es sei f nun Lipschitzstetig so, dass die Lipschitzkonstante kleiner ist als C% wobei
Cy Konstante bei der Poincaré-Ungleichung auf Blatt 11 ist. Definiere R wie oben und
T : H}(I,R) — H}(I,R) durch T'([u]) = R(f o u). Wobei hier u den stetigen Repriisentanten
von [u] bezeichne. Wir wollen 16sen

u//:fou

(NLRWP) {u(o) Z () =0

Zeigen Sie, dass u € H}(I,R) genau dann eine Losung ist, falls T'([u]) = [u].
Hinweis: Passen Sie stets gut auf Ihre Regularitéit auf!

(3%)



()

Zeigen Sie, dass es ein p € [0, 1) gibt so, dass fiir u,v € HJ (I, R) stets gilt

T ([u]) = T(Dllay < pllfu] — [0l #2
Wir nennen T damit eine strikte Kontraktion.

Der Banach’sche Fixpunktsatz besagt, dass jede strikte Kontraktion auf einem Banachraum
einen eindeutigen Fixpunkt besitzt. Folgern Sie, dass das (NLRW P) genau eine Losung w in
C%(I,R) besitzt. Zeigen Sie dazu: Wenn f € C*(I,R), so ist u € C**2(I,R) Bemerkung:
Man kann zeigen, dass Existenz einer Losung nicht zu erwarten ist, sofern die Lipschitzkon-
stante von f zu grof ist! Damit drédngt sich die Frage nach der optimalen Konstante bei der
Poincaré-Ungleichung auf.

Ubungsblitter sowie aktuelle Informationen unter
www.uni-ulm.de/mawi/iaa/courses/sosel7/el-funk-ana/
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