Eine Variante zur numerischen Integration von Einbettungssystemen
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Fiir die numerische Integration von Systemen in Zustandsdarstellung existieren eine Viel-
zahl von numerischen Methoden. Diese gehen hauptséchlich auf die Arbeiten von Run-
ge [4] und Kutta [3] zurtick und wurden weiterentwickelt, beispielsweise durch Fehler-
abschitzung und die darauf beruhenden Schrittweitensteuerung [1]. Nach dhnlichem Prin-
zip funktionieren exponentielle Integratoren [2].

Diese Verfahren haben gemein, dafl eine Darstellung des Systems durch unabhingige
Koordinaten benétigt wird. Solche Koordinaten sind jedoch nicht immer auf einfache
Weise zu finden und koénnen unter Umstédnden nur lokal existieren. Von daher ist es
wiinschenswert, die Verfahren auf Systeme der Form

&= f(z) (1a)
0=g(z) (1b)

mit Koordinaten z € M C R"™, die den Zwangsbedingungen g(x) = 0 geniigen, zu iiber-
tragen. In dieser Form mufl das Vektorfeld f mit den Zwangsbedingungen kompatibel
sein, das heifit, die Ableitung von ¢ entlang des Vektorfeldes f muf} fiir alle x € M ver-
schwinden.

Integriert man die Differentialgleichung (1a) numerisch ohne die Beriicksichtigung der
Zwangsbedingungen (1b), so wird der numerische Fehler dazu fithren, daf letztere verletzt
werden. Daher ist eine Korrektur erforderlich. Hier soll eine Variante vorgestellt werden,
die nicht in das Integrationsschema selbst eingreift:

Sei G die Jacobimatrix der Abbildung g aus (1b), die fiir alle x € M vollen (Zeilen-)Rang
besitzt. Dann gilt, wie bereits erwéhnt, fiir alle x € M die Beziehung

G(a)i = Gla)f(x) = 0,
die aus der Zeitableitung von (1b) folgt. Diese Bedingung wird nicht verletzt, wenn
G(x)t = —Kg(z) (2)

mit positiv definiter Matrix K gefordert wird. Allerdings kann (2) im gesamten einge-
betteten Raum R™ 5 M gelten. Die Forderung (2) impliziert die asymptotische Stabilitét
von (1b), was leicht anhand der Lyapunov-Funktion z — ¢"(x)g(z) ersichtlich ist.

Wir nehmen nun eine LQ-Zerlegung

G = (L,0)Q = (L.0) (g;)

der Matrix G (punktweise) vor. Dabei ist L eine untere Dreieckmatrix und @) eine ortho-
gonale Matrix. Damit lautet (2)

Lt = —Kg(x)



und legt die Ableitung senkrecht zum Tangentialraum fest. Im Tangentialraum selbst
miissen die korrekten Geschwindigkeiten

(07 I)Q.CL' = Q2f(x)

eingehalten werden. Diese beiden Gleichungen lassen sich gemeinsam nach & auflésen und
man erhélt

& =Q1 LT Kg(x) + Q) Qaf(2)
und unter Ausnutzung von
QrQ1+ Q@ =1
die giinstigere Form

b= f(z) - Qf (L’lKg(x) + Qlf(:c)). (3)

Aus dieser wird auch der Korrekturterm im Vergleich zu (1a) offenkundig.

Die gewohnliche Differentialgleichung (3) kann nun mittels gebrauchlichen Verfahren in-
tegriert werden. Es ist lediglich das korrigierte Vektorfeld zu verwenden, fiir dessen Aus-
wertung eine LQ-Zerlegung der Jacobimatrix G vorzunehmen ist. Dies bedeutet, daf die
Jacobimatrix G' der Zwangsbedingung explizit implementiert werden mufl. Benétigt das
Integrationsverfahren selbst die Jacobimatrix des Vektorfeldes, so mufl hier zudem die
zweite Ableitung der Zwangsbedingung bemiiht werden.

Es kann auch vorkommen, dafi die Formulierung von redundanten Zwangsbedingungen
vorteilhaft ist. In dem Fall wére der konstant niedrigere Rang der Jacobimatrix zu beach-
ten.
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