
Zur Approximation von Operatoren im Kontext von Totzeitsystemen
mittels einer Spektralmethode

T. H. Scholl, L. Gröll
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Sobald in einem geschlossenen Regelkreis eine Totzeit h > 0 auftritt, wird aus einer
gewöhnlichen Differentialgleichung eine Funktionaldifferentialgleichung. Schließlich muss
in einem Anfangswertproblem für

ẋ(t) = A0x(t) + A1x(t− h), A0, A1 ∈ Rn×n, (1)

eine Anfangsfunktion x0 ∈ C([−h, 0],Rn) vorgegeben und fortwährend das Lösungsseg-
ment xt : [−h, 0] → Rn; θ 7→ xt(θ) = x(t + θ) über dem vorangegangenen Totzeitinter-
vall [t − h, t] als Zustand angesehen werden. Wir betrachten das Paar aus dem Zustand
xt(·) ∈ C und dem Wert xt(0) = x(t) ∈ Rn und verwenden die Einbettung[ xt

x(t)

]
∈ C × Rn ⊂ L2 × Rn =: M2. (2)

Die Dynamik von
[ xt

x(t)

]
wird durch eine abstrakte Differentialgleichung

d
dt

[ xt

x(t)

]
= A

[ xt

x(t)

]
(3)

mit einem Operator A : M2 ⊃ D(A ) → M2 beschrieben, siehe [2]. In Anwendungsfällen,
in denen im totzeitfreien Fall matrixwertige Lyapunov- oder algebraische Riccati-Gleich-
ungen von Interesse sind, rücken folglich operatorwertige Lyapunov- oder algebraische
Riccati-Gleichungen mit einer Operatorlösung P : M2 → M2 in den Fokus.

Mittels numerischer Methoden, die von partiellen Differentialgleichungen bekannt sind,
können endlichdimensionale Approximationen der Operatoren erlangt werden. Spektral-
methoden, wie die Legendre-Tau-Methode, approximieren zu jedem Zeitpunkt t ≥ 0 den
Zustand xt des Systems durch ein Polynom vorgegebenen Grades [3, 1]. Das Ergebnis ist
eine gewöhnliche Differentialgleichung ẋc(t) = Acxc(t) für den Koordinatenvektor xc(t),
der dieses Polynom (und damit auch das Paar aus Polynom und dessen Endpunkt) ein-
deutig bestimmt. Dementsprechend repräsentiert die Matrix Ac eine Approximation des
Operators A . Darauf basierend lassen sich zudem matrixwertige Lyapunov- [7] oder alge-
braische Riccati-Gleichungen [4, 6] aufstellen, deren matrixwertiges Ergebnis Pc wiederum
auf eine Approximation der Operatorlösung P abzielt.

Jegliche Rechnungen mit den Operatoren (z.B. Operatornormen, Berechnung adjungier-
ter Operatoren, Operatorgleichungen) übertragen sich auf Rechnungen mit den Matrizen.
Dabei ist aber Vorsicht geboten, denn die zugrundeliegenden polynomialen Basisfunktio-
nen sind in M2 nicht orthonormal. Zudem sind die repräsentierten Operatoren nicht nur
auf polynomiale Argumente anwendbar.

Der Beitrag betrachtet Operatorapproximationen, die durch Matrizen aus der Legendre-
Tau-Methode repräsentiert werden. Aufbauend auf [5] und [8, Anhang A], liegt der Schwer-
punkt des Beitrags auf einer Beschreibung der Zusammenhänge zwischen den Matrizen,
den Operatorapproximationen und den exakten Operatoren.
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