
An RKHS perspective on algebraic estimator analysis and design

Matti Noack†, Timm Faulwasser†

† Institute of Control Systems, TU Hamburg, Harburger Schloßstraße 22a, 21079 Hamburg ,

E-Mail: {matti.noack, timm.faulwasser}@tuhh.de

Algebraische Schätzerentwurfsverfahren und dabei insbesondere die Modulationsfunkti-
onsmethode (MFM) haben sich für eine Vielzahl relevanter Problemstellungen etabliert
wie etwa der Zustandsbeobachtung [3, 7, 8], Parameteridentifikation [1, 2] und die Rekon-
struktion unbekannter Eingangssignale [6] sowie von Signalableitungen beliebiger Ord-
nung [4, 9]. Ursprünglich von der zeitkontinuierlichen Perspektive aus eingeführt [1], um
lineare Differentialgleichungen direkt in eine Regressorform zu überführen, die konventio-
nelle Parameterbestimmung ermöglicht, wurde die MFM seither stetig weiterentwickelt.
Unter Anderem gab es Erweiterungen zur Anwendung auf zeitvariante [6, 11] sowie nicht-
lineare Modelle bishin zu verteiltparametrischen Systemklassen.
Der zentrale Mechanismus besteht aus Integration mit der frei wählbaren Modulations-
funktion (MF) φ ∈ Hn−1(I) über das Zeitintervall I auf das Signal Ly, wobei y ∈ Lloc

2 ein
Messsignal und L einen linearer Differentialoperator der Ordnung n ∈ N ist. Dies wird
als Skalarprodukt in L2(I) dargestellt

⟨φ,Ly⟩L2(I) =

∫
I

φ(τ)Ly(τ) dτ
RB
= ⟨L∗φ, y⟩L2(I) , (1)

wobei eine Übertragung des Differentialoperators in adjungierter Form L∗ hin zur MF
stattfindet, wenn geeignete Randbedingungen (RB) ausgewählt sind. Dadurch können
Differentialgleichungsprobleme in einen Satz algebraischer Gleichungssysteme überführt
werden. Dies hat den zentralen Vorteil, dass bei Anwendung auf endlichem Horizont I =
[0, T ], T ∈ R ein Konvergenzverhalten in endlicher Zeit erzielt wird. Zugleich ermöglicht
die integrale Realisierung des Schätzers eine natürliche Unterdrückung von Messrauschen
und die Form der MF φ bestimmt maßgeblich dieses Filterverhalten. In der Regel wird die
MFM über einen gleitenden Zeithorizont [t−T, t] umgesetzt, was häufig in der Implemen-
tierung eines FIR Filters resultiert. Zudem gestattet die algebraische Struktur die einfache
Konstruktion simultaner und adaptiver Schätzalgorithmen [6, 7]. Allerdings liegt eine der
größten Herausforderungen in der geeigneten Wahl der MF innerhalb der vorgegebenen
RB, um zum Beispiel bestimmte Robustheitsziele zu erreichen.

Das innere Produkt aus Gleichung (1) legt eine Sichtweise der MFM als Projektion inner-
halb von bestimmten Hilberträumen nahe. In der Tat existieren innerhalb des MF Feldes
bereits verschiedenste Betrachtungsweisen, die sich diesen Zusammenhang zu Nutze ma-
chen [3]. Schon früh begann [2] die Orthogonalitätseigenschaften in L2 zur Analyse und der
Wahl von Modulationskernen zu nutzen. Diese spielen insbesondere beim algebraischen
Differenzieren eine wesentliche Rolle [9], wobei das Annihilieren von Signalkomponenten
in [4] aus der Klasse der Reproducing Kernel Hilbert Spaces (RKHS) heraus motiviert
wurde. Weiterhin wird dadurch die Grundlage für die Schätzung unbekannter Eingänge
gelegt [6]. Ein weiterer spezieller Ansatz zur MF Verwendung ist das sogenannte Generali-
zed Sampling eingeführt von [5], womit eine zeitkontinuierliche Variante des Fundamental-
lemmas zur Daten-getriebenen Anwendung hergeleitet wird. In [8] werden auf der anderen
Seite Volterra-Integrale mit MFs als Integralkern zum algebraischen Beobachterentwurf
über einen wachsenden Horizont verwendet. Dadurch werden auch Fehlerabschätzungen



ähnlich zu den L2 aus [11] möglich. Die Zusammenhang mit schwachen Lösungen und der
MF als Testfunktion wird von [10] herausgestellt. Hierbei wird gerade die Verbindung zu
Sobolev-Räumen deutlich.

Die Verwendung der MF als Kern wird von den aufgeführten Arbeiten bereits angedeu-
tet und genutzt. Die RKHS Perspektive einzunehmen, ermöglicht entsprechend der Re-
producing Property die Charakterisierung des Signalraumes über die Kernfunktion. Dies
eröffnet neue Analyse- und Entwurfsoptionen für die MFM. Der Präsentationsbeitrag ver-
folgt diese vereinheitlichende Betrachtungsweise des MF Ansatzes und setzt diesen in den
RKHS Kontext. Das Ziel ist es, von den Werkzeugen aus dem etablierten Gebiet der
RKHS-basierten Schätzung gezielt beim der Evaluation und dem Design algebraischer
Schätzmethoden zu profitieren. Auf der anderen Seite ermöglicht dies aber auch Anwen-
dern aus dem RKHS Bereich auf die zahlreichen Problemlösungsstrukturen der MFM
zurückgreifen zu können.
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