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Kapitel 1

Grundlegende Gesetze der Elektrostatik

1.1 Das Coulombsche Gesetz und die elektrische Ladung

Aufgabe 1.1.1

Aufgabe wie in der Klausur

Im Mittelpunkt eines gleichseitigen Dreiecks der Kantegkéa, in dessen Eckpunkten sich
positive Ladungen der Grofg, = ¢ (mit [ € {1,2,3}) befinden, wird eine negative La-
dung@, angebracht. Welche Gro3e mugs annehmen, damit die Kraft aafle Ladungen
verschwindet?

Zusatzfragen fir die Ubung

a) Wie grol3 ist die Feldstarke am Qritie von einer einzelnen Punktladung am @nnit

der Ladung?,; hervorgerufen wird?
b) Wie lauten die Quellpunktvektoren fur die vier Punktladan?
c) Welche GroRe hat die Gesamtfeldstafkan einem beliebigen Punkt# 7 im Raum?

d) Welche Feldstarke herrscht im Zentrum des Dreiecks, vdémh.adung@, dort nicht

ware?
e) Welche Feldstarke wird in einer Ecke des Dreiecks durehddei tbrigen Ladungen
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6 KAPITEL 1. GRUNDLEGENDE GESETZE DER ELEKTROSTATIK

erzeugt, falls in dieser Ecke keine Ladung sitzt?

f) Welche GrélRe mus9, haben, damit diese Feldstarke verschwindet?

1.2 Die elektrische Feldstarke

Aufgabe 1.2.1

In einem van der Graaf-Generator wird Hochspannung durahsport von Ladungen auf

eine Sammelkugel erzeugt.

a) Wie grol3 ist die Arbeit, die aufgewendet werden muss, ura eadungg Uber eine

Streckel auf die mit@Q homogen geladene Kugel vom Radikzu bringen?
Die mittlere mechanische Leistung zum Transport der Ladorayf die Kugel betrag?.

b) Wieviele Ladungen pro Zeiteinheit werden im Mittel zurg&l transportiert.

Aufgabe 1.2.2

Berechnen Si&/ x E des Elektrischen Feldes einer Punktladahguf einer Geraden, die

im Abstanda an der Ladung vorbei fuhrt. Ist die Rotation tibef&ll

Aufgabe 1.2.3

Aufgabe wie in der Klausur

Auf den Ecken eines Quadrats der Seitenlamged vier gleichgroR3e Ladunge&p,; unter-
schiedlichen Vorzeichens so angeordnet, dass benachlaalt@gen unterschiedliche Pola-
ritat besitzen. Das Koordinatensystem ist so gewahlt, demes Ecke mit positiver Ladung
des Quadrats im Ursprung liegt, und zwei Seiten mit der pesitc- bzw. y-Achse zusam-
menfallen. Die elektrische Feldstarke soll fir Punkte arfadAchse mitz > a berechnet

werden.
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Zusatzfragen fir die Ubung

a) Skizzieren Sie die Anordnung. Welche Richtung hat dikteszhe Feldstarke auf den

Symmetrieachsen des Quadrats?
b) Wie lautet die elektrische Feldstarke im Raum an einenkPug ?
c) Wie grol} ist die Feldstarke auf defAchse?

d) Die x-Abhangigkeit dex- undy-Komponente der Feldstarke soll néherungsweise durch
Reihenentwicklung gewonnen werden, dabei soll nur dasale auf der positiven x-
Achse untersucht werden. Klammern Sie zunachstus den Nennern aus und ersetzen
Sie danmv = 2. Wie lautet die Taylorentwicklung der einzelnen Ausdriiokev = 0
(McLaurin-Reihe)? Brechen Sie dabei die (resultierendgh&entwicklung nach den
quadratischen Gliedern ab. Es ist zweckmalig, die Feldstds Produkt von einzelnen

Funktionen zu schreiben und diese einzeln zu untersuchen.

1.3 Felder kontinuierlicher Ladungsverteilungen

Aufgabe 1.3.1

In der Erdatmosphére besteht ein radiales, zum Erdmitt&tmerichtetes elektrisches Feld,
dessen Feldstarke am Bodéh( = 300 V/m) und in der H6hdéZ( = 1500 m) nochEs( =
25 V/m) betragt. Unter der Annahme, dass die Erde ein Leter RadiusR( = 6370 km)
ist und die Feldstarke linear mit zunehmender Hohe abnirmalitdie Raumladungsdichte

in der Atmosphére und die Flachenladungsdichte auf derlferdléche berechnet werden.

Aufgabe 1.3.2

Aufgabe wie in der Klausur
Das elektrische Feld eines unendlich ausgedehnten Raungagitters mit der Verteilung

ov = 0o cos{ax} cos{ Py} cos{~yz} ist zu bestimmen.
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Zusatzfragen fir die Ubung
a) Wie lautet der allgemeine differentielle ZusammenhamigehenZ und oy ?

b) Separieren Sie die Differentialgleichung mit einem Swenansatz fip,, gemafl An-

hang des Vorlesungsskripts. Wie lauten die separiertder@iitialgleichungen?

c) Berechnen Sie die Losung der separierten Differengalglingen. Die Integrationskon-
stanten kbnnen zu Null angenommen werden. Wie lautet dedriak fiir die elektrische
Feldstarker?

d) Zur Bestimmung der Separationskonstanten kann der ifldtrostatik giltige Aus-

druckV x E =0 herangezogen werden. Wie grol3 sind die Separationskdastan

e) Welche Grél3e hat das resultierende elektrische Feld?

Aufgabe 1.3.3

In einem hohlkugelférmigen Raumbereich mi » < b existiert eine ortsabhangige Raum-
ladung der Dichtey = g, cos{¢}. Der gesamte Ubrige Raum ist ladungsfrei, er hat die Di-
elektrizitdtszaht,. Berechnen Sie die elektrische Feldstarke fur Aufpunktelau:—Achse

innerhalb und aul3erhalb der Kugel.

Aufgabe 1.3.4

Leiten Sie aus dem Ausdruck fur die elektrische Feldstéokalisierter Ladungerd); am

Ortr,
N

L R
B = e 2 Qo

47re
05=1

die elektrische Feldstarke kontinuierlich verteilter baden); der Raumladungsdichtg-

B = o [ ol I

dmreg 7 — |

und umgekehrt her.
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Aufgabe 1.3.5

Aufgabe wie in der Klausur

Die elektrischen Felder einer linearen und einer kreisigem Linienladung der Ladungs-
dichte gy, sollen mit Hilfe des Coulombintegrals ermittelt werdenr Deirchmesser der La-
dungsschleife betragt.. Nehmen Sie an, dass die lineare Linienladung entlang dehse

eines kartesischen Koordinatensystems liegt, bzw. disfdrenige Linienladung koaxial zur

z-Achse ist.

Zusatzfragen fiir die Ubung

a) Wie lautet die Darstellung fur die Raumladumg bei einer geraden Linienladung der

StarkeQL’)

b) Wie lautet der allgemeine integrale Zusammenhang zwisetektrischem Feld und der

Raumladungsdichte?

c) Welche Feldstarke resultiert fiur das elektrische Fetdidearen Linienladung in karte-

sischer Darstellung?

d) Wie lautet die Darstellung volt, wenn die kartesischen Einheitsvektoren durch die

zylindrischen Einheitsvektoren des Aufpunktes ersetztiems?

e) Wie lautet die Darstellung var; fur den Fall der kreisférmigen Linienladung mit Starke

o1, in ebenen Polarkoordinaten?
f) Wie grol} ist die Gesamtladurig, der Schleife?
g) Berechnen Sid fiir die kreisformige Leiterschleife auf der Achse.

h) Berechnen Sie das Feld fiir den Grenzfall beliebig klebarchmessers bei konstanter

Gesamtladung)y..
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Aufgabe 1.3.6

In einem hohlkugelférmigen Raumbereich mit » < b existiert eine ortsabhangige Raum-
ladung der Dichteyy = go/r. Der gesamte Ubrige Raum ist ladungsfrei, er hat die Dielek-
trizitatszahle,. Berechnen Sie die elektrische Feldstéarke fur Aufpunkfedauz— Achse

innerhalb und aufRerhalb der Kugel.

Aufgabe 1.3.7

Aufgabe wie in der Klausur

Ein Zylindermantel mit dem Radiusund der Lange/ tragt die Flachenladungsdichag.

Die Dielektrizitdtszahl ist im ganzen Rawum= 1. Berechnen Sie die elektrische Feldstarke
fur Aufpunkte auf der Achse des Zylinders.

Zusatzfragen fir die Ubung

a) Wie lautet die allgemeine Darstellung des elektrischeldds in integraler Schreibwei-

se?

b) Welches Koordinatensystem ist gunstig fur die Beschragbdes Problems? Wie lau-
tet die Parametrisierung fur den Zylindermantel? GebeneBie Darstellung fir den
Mantel, den Abstand zwischen Aufpunkt und Quellpunkt unsl dalumenelement im

gewahlten Koordinatensystem an.
c) Wie lautet die Raumladungsdichie mit obiger Parametrisierung?

d) Wie vereinfacht sich das Integral mit der vorliegendeduragsverteilung fir Aufpunkte

auf der Zylinderachse?

e) Wie lautet das elektrische Feld auf der Zylinderachse?



Kapitel 2

Elektrostatik

2.1 Energie und Potential

Aufgabe 2.1.1

In Zylinderkoordinaten ist das Potential

1 Q

- 2Teq ;

%

gegeben. Berechnen Si&/ undV o (VV).

Aufgabe 2.1.2

Aufgabe wie in der Klausur
Zwei Punktladunger), und@, haben voneinander den AbstahdBerechnen Sie die Aqui-

potenzialflache, auf der das Potential= 0 herrscht.

Aufgabe 2.1.3

Eine Stecknadel wird auf das Potentlalgebracht. Die Feldstarke in der kugelférmigen

Spitze muss kleiner alg,,., bleiben, damit kein Spriihen in der Luft entsteht. Der Radius

11



12 KAPITEL 2. ELEKTROSTATIK

der Nadelspitze isk.

a) Wie lautet der Zusammenhang zwischen Potential und téekdsbei einer homogen

geladenen Metallkugel?

b) Welches maximale Potential ist fur die Nadel erlaubt, nvdie Nadel wie eine Kugel
behandelt werden kann? Fir Luft liegt die kritische Feldstdei F,,., = 25 (‘j—r‘n’ der
Radius einer typischen Stecknadelspitze bets@gim.

Aufgabe 2.1.4

Aufgabe wie in der Klausur
Die Feldstarke und das Potential einer homogerpnit = o, geladenen Kugel vom Radius
R soll innerhalb und auRerhalb der Kugel berechnet werden.

Zusatzfragen fiir die Ubung

a) Wie lautet der allgemeine differentielle Zusammenhamgahen dem elektrischen Feld

und der Raumladung?
b) Welche Vereinfachungen kénnen hier aus Symmetriegriigdmacht werden?
c) Wie lautet die Losung der Differentialgleichung im gesamRaum?

d) Bestimmen Sie die Integrationskonstanten mit Hilfe desi®chen Gesetzes und Ste-

tigkeitsbedingungen.
e) Welche GroRe hat im gesamten Raum?

f) Welcher allgemeine differentielle Zusammenhang bestefischenF undV? Wie ver-

einfacht sich der Ausdruck nach obigen Symmetrietiberlggn®@
g) Wie lautet die Losung der so vereinfachten Different&tthung?

h) Ziehen Sie die Stetigkeits- und Randbedingungen zuriBesing der Integrationskon-

stanten vorl/ heran.

i) Welche Gr6RRe hat im gesamten Raum?
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Aufgabe 2.1.5

Aufgabe wie in der Klausur

Eine Metallkugel vom Radius tragt die homogene OberflachenladungsdichteDie Di-

elektrizitatszahl ist,. Wie lautet das Potenzial im Raum?
Zusatzfragen fir die Ubung

Legen Sie den Ursprung des Koordinatensystems in den Kitggimnkt.

a) Wie lautet der allgemeine integrale Zusammenhang zersder elektrischen Ladung

und dem Potenzial?

b) Wie kann die Oberflachenladung der Metallkugel als Volnla@ungsdichte,, im Ku-

gelkoordinatensystem beschrieben werden?

c) Wie reduziert sich der Ausdruck fir den Abstand zwischeelQ und Aufpunkt, wenn

das Koordinatensystem so gewahlt wird, dass der Aufpunetigeauf der-Achse liegt?
d) Welches Potenzial resultiert auf deAchse?

e) Vergleichen Sie das Potenzial mit dem einer Punktladomyisprung des Koordina-
tensystems. Welche Grol3e hat die Ladung, wenn sie das glPiotential im Bereich

|z| > a hervorruft?

Aufgabe 2.1.6

Ein Parallelplattenkondensator hat den Plattenabstamdl tragt die Spannung. Welche
Kraft pro Flacheneinheit (Druck- bzw. Zugspannung) hdrrsn den Kondensatorplatten?
Bei gleicher aul3en anliegender Spannung wird der Kondensat einem Medium der Di-

elektrizitatszaht gefillt. Wie verandert sich die mechanische Spannung?
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Aufgabe 2.1.7

Berechnen Sie die Arbeit, die aufgebracht werden muss, ureimem zeitlich konstanten
Stromfluss die Ladun@ auf eine zunachst ungeladene Kugel mit dem Radiasifzubrin-
gen. Welches Potential hat die Kugel dann?

Hinweis: Betrachten Sie einen Zwischenzustand. Welche Arbeit warbligt, um das La-

dungsinkrementgauf die bereits miy geladene Kugel zu bringen?

2.2 Elektrische Leiter und Dielektrika

Aufgabe 2.2.1

Aufgabe wie in der Klausur

Eine elektrische Leitung besteht aus einem kreiszylictga Innenleiter mit Radiua
(QuerschnittS;) und einem sehr dinnen koaxialen Hohlzylinder vom Innecitunesser

b > a und AuRendurchmesser> b (QuerschnittS,). Auf den beiden Zylindern flieRen
entgegengesetzt gleich gro3e Strémé Die Leitfahigkeit des Zylindermaterials ist Die
Achsen der Zylinder sind mit derAchse eines Koordinatensystems identisch. Im Ursprung
des Koordinatensystems wird die Spanndhgwischen Innen- und Aul3enleiter gemessen.
Gesucht ist das elektrische Feld in der Leitudg(p < ¢).

Zusatzfragen fir die Ubung
a) Skizzieren Sie die Anordnung im Quer- und Langsschniit-(und z-z-Ebene).
b) Welche Grol3e hat das elektrische FElém Innen- und AuRenleiter?

c) Wie lautet die Laplacegleichung fur das Potentiaim Bereicha < r < b unter Be-

ricksichtigung von Symmetrien?

d) Zur Lésung der Laplacegleichung soll der Produktansatder Separationskonstante
k? verwendet werden. Wie lautet die Lésung der separiertefefifitialgleichung fur

g{z}, wennk = 0 bzw. k # 0 ist?
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e) Wie lautet das Potenti& im Bereich0 < p < a?
f) Wie lautet die Randbedingung fur das Potential an der @Bléchep = a?
g) Was resultiert nach Koeffizientenvergleich aus h) furSegarationskonstant®

h) Was resultiert fur die Koeffizienten i, nach Anwendung der Randbedingung an der

Grenzflache) = b?
i) Wie lautetV; unter Berticksichtigung der Bedingung bek 0?
k) Wie grol3 ist das elektrische Fel_ﬂ, im Bereicha < p < b?

[) Was resultiert fur den Fall unendlich guter Leitfahigkei

Aufgabe 2.2.2

Aufgabe wie in der Klausur

Eine Kugel vom Radius? ist gleichférmig inz-Richtung polarisiert mit? = P, - &,. Die
Kugel befinde sich im Ursprung des Koordinatensystems. Redrische Potenzial sowie
die Raumladungsdichten,, o und gp sollen im gesamten Raum sowie die Flachenla-
dungsdichteys auf der Kugeloberflache berechnet werden.

Hinweis

Vergleichen Sie den Integralausdruck fur das elektriseieé &iner homogen geladenen Ku-
gel mit dem Integralausdruck der hier vorliegenden Pa#ios.

Zusatzfragen fir die Ubung

Elektrisches Feld einer homogenen geladenen Kugel

a) Wie lautet das elektrische Feld einer Raumladungsdallgemein und fur eine homo-

gen geladene Kugel vom Radi&sin integraler Schreibweise ?

b) Wie lautet das elektrische Feld einer Raumladungsdiohddferentieller Schreibweise
(Gaul3sches Gesetz)? Was resultiert aus der Kugelsymrfigtiias Feld? Geben Sie
die Integralform des Gauf3schen Gesetzes sowie die Losurgpigen Ergebnissen im

gesamten Raum an.
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Potenzial der homogen polarisierten Kugel

c) Wie lautet der integrale Zusammenhang zwischen demrekttischen Potenzial und
der Polarisation?? Wie vereinfacht sich der Zusammenhang fir den hier vatidgn

Fall?

d) Welche Losung ergibt sich fur das Potenzial der polatesne Kugel aus dem Ver-
gleich zwischen den Integralausdriicken fur elektriscledd &nd Potenzial im gesamten

Raum?
e) Welche Grél3e hat das elektrische Feld der polarisierteyeR
f) Wie grol3 ist die dielektrische Verschiebung?

g) Berechnen Sie die Raumladungsdichte die Dichte freier Ladungstrager,..; und die

Polarisationsladungsdichgg als Divergenz der zugehdorigen Felder.

h) Welche Grol3e hat die Oberflachenladung der Kugel?

Aufgabe 2.2.3

In einem Medium mit konstanter elektrischer Leitfahigkeitlie3e ein stationarer Strom,

dessenc- undy-Komponenten durch
Jz =az, j, =2by mit a,b = const

gegeben seien.
a) Berechnen Sie das elektrische Potential !

b) Welche Groél3e hat die z-Komponente der elektrischen Slichte?

Aufgabe 2.2.4

In linearen Medien mit ortsabh&ngigen Materialparameterno{i"} unde = {7} gilt fur

den zeitlichen Verlauf der von einem Stromfluss hervorgareh Raumladungsverteilung
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die Beziehung

eoe{r} Do{7, t} S e T e{r}
o7 o + o7t} = eoJ{r, t} VU{F}’

wenn man die Gultigkeit des differentiellen ohmschen Gesetoraussetzt.

a) Leiten Sie die obige GesetzmaRigkeit aus der Kontiragtéichung unter Annahme

zeit- und ortsabhangiger Feldgrol3en her.

b) Welcher zeitliche Verlauf der Raumladungsdichte ergitit ausgehend von einer An-
fangsverteilung{, ¢ = 0}, wenn die rechte Seite obiger Gleichung zu Null wird, d.h.

z.B. im Fall eines homogenen Mediums oder keines Strom#@sse
c) Wie lautet die Zeitabhangigkeit van{7, ¢} bei bekannterrf{ﬁ t}?

d) Welcher Zusammenhang kann genutzt werden, ubvei vorgegebenep {r,t} zu

berechnen?

Aufgabe 2.2.5

Eine Metallkugel vom Radiusg ist umgeben von einer dielektrischen Hohlkugel. Der Innen-
radius der Hohlkugel ist = a und der AulRenradius= b. Die Dielektrizitatszahl ist,, das

Dielektrikum ist in radialer Richtung mit

2
a
PTIPO_z
r

polarisiert.

a) Berechnen Sie das elektrostatische Potential im geadratem fur den Fall, dass die

Kugel geerdet ist.
b) Wie grol3 ist die Oberflachenladungsdichte auf der Meaigkk?
c) Wie grol} ist die Gesamtladung der Kugel?

d) Wie andert sich das Potential, wenn die Kugel ungeladén is
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2.3 Stromdichte und Ladungsdichte

Aufgabe 2.3.1

Auf eine Grenzflache zwischen zwei homogenen linearen Medieé den Materialparame-
terne undo moge wie in Bild2.1 dargestellt ein konstanter Strom der Dichieunter dem

Winkel 8, zur Flachennormalen einfallen.

a) Bestimmen Sie aus den an der Grenzflache zu erfullendetbRdimgungen den Win-

kel 6, des Stromflusses im Medium 1.

b) Geben Sie die GroR3e der sich einstellenden Grenzflacherdadichte an.

Medium 1| e .0,

Medium 2 l €, ,0,

Abbildung 2.1: Stromfluss Uber eine Grenzflache zweier Medie

Aufgabe 2.3.2

In einem unendlich ausgedehnten linearen Medium der legk&it o und der Dielektri-

zitatszahlee, wird zum Zeitpunktt = 0 eine homogene kugelférmige Ladungsverteilung
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freigesetzt:

. 0o >0 flr |7_’1 <a
o{r, 0} =
0 far |7] > a

a) Berechnen Sig{r, ¢} furt¢ > 0.

b) Berechnen Sie aus a) die Verschiebungsstromdif]{bét} und das elektrische Feld
E{F, t}, sowie die Stromdichte?{ﬁ t}. Die endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit der

Feldwirkung (Retardierung) wird hier vernachlassigt.

c) Berechnen Sie die elektrische Feldenergie fur belieBigekte im gesamten Raum. Wie

grol} ist die Gesamtenergie der AnordnungH oo)?
d) Findet ein Energietransport statt? Verwenden Sie zue@grung den Poyntingvektor.

e) Berechnen Sie die bei quasistationarem Ladungsausdleiaverdende Warmeenergie.

Vergleichen Sie mit der unter ¢) bestimmten Feldenergie.

Aufgabe 2.3.3

Aufgabe wie in der Klausur
In einem Halbleiter der Dické wurde die Dotierung so eingestellt, dass sich die Leitfahig
keit

x
o =00+ 01—

d

ergibt. Auf der Oberseite bei= 0 und der Unterseite bei = d werden Metallkontakte auf-
gebracht. Die Dielektrizitdtszahlist im gesamten Material homogen. Es darf angenommen
werden, dass das Bauelemeny#und z-Richtung unendlich ausgedehnt ist.

Am oberen Kontakt wird die Stromdichte
Jo-O{t —to} - e

eingepragt. Dabei stel@{t — t,} die Heaviside-(Sprung)Funktion dar.
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Berechnen Sie das zeitabhangige elektrische Feld in dektStr
Hinweis: Es darf angenommen werden, dass sich das elektrische Fdkt i&truktur im
Verlauf der Zeit nicht pl6tzlich andert.

Zusatzfragen fiir die Ubung

a) Wie lautet die Kontinuitatsgleichung im Halbleiter? @elsie den Zusammenhang zwi-
schen elektrischer Feldstarke und Stromdichte sowie haisd-eldstarke und freier
Raumladungsdichte an. Alternativ: Verwenden Sie den WedHeruleitung der Konti-
nuitatsgleichung aus den Maxwell-Gleichungen. Welchefusenhange bestehen zwi-

schenD undj zu E?

b) Welche Folgerung kann aus der resultierenden Diffesgidichung nach Einsetzen von

E gezogen werden? Welche Differentialgleichung resulﬁhrrﬁ{x, t}?

c) Bestimmen Sie die Losung obiger DGL. Wie lauten die homegend die partikulare

LOsung?

d) Wie lauten die Randbedingungen fir das elektrische kelddn Zeitraunt < ¢,, zum

Zeitpunktt = to und im Grenzfalk — oco?

2.4 Poisson- und Laplace-Gleichung und Kapazitat

Aufgabe 2.4.1

Bestimmen Sie ein Skalarfeld, das die Potenzialgleichunl” = 0 erftllt und

a) nur von der kartesischen Koordinatebhangt. Der Laplaceoperator soll hier in kartesi-

schen Koordinaten notiert sein.

b) nur von der Zylinderkoordinateabhangt. Der Laplaceoperator soll hier in Zylinderko-

ordinaten notiert sein.

c) nur von der Kugelkoordinate abhangt. Der Laplaceoperator soll hier in Kugelkoordi-

naten notiert sein.
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Aufgabe 2.4.2

Aufgabe wie in der Klausur

Die in Abbildung?2.2 dargestellte idealisierte MOS-Struktur lasst sich migéridem, ein-
dimensionalen Modell beschreiben: Auf eine ebene Metltebde mit dem Potenzial
V = U, die in der Ebene: = —d; liegt, folgt im Bereich (1)—d; < x < 0 eine Isola-
torschicht mit der Dielektrizitatszakje; . Daran schlief3t sich im Bereich ()< = < dy
eine Halbleiterschicht mit der Dielektrizitatszafd, an, deren ebene Grenzflache bet d,
mit einem geerdeten Metallbelag versehen ist. In der Grgeizdlr = 0 zwischen Isolator
und Halbleiter befindet sich eine Oberflachenladung mit dectfenladungsdichtes, . Im
Halbleiter existiert eine Raumladung mit der ortsabhaagiBaumladungsdichte

ZL‘—dQ
Ov = 0o €Xp§ — ds

Wie lautet der Potentialverlauf in der MOS-Struktur?

Zusatzfragen fir die Ubung

a) Wie lautet die Poissongleichung unter BertcksichtiggegSymmetrien in den beiden

Bereichen?
b) Welche Stetigkeits- und Randbedingungen missen enféfilen?
c) Wie lautet die Losung der homogenen Differentialgleiapim Bereich (1)?
d) Berechnen Sie die Losung der Differentialgleichung inei8gh (2).

e) Wie lautet der Potentialverlauf in der GesamtstruktuteurBertcksichtigung der

Stetigkeits- und Randbedingungen?

Aufgabe 2.4.3

Der in Abbildung2.3 dargestellte halbe Ring mit dem Querschnitt eines auf dez&pte-

henden Quadrates der Diagonadebesteht aus einem homogenen Material der elektrischen
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Abbildung 2.2: Idealisierte, eindimensionale MOS-Stuukt

Leitfahigkeito. Seine Lage in einem Zylinderkoordinatensystem ist durebAdigaben

b<r<b+2d, —2(r) <z < z(r), 0<p<m
r—>b far b<r<b+d,
mit  z(r) =
b+2d—r fur b+d<r<b+2d

gekennzeichnet. Die ebenen, quadratischen Grenzflachen-b® undy = 7 tragen einen
Belag unendlich grofRer Leitfahigkeit und haben das eletttie Potential’ (¢ = 0) = U
bzw.V (¢ =) = 0.

a) Berechnen Sie den Potentialverlauf in dem halben Ringyebén Sie die Komponen-

ten der elektrischen Feldstarke und Stromdichte an.

b) Wie grof3 ist der ohmsche Widerstand der Anordnung ?

Aufgabe 2.4.4

In einem hohlkugelférmigen Raumbereich mi » < b existiert eine ortsabhangige Raum-
ladung der Dichtey,, = g, cos{?}. Der gesamte Ubrige Raum ist ladungsfrei, er hat die
Dielektrizitatszahk,. Berechnen Sie die elektrische Feldstarke fiur Aufpunkfedeu > —

Achse innerhalb und auf3erhalb der Kugel.
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Abbildung 2.3: Leitfahiger Halbring mit Stromzufiihrungeidie metallisierten Schnittfla-

chen.

Aufgabe 2.4.5

Aufgabe wie in der Klausur

Ein unendlich langer metallischer Hohlzylinder mit Innagiusa und Au3enradiugist wie
in Abbildung 2.4 gezeichnet in ein Dielektrikum der Dielektrizitdtszahl= ¢,, mit der
Raumladungsdichtge, = g, eingebettet. Der Metallzylinder ist mit einem Gas der [kele
trizitatszahle; = ¢ und der Ladungsdichte, = o,2 geflllt, und liegt auf dem Potential
V' = U. Die zylindrische AuRenhaut des Dielektrikums ist mit @ngeerdeten Metallbelag

versehen.

Nehmen Sie an, dass dieAchse und die Zylinderachse zusammenfallen. Wie lautehda

der Potentialverlauf im gesamtem RaoOmx p < ¢?

S

V:

Abbildung 2.4: Querschnitt durch die Leiteranordnung. Dyénderachse verlauft senkrecht

zur Zeichenebene.
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Zusatzfragen fir die Ubung
a) Welche Symmetrien kénnen in dieser Aufgabe verwendedever

b) Wie lautet das GaulRsche Gesetz in differentieller ForteruBertcksichtigung obiger

Symmetrien?
c) Welche Randbedingungen kénnen verwendet werden?
d) Wie lauten die Stetigkeitsbedingungen in der Anordnung?

e) Wie lautet die dielektrische Verschiebung fur Punktesihialb des Hohlzylinders? Wel-
che Grol3e hat das zugehdrige Potential unter Berlcksisigiger Randbedingungen?

f) Wie lautet die dielektrische Verschiebung fur Punkteextidlb des Hohlzylinders? Wel-
che GroRRe hat das zugehorige Potential unter Berlcksicigigler Stetigkeits- und

Randbedingungen?

2.5 Widerstande und Kondensatoren

Aufgabe 2.5.1

Ein geladener kreisscheibenformiger Kondensator mit igadist mit einer Porzellanschei-
be der Dickel und der relativen Dielektrizitatszahbefillt. Die Spannung am Kondensator
istU.

a) Welche Ladung bzw. Ladungsdichte befindet sich auf der&oasatorplatten?
Eine Platte des Kondensators wird unmach auf3en gezogen.
b) Welche Spannungs- und Feldanderung resultiert daraus ?

Vernachlassigen Sie Randfelder und nehmen Sie idealer féitdie Platten an.
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Aufgabe 2.5.2

Fir den Widerstand zwischen zwei Elektroden gilt der Zusanimang
R=(Vi—Va)/I

Die Stromdichte/ (7) hangt in isotropen Medien geman
)=o) -E)

von der elektrischen Feldstarkeund der Leitfahigkeit- ab (differentielles Ohmsches Ge-

setz).

a) Drucken Sie die Spannungsdifferenz und den Gesamtgtdurch geeignete Integrale

aus, die die elektrische Feldstarke enthalten.
Die Kapazitat einer Anordnung von zwei Elektroden ist gemaf
C=Q/(Vi—V)

definiert, wobei Q die Ladung ist, die auf einer der Elektroderch die Potentialdifferenz

entsteht.
b) Geben Sie auch hier jeweils ein Integral zur BerechnumgyandV; — V5 an.

Zwischen zwei Elektroden sei zunachst ein Dielektrikum dat Dielektrizitatszahl ee,
angeordnet. Anschlie3end befinde sich ein leitfahiges iddtmit der Leitfahigkeits zwi-

schen den Elektroden.

c) Geben Sie das ProdukC fir den Fall an, dass beide Materialkonstanten keine Orts-

abhangigkeit aufweisen.

d) Berechnen Sie die Kapazitat eines Kugelkondensatordenit Radius-; der Innen-
elektrode und-, der Au3enelektrode, der ein Dielektrikum mit der Dieletitétszanhl

eeo enthalt.
Der Zwischenraum werde durch ein Material der Leitfahigkegrsetzt.

e) Wie grol3 ist der Widerstand zwischen den Elektroden?
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Grundlegende Gesetze der Magnetostatik

3.1 Magnetfelder von Strémen

Aufgabe 3.1.1

Aufgabe wie in der Klausur

In einem Zylinder mi) < p < aund—oo < z < o fliefdt in axialer Richtung ein Stromh
der Stromdichtg = Jo sin {z£} -.&. . Durch einen unendlich langen, koaxialen Zylinder-
mantel aus leitendem Material vom Innenradius « flie3t derselbe Strom in entgegenge-
setzter Richtung. Gesucht ist die magnetische Induktioggsamten Raum.

Zusatzfragen fiir die Ubung
a) Skizzieren Sie die Anordnung.
b) Wie lautet das allgemeine Durchflutungsgesetz in integBarstellung?

c) Ersetzen Sie die Konstanjg in der Stromdichte durch einen Ausdruck mit dem Ge-

samtstromVJ/.

d) Welche Symmetrien kdnnen hier zur LOsung verwendet wétildie sollten deshalb das

Flachen- und das Linienelement im Durchflutungsgesetz gikw&rden?

e) Wie kann das Wegintegral fir ein Kreissegment, das zwisaten Radiem; und p,

27



28 KAPITEL 3. GRUNDLEGENDE GESETZE DER MAGNETOSTATIK

sowie den Winkelr; und ¢, liegt, aufgespalten werden?

f) Was resultiert fiirB nach Auswertung ded/egintegrals¢, = 0, ¢ = 27, p; = 0 und

p2 = pim gesamten Bereich < p < b?

g) Welches Ergebnis findet man nach der Auswertungesflachenintegralsnach der

Auswertung im gesamten Bereioh< p < b fur B?

Aufgabe 3.1.2

Eine einlagige, gerade Spule mit kreisférmigen Querstf@iierschnittsradius a) nach Ab-
bildung3.1besteht ausv Windungen eines sehr diinnen Drahtes, die in Form einer &chra
benlinie gewickelt sind. Die Lange der Spuleliddie Achse der Spule mége mit der z-Achse
eines gewéahlten Koordinatensystems zusammenfallen. ik Svird von einem Strom der

Stromstarke | durchflossen.

a) Berechnen Sie die z-Komponente der magnetischen Falngediir Aufpunkte auf der

z-Achse.

b) Wie grol} ist die z-Komponente der magnetischen FlussglichMittelpunkt der Spule

beiz' =07?

Aufgabe 3.1.3

Aufgabe wie in der Klausur

Als Modell fur eine Spule mit dickem Wicklungspaket soll éaitender Zylinder dienen.
Der Zylinder hat einen Innenradiusund einem AufR3enradiusund ist wie in Abbildung3.2
angeordnet. Er erstreckt sich ven= —[/2 bisz = +1/2 . Innerhalb des Zylinders besteht
eine konstante Stromdichte #Richtung mit der Gréf3g, . Die magnetische Induktion
soll ausgehend von der integralen Schreibweise des Bi@rSahen Gesetzes berechnet

werden.
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Abbildung 3.1: Zylindrische Spule mit diinner Wicklung unetisformigen Querschnitt

Zusatzfragen fir die Ubung

a) Wie grol3 ist der Strom um dieAchse?

b) Von welchen Koordinaten ist die Anordnung unabhangig?
c) Berechnen Sie die magnetische Flussdichte aui-derhse!
d) Wie grol3 ist5 in der Zylindermitte?

e) Wie grol3 ist B in der Spulenmitte fir den Fall eines dunnen Wicklungspmaket

b = lim(a + ¢) bei J = const.?
e—0

f) Wie vereinfacht sich der Ausdruck aus d) fiir den Fall eiselsr langen Zylinderd >

a)?
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=
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Abbildung 3.2: Modell einer zylindrischen Spule mit dickafficklungspaket und kreis-

formigem Querschnitt.
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Aufgabe 3.1.4

Aufgabe wie in der Klausur
Ein hohler leitender Stab hat einen inneren Radiusnd den Auf3enradius,. Die Strom-
dichte im gesamten Stab sei konstant. Berechnen Sie dem@tsan./ durch den Stab und

die magnetische Flussdicht&im gesamten Raum.

Aufgabe 3.1.5

Aufgabe wie in der Klausur

Langs der z-Achse eines kartesischen Koordinatensystegtsrh Bereich—! < z <[ ein
linearer Leiter (Stromfaden) der L&n@g der in positiver z-Richtung von einem Strom der
Stromstarkd durchflossen wird.

Wie lautet das magnetische Vektorpotenzial und die maggteti Induktion im gesamten
Raum allgemein und fur den Sonderfall eines sehr langent&sah

Zusatzfragen fir die Ubung

a) Errechnen Sie das von diesem Strom im gesamten Raum aehntes/ektorpotenzial
A(7) und daraus die Komponenten des magnetischen InduktiolestBl(7) (. = 1o

im ganzen Raum).
b) Berechnen Si& zum Vergleich direkt Gber das Biot-Savart-Gesetz.

c) Was erhalt man fur alle Grol3en im Grenzfall sehr grol3egkétzw. furlim ¢ — co?

Aufgabe 3.1.6

Ein zylindersymmetrisches Magnetfeld wird durch zylirel@enmetrische Strome erzeugt,
die keine Komponente in Richtung der Achse haben. Gebeniga énicht notwendiger-

weise geschlossenen) Ausdruck fur das Vektorpoteﬁftiahd die magnetische Induktion
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B auf der Symmetrieachse auferhalb der erzeugenden Quetnder Voraussetzung an,
dass dort keine Singularitaten vorhanden sind. Ohne Béskting der Allgemeingultigkeit

kann diez— Achse als Symmetrieachse ukd A =0 (statische Felder) gewahlt werden.

Aufgabe 3.1.7

Aufgabe wie in der Klausur

Eine elektrische Leitung besteht aus einem kreiszylicigs Innenleiter mit Radius
(QuerschnittS;) und einem sehr dinnen koaxialen Hohlzylinder vom Inneciimesser

2b > 2a und AuRendurchmesser > 2b (QuerschnittS,). Auf den beiden Zylindern flieRen
entgegengesetzt gleich grol3e Stramé Die Leitfahigkeit des Zylindermaterials ist Die
Achsen der Zylinder sind mit derAchse eines Koordinatensystems identisch. Im Ursprung
des Koordinatensystems wird die Spanndhgwischen Innen- und Auf3enleiter gemessen.
Gesucht ist die magnetische Feldstarke im gesamten Raum.

Zusatzfragen fiir die Ubung

a) Skizzieren Sie die Anordnung im Quer- und Langsschnigi-(und z-z-Ebene).
b) Welche Stromdichte herrscht jeweils im Innen- und AuBicei?

c) Wie lautet die Integralform des Ampere’schen Gesetzes?

d) Was folgt firH im gesamten Raum?

Aufgabe 3.1.8

Aufgabe wie in der Klausur

Ein unendlich langes, gerades, sehr dinnes Leiterbandrdite Bz liege langs des Streifens
—a<z<a, y =0, —o0 <z < oo

In diesem Leiterband flie3e ein Strom der Stromstéfke positiver z-Richtung. Die ma-

gnetische Flussdichte soll allgemein sowie naherungeweider Nahe des Ursprungs und
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weit entfernt vom Band bestimmt werden.

Hinweise zur Losung:

1 x
——dr=—F—— B206
/ V$2+a23 a?v/x? + a2 ( )
arctan { £} fur Vorzeichen ,+*
1 1
/ 2 dr = Artanh {2} =3In {&£2} fir Vorzeichen ,-‘und|z| < a

Arcoth {%} = %ln {i—fg} fur Vorzeichen ,-“und|z| > a
(B57)

Zusatzfragen fir die Ubung
a) Skizzieren Sie die Anordnung mit einem beispielhafteelpunktr’ und Aufpunktr.

b) Wie lautet die magnetische Flussdichte am Punkt allgemeiner integraler Darstel-

lung?

c) Wie lautet die Darstellung der Stromdichteverteilyhainter der Voraussetzung einer

homogenen Stromdichig im Leiterband? Welche Grél3e hg?

d) Wie lautet” — 77 in kartesischen Koordinaten?

e) Werten Sie das Kreuzprodukt im Zahler des Integranden aus

f) Fuhren Sie die Integration zunéchst Uperdann Gber’ aus.

g) Wie groR ist die Komponentd, von B nach Auswertung des Integrals?
h) Wie grof3 ist die Komponentg, ?

i) Wie grol3 ist die Komponent8,?
Grenzfalle:

k) Es sollen Aufpunkte nahe dem Ursprung untersucht weasa,fir Punkte
p? = 2% + y2 < a2. Driicken SieB mit Zylinderparameterns ¢, z) aus. Welche Nahe-

rungen konnen fuB, und B, angegeben werden?
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) Fiir Aufpunkte weit entfernt vom Streifeny > a2) ist B zu berechnen. Wie vereinfa-
chen sich die Komponentds, und B, ? Welche andere Stromverteilung hat das gleiche

Magnetfeld?

3.2 Krafte magnetischer Felder

Aufgabe 3.2.1

In einem supraleitenden Magneten wird die Flussdioﬁterzeugt. Der Strom durch die
Windungen des Magneten it Welche Kraft pro Langeneinheit wirkt auf die einzelnen
Drahte? Nehmen Sie an, daBsauch im Wicklungspaket des Magneten vorherrscht. Die

Wicklungsrichtung kann orthogonal zum erzeugten Magieedagenommen werden.

Aufgabe 3.2.2

Ein Flugzeug fliegt mit der Geschwindigkeit= 500 km/h genau in Richtung zum magne-

tischen Nordpol. Das vertikale Magnetfeld betragt 5-107° T.
a) Welche elektrische Feldstarke wird an Bord des Flugzenegsbar?

b) Welche Spannung herrscht zwischen den Fligelspitzetebb&pannweit® = 50 m?

Aufgabe 3.2.3

Die magnetische Kraft auf das schraffiert gezeichnete tstitek der Anordnung im unten-
stehender Abbildun@.3 soll berechnet werden. Die Querschnittsdimensionen désrke

seien vernachlassigbar.
a) Wie lautet die Lorentzkraft?

b) Wie lautet die Stromdichte in den einzelnen Leiterstacke
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c) Welche magnetische Flussdichte wird von den Leitergtfidkn schraffierten Bereich

erzeugt?

d) Welche Gesamtkraft wirkt auf den schraffierten Bereich?

b

A
h 4

A
v

Abbildung 3.3: Anordnung einer unendlich ausgedehntetetsshleife. Die Kraft auf das

schraffierte Leiterstiick ist unter der Voraussetzdnrg b gesucht.

Aufgabe 3.2.4

Aufgabe wie in der Klausur

Im Ursprung eines kartesischen Koordinatensystems befsnclein der Ebene = 0 eine
vom Strom/; durchflossene kreisférmige Leiterschleife vom RadiuSntlang der Geraden
(y,z) = (—b,0) mitb > a liegtein unendlich langer linearer Leiter, der seinessg#n Strom
1, tragt. Der Strom/; an der Stelley = —a ist mit I; gleichgerichtet. Die Permeabilitat ist
1 = pp Im ganzen Raum. Wie grol3 ist die Krdft die auf den geraden Leiter wirkt?

Zusatzfragen fir die Ubung

a) Skizzieren Sie die Anordnung.
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b) Wie lautet die Lorentzkraft in allgemeiner Darstellung?

c) Welche Grol3e hat das Magnetfeld des geraden Leiters iBlure: = 07?
d) Wie lautet die Stromdichtgim kreisférmigen Leiter?

e) Welche Kraft wirkt auf den kreisférmigen Leiter?

f) Wie groR ist die Kraft¥, die auf den geraden Leiter wirkt?

Aufgabe 3.2.5

Das Barlow’sche Rad besteht aus einer kreisrunden Sclikéaym einen an der Achse und
zum anderen an einem Punkt am Rand einen elektrischen Aissdbésitzt. Die Anschlis-
se sind so ausgelegt, dass sie eine Drehbewegung mdgliengl nemmen (zum Beispiel
Uber die Achslagerung und einen Flissigkeitskontakt (&aider) am Rand). Unter dem
Einfluss eines homogenen Magnetfeld&parallel zur Achse wirkt bei Stromflugsdurch

die Kontakte ein Drehmoment auf die Scheibe. Berechneni&i@dlRe des Drehmoments.

Aufgabe 3.2.6

Aufgabe wie in der Klausur

In der z-y-Ebene ist eine elliptische Leiterschleife angeordnethevalie Halbachsen in
Koordinatenrichtung weisen. Die Lange der Halbachseragetia in z-Richtung und in
y-Richtung. Die Leiterschleife werde in mathematisch pesitDrehrichtung vom Strond
durchflossen und befinde sich in einem homogenen MagnéifetdB - ¢,. Welches Dreh-
moment wirkt auf die Schleife?

Zusatzfragen fiir die Ubung
a) Skizzieren Sie die Anordnung in dety-Ebene.
b) Parametrisieren Sie den Ortsvektor flr Punkte auf ddetsahleife.

c) Wie lautet der Ausdruck fir die Lorentzkraft auf ein Lestgick der Lange €
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d) Wie lautet der Ausdruck fur das Drehmoment um den Schwektpder Leiterschleife,
das vom Stiick éiherriihrt?

e) Wie lautet der Integralausdruck fur das Drehmoment deaigéen Leiterschleife?

f) Werten Sie das Kreuzprodukt im Integranden aus und bestinSie komponentenweise

das Drehmoment.
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Kapitel 4

Magnetostatik

4.1 Magnetisches Vektorpotenzial

Aufgabe 4.1.1

Eine Helmholtzspule besteht aus zwei ebenen kreisformigperen mit derselben Spulen-
achse. Sie wird z.B. zur Bestimmung des Verhaltnisses vatuhg zu Masse geladener
Teilchen (z.B. Elektron: e/m- Versuch) verwendet. Der Abstder Spulen betrage ihr
RadiusR. Die Spulen haben beid® Windungen und werden gleichsinnig vom Strdm
durchflossen. Welche FlussdichEeentsteht auf der Achse und genau in der Mitte der Helm-

holtzspule? Nehmen Sie an, dass der Durchmesser des Sgirsdvernachlassigbar ist!

Aufgabe 4.1.2

Aufgabe wie in der Klausur

Ein sehr langes, gerades Koaxialkabel (Innenleiter: RalliyAul3enleiter: InnenradiuBs,
AulRenradiusis) wird von dem stationaren Strothdurchflossen. Der Stromfluss ist in den
beiden Leitern entgegengesetzt zueinander. Die Leitf&ftign Innen- und Aul3enleiter ist

0o. Berechnen Sie die magnetische Feldstarke im gesamten.RRaurBerechnung soll die

39
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z— Achse des Zylinderkoordinatensystems im Zentrum des Ieiters liegen.

Zusatzfragen fir die Ubung
a) Skizzieren Sie die Anordnung.

Die Stromdichten im Innen- und AuRenleiter sind gegeberthlyr = j.-¢, und 7, =
i E
b) Berechnen Si¢. undj, unter der Voraussetzung, dass die Stromdichte in beidearbei

homogen ist.

c) Berechnen Sie das magnetische Vektorpotenzider einzelnen Teilbereiche aus der

Poissongleichung fud.
d) Wie lauten die Randbedingungen fairund A an den einzelnen Grenzflachen?
e) Wie lautet das Vektorpotenzi&im gesamten Raum?

f) Berechnen Sie die magnetische Feldstarke im gesamtem Rau

Aufgabe 4.1.3

Aufgabe wie in der Klausur

Zwei parallele, inz-Richtung unendlich ausgedehnte Leiter werden von eineontt als
Hin- und Ruckleiter durchflossen. Der in positiRichtung flieRende Strom ist bei= g,
der andere bet = —g. Die Querschnittsabmessungen der Leiter sind vernacpbisklein.
Wie groR ist das magnetische Vektorpotenziaind die magnetische FlussdicHi®

Hinweise zur Losung:

1 T
= dr= ’ il — V72 + g2
/ — dz Arsmh{a}—i-Cl ln{x+ x +a}+02 (B192)

x (B206)

1 T
- =
/ Vel t a2 a*Va? + a?

Zusatzfragen fir die Ubung
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a) Skizzieren Sie die Anordnung.

b) Wie lautet der Zusammenhang von elektrischer Stromelichtt magnetischem Vektor-

potential in integraler Schreibweise?
c) Parametrisieren Sie die elektrische Stromdichte.

d) Wie lautet die Stammfunktion fiid? (Setzen Sie die Integrationsgrenzen 4linoch

nicht ein!)
e) Welchen Wert nimmt die Stammfunktion ftir= —occ an?
f) Welchen Wert nimmt die Stammfunktion fit = co an? Wie lautet damit das Ergebnis?

g) Berechnen Si& ausA.

Alternativen zur Berechnung von B (gehdrt nicht zur Aufgabe):

Berechnung der magnetischen Flussdichte tGber Biot Savart
h) Berechnen Sié im gesamten Raum mit Hilfe des Biot-Savart- Gesetzes.
Direkte Uberlagerung der magnetischen Induktion zweisrBtiden

i) Wie lautet die magnetische Induktion eines Stromfadevesyn man Zylinderkoordi-
naten benutzt? Wie lautet die Darstellung in kartesischeor#inaten? Wie lautet die

Uberlagerung?

Aufgabe 4.1.4

Berechnen Sie die magnetische FlussdidghtEnes geraden Stromfadens der Langdurch

den der Strond fliel3t.
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4.2 Magnetfelder begrenzter Stromverteilungen

Aufgabe 4.2.1

Berechnen Sie die magnetische Flussdidhteines sehr langen geraden Leiters, durch den

der Strom/ fliel3t. Der Leiter wird jetzt zu einer Schleife mit dem Radiigebogen.

a) Wie grol3 ist die Flussdichte im Zentrum der Schleife?

b) Wie grof3 istB an einem beliebigen Ort in der Ebene der Schleife?

Aufgabe 4.2.2

Auf einer Leiterplatte fliel3t der Strorth Das magnetische Vektorpotenti&lin integraler
Schreibweise ist fur den Fall gesucht, dass der Strom bei0 in der z-y-Ebene im Kreis
mit RadiusR flief3t.

a) Skizzieren Sie die Anordnung. Der Ursprung des Koordimsjgstems liege im Mittel-

punkt der Leiterschleife. Die Kreisachse ist parallel zRichtung.

b) Geben Sie die Stromdichfén Zylinderkoordinaten an. Verwenden Sie Einheitsvektore

des Aufpunktes und zylindrische Parameter.

c) Werten Sie das Integral fid bis auf die¢’-Komponente aus. Wie hangf von der

Azimutalkomponente ab?

Das Vektorpotential kann bei quadratischer Stromfuhr@egténlange) geschlossen ange-

geben werden.

d) Skizzieren Sie die neue Anordnung. Auch hier liege derrdmatenursprung in der

Mitte. Die Kanten des Quadrates sind parallel zuundy-Achse.
e) Geben Sie die Stromdichte an.

f) Wie lautet die Lésung fur?
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g) Zur abkirzenden Schreibweise konnen die Vektoren vonpénkt in die Eckpunkte
des Quadrats herangezogen werden. Welche Betidgs r, haben die Vektoren? Wie

lautet A mit diesen Werten?

h) Zur Berechnung voit werden die Ableitungen vonry bisr, nachz, y und z bendtigt.

Wie lauten die Ableitungen?

i) Wie lautet3? Wie groR istB auf derz-Achse?

Aufgabe 4.2.3

Am magnetischen Nordpol der Erde verlauft das Magnetfeltikad und hat die Starke
B(= 6.2-107° T). An der Erdoberflache und auRRerhalb der Erde gleicht dagnitéeld

anndhernd dem Magnetfeld eines Dipols im Erdmittelpunkt.

a) Wie grof3 ist das magnetische Dipolmoment (Erddurchme$se14000 km)?

b) Welche Starke miisste ein um den Aquator flieRender Straranhalamit er ein Di-

polmoment gleicher Gro3e erzeugte?

Aufgabe 4.2.4

Auf der Oberflache einer Kugel vom Radidsist die Ladung) gleichmalRig verteilt. Die
Kugel rotiert mit der Winkelgeschwindigkeit . Bestimmen Sie die magnetische Induktion

innerhalb der Kugel auf der Rotationsachse.

Aufgabe 4.2.5

Im freien Raum ist wie in Abbildung.1eine geschlossene Leiterschleife langs einer Kurve

C angeordnet. Dieser Stromfaden wird von einem Strom deké&talurchflossen.
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a) Geben Sie einen Ausdruck fur das magnetische Dipolmodee#tnordnung an. Ma-
chen Sie dabei den Ubergang von einer raumlichen Stronadi¢hy zu einem gerich-

teten Strom der Starke.

b) Berechnen Sie mit Hilfe der Losung aus Aufgabenteil a)Bletnag des magnetischen

Dipolmoments.

c) Die Stromdichte werde nunmehr duréh bewegte Punktladungen der Grogdeam
Ort7;(t) hervorgerufen, wobei die Ladungen die Geschwindigkeltesitzen. Geben
Sie fUr diesen Fall einen Ausdruck fur das magnetische Dipaient an. Vergleichen

Sie dieses Ergebnis mit dem Drehimp[fLs: m; - 7; X v; eines Teilchens.

d) Berechnen Sie mit dem Ergebnis aus c) das magnetische Mames Elektrons,
welches sich auf einer Kreisbahn mit dem Radigsm ein Proton bewegt (Bohrsches

Magneton).

—y
Q

di(r")

Abbildung 4.1: Geschlossener elektrischer Stromfadenyde einem Strom der Starke

durchflossen wird



4.2. MAGNETFELDER BEGRENZTER STROMVERTEILUNGEN 45

Aufgabe 4.2.6

In dery — z— Ebene befindet sich eine Leiterschleife mit dem Radiusmd Widerstand
R. Ihr Mittelpunkt liegt im Ursprung des Koordinatensysterims Punkt(d, 0,0)7 ist ein
magnetischer Punktdipol mit konstantem Dipolmomént= (m,0,0)”. Gesucht ist der
Strom im Kreisring, wenn der Dipol mit konstanter Geschvigheit v auf derz— Achse in
Richtung der Leiterschleife bewegt wird.

Nehmen Sie zur Losung dieser Aufgabe an, dass die Beweguaggsam verlauft, dass das
Magnetfeld durch das Feld eines statischen Dipols angenakeden kann. Die Bewegung
beginnt zum Zeitpunkt = 0.

Zur Berechnung des Stroms wird die induzierte Spannung img Benétigt. Diese folgt aus

dem elektrischen Feld im Ring, welches aus dem magnetisdtidorpotenzial resultiert.

a) Skizzieren Sie die Anordnung. Der Ursprung des Koordimsjgstems liege im Mittel-

punkt des Ringes.

b) Wie lautet der Zusammenhang zwischHénind A? Statische elektrische Potentiale wer-

den nicht bertcksichtigt.
c) Wie lautet das magnetische Vektorpotenzial des Dipol©ander Leiterschleife?
d) Wie lautet die Zeitabhangigkeit des Vektatzum Dipol?
e) Berechnen Sie die induzierte Spannihgnd den daraus im Ring flieRenden Strom

Wird der Ring auf den ruhenden Dipol zu bewegt, fliel3t dercfjleiStrom wie vorher. Zur

Berechnung eignet sich hier die Lorentzkraft.

f) Wie lautet die Lorentzkraft auf einen Ladungstrager inalif? Beachten Sie, dass kein

auReres elektrisches Feld herrschen soll.

g) Die auf die Ladungstrager wirkende Kraft treibt den Strdurch den Ring. Welche

GrolR3e hat die dazu gehdrende aquivalente elektrischet&d £, ?

h) Welche GroRe hat die magnetische Indukiimiie die Lorentzkraft im Ring hervorruft?

Was resultierte daraus fiit; ?
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i) Berechnen Sie die induzierte Spannung im Ring und derudaesultierenden Strom.

4.3 Magnetisierbare Materie

Aufgabe 4.3.1

Eine Kugel vom Radiug ist gleichformig inz— Richtung magnetisiert. Die Magnetisie-

rungsdichte ist\/,.

a) Berechnen Sie das magnetische Vektorpotential im gesaRdum.

b) Welche Grol3e haben die magnetische FeldstArked die Induktion3 im gesamten

Raum?

c) Vergleichen Sie die Richtungen vahund H. Welcher Unterschied existiert zur L6-

sung furE und D der homogen polarisierten Kugel?

4.5 Randwertprobleme der Magnetostatik

Aufgabe 4.5.1

Berechnen Sie mit Hilfe des Poisson-Integrals das magietiBotentiad,, (i) einer Kugel
im freien Raum, die eine homogene Magnetisierung in z-Riofpttragt (Abbildungd.?2),
fiir Punkte auBerhalb der Kugel. Die Magnetisierung wirdctut/ = M, - 0,0 ,1)T

beschrieben.
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X,y

v

Abbildung 4.2: Homogen magnetisierte Kugel im freien Raum
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Kapitel 5

Spezielle Losungsmethoden

5.1 Ldsungsmethoden flr die Laplacegleichung mit Ortho-

gonalentwicklung

Aufgabe 5.1.1

Ein in y-Richtung unendlich langer, geerdeter Hohlleitér iachteckformigem Querschnitt

schliel3t wie unten dargestellt das Volumen

ein. Im Bereich—b < z < 0 hat das eingeschlossene Medium die Dielektrizitatszah)
im Bereich0 < z < b gilt ¢ye;. In der Trennflaichee = 0, 0 < = < «a befindet sich
eine in der y-Richtung unendlich ausgedehnte und unendiicne Folie mit der konstanten

Flachenladungsdichig;.
a) Wie wirkt sich die unendliche AusdehnungiifRichtung aus?

49
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Abbildung 5.1: Rechteckhohlleiter mit Flachenladungn der Ebene: = 0
b) Wie lautet der Ansatz fir das Potentialim Bereich 1 ¢ > 0)? Verwenden Sie einen
Ansatz, der moglichst viele Randbedingungen bereitslerful
c) Wie lautet der entsprechende Ansatz fir das Potelitiah Bereich 2 ¢ < 0)?
d) Wie lauten die Randbedingungen firund £ bei z = 0?
e) Wie lautet das Potential im gesamten Hohlleiter?

f) Welche GroR3e hat die Oberflachenladung auf der Wandflaeheb b ?

Aufgabe 5.1.2

Auf der Oberflache des durch

o
IN

R

IN

a und

z <1

|
IN
IN

definierten kreiszylindrischen Volumens sei die folgend&eRzialverteilung vorgegeben:

V=0 fir z=4] und 0<R<aqa
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V:%'COS<7;_;> fir -1 <z<!l und R=a

Zur Berechnung des elektrostatischen Potentials innerthes oben definierten Volumens
geht man von der allgemeinen L6sung der Laplace-Gleichaitylinderkoordinaten aus!

Dabei ist es praktisch, Funktionen mit komplexen Argumezie zuzulassen.
a) Skizzieren Sie die Anordnung.
b) Wie lautet der allgemeine Ansatz fur das Potential im ztydir?

c) Berechnen Sie die Koeffizienten im Potenzialansatz nifeHier Orthogonalitatsrela-

tionen. Beginnen Sie mit der Umfangskomponente.

d) Wie lautet das Potential im gesamten Zylinder?

Aufgabe 5.1.3

Auf der Oberflache des durch

und

o
IN
=
IN
S

L
IN
IS
IN

definierten kreiszylindrischen Volumens sei die folgend&eRzialverteilung vorgegeben:

V=0 fir z=4] und 0<R<q
Tz

V:‘/O-COS(g) fir -1 <z<!l und R=a

Zur Berechnung des elektrostatischen Potentials innerdhet oben definierten Volumens
geht man von der allgemeinen Losung der Laplace-Gleichartylinderkoordinaten aus!

Dabei ist es praktisch, Funktionen mit komplexen Argumezie zuzulassen.

a) Skizzieren Sie die Anordnung.
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b) Wie lautet der allgemeine Ansatz fur das Potential im ztyéir?

c) Berechnen Sie die Koeffizienten im Potenzialansatz nifeHier Orthogonalitatsrela-

tionen. Beginnen Sie mit der Umfangskomponente.

d) Wie lautet das Potential im gesamten Zylinder?

Aufgabe 5.1.4

In ein ursprunglich homogenes Feld = (Ey,0,0)T wird ein Kreiszylinder vom Radius
R mit der relativen Dielektrizitatszahl eingebettet. Die Achse des Zylinders weist:in

Richtung. Bestimmen Sie das elektrische Feld im gesamtamRa

Aufgabe 5.1.5

Im freien Raum ist eine kugelformige Flachenladung mit deadiRsr = r, angebracht.

a) Berechnen Sie das Potential der Ladung im gesamten RaudefiFall, dass die

Flachenladung durch eine Punktladung Q am(@ytd,, po )k gegeben ist! Verwenden

Sie den Potenzialansatz mit Kugelflachenfunktionen!
b) Wie lautet die Greensche Funktion des freien Raums in Kogedinatendarstellung?

c) Wie kann das Potential bei beliebiger Ladungsverteilimgreien Raum mit der

Greenschen Funktion aus Teil b) angegeben werden?

d) Ermitteln Sie aus dem Vergleich der Greenschen Funktiddugelkoordinaten und

kartesischen Koordinaten die Darstellunglfiir- 7| ~! nach Kugelflachenfunktionen!

Aufgabe 5.1.6

In einem Kupferleiter befindet sich ein Lunker, der klein geglie Abmessungen des Lei-

ters ist. Der Lunker wird hier in erster Naherung als Kugel RadiusA beschrieben, die
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sich in einem unbegrenzt ausgedehntem Leiter der Leitt&ftig befindet. In sehr grol3er
Entfernung von dem Hohlraum verlauft der Strom homogen-rRichtung. Berechnen Sie
die elektrische Feldstarke in der Umgebung des Lunkersw{kis: Dies Problem lasst sich

auf eine Fragestellung aus der Elektrostatik zurtickfiipren

Aufgabe 5.1.7

Im Ursprung eines Koordinatensystems befindet sich nactbB2leine Metallkugel mit dem
Radiusa. Die Kugel ist geerdet. Sie befindet sich in einer dielektren Hohlkugel mit der
relativen Dielektrizitatszahd;.lhr Innenradius ist. und der Au3enradius Im Aul3enraum
liegt ein elektrisches Feld an, das in grof3er Entfernungdnardnung ungestﬁnﬁ = Fye,

ist.

Abbildung 5.2: Dielektrische Hohlkugel um eine geerdeteddflkugel. Das skizzierte elek-
trische Feld soll von der Anordnung ungestort sein.

a) Welche Grol3e hat das radiale Feld in gro3er EntfernunglgnAnordnung?

b) Wie hangt das Potential vom Winkélab?

c) Wie lauten die Randbedingungen fur die Felder bzw. Patiendauf der Metallkugel,

an der Oberflache der dielektrischen Kugel und im Fernfeld?
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d) Berechnen Sie das Potential in allen Raumgebieten. Vietere Sie dafur Kugelfla-

chenfunktionen.

Aufgabe 5.1.8

Ein Zylinder mit dem Durchmessenr 2st paraxial zurz-Achse eines Koordinatensystems
angeordnet. Der metallische Mantel und der Deckelzbeil sind geerdet. Am Boden bei

z = ( ist das Potential
V=3 {90135} -cos {¢ — o}

eingepragt, wobei 3 die 3. Nullstelle der Besselfunktion 1. Ordnung ist.

a) Skizzieren Sie die Anordnung.

b) Welche Differentialgleichung kann fur das Potentialegepen werden?

c) Wie lautet der vollstandige Losungsansatzifix

d) Was resultiert fip = 0 fur die Koeffizienten?

e) Was folgt aus der Randbedingung pet « fir eine der Separationskonstanten?
f) Was folgt aus der Randbedingung bei [?

g) Was folgt aus der Randbedingung bek 07?

h) Welche Grol3e haben die Produkte der verbleibenden Kieeffen?

i) Wie lautet die Losung voiY unter Beriicksichtigung der errechneten Ergebnisse?

k) Wie lautet die vollstandige L6sung flif?

Aufgabe 5.1.9

Im folgenden wird ein Viertelzylinder betrachtet, d.h. &ylinder, dessen Grundflache nur

aus einem Viertelkreis besteht. Die eine Stirnseite degal&ylinders, dessen Achse mit der
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z-Achse zusammenfallt, liege im ersten Quadrantenegdloordinatensystems bei= 0.
Der Viertelzylinder dehne sich in positiveRichtung aus. Er habe den Radiusind die
Langel.

Auf der Stirnseite bet = 0 habe der Zylinder das Potentid). Ansonsten seinen alle Seiten

geerdet.
a) Skizzieren Sie die Anordnung.

b) Erganzen Sie die Anordnung zu einem Vollzylinder. Hiléie spiegeln sich die Ober-

flachenladungen der Stirnseite an den Kanten des Vierietigis?
c) Stellen Sie die notwendigen Differentialgleichungeh au
d) Wie lautet der allgemeine Losungsansatz?
e) Was resultiert fip = 0 fur die Koeffizienten?
f) Was folgt auso = « flr eine der Separationskonstanten?

g) Durch geeignete Translation verschwindet eine der betdmktionen vorr. Wie lautet

die Transformation und welche Funktion verschwindet?

h) Welche Randbedingungen gelten an den Randflachen desl¥#inders? Was folgt
daraus fur die Koeffizienten derAbhangigkeit?

i) Wie lautet der vereinfachte Lésungsansatz?
k) Entwickeln Sie die Koeffizienten nach
[) Entwickeln Sie soweit mdglich die Koeffizienten nach

m) Wie lautet die vollstandige L6sung?

Aufgabe 5.1.10

Im folgenden wird ein ladungsfreier Viertelzylinder betnget, d.h. ein Zylinder, dessen

Grundflache aus nur einem Viertelkreis besteht. Seine Afétismit der z-Achse zusammen
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und die Stirnseiten liegen im ersten Quadranterdggd<oordinatensystems. Der Viertelzy-
linder dehnt sich in positive-Richtung aus. Er hat den Radiusind die Langé.
Auf der Stirnseite bet = 0 hat der Zylinder das Potentig} = C - x - y, die anderen Seiten

sind geerdet.

a) Skizzieren Sie die Anordnung.

b) Wie lautet das Potentid&l- unter Verwendung von Zylinderparametern?
c) Wie lautet der vollstandige Losungsansatziftin einem Vollzylinder?

d) Wahlen Sie eine geeignete Untermenge deryahangigen Funktionen, die die Rand-
bedingungen bep = 0 undyp = 7 /2 erfillen.

e) Bildet diese Untermenge ein vollstéandiges Orthogoisésy im Bereictl) < ¢ < 7/2?

f) Durch geeignete Translation verschwindet eine der lmekdenktionen vorx. Wie lautet

die Transformation und welche Funktion verschwindet?
g) Wie lautet der vollstandige Losungsansatziftin dem Viertelzylinder?
h) Entwickeln Sie die Koeffizienten nagh
i) Entwickeln Sie die Koeffizienten nagh
k) Wie lautet die vollstandige L6sung?

Formeln zur Besselfunktion:
/anrl Jn(x) dr = anrl Jn+1(37)

/x‘”“ Jn(x)de = e Jn_1(x)

Aufgabe 5.1.11

Zeigen Sie, dass fur die Entelektrisierungsfaktoleriner unendlich ausgedehnten Platte
bzw. eines unendlich langen geraden Kreiszylinders gilt

€ — €q

Nplatte = m,
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1 ¢ —e¢,

N, inder — 5/ 1\
Alind 2¢€,(6; — 1)

wenn diese aus einem Material der relativen Dielektrigitdhle; bestehen und sich in einem
Raum mit der relativen Dielektrizitatszahl < ¢; befinden. Das aul3ere elektrische Feld sei

senkrecht zur Platte bzw. zur Zylinderachse gerichtet.

5.2 Die Spiegelungsmethode

Aufgabe 5.2.1

Die Greensche Funktiofi{, '} fur den Halbraum: > 0 soll bestimmt werden.
a) Skizzieren Sie die Anordnung.

b) Wie lautet das Potential im Halbraum™> 0 bei beliebiger Anordnung der Quellladung?

Verwenden Sie die Spiegelungsmethode.

c) Wie lautet die Greensche Funktion?

Aufgabe 5.2.2

Das Potenzial eines elektrischen Dipgls= p.€x + p,€, mit der Ausdehnungﬂ, der sich
am Punktr, im Abstanda < ||cf|| vor einer ebenen, geerdeten Metalloberflache befindet,
soll bestimmt werden. Die Metallflache befindet sich bet 0, der Dipol ist im positiven
Halbraumz > 0. Wahlen Sie das Koordinatensystem so, dass sich eine rhégémfache

Darstellung fur-, ergibt.

a) Wie lauten das Potenzig] und das elektrische Feld, des Dipols ohne die Metallplatte

im positiven Halbraum? Geben Sie eine Naherund{ir- 7| > |d| an (Punktdipol).

b) Konstruieren Sie zu dem gegebenen Djpalen Bilddipolp;,. Geben Sie den Off, des

Bilddipols in vektorieller Schreibweise an.

c) Wie lautet die vektorielle Darstellung fur den Bilddigg| ?
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d) Bestimmen Sie das Gesamtpotenkiél} im positiven Halbraum mit der Naherung aus

a).
e) Wie groB ist das elektrische Feltim positiven Halbraum?

f) Geben Sie die Oberflachenladungsdicht&™} an, die als Folge des Dipojs auf der

Metalloberflache influenziert wird.

Aufgabe 5.2.3

Im freien Raum ist eine ideal leitfahige ungeladene metzie Hohlkugel angebracht. Ihr
AulRenradius séi, der Innenradius.

Die Hohlkugel sei zunachst geerdet. Eine Punktlad@ngird in den Abstand: > b zum
Kugelmittelpunkt gebracht.

a) Skizzieren Sie die Anordnung. Welche Ladungsmenge thefddie Hohlkugel? Welche
Ersatzladungsverteilung erzeugt das gleiche Potenzi&aomm aufRerhalb der Kugel?

Wie grol3 ist die Kraft, die auf die Punktladung wirkt?
Die Kugel sei nun isoliert aufgehangt.

b) Wie groR3ist nun die Ladung der Kugel, wenn wieder die Pladking() nachc gebracht
wird? Erweitern Sie die Ersatzladungsverteilung aus ajjass die Randbedingungen

erfullt werden. Wie grol3 ist die Kraft adp jetzt?

Aufgabe 5.2.4

Die Ebene: = 0 sei die Grenzflache des geerdeten metallischen Halbraums Langs der
z-Achse liegtim Abschnitd < z < ¢ eine Linienladung der konstanten Linienladungsdichte

or.. Gesucht ist das elektrostatische Potential im Halbrausm) mit ¢ = «,.

a) Skizzieren Sie die Anordnung.
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b) Wie lautet das Potential einer Linienladung im freien R&uVerwenden Sie das
Coulomb-Integral und suchen Sie zunachst nur eine Stankiium

c) Skizzieren Sie eine Ersatzladungsverteilung im freianmR, die das gleiche Potential

wie die Linienladung vor der Metalloberflache erzeugt.
d) Wie lautet das Potential im Raum> 0?
e) Wie lautet die Oberflachenladungsdichte auf der Metalfitdche?

f) Welche Oberflachenladungsdichte stellt sich im Falk oo auf der metallischen Grenz-

flache ein?

Aufgabe 5.2.5

Der Raum ist firz > 0 mit einem Medium der Dielektrizitatszahi, fir x < 0 mit einem
Material der Dielektrizitatszahl, gefullt. Auf derz-Achse befindet sich eine Punktladung

Qo beiry = (z0,0,0)T mitzy > 0. Die Trennflache zwischen beiden Medien ist ladungsfrei.

a) Skizzieren Sie die Anordnung.

Fur die Berechnung des Potentials im Bereiclx X 0) wird bei x = —z, eine Spiegella-
dung@, angenommen. Entsprechend verfahrt man fir das PotentiBeneich 2 ¢ < 0),

d.h. es wird beir = x; eine Ladungy); angenommen.

b) Wie lautet das Potentid, bzw. V5 in den Bereichen 1 bzw. 2 unter der jeweiligen An-

nahme der virtuellen Ladung, bzw. Q;?
c) Wie lauten die Stetigkeitsbedingungen filund £ an der Grenzflache = 0?

d) Bestimmen Sie die GroRRen, x4, ()1 und (), aus den Stetigkeitsbedingungen unter der

Annahme, dass die Grof3en von den Koordinaten des Aufpurikieabhéngig sind.

e) Wie lautet das Potential im gesamten Raum?

f) Berechnen Sie das elektrische Feld im gesamten Raum.
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Aufgabe 5.2.6

Der Raum ist flre > 0 mit einem Medium der Dielektrizitatszahi, fir z < 0 mit einem
Material der Dielektrizitatszahl, gefullt. Auf derz-Achse befindet sich eine Punktladung

Qo beiry = (z0,0,0)T mitz, > 0. Die Trennflache zwischen beiden Medien ist ladungsfrei.
a) Skizzieren Sie die Anordnung.

Fur die Berechnung des Potentials im Bereiclx X 0) wird bei x = —z, eine Spiegella-
dung@, angenommen. Entsprechend verfahrt man fir das PotentiBeneich 2 ¢ < 0),

d.h. es wird beir = x; eine Ladungy); angenommen.

b) Wie lautet das Potentidl; bzw. V5 in den Bereichen 1 bzw. 2 unter der jeweiligen An-

nahme der virtuellen Ladung, bzw. Q;?
c) Wie lauten die Stetigkeitsbedingungen fiund E an der Grenzflache = 0?

d) Bestimmen Sie die GroRRen, x4, ()1 und (), aus den Stetigkeitsbedingungen unter der

Annahme, dass die Grél3en von den Koordinaten des Aufpurikbeabhéngig sind.
e) Wie lautet das Potential im gesamten Raum?

f) Berechnen Sie das elektrische Feld im gesamten Raum.

Aufgabe 5.2.7

Zwei in z— Richtung unendlich ausgedehnte metallische Zylinder rait Achsenlagen
(d/2,0) bzw. (—d/2,0) und den Radiem?; < d/2 bzw R, < d/2 befinden sich auf den
konstanten Potentialeri, = 0 bzw. 1, = Vj,. Das Potential im gesamten Raum auf3erhalb
der Zylinder soll mit Hilfe der Spiegelungsmethode berethmerden(s = 1). Daflr wird

jeder Zylinder durch eine achsparallele Linienladungtetse

a) Zeichnen Sie die Ersatzladungsanordnung und berecheeheSGroRe der Ersatzli-

nienladunger;; und o, sowie ihre rAumliche Lagér; , v1) , (z2, y2) -

b) Berechnen Sie die Potenzialverteilung im Raum auRedeiZylinder.
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c) Welche Flachenladungsdichte tragen die Zylinder?

d) Wie grol3 ist die langenbezogene Kapazitat der Anordnung?

Aufgabe 5.2.8

In der Hoheh oberhalb des Mittelpunktes einer ideal leitenden, geerdi€tigel vom Durch-
messelD; befindet sich eine kreisformige Linienladungvom Durchmesseb, > D,. Die
Achse der Linienladung verlauft durch den Mittelpunkt deigi€l. Der Ursprung eines Zylin-
derkoordinatensystems sei so gewahlt, dass er im Mitt&lgler Kugel liegt. Diez— Achse

verlaufe durch den Mittelpunkt der Linienladung.

a) Geben Sie eine Ersatzladungsverteilung an, durch di¢/alieing der Kugel auf das

elektrische Feld berlcksichtigt werden kann.
b) Berechnen Sie das resultierende Feld der Anordnung auf-déchse.

c) Es gelteh = 0. Geben Sie alle Nullstellen der Feldstarke auf derAchse innerhalb

und aulRerhalb des Kugelbereichs an.

Aufgabe 5.2.9

Ein unendlich langer geradliniger Leiter mit dem konstaré&rom! ist im Abstand: paral-
lel zur Trennebene zweier Medien mit den Permeabilitateind ., angeordnet. Berechnen
Sie die magnetische Induktion der Anordnung. Die Aufgalvekarmal genauso geldst wer-
den wie (4.7.5). Verwenden Sie die dort ermittelten Ergefmunter Beriicksichtigung der
Dualitat zwischen elektrischem und magnetischem Feld Iggie Bildladungen— Bild-

strome).

a) Skizzieren Sie die Anordnung. Welche Ersatzladungskmmygen konnen zur Berech-
nung der Felder in den Bereichenid ¥ 0) und 2 ¢ < 0) herangezogen werden (Skiz-

zen)?
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b) Wie lautet das Magnetfelf! eines Stromfadens im freien Raum? Der Stromfaden ist in
z-Richtung orientiert und befindet sich im Ursprung des Kamatensystems. Verwen-

den Sie kartesische Koordinaten (Einheitsvektoren undrieter).
c) Wie lautet das Magnetfeld des Stromfadens, wenn er betl liegt?

d) Wie grol3 ist das Magnetfeld im Bereich 1, wenn der Spi¢getsdie Gro3d, hat? Wie
groR istB,?

e) Welches Magnetfelﬁ?z herrscht im Bereich 2, wenn der Orginalstrérau I’ = I + I

modifiziert wird? Wie groR is,?
f) Wie lauten die Randbedingungen an der Grenzflache(?
g) Welche Gréfien mussénund /; annehmen, damit die Randbedingungen erfullt sind?
h) Wie lautet das Magnetfeld im gesamten Raum?

i) Welche GroRe haB in den beiden Bereichen?

5.4 Losung der zweidimensionalen Poisson-Gleichung

Aufgabe 5.4.1

Der erste Quadrant > 0, y > 0 der x-y-Ebene besteht aus einer unendlich ausgedehnten
Metallplatte der Dicke d aus einem Material mit der elekinsn Leitfahigkeitr. Nach Bild

5.3 tragt diese Platte eine Bohrung vom Raddusniit dem Mittelpunkt im Punkte: = a,

y = a, und es seb < a. Durch den Rand dieser Bohrung wird ein Strom zugefuhrt und
durch die begrenzenden Kanten der Platte (positive x- uHalpebene) wieder abgefluhrt.
Berechnen Sie den elektrischen Widerstand dieser Anogdaoter der Annahme, dass das
elektrische Potential auf dem Kreis mit dem Radiusm den Mittelpunkt der zufihrenden
Elektrode konstant ist.

(Hinweis: Da das Potential auf der Elektrode konstant iat, die Stromdichte keine z-

Komponente. Fir die Berechnung geniigt daher ein zweidimeales Modell. Berechnen
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Sie zunachst die Kapazitat einer aquivalenten Anordnurdgm Sie von einer (unendlich
langen) Linienladung an der Stelle der zufuhrenden Eletrausgehen. Benutzen Sie an-
schlieBend den Zusammenhang zwischen Kapazitat und WAddreiner geometrischen

Anordnung.)

4 & =(x-a)+(y-a)>

Abbildung 5.3: Leitfahige Platte im ersten Quadranten wiinzirischer Stromzufiihrung im

Punktz = a,y =a

Aufgabe 5.4.2

Zwei in z— Richtung unendlich ausgedehnte metallische Zylinder teicgem RadiuRa
und Mittelpunkten bei4a, 0,0) und (—a, 0,0) liegen auf den Potentialevi, und V5. Die

Potenzialverteilung soll mit Hilfe der konformen Abbildym{z} = 1 ermittelt werden.

a) Skizzieren Sie die Anordnung in der Ebene mit allen Randbedingungen und charak-

teristischen Punkten.
b) Wie lauten die Kreisgleichungen fir die beiden Zylindeder z-Ebene?

c) Wie lauten die Gleichungen aus b) nach TransformationienudEbene und Umfor-
mung auf eine Normalenform? (Beachten Sie: Kreise werddfraémse oder Geraden
abgebildet.)
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d) Skizzieren Sie die Anordnung in derEbene mit allen charakteristischen Punkten und

Randbedingungen.

Das Potential der hier gefundenen Abbildung kann mit emig¥issen direkt angegeben
werden. Einfacher ist es jedoch, die konforme Abbildurig= In{w — w,} anzuwenden.

Hierbei istw, der Mittelpunkt der Anordnung.

e) Skizzieren Sie die Anordnung in def-Ebene. Geben Sie die charakteristischen Punkte

an.

f) Wie lautet das komplexe Potential in def-Ebene? Berechnen Sie die komplexen Po-
tentiale in denw- und z-Ebene durch Ricktransformation. Wie lautet das reellerRiatl

in der z-Ebene?

g) Wie lautet das elektrische Feld in deEbene?

Aufgabe 5.4.3

In einem Kell, der aus geerdeten Metallplatten gebildetwilie im WinkelJ zueinander
stehen und ire-Richtung unbegrenzt ausgedehnt sind, ist parallelzzAchse eine Lini-
enladungo;, bei (z¢,yo) angebracht. Das Potential im Keil, ist mit Hilfe der konfam

Abbildungw = 2", n = § zu bestimmen.
a) Skizzieren Sie die Anordnung in derund in derw-Ebene.

b) Wie lautet das komplexe Potential in defEbene? Wenden Sie die Spiegelungsmethode
an. Die Originalladung liegt beb = W,. An welchem Ortw ist die Spiegelladung zu

finden? Wie lautet das reelle Potential?

c) Wie lautet das reelle Potential in defEbene? Verwenden Sie fur die Originalladung

den Punkt.

d) Wie lautet das reelle Potential unter Verwendung der rSakeen Schreibweise =
rexp{ip}? Die Originalladung befindet sich baj = r,exp{iyy}. Welchen Definiti-

onsbereich hap?
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e) Wie vereinfacht sich das Ergebnis aus c) flr dendrail 7?

f) Wie vereinfacht sich das Potential aus d) fur den Fall,sdsish die Ladung auf der

Winkelhalbierenden des Keils befindet?

Aufgabe 5.4.4

Im freien Raum ist ein geerdeter, unendlich ausgedehntéalMginder mit kreisformigem
Querschnitt vom Radiug) angeordnet. Seine Achse fallt mit der z- Achse des Koordimat
systems zusammen. Parallel zur z- Achse befindet sich aalBelbs Zylinders im Abstand
r’ eine konstante Linienladung..

a) Skizzieren Sie die Anordnung.

Mit Hilfe der konformen Abbildung<w{z} _ 0
z

) lasst sich ein Kreis vom Radiug
+ 1o

um den Ursprung in eine Gerade transformieren.

b) Skizzieren Sie die Transformation. Wohin wird das Inndes Kreises abgebildet?

Zeichnen Sie die Linienladung ein.

c) Wie lautet das komplexe Potential in detEbene nach Anwendung der Spiegelungsme-
thode?

d) Wie lautet das komplexe Potential in der gesamté&iibene aulRerhalb des Zylinders?

e) Wie lautet das reelle Potential in deEbene

Aufgabe 5.4.5

Das durch

0 <z <oo, 0 <y < oo, —00 < 2z <00
beschriebene Raumgebiet sei auf den Flachen) undy = 0 durch geerdete Metallfolien

begrenzt. Langs der durch die Gleichunges « undy = b festgelegten Geraden befinde

sich eine konstante Linienladung der Diclate
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a) Skizzieren Sie die Anordnung.

b) Verwenden Sie die Abbildung = 22. Wie sieht die abgebildete Geometrie aus? An

welchen Ortwy wird die Linienladung abgebildet?

c) Durch welche Ladungsverteilung kann der Einfluss der insgthen Begrenzung in der

w-Ebene ersetzt werden? Geben Sie deren Grol3e und Ort an.
d) Wie lautet das komplexe Potential in detEbene?
e) Welches Potenzialproblem liegt hier vor (original/d@al

f) Wie lautet das Potential in derEbene? Durch welche Ladungsverteilung kann der Ein-

fluss der metallischen Begrenzung also ersetzt werdenz&kiz
g) Welche Groélie hat das elektrische Feld in dé&bene?

h) Wie grol3 ist die influenzierte Ladung (pro Langeneinhei-Richtung) auf der metal-

lischen Grenzflache = 0,0 < y < c0?

i) Wie grof} ist die insgesamt influenzierte Ladung (pro Laageheit inz-Richtung) auf

beiden metallischen Grenzflachen?

Aufgabe 5.4.6

In der komplexern:-Ebene ist eine geerdete Metallfolie bei> 0 und y = 0 angebracht.
Parallel zu dieser Schneide liegt eine Linienladungei z = z,. Die elektrische Feldstérke
sollim gesamten Raum mit Hilfe des komplexen Potentialsvgrwendung der Abbildung

z = —w? berechnet werden.

a) Skizzieren Sie die Anordnung in deiEbene.

b) Skizzieren Sie die beiden Anordnungen in deEbene.

Fur die weitere Rechnung wahlen Sie den Bereich, andemO ist.

c) Welche Koordinaten beschreiben die Aquipotenzialfldche 0 in derw-Ebene?
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d) Welche Ersatzladungsverteilung erzeugt in delEbene das gleiche Potential? Geben
Sie GrofRe und Ort der Ladungsverteilung an.

e) Wie lautet das komplexe Potential in deiEbene?

f) Wie lautet die Randbedingung fiir das komplexe elektedebld auf der Aquipotenzial-

flacheV = 0 in derw-Ebene?
g) Berechnen Si&Z V.

h) Welches Potenzialproblem liegt hier vor? Vergleichem @e Ergebnisse aus f) und g)

und entscheiden Sie an Hand der Formel zur Berechnung deésszlken Feldes.

i) Welche Grol3e hat das elektrische Feld in g¢&tbene? Verwenden Sie die parametrische

Darstellung: = g{w}.
k) Wie lautet die Umkehrfunktiom = f{z} = g7 1{z}?

[) Wie lautet das komplexe Potential in deEbene? Warum gibt es keimeeitere Spiegel-

ladung?

m) Berechnen Sie das komplexe elektrische Feld inelelbene und vergleichen Sie mit der

Losung aus i) durch Einsetzen.
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Kapitel 6

Zeitabhangige Felder

6.1 Elektromagnetische Gesetze flr zeitabhangige Felder

Aufgabe 6.1.1

Ein kugelformiger Ballon pulsiert radial nach dem Ges&tz} = Ry(1 + asin{wt}),
0 < a < 1. Er tragt auf der Oberflache die Ladudy Berechnen Sie das elektrische

und magnetische Feld aulR3erhalb des Ballons.

69



70

KAPITEL 6. ZEITABHANGIGE FELDER



Kapitel 7

Maxwell Gleichungen und

Wellengleichung

7.3 Energiesatz der Elektrodynamik

Aufgabe 7.3.1

Die Strahlungsdichte der Sonne wird auch als Solarkorstag#eichnet und betragt auf der
ErdeS (= 1,35 kW/n%). Berechnen Sie die elektrische und magnetische Feldstéter der

Voraussetzung, dass die Strahlung nur bei einer Frequésigtér

Aufgabe 7.3.2

Eine elektrische Leitung ist wie in den Aufgaben 2.2.1 uridBaufgebaut. Sie besteht aus
einem kreiszylindrischen Innenleiter mit Radium$QuerschnittS;) und einem sehr diinnen
koaxialen Hohlzylinder vom Innendurchmesser « und Aul3endurchmesser> b (Quer-
schnittS,). Auf den beiden Zylindern flie3en entgegengesetzt gleioRg Stromet.J. Die
Leitfahigkeit des Zylindermaterials ist Die Achsen der Zylinder sind mit derAchse ei-

nes Koordinatensystems identisch. Im Ursprung des Koateitsystems wird die Spannung

71
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U zwischen Innen- und Aul3enleiter gemessen. Gesucht istritegiestromdichte auf der
Leitung.

a) Skizzieren Sie die Anordnung im Quer- und Langsschniit-(und z-z-Ebene).
b) Wie ist die Energiestromdichte definiert?

c) Wie lautet das Magnetfelﬁ im Raum (Ergebnisse aus 2.1.7)?

d) Welche Grél3e hat das elektrische Feld in der Leitung (iEngse aus 4.2.1)?
e) Wie grof ist der Poyntingvektst= E x H im Innen- und AuRenleiter?

f) Wie grof3 ist der Poyntingvektor im Bereich < p < 0? Was resultiert fur den Fall
unendlich guter Leitfahigkeit?



Kapitel 8

Wellenausbreitung in Dielektrika

8.1 Ebene elektromagnetische Wellen

Aufgabe 8.1.1

Aufgabe wie in der Klausur
Zwei zirkular polarisierte Wellen, die die gleiche Freqaé&aben und sich zueinander paral-
lel ausbreiten, werden miteinander tiberlagert. Gesuttiasresultierende elektrische Feld.

Verwenden Sie den Ansatz

E172 =Esexplilwt —kz+ p12)}- (1, exp{ivia}, O)T

fur die komplexen Feldamplitudeﬁl undEz der zirkular polarisierten Wellen mit Ausbrei-
tung inz-Richtung. Die Skalaré’; sowie F, sind positiv reell.

Zusatzfragen fiir die Ubung
a) Wie lautet die allgemeine L6sung fur die resultierendestarke?

Wie vereinfacht sich die Losung fiir die folgenden Falle?den Sie, dass

yyundy, € R
T
ml = lel =3

73
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gelten soll.

b) v1 = v, E; und E5 beliebig

C) 71 = —79, F1 und E; beliebig

d) 71 = %7, E1 = Ey

Aufgabe 8.1.2

Zwei ebene Wellen mit gleicher Amplitudé = (H,0,0)”, Phasenlage und Frequenz brei-
ten sich in einem homogenen Medium mit den Ausbreitungsvekt;; = (0, ky, k)" und
ky = (0, —k,, k)T aus.

a) Berechnen Sie die Verteilung des elektrischen und desi@tiaghen Feldes aus der

Uberlagerung der beiden Wellen.

b) In welcher Richtung breitet sich die resultierende Walls? Welche Phasengeschwin-
digkeit hat die Welle?

Die mit einem Detektor messbare Energie der Wellen ist demmraind zeitgemittel-

ten Poyntingvektor proportional.

c) Berechnen Sie den Poyntingvektor der resultierendeteYW&ie lautet der Poynting-
vektor nach Zeitmittelung? Welche Form nimmt er nach zlis&er Raummittelung

an?

d) Welche Gro6l3e hat die raum- und zeitgemittelte Energneeider resultierenden Wel-

le?

e) Wie lautet der Zusammenhang zwischen dem Poyntingvekidder Energiedichte

nach jeweiliger Raum- und Zeitmittelung?
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Aufgabe 8.1.3

Ein Impulsa{t} breitet sich in einem dispersiven Medium mit der Wellenzahl
. . dk L
k{w} = E{0} + W “w = ko + kjw

w=0

(w = 27v) voni = 0 nach aus.

a) Zerlegen Sie die Zeitfunktion{t¢} spektral durch Fouriertransformation in ebene Wel-

len. Wie lautet die Fourierdarstellung fift} = Re{da’ {¢,0}} beir = 0?
b) Wie lautet die Fourierdarstellung fut{¢} beir ?

c) Wie lautet der Zusammenhang zwischen den Fourierkonmene/ona’{¢,0} und

a{t,r}?
d) Welche Ausbreitungsgeschwindigkeit hat der Impuls?

e) Die Zeitfunktion ist bei” = 0 durcha{t,0} = ag cos{w 1t} cos{wst} Mit w; << wy
gegeben. Der Ausbreitungsvektor hat die Fdrm: 2. (14 w/wy) - €. Welche Zeit-

funktion resultiert daraus am Oft= re,?

Aufgabe 8.1.4

Gegeben sei das elektrische Feld einer ebenen Welle in kxerbchreibweise:
E = Eyexp{i(wt — B2)}é,
Die Welle breitet sich im freien Raum aus.
a) Geben Sie den Wellenzahlvekfoan.

b) Wie ist die Welle polarisiert?
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c) Berechnen Sie die magnetische Feldstdfke

d) Skizzieren Sie den zeitliche Verlauf der Amplitude dezkélischen Feldstarke an ei-

nem festen Punki = z,. Wie verlauft die Amplitude der magnetischen Feldstarke?

e) Skizzieren Sie die zeitliche Amplitudenentwicklung ammk z = z, + 7/(40)

Aufgabe 8.1.5

Aufgabe wie in der Klausur

Zwei ebene Wellen breiten sich gemay = E, exp{i(k, o 7 — wt)}&, und E, =

By expi(ky o7 — wt) }€; in einem Medium mit Materialkonstantenund 4. in z-Richtung

aus. Die Amplituden stehen im Verh@ltmis = aF, exp{ip}.

Skizzieren Sie die Bewegung der Vektorspitzen des Realteit elektrischen und magneti-
schen Feldstéarke in Abhangigkeit von der Zeit an einem feReumpunkiy.

Hinweis zur Lésung Verwenden Sie flr die Darstellung djeund z- Komponenten der Fel-
der als Abzisse und Ordinate. Nehmen &je= 0, a« = 0.5 undy = /3 an. Normieren Sie

die elektrische Feldstarke aff und die magnetische Feldstarke auf die korrespondierende
Amplitude.

Zusatzfragen fiir die Ubung
a) Wie Iautet]%} und Eg in vektorieller Darstellung?
b) Wie lautet der Realteil der gesamten elektrischen Fikis?

c) Berechnen Sie die Magnetfeldéfﬁ und H, und deren Uberlagerung sowie den Realteil

des Gesamtfeldes.

d) Skizzieren Sie den Verlauf der Realteile vbrud H in einer gemeinsamen Darstellung
als Funktion der Zeit. Tragen Sie die Richtungen vomnd H zum Zeitpunktt = 0

sowie die Drehrichtung ein.
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8.2 Reflexion und Brechung

Aufgabe 8.2.1

Aufgabe wie in der Klausur

Eine ebene Welle breitet sich im Halbraum< 0 mit dem Wellenvektok; = (k, ky,0)t
aus. Das elektrische Feld i&t = (Ex, Ey, E,)T. Die Dielektrizitatszahl ist;e, fur z < 0
bzw. e5¢¢ fir x > 0. Der ganze Raum ist unmagnetisch und enthéalt keine freielu-a
gen. Die magnetische Feldstarke der einfallenden Welledimelektrische Feldstarke der
reflektierten Welle sind zu bestimmen.

Zusatzfragen fir die Ubung

a) Wie hangerk,, k, undk zusammen? Wie hangef_ﬁ und k der einfallenden Welle zu-

sammen? Was resultiert daraus?
b) Welche Grol3e hat die magnetische Feldstarke der einfdieWelle?

c) Wie lauten die Wellenzahlvektoren der an der Grenzflaefiektierten und transmittier-

ten Wellen?

d) Zerlegen Sie die Welle beziiglich der GrenzflacherbeiO in ihren TE- und TM-Anteil.

Wie lauten die elektrischen und magnetischen Feldstarkemd- und TM-Welle.
e) Wie grol3 sind die Reflexionsfaktoren fir die TE- und die WdéHe?

f) Welche GroR3e hat die elektrische Feldstarke der reflektieNelle?

Aufgabe 8.2.2

Aufgabe wie in der Klausur

Eine ebene Welle fallt aus dem Halbraum- 0 in derz-z-Ebene auf die Grenzflache= 0.
Das elektrische Feld igt; = Fy(é, + €, + €) exp{i(ky o ¥ — wt)}. Die Brechzahlen sind
ny = L undny = 2 flir z < 0 bzw. firz > 0. Der ganze Raum ist unmagnetisch und enthalt

keine freien Ladungen.
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Wie lautet der Wellenzahlvektor der einfallenden Welle?

Bestimmen Sie jeweils deFE- und denTM-Anteil des einfallenden Feldes.

Wie lauten die zugehoérigen magnetischen Feldstarken?

Welche Gro3e haben die Ausbreitungsvektoren der reflédiemd der transmittier-

ten Welle?

Aufgabe 8.2.3

Ziel dieser Aufgabe ist die Berechnung des Energietramspbei der Reflexion einer ebenen
Welle an einer runenden ebenen Grenzflache. Die einfallfadle breitet sich im Halbraum
x < 0 mit dem Wellenvektok;, = (kx, ky,0)T aus. Das elektrische Feld ist wie in Aufgabe
7.2.1mit E, = (B, E,, E,)T = (EX, By, EZ>Texp{i(wt—/§of‘)} mit reellen Amplituden
E zu nehmen. Die Dielektrizitatszahl tste fur z < 0 bzw.eqe flr z > 0. Der ganze Raum

ist unmagnetisch und enthéalt keine freien Ladungen.

a) Womit wird der Energietransport durch elektromagnbgsEelder in einem Medium

beschrieben? Welche Grof3e beschreibt den Energietraresper ebenen Welle?

b) Welche GroR3e hat die elektrische Feldstarke der reflé&iidaNVelle? Wie lautet das zu-
gehorige magnetische Feld? Geben Sie beide Felder an derflache an. Hier kann

auf die Ergebnisse aus Aufgabe 7.2.1 zurlickgegriffen werde

c) Wie lautet das aus einfallender und reflektierter Welklieerende Feld im Halbraum

r < 07?

d) Geben Sie die zeit- und ortsgemittelte Richtung des Heftugses im Halbraum < 0

an. (Diese Berechnung ist sehr zeitaufwandig!)
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Aufgabe 8.2.4

Aufgabe wie in der Klausur

Eine elliptisch polarisierte, ebene Welle féllt aus dertlwrfter dem Winkeb,, auf die Grenz-
flache zu dem unmagnetischen Halbraura 0 der Dielektrizitdtszaht. Die Einfallsebene
sei hier diex — y— Ebene, das elektrische Feld ist so polarisiert, dass dieeklgalbachse
der Ellipse parallel zue— Richtung weist. Das Verhaltnis der grof3en zur kleinen Eéip
halbachse ist.

Wie muss: gewahlt werden, damit die reflektierte Welle linear bzwkualar polarisiert ist?

Zusatzfragen fir die Ubung

a) Skizzieren Sie die Anordnung.

b) Wie lautet der Wellenzahlvektor der einfallenden Welle?

c) Wie lauten die Wellenzahlvektoren der reflektierten uadgmittierten Wellen?
d) Wie lautet der Ansatz fir das elektrische Féldler einfallenden Welle?

e) Welche GroRRe hat das zugehérige magnetischelﬁ@ld

f) Zerlegen Sie das elektrische Feld der einfallenden Wall€E- und TM-polarisierte

Felder bezuglich der Grenzflache.
g) Wie lauten die Reflexionsfaktores undrry; der beiden Polarisationen?

h) Welche Bedingung muss an die Reflexionsfaktoren gestelilen, wenn die resultie-
rende reflektierte Welle linear polarisiert sein soll? Wiasse in diesem Fall gewahlt

werden?

i) Welche Bedingung missen die Reflektionsfaktoren enfijifgenn das resultierende re-

flektierte Feld zirkular polarisiert sein soll? Wie musis diesem Fall gewéhlt werden?
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Abbildung 8.1: Uberlagerung zweier gleich polarisierteellddh von beiden Seiten einer
Grenzflache, so dass sich der jeweilige transmittiertenStier einen Welle und der reflek-

tierte Strahl der anderen Welle gleich ausbreiten.
Aufgabe 8.2.5

In der Vorlesung wurde der Reflexionsfaktor ebener Wellereiaer ebenen Grenzflache
unter der Voraussetzung berechnet, dass nur eine Wellewen&eite einfallt. Hier soll der

etwas allgemeinere Fall betrachtet werden, dass wie inléinbg 8.1 von beiden Seiten die

Wellen mit den elektrischen Feldefy; und Ey; und zugehdrigen WelIenzathektoréh

undk,, einfallen.

Beide Wellen weisen die gleiche Polarisation und Frequehz a

a) Geben Sie das Verhaltnisder Amplituden des elektrischen Feldes der Wellgp zu
E11 an. Welcher Unterschied ergibt sich in der Darstellung farice und die TM Wel-

len?

Im AbstandL soll jetzt eine weitere Grenzflache parallel zur ersten ardyeet werden, wie

in Abbildung8.2dargestellt ist.

b) Geben Sie das Verhaltnisder Amplituden des elektrischen Feldes der Wellgn zu
E,; fur diesen Fall an. Beachten Sie die durch die zweite Grestel&uftretende zu-

satzliche Verknupfung zwischefi,; und Fos.

c) Wie muss der Abstanfl gewahlt werden, damjt:| maximal bzw. minimal wird?
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Abbildung 8.2: Fabry Perot Etalon. Die hin- und riicklaufendVellen an den jeweiligen

Grenzflachen sind durch Pfeile angedeutet.

Die Extrema lassen sich a{14? bestimmen, analytisch allerdings nur fiir den Fall senkrech

ten Einfalls und bei verlustfreien Medien.
d) Wie groB isfr|? allgemein und im Fall senkrechter Inzidenz?

e) Wie grol3 sind die Extremwerte vor und die zugehdrigen Absténdebei senkrechtem

Einfall und verlustfreien Medien?

f) Welche Kombination vorl, ny, ny undng ist erforderlich, damitr| in diesem Fall ver-

schwindet?

Aufgabe 8.2.6

Fur Laser werden teilweise Spiegel mit sehr hoher Reflaktiyiz > 99%) bendétigt. Dies
wird mit Bragg-Reflektoren erreicht. Sie bestehen ausra#egnden Schichten hoher und
niedriger Brechzahl, wie schematisch in Bd@Bdargestellt ist.

Innerhalb der Spiegel kommt es durch Mehrfachreflexion zuSiiation, dass vorwarts
und ruckwarts laufende Wellen von beiden Seiten auf einentiéche treffen. Die Bre-
chung solcher Reflektoren wird durch die grof3e Anzahl voeiligten Wellen sehr schnell

undbersichtlich. Die regelméaRige Struktur legt aber ndleeBeschreibung der Grenzflachen
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Abbildung 8.3: Schematischer Aufbau eines Braggreflekidrs beteiligten Schichten ha-

ben immer eine optische Dicke vori4 entsprechend der geometrischen Digkén.

zwischen zwei Medien und das Verhalten der Wellen in den Bfedelbst mit den Matri-
zen D (von englisch Diffraction) und® (von englisch Propagation) zu beschreiben und das
Gesamtverhalten der Struktur Gber Matrixmultiplikatiozel bestimmen. Diese Methode ist
auch als Transfermatrixmethode bekannt.

Zur Herleitung derP- und D-Matrizen fur verschiedene Polarisationen bezuglich den&
flache wird angenommen, dass sich die Wellen indeEbene dest/-Koordinatensystems

1 ausbreitet, wobei n senkrecht zur Grenzflache steht. Diei® zwischen den Grenzfla-
chen seien im-Richtung steigend durchnummeriert, links der ersten @féche ¢ = ng)
beginnend mitj = 0.

Wir betrachten zunachst die Grenzflache zwischen Bergighd j + 1. Die Wellen seien
TE polarisiert. Das elektrische Feld habe die Ampliti#gieDa die Randbedingungen an der
Grenzflache die Stetigkeit der tangentialen Komponenteri?\xmrlangen, beschranken wir
uns bei der Beschreibung des elektrischen Feldles E exp{i(wt — k(7 — 7))}, auf die

DarstellungE;1{n} = E;; exp{—ik;,(n — n;)} fur die vorwarts laufende unél;»{n} =

1¢, ¢ undn stehen fir transversal, lateral und normal, wobei t nichtder Zeit zu verwechseln ist. Die

transversalen und lateralen Komponenten sind tangentigeenzflache.
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Ejy exp{ikjn(n — n;)} fur die rickwarts laufende ebene Welle im Berejctwobeik;, =
Ején die Normalenkomponente des Wellenzahlvektors ist.

Wird nun speziell die Grenzflache zwischen den beiden Beeeig = 1 betrachtet,
kann weiter abgeklrzt werden mit; = Ej;n =n; bzw. By = Ejon = n; sowie Ay, =

E;i1in =njund B, = Ej119n = n;, Wie es in der Literatur zu finden ist.

a) Skizzieren Sie die Situation an der Grenzflaghe n; mit den Wellen4,, B;, A, und

Bs.

b) Wie lauten die Ansatze fiir die Wellenzahlvektoken ks, ko Undksy? Welche Bedin-

gungen mussen die Wellenzahlvektoren erflllen?

c) Welche magnetischen Felder resultieren aus den elgkémsFeldern an der Grenzfla-

che?
d) Wie lauten die Randbedingungen flr die Felderrbei 0?

e) Formen Sie die Randbedingungen so um, dass auf der lirdienrtir Feld- und Mate-
rialparameter aus Bereich 1 und auf der rechten Seite nuBengsch 2 stehen. Kirzen

Sie so weit wie méglich.

Die Felder werden zu Vektoreﬁl{t,é, n} = El{nl} = (En{m}, Ep{m bt =
(Al, Bl)T Undﬁg{nl} = (Egl{nl}, Egg{nl})T = (AQ, BQ)T Zusammengefasst.

f) Wie lauten die MatrizenD; und D,, wenn die Gleichungen aus e) in der Form
D, E, {0} = D, E,»{0} geschrieben werden?

g) Wie lautet die Grenzflachenmatri®,, = D;'D, in der Schreibweisef, {0} =
D2 Er{0}?

h) Wenn nur eine Welle aus dem Bereich 1 auf die Grenzflachei&ilF5,{0} = 0. Wie

grol3 sind der Reflexionsfaktof, = % und der Transmissionsfakttr, = ﬁ—j?

i) Schreiben Sie die MatriX;, mit 1, undt;,. Bilden Sie einen Vorfaktor fir die Matrix,

so dass die Nebendiagonalelemente gleittwerden.
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k) Wie lautet der komplexe Poyntingvektor der Welldn, B; und A, wenn von rechts
keine Welle einfallt B, = 0)7?

Die GrenzflachenmatrizeR, und D, &ndern sich nur unwesentlich, wenn Wellen einfallen,

die TM-polarisiert sind.

) Wie lauten die Ansétze fur die magnetischen Fel#& Die Amplitude seif[\ = H.
Verwenden Sie wieder die GroRehund B analog zu dem Fall der TE-polarisierten
Wellen.

m) Welche elektrischen Felder resultieren an der Grenafach

n) Wie lauten die Gleichungen fir die Felder nach AnwendusigRhndbedingungen aus
e)? Formen Sie die Gleichungen analog zu f) um und bringersigien die Form
DlHﬁl{O} — DzHﬁQ{O}

0) Wie lautet die Grenzflachenmatri;,; unter Verwendung der Reflexions- und Trans-

missionsfaktorem;»; undt,,y analog zu k)?
p) Berechnen Sie die komplexen Poyntingvektoren analog zu |

Die Ausbreitung der Wellen in n-Richtung innerhalb einesdMens; = a wird durch die

P-Matrix in der Form&, {n = n,} = P,{ny — n; } E,{n = n,} beschrieben.
g) Skizzieren Sie die Situation.

r) Geben Sie die MatrizeR, {d} (n; = —d, ny = 0) und Po{d} (n; = 0, ny = d) an.

Aufgabe 8.2.7

Zur Entspiegelung von Brillenglasern wird eine dinne diglsche Schicht aufgedampft.
Die Anordnung kann durch das folgende Modell beschriebexeve

Eine homogene ebene Welle nfit(z,¢) = (E- exp {i(w-t —k-2)},0,0)" bewegt sich
in positive z-Richtung. Im Bereich < =z < d befindet sich eine in-y-Richtung unendlich

ausgedehnte dielektrische Platte (Fabry-Perot-Resoondtr Entspiegelungsschicht). Fur
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den Wellenwiderstand gilt dabei jeweils:

7, furden Bereich 1z <0, (Luft)
Z = Z, furdenBereich20 < 2 <d, (Entspiegelungsschicht)
Z3 furdenBereich3z>d . (Glas)

Zur Losung der Aufgabe soll auf die in Aufgabe 8.2.6 vorgéisteé x 2-Matrizenmethode

zurtickgegriffen werden.

a) Skizzieren Sie die Situation. Tragen Sie alle vorkommeeralektrischen Felder an den

Grenzflachen bei = 0 undz = d ein.

b) Wie lauten die Matrizen der Grenzflachen fir die elekbést Felder bet = 0 und

z=4d?

c) Wie hangen die elektrischen Felder bei 0 undz = d miteinander zusammen? Ver-
wenden Sie die Matrizenfort, {d} = P{d}E,{0}

d) Wie lautet der Zusammenhang zwischen den Feldgrbei - = 0 im Medium 1 und
Es{d} beiz = d im Medium 3?

E12{0}
Ell{O}

Medium 3 auf die Struktur fallt?

e) Welcher Reflexionsfaktor = resultiert aus der Bedingung, dass keine Welle aus

f) Welche Dicked muss Medium 2 haben, damit der Reflexionsfaktor verschwinde

8.3 Skalare Beugungstheorie

Aufgabe 8.3.1

Ein Laser emittiert bei der Wellenlange In welcher Entfernung sind die Fernfeldbedin-
gungen fur Aufpunkte im Abstand= a - A von der Achse erflllt? Der Radiug der emit-
tierende Flache ist klein gegener ist in der GroRenordnung der Emissionswellenldnge

(Hinweis: Bei einer Emissionswellenl&nge von typisch etwan ist der Durchmesser der
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emittierende Flache weniger algun grof3. Fur Aufpunkte im Abstand vohcm von der

Achse ista > 10%!).

Aufgabe 8.3.2

Eine sich inz-Richtung ausbreitende und.inRichtung linear polarisierte ebene Welle treffe
auf einen rechteckférmigen Ausschnitt einer ansonstendlivd ausgedehnten Metallfolie,

so dass die Feldverteilung in der Ebene 0 durch

Ey fir —a<zr<a und —-b6<y<b,
E.(x,y,2=0) =
0 sonst

beschrieben wird.

a) Wie lautet das Raumfrequenzspektrum der Feldverteldeng = 0?
b) Wie lautet die Bedingung fur die Fresnel-Naherung?

c) Berechnen Sie die Feldstarke bet 0 in der Fraunhofer-Naherung.

In den obigen Ausschnitt wird nun eine dielektrische Platiein z-Richtung periodisch

variierendem Absorptionskoeffizienten eingesetzt, wekeine Feldverteilung

Ey (2 4+ Lcos2rKa fir —a<z<a und —-b<y<h,

0 sonst

erzeugt.
d) Berechnen Sie auch fur diesen Fall die Fernfeldvertgilun

e) Bei welchen Winkeln beziglich derAchse sind die Intensitdtsmaxima der gebeugten

Wellen zu finden?

Aufgabe 8.3.3

Das Babinet'sche Theorem besagt, dass zwei komplemertéktBen (Loch in einer Wand

— Scheibe) zu gleichen Beugungsmustern fuhren, bis auhditenen Bereich um die-
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Achse.

Dies soll an Hand der Beugung an einem Streifen UberprifieveDer Streifen befinde sich
beiz=0, —a<zx<a —o0<y< ooundschatteteinen Teil einer ebenen Welle mit
einer Wellenlange. = Ay + A\ ab. Die einfallende Welle soll im-Richtung eine endliche

Ausdehnung haben, was durch

L 1 fur jz| < A
E=F.

0 fur |z|> A
beschrieben werden kann, wobg&ts> a angenommen wird.

Betrachten Sie zunachst nur die Wellenlange \g!

a) Wie lautet das exakte Beugungsintegral allgemein?

b) Wie lautet das Beugungsintegral in Fresnelnaherung?é&egt die Fresnelnaherung?
c) Setzen Sie die Feldverteilung inclusive der Integratipanzen ein.

Das Integral iny-Richtung kann an dieser Stelle berechnet werden:

o0

T Az
/ exp {Z)\_ ly — yo] dyo = 5 / exp §is yo dyy =
A resne integrale A . .
\/ Z/COS yo +zsm{ ?/0} dyo ez \/72[1+2] = Vi\z

(Bemerkung: Vergleichen Sie dies mit dem Vorfaktor der Bewggintegrale.)
d) Wie lautet das Beugungsintegral in Fraunhofernaherung?

e) Wie lauten die Bedingungen, um die Fraunhoferndheruwgmaden zu dirfen? (Wenden

Sie die Fraunhofernaherung trotzdem an!)
f) Wie lautet das Feld an einer Stelles 0.
g) Welcher Term in obigem Ergebnis hat eine sehr feine Begsgtruktur?

h) Betrachten Sie diesen Term genauer. Wenn Sie kleinetMaren der Wellenlange zu-
lassen, mittelt sich dieser Anteil fast fir jeden Ort weg,istalies nicht der Fall? (keine

Rechnung!)
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i) Wie sieht die komplementare Anordnung zum Streifen aus?
k) Wie lautet das Feld der komplementéaren Beugungsstraktur

[) Berechnen Sie die Summe der beiden Beugungsfelder.



Kapitel 9

Wellenausbreitung in elektrischen

Leitern

9.4 Eindringtiefe und Skineffekt

Aufgabe 9.4.1

Transformatorkerne werden meist aus vielen aufeinandgahgehteten Blechen der Dickie
hergestellt. Da die Blechdicke klein gegentber den soaistdpmessungen des Transforma-
tors ist, kann man die Bleche als unbegrenzt ausgedehnte ébetallplatten idealisieren.
Das magnetische Wechselfeld ist parallel zu den Blechembeit. Die Bleche haben die
Leitfahigkeit o und die Permeabilitdt,, die komplexe magnetische Feldstarke ist gemaf
Bild 9.1 Hy{z = d/2} = H, exp{iwt}e,. Die Verschiebungsstromdichte wird hier vernach-

lassigt.
a) Berechnen Sie das komplexe magnetische Feld im Innerd?latée.

b) Welche Wirbelstromdichte herrscht in der Platte?

c) Durch die Flachd - [ stromt der reelle magnetische FlussWie grol3 ist die wirksame

Permeabilitajs,, = 77772

89
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Abbildung 9.1: Transformatorblech im homogenen Magnédtfel



Kapitel 10

Wellenausbreitung in Wellenleitern

10.2 Rechteckhohlleiter

Aufgabe 10.2.1

Sie haben zwei Rechteckhohlleiter mit den Querschnitteslsomgen, , b; unda, , by so-
wie der Langéd.. Es sollen Signale der Frequefidurch die Wellenleiter Ubertragen werden.
Wahlen Sie die Abmessungen der Wellenleiter so, dass jeweileine Eigenwelle ausbrei-
tungsfahig ist. Die Signale sollen am Ende der beiden Welitem eine Phasenverschiebung
vonr zueinander aufweisen. Die Lange der Hohlleiter soll dabeimal bleiben. Die Wel-

lenleiter seien mit Luft gefullt.
a) Wie lauten die Grenzfrequenzen fur die Eigenwellen inldehlleitern?

b) In welchem Frequenzbereich missen die Hohlleiter bgrieverden, damit sich in je-

dem nur eine Eigenwelle ausbreitet?

c) Wie muss das Verhéltnis der Abmessungen gewahlt werdam der Einmodigkeitsbe-

reich maximal grof3 werden soll?
d) Was resultiert daraus fur die Abmessungen bei gegebesteeBsfrequenz.

e) Wie lauten die Ausbreitungskonstanten in z-Richtungeidén Wellenleitern fur die

91
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Grundwelle?

f) Welche Phasenverschiebung zwischen den Eigenwellebalden Hohlleiter resultiert

am Ende bei gleichphasiger Einspeisung?

g) Welche Bedingung muss an die Ausbreitungskoeffizienesiefit werden, damit die

Phasenverschiebung maximal wird?

h) Welche minimale LAnge missen die Hohlleiter aufweisen?

10.5 Rundhohlleiter

Aufgabe 10.5.1

Der Wellenwiderstand eines Kabels wird aus dem Langswialedsbelag?’ = R’ + iwl/
und dem Querleitwertsbeldy’ = G’ + iwC’ mit Z = /% berechnet. Die Widerstands-
und Leitwertsbelage konnen in erster Naherung mit den auldktro- und Magnetostatik
bekannten Belagen ersetzt werden. Dabei ist der ohmscherstagidsbela@’ einfach der
langenbezogene Widerstand des Hin- und Rickleiters. Er éalicherweise vernachlassigt
werden. Gleiches gilt fir den langenbezogenen ohmschewéri(Leitwertbelag-") zwi-
schen Hin- und Ruckleiter, wenn der Betrieb bei nicht zu IndRequenzen stattfindet und
das Dielektrikum noch nahezu ideal isoliert. Die lAngenigene Kapazitat (Kapazitatsbelag
") zwischen Hin- und Ruckleiter und die langenbezogene ltiditét der Anordnung von
Hin- und Rickleiter (Induktivitatsbelad’) bestimmen dann letztendlich den Wellenwider-
standZ. Die Induktivitat L ist der Proportionalfaktor zwischen Strom und dem durch ihn
erzeugten magnetischen Fluss= [ BdA = L - I zwischen dem Hin- und Ruickleiter.

Der Aul3enleiter eines Koaxialkabels nach Bild.1habe den Durchmessér, die relative
Dielektrizitatszahl der Isolation ist Das Kabel soll den Wellenwiderstari aufweisen.

Welcher Durchmesselmuss fur den Innenleiter gewéhlt werden?

a) Berechnen Sie den Kapazitatsbheldgeines Koaxialkabels mit Innendurchmessger

und AuRendurchmessér.
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A 4

A
A 4

Abbildung 10.1: Querschnitt durch ein Koaxialkabel.

b) Berechnen Sie den Induktivitdtsbelag des Koaxialkabels

c) Berechnen Sie den erforderlichen Innendurchmesserit demWellenwiderstand’

bei gegebenen AulRendurchmesBewird.
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Kapitel 12

Fernzone spezieller Quellverteilungen

12.3 Hertzsche Vektoren

Aufgabe 12.3.1

Ein Sender der Leistung steht in einer Entfernung voh und der Hohé: iber dem Emp-
fangsort (z.B. Fernsehsender bei Ermingen: 300 kW, 10 kmton Hohe 150m tber dem
Empfangsort). Die Frequenz des Senderfigt 145 MHz). Nehmen Sie an, dass der Sen-
dedipol ein einziger Dipol mit senkrechter Orientierunig Bie Fernfeldbedingungen seien

erfullt. (Sind sie es im vorliegenden Zahlenbeispiel?)
a) Welche magnetische und elektrische Feldstarke werddBnapfiangsort gemessen?
b) Welche Empfangsleistung resultiert daraus?

c) Welche maximale Sendefeldstarke herrscht am Dipol unidhege maximale Dipol-

moment weist er auf?

95
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Aufgabe 12.3.2

Im Abstandh Uber einer leitenden Ebene befindet sich ein elektrischpolDDie Ebene
soll hier mit derz — y— Ebene bek = 0 zusammenfallen. Der Dipol ist in— Richtung

ausgerichtet und hat das Dipolmoment

P = po exp{iwt}e,.

Gesuchtist das Fernfeld in der Fraunhofer- Naherung. Zauhg dieser Aufgabe gehen Sie

wie folgt vor.

a) Ersetzen Sie die Wirkung der ideal leitenden Ebene aueldddrische Feld des Di-
pols durch einen zweiten Dipol (Spiegelungsmethode). iée@rientierung muss der

Spiegeldipol beziiglich des Originaldipols haben?
b) Welche Naherungen werden in der Fraunhofer- Darstelli@sg-ernfeldes gemacht?

c) Geben Sie das Fernfeld in Fraunhofer- Naherung an.
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