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HINWEISE )

Hinweise:

e Die vorliegende Formelsammlung umfasst alle Themengebiete der Vorle-
sung 'Elektromagnetische Felder und Wellen’, wie sie seit Inkrafttreten
der DPO 2001 behandelt werden.

Dartiber hinaus gehende Stoffgebiete, die frither (vor der DPO 2001) Teil
der Vorlesung waren und noch immer im (vollstindigen) Skript enthalten
sind, wurden beim Erstellen der Formelsammlung nicht beriicksichtigt.

e Aufgrund des immensen Stoffumfangs der Vorlesung, hat auch die vorlie-
gende Formelsammlung eine etwas unhandliche Grofe.
Um Formeln trotzdem moglichst schnell aufzufinden, verfiigt das Doku-
ment iiber ein ausfiihrliches Inhaltsverzeichnis.
Weil man sich in einer Formelsammlung mit 46 Seiten und 291 Formeln
trotzdem schwer auf Anhieb zurecht findet, sollte ein Teil der Priifungs-
vorbereitung darin bestehen das Vorlesungsskript und die Formelsamm-
lung zusammen durchzuarbeiten. Nur so lésst sich der zum Rechnen von
Priifungsaufgaben notwendige Uberblick iiber die Fiille der zusammenge-
tragenen Formeln erreichen.

e Im vorliegenden Dokument werden keine Formeln hergeleitet, da dies
nicht Aufgabe einer Formelsammlung ist. Bei einigen wenigen Formeln
wird allerdings kurz darauf hingewiesen, woher die Formel kommt. Dies
ist meistens nur dann der Fall, wenn dieses Wissen zum Verstédndnis der
Formel nétig ist.

e Da in einem Abschnitt der Formelsammlung meistens eine Vielzahl von
verschiedenen Formeln aufgefiihrt wird, werden die wichtigsten Zusam-
menhénge zu Gunsten der Ubersichtlichkeit immer eingerahmt.

e Die vorliegende Formelsammlung halt sich bei ihren Bezeichnungen

grofitenteils an das Vorlesungsskript. Lediglich in einigen wenigen Fillen
weicht die Formelsammlung von den Bezeichnungen des Skripts ab.
Dies ist immer dann der Fall, wenn nach Meinung des Autors, die im
Skript verwendeteten Bezeichnungen verwirrend oder unlogisch gew#hlt
wurden und eine bessere Bezeichnung moglich war.
Als Beispiel dienen hier die beiden Integralséitze von Stokes und Gauf.
In beiden Sétzen taucht ein beliebiges Vektorfeld auf, dass jedoch im
Vorlesungsskript das eine Mal mit T und das andere Mal mit C bezeich-
net wird. Die vorliegende Formelsammlung hingegen bezeichnet beliebige
Vektorfelder immer mit f, unter anderem auch um Verwechslungen mit
der beliebigen, geschlossenen Kurve C' zu vermeiden.

e Abhéngigkeiten zwischen verschiedenen Groflen (wie zum Beispiel beim
E-Feld, welches vom jeweiligen Ortsvektor 7 abhéingt) werden durch ge-
schweifte Klammern gekennzeichnet (also E{7}).

Dies geschieht analog zum Vorlesungsskript und im Gegensatz zum hé#ufi-
gen Gebrauch von runden Klammern in der géngigen Literatur.

Wie auch im Vorlesungsskript werden diese Abhéngigkeiten aus Platz-
und Ubersichtlichkeitsgriinden jedoch nicht immer ausgeschrieben. Davon
sollte sich der Leser jedoch nicht verwirren lassen. Beispielsweise handelt
es sich bei g9V o E{7} = oy {F} und 0V o E = gy lediglich um zwei
verschiedene Schreibweisen fiir eine einzige Formel.




1 BEZEICHNUNGEN

1 Bezeichnungen

1.1 In Kapitel 2 eingefiihrte Gréflen und Bezeichnungen

e}

SRS

a
a x

Skalarprodukt der Vektoren @ und b
Kreuzprodukt der Vektoren @ und b

Partielle Ableitung nach der Zeit

Partielle Ableitung nach x (analog fiir y, z, ¢, 6, oder dhnliches)

Einheitsvektor in a-Richtung (analog fiir ¢, 6, oder dhnliches)
Einheitsvektor in y-Richtung (analog fiir ¢, 6, oder dhnliches)
Einheitsvektor in z-Richtung (analog fiir ¢, 6, oder dhnliches)

Norm des Vektors k
Betrag des Vektors k
konjugiert komplexer Vektor k

Volumenelement

Flachenelement (Normalenvektor der Flidche Sy)

Linienelement der Kurve C

Quellpunkt (Punkte, an denen sich Ladungen befinden)

Aufpunkt (Punkte, an denen eine bestimmte Grofie berechnet werden soll)

imaginére Einheit

1.2 In Kapitel 3 eingefiihrte Groflen und Bezeichnungen

Sv

Ny

Volumen V
Flache S

beliebige, in sich geschlossene Kurve C

Fléche, die vom Volumen V begrenzt wird

Fléche, die von der Kurve C' umschlossen wird

beliebige Vektorfunktion

Kraft

Elektrische Feldstérke

Ladung

Ladung innerhalb des Volumens V

Ladung @, die in der Zeit ¢ durch die Fliche S hindurchtritt
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€0

Ho

ov

Jv
JD

o)

Dielektrizitatszahl des Vakuums

Permeabilitit des Vakuums

Raumladungsdichte

Volumenstromdichte

Verschiebungsstromdichte

Stromstérke
Strom, der durch die von der Kurve C berandete Fléiche fliefit

Magnetische Induktion
Magnetisches Vektorpotenzial

Elektromotorische Kraft

Geschwindigkeit

1.3 In Kapitel 4 eingefiihrte Groflen und Bezeichnungen

Whot

Vv
U

7l

ov
0s
oL
Ofrei
op

erei

Potentielle Energie

Elektrisches Potential
Elektrische Spannung

Normalenvektor

Raumladungsdichte

Flachenladungsdichte

Linienladungsdichte

Raumladungsdichte der freien Ladungstriger
Polarisationsraumladungsdichte

Ladung der freien Ladungstriager

Leitfahigkeit

Dipolmoment

Elektrische Polarisation

Dielektrische Verschiebung
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Xe = Elektrische Suszebtibilitét
¢ = Relative Dielektrizitéitszahl
C = Kapazitit
R = Ohmscher Widerstand
S = Flache der Platten eines Plattenkondensators
d = Abstand der Platten eines Plattenkondensators
we = Elektrische Energiedichte

1.4 In Kapitel 5 eingefiihrte Groflen und Bezeichnungen

m = Magnetisches Dipolmoment
M = Magnetisierung
L = Drehimpuls
m = Masse
q = Elementarladung
fv = Volumenstromdichte
js = Flidchenstromdichte
jPol = Polarisationsstromdichte
jmagn = Magnetisierungsstromdichte
;frei = Stromdichte der freien Ladungstriager
A = Magnetisches Vektorpotential
ffmagn = Beitrag der Magnetisierungsstromdichte zum Vektorpotential
/Tfmi = Beitrag der freien Stromdichte zum Vektorpotential
H = Magnetfeld
Xm = Magnetische Suszebtibilitdt
i = Relative Permeabilitat
®,; = Skalares magnetisches Potential

Wmagn = Magnetische Energiedichte
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1.5 In Kapitel 6 eingefiihrte Groflen und Bezeichnungen

n = Normalenvektor
Eian = Tangentialkomponente des E-Feldes (analog fiir 5, B und H )
Eoorm = Normalenkomponente des E-Feldes (analog fiir ﬁ, B und H )
®, = Skalares elektrisches Potential
A = Eichfunktion
U = Variable in der Wellengleichung (Platzhalter fiir andere Groflen)
g = Variable in der Wellengleichung (Platzhalter fiir andere Groflen)
¢ = Lichtgeschwindigkeit
co = Vakuumlichtgeschwindigkeit
n = Brechzahl
ko = Vakuumwellenzahl
k= Wellenzahl
k = Wellenvektor
€ Einheitswellenvektor
w = Kreisfrequenz

1.6 In Kapitel 7 eingefiihrte Groflen und Bezeichnungen

Z = Wellenwiderstand
Re{...} = Realteil einer Funktion
= Zeit
¢ = Nullphase
Ey = Amplitudenvektor des E-Feldes (analog fiir das H-Feld)
Ey = Amplitude des E-Feldes (analog fiir das H-Feld)
Eox = Amplitude des E-Feldes in x-Richtung (analog fiir H )
Epy, = Amplitude des E-Feldes in y-Richtung (analog fiir H )
Ey, = Amplitude des E-Feldes in z-Richtung (analog fiir H)

6 = Phasenunterschied
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Elektrostatische Energiedichte
Mechanische Leistungsdichte

Poynting-Vektor

zeitgemittelter Poynting-Vektor
komplexer Poynting-Vektor

Grupengeschwindigkeit
Phasengeschwindigkeit
Ausbreitungskoeflizient

Einfallender Wellenvektor (analog fiir H und E)
Reflektierter Wellenvektor (analog fiir H und E)

Transmittierter Wellenvektor (analog fiir H und E)

Winkel der reflektierten Welle gegeniiber der Einfallsebene
Winkel der transmittierten Welle gegeniiber der Einfallsebene

Winkel der einfallenden Welle gegeniiber dem Einfallslot
Winkel der reflektierten Welle gegeniiber dem Einfallslot
Winkel der transmittierten Welle gegeniiber dem Einfallslot

Reflexionsfaktor

Transmissionsfaktor

Intensitétsreflexionsfaktor

Intensitéatstransmissionsfaktor

Brewster-Winkel

Grenzwinkel der Totalreflexion
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2 Mathematische Grundlagen

Im folgenden Kapitel gilt:

f sei eine skalare Funktion.

Ay
A sei beliebige eine Vektorfunktion A= Azey + Ayey + Ase, = Ay
A,
2.1 Das Skalarprodukt
T )
v ol vo | =220+ yiys + 2120 (1)
Z1 V)
Das Skalarprodukt zweier orthogonaler Vektoren gibt 0.
2.2 Das Kreuzprodukt
a d bf — ce
x| e | = cd—af (2)
f ae — bd

Vorausgesetzt die Vektoren d, b und & haben alle den Betrag 1 und bilden ein
Rechtssystem (das heiit alle 3 Vektoren stehen senkrecht aufeinander), so gilt:

F=daxb und b=¢cxa und a=bx¢ (3)

2.3 Gradient
Der Gradient V ist gleichbedeutend mit:

2.4 Divergenz
2.4.1 Divergenz (Gradient) einer skalaren Funktion

15
o ¢
0 0 0 9
VI = gl t g fe g e = %f (5)
e

Wendet man den Gradienten auf eine skalare Funktion an, ergibt sich eine Vek-
torfunktion.

2.4.2 Divergenz einer Vektorfunktion
- - 0 0 0
divA = A= —A, + —A,+ —A, 6
iv Vo 5% + a9 + o (6)

Wendet man den Gradienten auf eine Vektorfunktion an, ergibt sich eine skalare
Funktion.

Ein Feld ist divergenz-, oder quellenfrei, wenn gilt:

VoA=0 (7)
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2.5 Rotation

T o \. (0 o \. (0 o N\

24, -
aA A 8
( ) ®

Die Rotation einer Vektorfunktion erglbt w1ederum eine Vektorfunktion.

Ein Feld ist rotations-, oder wirbelfrei, wenn gilt:

VxA=0 (9)
2.6 Laplace
2.6.1 Laplace einer skalaren Funktion
0? 0? 32
Af=(VoV)f=o5f+5 f+ (10)

Laplace einer skalaren Funktion erglbt w1ederum eine skalare Funktion.

2.6.2 Laplace einer Vektorfunktion

LAy + 2z Ay +§2A
AA=(VoV)A= WA +§y Ay + 25 A, (11)
LA+ A+ LA,

Laplace einer Vektorfunktion ergibt wiederum eine Vektorfunktion.

2.7 Haufig benutzte Rechenregeln

Vx(VxA)=V(Vod)—AA (12)
Vx(Vf)=0 (13)
Vo(VxA)=0 (14)
Vo(fA)=fVoAd+AoVf (15)
Vx(fA)=fVxA+(Vf)x A (16)
V(A-B)=(B-V)A+ (A -V)B+Ax (VxB)+ B x (V x A) (17)
Vx(AxB)=(B-V)A—(A-V)B+ (V-B)A— (V-A)B (18)
V- (AxB)=B-VxA—-A.-VxB (19)
2.8 Norm eines Vektors
Die Norm eines Vektors ist folgendermaflien definiert:
Ik|?=k=kok (20)
Im Gegensatz dazu ist der Betrag eines Vektors gegeben durch:
k> =kok* (21)

mit dem komplex konjugierten Vektor k*.
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2.9 Zylinderkoordinaten (z,y,z < p, ¢, 2)

Hinweis:

Sowohl bei den Zylinderkoordinaten, als auch bei den Kugelkoordinaten dient
der griechische Buchstabe Phi als Abkiirzung fiir die Azimutalkomponente.
Zur besseren Unterscheidbarkeit der beiden speziellen Koordinatensysteme wer-
den zwei verschiedene Schreibweisen fiir den Buchstaben Phi verwendet.

Bei den Zylinderkoordinaten wird die Azimutalkomponente also mit ¢, bei den
Kugelkoordinaten mit ¢ bezeichnet.

2.9.1 Definitionsbereich der Zylinderkoordinaten

~~~~~~ , - Der Definitionsbereich ist gegeben
~~~~~~~~ & durch:
e

0 < p < oo, Radialkomponente
: —» 0 < ¢ <27, Azimutalkomponente
: . —00 < z < 00, Longitudinalkomponente

2.9.2 Beziehungen zwischen kartesischen Koordinaten und Zylinder-
koordinaten

po= Vri+y? (22)
z = p-cos{¢} (23)
y = p-sin{¢} (24)
z = z (25)
x x
cos{op} = —=——= 26
to} P 22 (#6)
. Yy Y
sin{¢p} = *=-—x 27
to} P2 +y? )
2.9.3 Das vektorielle Linienelement
dl=dp e, +pdo s+ dz é. (28)
di? = dp? + p*d¢? + d2* (29)
2.9.4 Die Flichenelemente
p d¢ dz €, auf den Flichen p = konstant,
S =< dpdz €y  auf den Flichen ¢ = konstant, (30)

p dp do €, auf den Flichen z = konstant.

2.9.5 Das Volumenelement

d*F=dV = pdp do dz (31)
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2.9.6 Umrechnung in kartesische Koordinaten

€, cos{¢} sin{p} 0 €y
€ | = | —sin{o} cos{o} O €y (32)
z. 0 o 1)\ e
€ cos{p} —sin{¢p} e,
& | = |sinf{o} cos{o} € (33)

0 0
Die Vektordifferenz 7—7’ wird in Zylinderkoordinaten folgendermafien berechnet:

P = (p—pcos{d—@'}) - &+ p/sinfé— @'} -G+ (2= ) (34)

Somit ist der Abstand iiber folgende Beziehung gegeben:

— o O

2.9.7 Abstand zweier Punkte

7= 7'|= V/p? + p? = 2pp' cos{¢ — ¢/} + (2 — 2')? (35)
Das Betragsquadrat ergibt sich zu:
7= 7'[*= p? + p* = 2pp cos{p — ¢} + (z — 2')? (36)

2.9.8 Spezielle Beziehungen bei Zylinderkoordinaten

14 10V 8V
V.-V =gradV = 8—6},—1— ang ¢+a €.

dp
= = 0 10 0
B =divB = fB B, —B B
Vo iv p +8 + - 90 ¢+

10 10 8

_ 1[5@3) o a(pB)

0 02 1 02 o
0

0 1 62 82
AGr @+2wﬂ+v

V x B =rotB

2 0
— Bp> 6¢—|—AB €,

(41)
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2.10 Kugelkoordinaten (z,y,z < 6,p,r)
2.10.1 Defintionsbereich der Kugelkoordinaten

Der Definitionsbereich ist gegeben
durch:

0 <0 <7, Polarkomponente
0 < ¢ <27, Azimutalkomponente
0 <r < oo, Radialkomponente

2.10.2 Beziehungen zwischen kartesischen Koordinaten und Kugel-

koordinaten
ro= a2+ y?+ 22 (42)
x = r-sin{f} - cos{p} (43)
x = r-sin{f}-sin{p} (44)
z = r-cos{6} (45)
re€ = T-Ety-€+z-€& (46)
cos{p} = . — (47)
Va2 +y?
sinfp) = e (48)
Va2 +y?
cos{f} = z (49)
r
: x? + g2
sin{6} = 2 (50)
sin{0} cos{p} = z (51)
T
sin{0} sin{p} = Y (52)
T
2.10.3 Das vektorielle Linienelement
dl = dr & +r sin{f} dp &, +r df & (53)
di* = dr® + 12 df* + r?sin®{0} dp? (54)
2.10.4 Die Flachenelemente
r?sin{0} df dy é. auf den Flichen r = konstant,
?S={ rdrdd € auf den Flidchen ¢ = konstant, (55)

rsin{0} dr dp &  auf den Flichen 6 = konstant.

2.10.5 Das Volumenelement

d*7 = dV = r*sin{0} dr dy db (56)
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2.10.6 Umrechnung in kartesische Koordinaten

€y sin{0} cos{p} sin{f}sin{p} cos{6}
€gp | = | cos{0}cos{p} cos{f}sin{p} —sin{6}
e, —sin{p} cos{p} 0
sin{0} cos{p} cos{0}cos{p} —sin{p}
= | sin{0}sin{¢} cos{f}sin{p} cos{y}
cos{0} — sin{6} 0
2.10.7 Spezielle Beziehungen bei Kugelkoordinaten
ov 1 9V 19V

o ey 09 T v o0

.

@™ ®p @
JLL
SN———
—~
(@)1
J
~—

©

8

o
st M
SN——
—
ot
oo
S~—

(hlébl o

N e

—

V.-V =gradV = €p (59)

- - 2 d 1 0 1 10
B=divB = 73. —B,+—~—B8B By — B,
ve div 7+8 +7”Sln{9} Oy 9D—i_rtaun{ﬁ} t roe?

0 1 0 1 9
87( “Br) + rsin{f} dp~ ¢ T sn{oy rsin{f} 60 gg (1110} B4)(60)

1 9]
= Ten{0] (7" sin{0}B,) +

1
2

0 —(rsin{0}By)

0
——(rBy) + 50

9

<
l\')

20 0? 1 0 1 92
. :A = _— _— _— _——
VvV v rarv+8r2v+r2tan{9}89v+r286‘2v

(61)

19,0 1 9/ 0
= 2o ( aﬂ) {0} 90 (bm{e}aev)

, _ 1 19 19
B=rotB = |—x ——Bo — —— 5Bl &
v x ro [rtan{@} ‘p+7“89 ¥ rsin{f} 0p 9]6
19 1 d
trmos® P

0 10
—|—|: By + ar — By — aQBT:| €y (62)

B, a

. 1"25111{0}{ (rsin{0}B,) — a‘l(rBe)] A

1 0 g, . S
+m [&)@Br — E('f’ SIII{Q}BL‘D):| €p

170 0 o
+; |:87°(TBG) — 6eB»r-:| €y

2 2 0 2 0 o
erBT rsin{0} 90 gg 10} Bo) - 72 sin{6} aSOBSO] o

2 0 2cos{f} 0 1 -
= Ip 4+ T B
Zsin{0) 0 " 2sin?{0} 0p " r2sin’{0) “"]
2 0 1 2cos{0} O .

Op _ <7 63

r2 00 r2sin’{0} T sin?{} O¢ 4 0 (63)

AB = [ABT—

+|as,+

|:ABG + =
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2.11 Sonstiges

2.11.1 Losungsansitze fiir Differentialgleichungen

Fiir die DGL )

0

eignet sich der folgende Losungsansatz:

V = A exp{i\z} + B - exp{—iz}

2.11.2 Trigonometrische Funktionen und Hyperbelfunktionen

) el®
sSin z =

_ e iz
2
e gt

2

COS z =

2.11.3 Haiufig benottigte Integrale

1 1
/sin2 ardr = 51‘ 12 sin 2ax

9 1 1 .
cos“ardx = —x + — sin 2ax
2 4a

2.11.4 Imaginire E-Funktionen
e"TW = ¢%(cosy + isiny)

Das heifit zum Beispiel:

(9]
[ME)
I

~

17

(64)

(65)
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3 Herleitung der Maxwellschen Gleichungen

3.1 Der Gauflsche Integralsatz

/ / Vo T{F} dir — # T} o d25 (72)

Sv

3.2 Der Stokessche Integralsatz
// (v x f{F}) od?S = ff{f} odl (73)
Sc C

Der Stokessche Integralsatz gilt nur dann, wenn das Vektorfeld {iber das inte-
griert wird, keine Polstellen enthélt.

3.3 Das Coulombsche Gesetz
F12

L. Q,
Q1 (rz' 1) /

v

-
N

Ursprung

Das Coulombsche Gesetz ist gegeben durch folgenden Zusammenhang:

Qi1Q2 Ty — 71

Fro{iy = J2on
12{7.} 47‘(‘60 ‘FQ—F1|3

(74)

Die Kraft ﬁm ist dabei die durch @, auf Q5 ausgeiibte Kraft.
Die entgegengesetzte Kraft Fy; auf Q1 ist gleich grofl, wie F)5, hat aber ein
negatives Vorzeichen.

Bei mehr als 2 Ladungen, ergibt sich die Gesamtkraft, durch Uberlagerung,
also Summieren der Einzelkréfte:

3.3.1 Giiltigkeit bei zeitabhingigen Feldern

Bei zeitabhéngigen Feldern verliert das Coulombsche Gesetz seine Giiltigkeit.
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3.4 Die elektrische Feldstirke
Die elektrische Feldstéirke ist gegeben durch folgende Defintion:

. F{7}
E{rf} = ——

=0
Das Coulombsche Gesetz oben eingesetzt, besagt somit, dass eine Ladung @',
die sich am Ort 7/ befindet, an einem beliebigen Ort 7 die Feldstéirke

(76)

L Q (-7
E{r} = 7
= ey P78 77
erzeugt.
Bei mehr als 2 Ladungen veréndert sich die Gleichung zu:
F{r} o~ Qi -7
E{F} = =Y E : : 7
{7 > B =Y g (75)

3.4.1 Giiltigkeit bei zeitabhingigen Feldern

Bei zeitabhéngigen Feldern verliert das Coulombsche Gesetz seine Giiltigkeit.

3.5 Das Gaufische Gesetz (3. Maxwell-Gleichung)
3.5.1 Das Gauflsche Gesetz in Integralform

ﬁ BiijodS = — /V/ [ vt - %V (79)

3.5.2 Das Gaufische Gesetz in Differentialform

Durch Anwendung des Gauflschen Integralsatzes (Gleichung (72)) auf Gleichung
(79), ergibt sich die Differentialform des Gaufischen Gesetzes:

g0V o E{F} = ov {7} (80)

3.5.3 Giiltigkeit bei zeitabhingigen Feldern

Bei zeitabhéingigen Feldern behélt das Gauflsche Gesetz, wie alle Maxwell-
Gleichungen seine Giiltigkeit.
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3.6 Das Biot-Savart-Gesetz

Zur Aufstellung des Biot-Savart-Gesetz muss zuniichst die Stromdichte jy
folgendermaflen definiert werden:

Ay = ov{r}y o{7} (81)

Der Strom selbst ist dann gegeben durch:

1= fiees [[[veran-@ -
S \%4

Das Biot-Savart-Gesetz schliellich ist gegeben durch folgenden Zusammenhang;:

By /// wo vl F}_xrqs— ) )

3.6.1 Giiltigkeit bei zeitabhingigen Feldern

Bei zeitabhéngigen Feldern verliert das Biot-Savart-Gesetz seine Giiltigkeit.

3.7 Das magnetische Vektorpotential (4. Maxwell-Gleichung)

Das Biot-Savart-Gesetz lédsst sich mit einigen Umformungen auch wie folgt

schreiben:
5= Ho JV{T ’
B{ 4
)= VX///M TR e

Wir fithren das magnetische Vektorpotential A{7} folgendermafien ein:

i [ 12 Hoer ®

A ist dabei eine reine Hilfsgrofe, ohne direkte physikalische Bedeutung.
Mit ihr vereinfacht sich jedoch das Biot-Savart-Gesetz zu:

Laut den Gleichungen (14) und (86) gilt nun:

VoB{ift =Vo(VxA{F}) =0 (87)

Dies ist die 4. Maxwell-Gleichung. Sie besagt, dass Magnetfelder grundsétz-
lich quellenfrei sind.

3.7.1 Giiltigkeit bei zeitabhingigen Feldern
Auch die 4. Maxwell-Gleichung behilt ihre Giiltigkeit bei zeitabhéngigen Feldern.
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3.8 Das Ampeéresche Gesetz (Durchflutungsgesetz)

3.8.1 Das Amperesche Gesetz in Differentialform

V X E{F} = o jv {7} (88)

3.8.2 Das Amperesche Gesetz in Integralform

Wendet man den Stokesschen Integralsatz (Gleichung (73)) auf Gleichung (88)
an, so erhélt man die integrale Form des Ampéreschen Gesetz:

}{E{F} odl = // (v x E{F}) o d*S = o //jV{F} od®S = pole  (89)
C Sc Sc

Das Ampere-Gesetz besagt damit, dass das geschlossene Linienintegral der ma-
gnetischen Induktion bis auf den Faktor p gleich dem durch die umschlossene
Fliche flieBenden Strom ist.

3.8.3 Giiltigkeit bei zeitabhingigen Feldern

Das Amperesche Gesetz gilt nur im statischen Fall, also wenn gilt: 85% =0

Es kann jedoch fiir den zeitabhéngigen Fall modifiziert werden:

3.9 Das modifizierte Amperegesetz (1. Maxwell-Gleichung)

3.9.1 Das modifizierte Ampéregesetz in Differentialform

v x B{7} = o (.MF} e 8%*57}) (90)

mit der Verschiebungsstromdichte fD:

(91)

3.9.2 Das modifizierte Ampéregesetz in Integralform

Durch Anwendung des Stokesschen Integralsatzes erhilt man das modifizierte
Ampeéregesetz in Integralform:

fé{f} 0 de[/ (v x B{#y) o a8 = o // (]‘V{F} +eo 8]2£F}> o d?5

C
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3.10 Das Faradaysche Induktionsgesetz (2. Maxwell-Gleichung)
3.10.1 Das Faradaysche Induktionsgesetz in Integralform

emf = z{ﬁ{F} odl = —ZSZ/ B{r} o d*>S (93)

3.10.2 Das Faradaysche Induktionsgesetz in Differentialform

Durch Anwendung des Stokesschen Integralsatzes erhdlt man das Faraday-
Gesetz in Differentialform:

3.11 Die Maxwell-Gleichungen fiir das Vakuum

Nun wurden alle 4 Maxwell-Gleichungen fiir das Vakuum sowohl in integra-
ler, als auch in differentieller Form hergeleitet.

Hier noch einmal eine Ubersicht iiber die Gleichungen in der wichtigeren, diffe-
rentiellen Schreibweise:

1. Maxwell-Gleichung || V X B= 1o (jv + <o 88—];3) Ampere-Gesetz

2. Maxwell-Gleichung VxE-= —%—’f Faraday-Gesetz
3. Maxwell-Gleichung VoE = %QV Gaufisches Gesetz
4. Maxwell-Gleichung VoB=0 -

Neben dem Coulombgesetz, dem Biot-Savart-Gesetz und den 4 Maxwell-Gleichungen
hat sowohl die Kontinuitétsgleichung, als auch die Lorentzkraft eine grofie Be-
deutung:

3.12 Die Kontinuitéitsgleichung

Die Kontinuitidtsgleichung ist die mathematische Formulierung des Prinzips
der Erhaltung der elektrischen Ladung.

8@\/{77, t}

ot Vo jy{ftl =0 (95)

3.12.1 Giiltigkeit bei zeitabhingigen Feldern

Die Kontinuitétsgleichung ist allgemein giiltig.

3.13 Die Lorentzkraft
Die Lorentzkraft liefert eine Verbindung der Gréfien E, B und F:

F=QFE+Q(7x B) (96)
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4 Elektrostatik

4.1 Grundlegende Gesetze der Elektrostatik

Neben dem Coulombschen Gesetz fiir die Kraft und die Feldstérke gelten in der
Elektrostatik folgende vereinfachende Bedingungen:

0
= = 0 97
p (97)
i =0 (98)

do
£ = 0 99
ot (99)
B =0 (100)
FLorcntz = QE (101)

Die Maxwell-Gleichungen vereinfachen sich zu:
VxE = 0 (102)
Vo = & (103)
€o

4.2 Energie, Potential, Feldstirke und Spannung
4.2.1 Potentielle Energie im elektrischen Feld

Um eine Ladung @ von einem Anfangspunkt 7, zu einem Endpunkt 7 zu bringen,
muss folgende Arbeit aufgewendet werden:

Wot = —Q/E odl (104)

Da kein Perpetuum mobile exisitieren kann, gilt bei einer geschlossenen Kurve:

}[Eodz":o (105)
C

4.2.2 Potential und Spannung
Das elektrische Potential ist wie folgt definiert:

:V(Fa)—/Eodf:— / Fodl (106)

fFal=00

- dWpot
Ta," dQ

mit dem hiufig gewéhlten Bezugspunkt: V (|7, |= co) = 0.
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In differentieller Form geschrieben lautet das Gesetz:

E{f} = —-VV {7} (107)

Die Spannung zwischen 2 Punkten 7} und 7 ergibt sich als Potentialdifferenz:

Upy = V(7)) — V(7)) = —/E odl (108)

4.2.3 Feldstirke und Potential kontinuierlicher Ladungsverteilungen

Fiir das E-Feld einer kontinuierlichen Ladungsverteilung gy im Ort 7/ gilt:

B} = o / /] QV{|: _;j,rj ) gy (109)

Fiir das Potential einer kontinuierlichen Ladungsverteilung gy im Ort 7' gilt:

V{r} =

dmeg /// QV{T*’| (110)

4.2.4 Feldstiarke und Potential spezieller Ladungsverteilungen

4.2.4.1 Feldstirke und Potential einer Punktladung im Ursprung

Fiir das E-Feld einer Punktladung im Ursprung ergibt sich in Kugelkoordi-
naten:

B{ft = e (111)
In kartesischen Koordinaten ergibt sich der weitaus kompliziertere Ausdruck:

0 x

3 )

dreg(z?2 +y2 +22)2 \ =

Bla,y, 2} = (112)

Fiir das Potential ergibt sich:

1
- 113
dmeg T (113)

V{F} =
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4.2.4.2 Feldstarke und Potential einer Punktladung an einem belie-
bigen Ort

Fiir das E-Feld einer Punktladung am Ort 7/ gilt:

— Q (F-=7")
E = 114
{r dmeg |7 — 7|3 (114)
Fiir das Potential einer Punktladung am Ort 7/ gilt:
Vi{r} = : (115)
47r50 |7 — 7|

Bei mehreren Punktladungen, ergibt sich das Potential durch Superposition:

AT} = Z 47r50 |r — 7 (116)

4.2.4.3 Feldstirke und Potential einer Linienladung auf der z-Achse

Fiir eine Linienladungsdichte auf der z-Achse ist die Raumladungsdichte ge-
geben durch:

ov{r} = or{z}6(z) 6(y) (117)
Das E-Feld ergibt sich zu:
0 oL * oL
Pl = ——M— = e, 118
{r} 20 (22 + 42) g om0 €p (118)
Fiir das Potential gilt:
. oL Po
= In{— 11
VI = Vi) + 5o (2) (19)

4.2.4.4 Feldstirke einer Flichenladung in der Ebene z=0

Fiir eine Fliachenladung in der Ebene z=0 ist die Raumladungsdichte gegeben
durch:

ov{r} = 0s6(2) (120)
Das E-Feld ergibt sich zu:
0 0 0
- S s
E = — 0 = — 121
{7 2e0 \ = 29 " (121)
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4.3 Elektrische Leiter und Dielektrika
4.3.1 Das Ohmsche Gesetz

johm = oE (122)

4.3.2 Dipole in Dielektrika

Dielektrika besitzen keine beweglichen Ladungstréiger, allerdings verschiebt sich
im #dufleren elektrischen Feld die negativ geladene Elektronenhiille leicht ge-
geniiber den positiv geladenen Atomriimpfen. Es bilden sich Dipole aus.

Q. L V(D)

ol

Ursprung

Nach der obigen Abbildung definiert man das sogenannte Dipolmoment:

—

7= Qd (123)

wobei der Vektor d immer von der negativen zur positiven Ladung zeigt.

Bei n Dipolen in einem Volumen AV gilt fiir das Gesamtdipolmoment:
Paes = Y _ i (124)
i=1

4.3.3 Die elektrische Polarisation

Die elektrische Polarisation wird als Dipolmoment pro Volumen definiert:

n

] 1 — dﬁges
P = Jim Xy Zp v (125)

Fiir n gleiche elementare Dipole p'= p; = Q(f gilt:
P=nQd (126)

Das Potential einer Dipolverteilung ist gegeben durch:

V{r} = /// Pi;go |ri;,|’; Dy (127)
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4.3.4 Die Polarisationsraumladungsdichte

Wir betrachten nun einen Kérper in dem frei bewegliche Ladungen der Ladungs-
dichte gg¢; und ortsfeste Dipole der Polarisation P vorhanden sind.

Das Potential dieses Modells lautet:

VI =V, +/// ora{r’} = V/OP{F/}d?’r’ (128)

dmeq |F— 7|

mit der Polarisationsraumladungsdichte:

p=-VoP (129)

Es gilt:

OV = Ofrei T 0P = Ofrei — Vo -ﬁ (130)

4.4 Die dielektrische Verschiebung D

Man fiihrt nun die dielektrische Verschiebung wie folgt ein:

—

D=¢eE+P (131)

Somit ergibt sich das Gauf3sche Gesetz fiir die dielektrische Verschiebung;:

VoD_»:&jOVOE_:+VOP':QV79P:erei (132)

Das Oberfldchenintegral iiber Dist gleich der gesamten freien Ladung im Volumen:

/ / Bod§ = / / / Ot {F} P = Qe (133)
S \%

4.4.1 Die elektrische Suszeptibilitdt und die relative Dielektrizitits-
konstante

Die Ausbildung elementarer Dipole in Dielektrika ist in vielen Féllen eine Re-
aktion auf ein dufleres Feld.
Deshalb gilt in isotropen Materialien:

P= Xe€oF (134)

Fiir die dielektrische Verschiebung folgt:

D =eoE + xeeoE = (1+ xe)eoE = eeoE (135)

mit der relativen Dielektrizititskonstante:

e=e{f} =14 x. (136)
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4.5 Potenzial-, Poisson- und Laplace-Gleichung
4.5.1 Die Potenzialgleichung

In linearen, isotropen Medien gilt die Potenzialgleichung;:

e{Treo AV{T} + eoVe{r} o VV{F} = —onei{7} (137)

4.5.2 Die Poissongleichung

In homogenen Medien ist {7} konstant und es gilt die Poissongleichung;:

AV} = —L’:;EF} (138)

4.5.3 Die Laplacegleichung

In raumladungsfreien Gebieten ist of.o; = 0 und es gilt die Laplacegleichung:

AV{i} =0 (139)

4.6 Kapazitit und Widerstand

4.6.1 Kapazitit eines Parallelplattenkondensators

S
0 =0 (140)
d
4.6.2 Kapazitit eines Kugelkondensators
4dmee
C=- 1 (141)

T1 T2

wobei 71 der Radius der inneren und r, der Radius der dufleren Kugel ist.

4.6.3 Widerstand eines quaderférmigen Leiters

Der Widerstand eines quaderférmigen Leiters der Lange [ mit Querschnittsfliche

S und konstantem E-Feld ist: ;

R=— (142)
4.7 Energiedichte im elektrostatischen Feld
_bp _1 |E|*= 155 (143)
el = 2eeq 95%0 T2
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5 Magnetostatik

5.1 Grundlegende Gesetze der Magnetostatik

Neben dem Biot-Savart-Gesetz fiir das B-Feld gelten in der Magnetostatik fol-
gende vereinfachende Bedingungen:

)

5 = 0 (144)
Vojy = 0 (145)
dov o

- =0 (146)

Die Maxwell-Gleichungen vereinfachen sich zu:

VxB = pujyv (147)
VoB = 0 (148)

5.2 Magnetfelder spezieller Anordnungen
5.2.1 Magnetfeld eines geraden Stromfadens

Fiir die Stromdichte eines Stromfadens entlang der z-Achse gilt:
Jvir} = 16(x)6(y) e (149)
Fiir das Magnetfeld in Zylinderkoordinaten gilt dann:

3 Tpo
B{z,y,0} = ﬁ% (150)

Da das B-Feld zylindersymmetrisch ist, spielt die z-Koordinate keine Rolle.

5.2.2 Magnetfeld bei zylindersymmetrischer Stromverteilung

Bei zylindersymmetrischer Stromverteilung gilt:

= Tpo
B =1 151
2mpC? (151)

Das Ergebnis des geraden Stromfadens gilt also auch allgemein bei zylindersym-
metrischer Stromverteilung.
5.2.3 Magnetfeld einer kreisférmigen Stromschleife

Fiir die Stromdichte einer Stromschleife in der x-y-Ebene und mit dem Urpsrung
als Mittelpunkt gilt:

FoATr = 16(2) 800 — o) & (152)
Fiir Aufpunkte auf der z-Achse (7= (0,0, 2)T) gilt:
- I 2
B{r} = % — e (153)
(22 + p3)2
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5.3 Das magnetische Dipolmoment

Das magnetische Dipolmoment einer raumlich begrenzten Stromverteilung
wird folgendermaflen definiert:

m = ///r x jy {7y (154)

v

l\J\»—A

Auflerhalb der Stromverteilung ergibt sich fiir das magnetische Vektorpotential
in erster Naherung:

Ho m X T
dm [P

A{r} = (155)

Wenn die magnetische Induktion hinreichend weit weg von der Stromdichtever-
teilung j bestimmt wird, gilt:

(156)

5.3.1 Magnetisches Dipolmoment eines geschlossenen Stromfadens

Fiir einen geschlossenen Stromfaden gilt:

M= gyffx di{F} (157)
C

Durchliuft I{7} die ganze Kurve C, so erhiilt man:

[i|=[1] Sc (158)

5.3.2 Magnetisches Dipolmoment bewegter Punktladungen
Wenn alle N Teilchen dieselbe Masse m und Ladung ¢ haben, gilt:

m = Li=-—=1L (159)

N | =
3=

N | =
=

«
Il
-

mit dem Drehimpuls
Uy (160)

&~
Il
E
3
X
&
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5.4 Magnetisierbare Materie

Die magnetische Induktion entsteht aus:
1. dem Beitrag der Bewegung elektrischer Dipole.
2. dem Beitrag der ortsfesten magnetischen Dipole.

3. dem Beitrag der freien Ladungstréiger.

5.4.1 Beitrag elektrischer Dipole zum Magnetfeld

- oP

o = 161

JPol ot (161)
In der Magnetostatik gilt: .

JpPot =0 (162)

5.4.2 Beitrag magnetischer Dipole zum Magnetfeld

Durch die Elektronenbewegung in der Materie konnen mikroskopische Kreis-
stréme entstehen, die ein infinitesimales magnetisches Dipolmoment dm besit-
zen und somit das Magnetfeld beeinflussen.

Wir definieren die Magnetisierung als magnetische Dipolmomentdichte
(magnetisches Dipolmoment pro Volumen):

N
M7y = 1
{7"} dST' ( 63)
. M -
Ao {7} = 22 // {T|r}_ 434'3 ™) gy (164)

Man kann auch schreiben:

T} = / / & J“‘ag“{“”/}ds : (165)

mit der Magnetisierungsstromdichte

Tmagn {7} = V x M{F} (166)

5.4.3 Beitrag freier Ladungstriger zum Magnetfeld

Afrel{F - MO /// ]frel{i/| dg'f'/ (167)

5.4.4 Gesamtmagnetfeld

Insgesamt gilt in der Magnetostatik:

j’V = ;frei + .;magn (168)
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5.5 Das Magnetfeld H
Man fithrt nun das Magnetfeld wie folgt ein:

H=—B-M (169)

1
Ho

Somit ergibt sich das modifizierte Ampeéregesetz fiir das Magnetfeld:

_ 1 - - - N N
VXH:IVXB_VXM:jV_jmagn:jfrei (170)
0

5.5.1 Die magnetische Suszeptibilitit und die relative Permeabilitit

Fiir isotrope Stoffe gilt:
B (171)

Ho po 14 Xxm L+ Xm L+Xm/ po Fikto
(172)
Daraus folgt:
B = pupoH (173)
mit der relativen Permeabilitét:
p=p{rt =1+ Xm (174)
5.6 Das skalare magnetische Potential
Unter der Randbedingung ;frci = 0 gilt:
VxH=0 (175)

Deswegen gibt es ein skalares magnetisches Potential ®,,, so dass gilt:

H=-Voy (176)

Fiir lineare Medien gilt nun die Laplace-Gleichung:
— APy =0 (177)
Fiir nichtlineare Medien mit Magnetisierung gilt die Coulombgleichung:

A®y =VolM (178)

5.7 Energiedichte im magnetostatischen Feld

1 - S
Wnagn{} = 5 H{7} o B{F} (179)
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6 Maxwell-Gleichungen und Wellengleichung

6.1 Die Maxwell-Gleichungen in polarisierbarer Materie

Beriicksichtigt man alle Strome und Ladungen (also auch Dipolladungen, etc.)
ldsst sich keine der Vereinfachungen der Elektrostatik oder Magnetostatik mehr
vornehmen.

Man muss das vollstdndige System der Maxwellgleichungen, wie sie in § 3.11
zusammengefasst wurden, beriicksichtigen.

Wir wollen nun die Maxwellgleichungen fiir das Vakuum aus § 3.11 fiir Ma-
terie verallgemeinern.

Dazu fassen wir noch einmal unsere Erkenntnisse der letzten Kapitel zu den
verschiedenen Raumladungsdichten und Stromdichten zusammen:

5 - 9P
op=—-VoP und JPol = ED (180)
Omagn = 0 und j’magn =V x M (181)
oV = Ofrei T+ 0P + Omagn und jV = ;frei + jPol + jmagn (182)

Die Grofle 9magn wird dabei nur eingefiihrt, um die Analogie zwischen Ladungs-
dichte und Stromdichte zu verdeutlichen. Da es nach unserem heutigen Wis-
sensstand keine magnetischen Ladungen gibt, ist omagn immer 0.

Beriicksichtigt man nun noch die Gleichungen (131) und (169) ergeben sich die
Maxwell-Gleichungen fiir polarisierbare und magnetisierbare Materie:

R I
H=—D+ jpei 1
V x o + I (183)
Vxi--2p (184)
Ot
VoD = pfei (185)
VoB=0 (186)
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6.2 Stetigkeitsbedingungen an Grenzflichen
Es gelten die Materialgleichungen:

D =eeoE (187)
B = pupoH (188)
6.2.1 Allgemeine Stetigkeitsbedingungen
1. E-Feld:
[ﬁ x (EZ - El)} x7A=0 bzw. Eun = Eiano (189)
2. B-Feld:
7o (EQ — §1) =0 bzw. Bhorm1 = Brorm2 (190>
3. D-Feld: . .
iio (D2 - Dl) = o5 (191)
4. H-Feld: . . .
7i x (H2 — Hl) — s (192)
5. Stromdichte: 5
— ixe _ e v 193
no (]2 Jl) ot 0s (193)
6.2.2 Stetigkeitsbedingungen zwischen 2 Dielektrika
Ideale Dielektrika sind nicht leitend und tragen keinerlei Ladungen:
0s =js =0 (194)
Somit lauten die Stetigkeitsbedingungen fiir diesen Fall:
1. E-Feld: . .
[ﬁx (Eg—El)] X7 =0 (195)
Etanl = Etan2 (196)
2. B-Feld: . .
7o (32 - Bl) ~0 (197)
Bnorml - Bnorm2 (198)
3. D-Feld: . .
o <D2 - D1> =0 (199)
Dnorml = Dnor1112 (200)
4. H-Feld: . .
[ﬁx (H2—H1)} X =0 (201)

Htanl = HtanQ

(202)
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An einer Oberflachenladungs- und Oberfléchenstromfreien Grenzfliche erge-
ben sich also folgende Verlédufe fiir die Vektoren der E-, D-, B-, bzw. H-Felder:

- -
8] Enorm1 E1 norm1

8 2 Etan1 D D 5
E normZ norm1
2
E >
norm2 D tan2
EtanZ = Elam

=
I
%
E T
g
5 oy

MQ Htan1 - B 2
H norm2 norm1
H 2
norm?2| BtanZ
—
Hlan2= Htam

6.3 Das skalare elektrische Potential
Mit Gleichung (86) und dem Faraday-Gesetz folgt:

ot

Hieraus folgt, dass ein skalares elektrisches Potential &, existiert, so dass:

V x (E + 8@) =0 (203)

0
P E+—A 204
Y% el = ( + ot ) ( 0 )
Fiir das E-Feld folgt nun:
. o -
E=-Vd,——A 2
VP BN (205)

®, geht im statischen Fall (% = 0) in das elektrische Potential V iiber.

6.4 Eichtransformation

Mit der Einfithrung des skalaren elektrischen Potentials gilt:

B 0 .
AA —egoppo atQA \Y (V o A+ ecoppio = 5 el) = — 440 Jtrei (206)
Ay + VoD fo L (207)
ot g€o

6.4.1 Ziel einer Eichtransformation

Die beiden Gleichungen (206) und (207) sind eichinvariant, das heift die Form
der Gleichungen bleibt bei einer Eichtransformation erhalten. Allerdings kénnen
die beiden Gleichungen mit einer Eichtransformation deutlich vereinfacht werden.
Die wichtigsten Eichtransformationen sind die Coulomb- und die Lorentzeichung.
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6.4.2 Transformationsgleichungen

Das magnetische Vektorpotential A ist iiber die Bedingung
B=VxA (208)

nicht eindeutig bestimmt, denn aufler A erfiillt auch A’ = A + VA diese Glei-
chung. Je nach Wahl der beliebigen skalaren Funktion A kénnen sich fiir A’
unendlich viele Losungen ergeben.

A heifit Eichfunktion. Mit ihr lassen sich sogenannte Eichtransformationen
nach folgenden Gleichungen durchfiihren:

A= A+ VA (209)
d

=0 — —A 21

el 1 8t ( 0)

Die zweite Transformationsgleichung ist notwendig, damit die Feldstérke E bei
einer Transformation von A unveréndert bleibt.

Eine solche Transformation ist natiirlich nur deswegen erlaubt, da sowohl ff, als
auch @ reine Hilfsgréflen ohne physikalische Bedeutung sind.

6.4.3 Die Coulomb-Eichung

Die Coulomb-Eichung ist gegeben durch:

VoA=0 (211)

Falls Vo A # 0 wahlt man die Eichfunktion A als Losung der Gleichung;:
AA=-Vod (212)
Mit dem resultierenden A’ ergibt sich automatisch V o A =0.

Mit der Coulombeichung vereinfachen sich die Gleichungen (206) und (207) zu

q 02 9 .
AA —eeoppo o5 A = ecoppoV 5 Pal — [0 frei (213)
ot ot
A(Pel _ Ofrei (214)
EEN

mit dem sogenannten Coulomb-Integral als Losung;:

a7, t} = 47‘(’860 /// QT:IEC’(} & (215)
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6.4.4 Die Lorentzeichung
Die Lorentz-Eichung ist gegeben durch:

> 0
VoA+ EEQ MO afbel =0 (216)

Falls diese Gleichung nicht erfiillt ist, wihlt man die Eichfunktion A als Losung
der Gleichung:

2

- 0 0
VoA+ Eeoum)a@el = —-AA+ €EOILL,LL0@

Mit der resultierenden Eichfunktion wird die obige Bedingung automatisch
erfiillt.

A (217)

Mit Hilfe der Lorentzeichung vereinfachen sich die Gleichungen (206) und (207)
zu 2 ungeddmpften inhomogenen Wellengleichungen:

. 92 . .
AA — afsouu()@fl = — Lo Jtrei (218)
2
Ofrei
Ay — ceofifio 55 Per = — Efgo (219)

6.5 Die Wellengleichungen
Fiir die Lichtgeschwindigkeit ¢ gilt:

1
c= —— (220)
VEEO o
Auflerdem gilt im Folgenden:
Ue{d, Az, Ay, AL} (221)
. 1 . o =
ty = rei d y by = —— Jfrei 222
g{r,t} pr— oder girth =7 s (222)

6.5.1 Die ungedimpfte homogene Wellengleichung

2
AU{T, L 9

6.5.2 Die ungedampfte inhomogene Wellengleichung

2
Awfr - L2

6.5.3 Die geddmpfte homogene Wellengleichung

AU{7 1) — oo 2wt — L gy — o (225)
r, :u,uoo-at r, 2 8152 T, -
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6.6 Wellengleichung fiir das elektrische Feld und die ma-
gnetische Induktion

In ungeladenen Dielektrika gelten die Maxwellgleichungen, wie in § 6.1 beschrie-
ben (allerdings mit den Vereinfachungen gge; = 0 und jgei = 0).

Bildet man die Rotation der Maxwellgleichungen ergeben sich folgende
Wellengleichungen:

L1 9% o
AEF - — —F = 22
c? Ot? 0 (226)
L 1 9% &
AB—- — —B = 22
c? Ot? 0 (227)

6.7 Brechzahl, Lichtgeschwindigkeit und Wellenvektor
6.7.1 Brechzahl

Fiir die Brechzahl eines Mediums gilt:
n=./ep (228)

6.7.2 Lichtgeschwindigkeit

Fiir die Vakuumlichtgeschwindigkeit gilt:

1
CHh = 229
0 VEoHo (229)
Fiir die Lichtgeschwindigkeit in einem beliebigen Medium folgt:
1
_ _ 9 _ 4 (230)
VEEOUI) B n
6.7.3 Wellenvektor und Wellenzahl
Fiir die Vakuumwellenzahl gilt:
w
ko = % = Wy/Eo Mo (231)
Fiir die Wellenzahl gilt:
- w w
k=|k| = o= na = wy/Eeoupg = nko (232)
Fiir den Wellenvektor gilt schliefilich:
k=k-é, (233)
6.7.4 Die Dispersionsrelation
- - w2
[kIP=kok =k =k +k +ki==5 (234)
c

Die Dispersionsrelation muss erfiillt sein, damit ein Feld Losung der Wellenglei-
chung ist!
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7 Wellenausbreitung in Dielektrika

Folgende Betrachtungen gelten unter den Vorraussetzungen jfrei = 0Ofei =0 =0
und € = const. bzw. p = const..

7.1 Ebene elektromagnetische Wellen

Da E und B die homogenen Wellengleichungen erfiillen sind ebene Wellen eine
mogliche Ausbreitungsform.

Ebene elektromagnetische Wellen sind transversal, d.h., es gilt:

kx E=wB (235)

H= = = (236)

mit dem Wellenwiderstand:

7= |Ho (237)
EEN

7.1.1 Monochromatische ebene Wellen
Das elektrische bzw. das magnetische Feld hat die Form:
ER{F,t} = Epo cos {Eo 7 —wt + <p} = Re {Eo exp {iEo 7 — iwt}} (238)

wobei meistens abkiirzend geschrieben wird:

E{7,t} = Ey exp {z (E oF — wt)} (239)
bzw. . . .
H{r,t} = Hy exp {z (k‘of’—wt)} (240)
mit
B Eox exp {ip, } . Hoy exp{ips}
Ey= | Eoyexp{ipy} bzw. Hy= | Hoyexp{ipy} (241)
EOZ exXp {“Pz} HOZ exp {“Pz}

Eine monochromatische Welle zum Zeitpunkt ¢ = 0 und fiir ¢ = 0 sieht folgen-
dermaflen aus:
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7.1.2 Polarisation

Betrachtet man eine ebene Welle mit Ausbreitungsrichtung z, hat E im Allge-
meinen eine x- und eine y-Komponente. Die Amplituden lauten dann:

E, = Epxcos{kz—wt+ ¢} (242)
E, = Eycos{kz—wt+p+7d} (243)

Nun lassen sich mehrere Falle unterscheiden:

7.1.2.1 Linear polarisierte Welle (6 = +mm, m € Ny)

B E
Es, : E tana = £ — (244)
o i _‘ EOX

7.1.2.2 Zirkular polarisierte Welle (6 = £ + mm,m € Ny, Eox = Eoy = Ep)
Er = Eo(éy cos{kz — wt + o} T éysin{kz — wt + ¢}) (245)

Ey Ey
T O=+1/2 T o=—T1t/2
PRI
\J¥E

E
7.1.2.3 Elliptisch polarisierte Welle (6 = &7 +mm, m € Ny, Eox # Eoy)

X

(5
&

rechts zirkular links zirkular

E

y

d=+m/2 d=—m/2

B, | B}
//“\.\ l;x + I;y =1 (246)
=) EOX EO
y
-EK_/ Ex

E,,

7.1.2.4 Elliptisch polarisierte Welle (J = beliebig, Eyx, Eoy belicbig)

e 5

).
.
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7.2 Energiedichte, Leistungsdichte und Poynting-Vektor

7.2.1 Elektromagnetische Energiedichte

1o - 1o =
’LU{F,t} = We] + Wmagn = iE oD+ §H oB (247)

7.2.2 Die mechanische Leistungsdichte
Wmech = .;frei o E (248)

7.2.3 Der Poynting-Vektor

§ = i = £ e () - { 127

L|EcE| +|EPk

} (249)

AuBlerdem gilt:

S=w-c (250)
Der zeitgemittelte Poynting-Vektor ergibt sich durch:
= 1 _ 1 Lo
S = 3Re {So} ~ SRe {E x } (251)
7.2.4 Leistung
Die Leistung berechnet sich aus:
P= # Sod*S (252)
Sv
7.2.5 Die Kontinuitéitsgleichung der Energie
0 - - _
Y VoS = FhiokE (253)
ot
7.3 Gruppen- und Phasengeschwindigkeit
Es gilt:
Cor * Cph = &2 (254)

Mit dem Ausbreitungskoeffizienten 3, der im allgemeinen die Wellenzahl in Aus-
breitungsrichtung der Welle darstellt (also zum Beispiel 8 = k), ergibt sich:

w ow

Cph = E bzw. Cor = %

(255)
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7.4 Reflexion und Brechung

7.4.1 Brechungs- und Reflexionsgesetz

Mediengrenze

Fallt eine ebene Welle auf eine Grenzfliche, so wird sie dort teilweise reflektiert
und teilweise gebrochen.
Es gelten folgende Gesetzméafigkeiten:

1. Bei der Reflexion und bei der Brechung tritt keine Frequenzédnderung auf.

2. Einfallende, reflektierte und transmittierte Welle liegen in einer Ebene:
ref = @rr = 0 (256)
3. Es gilt das Snelliussche Brechungsgesetz:

sin 6y, Ny

sinfy,  nin (257)
4. Es gilt das Reflexionsgesetz:
7 x (Eref - Em) XA=0 = O =00 (258)
5. Die Tangentialkomponente der Welle bleibt bei der Brechung stetig:
(ﬁ X Etr) X 7= (ﬁ x Ein) x 7l (259)

6. Die Normalenkomponenten der einfallenden und der transmittierten Welle
sind iiber folgende Relation miteinander verbunden:

N N N N 2
o Ky = \/||ktr|2 — WFwl2 + (7 0 Fin) (260)
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7.5 TE- und TM-Wellen

Wir wollen nun den Spezialfall von TE- bzw. TM-Wellen besprechen:

7.5.1 TE-Wellen

43

Eine TE-Welle liegt vor, wenn Ein parallel zur Einfallsebene linear polarisiert

ist und ﬁin in der Einfallsebene schwingt.

Mit dem Koordinatensystem n, €, €j, wie es in § 7.4.1 in der Abbildung defi-

niert wurde, gilt also:

fioErg =0 (261)
bzw. . .
mit .
nx k
G=——o (263)
17 > k||
€, kann bei einfacheren geometrischen Anordnungen
oft schon durch Uberlegung bestimmt werden.
Auflerdem gilt:
Etr = Ein + Eref (264)

7.5.2 TM-Wellen

Eine TM-Welle liegt vor, wenn Hin parallel zur Einfallsebene linear polarisiert

ist und Ein in der Einfallsebene schwingt.

Mit dem Koordinatensystem n, €, €j, wie es in § 7.4.1 in der Abbildung defi-

niert wurde, gilt also:

fio Hry =0 (265)
bzw. . .
mit .
Xk
g=—20 (267)
17 > k||
€; kann bei einfacheren geometrischen Anordnungen
oft schon durch Uberlegung bestimmt werden.
AuBlerdem gilt:
Htr = Hin + Href (268)
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7.5.3 Amplituden bei Reflexion und Brechung fiir TE-Wellen

v

Mediengrenze

Fiir TE-Wellen gilt:

= _'in _ Etr
B ° (,Uin utr) ﬁnin cos{Oi, } — i\/nfr —n2 sin®{6;,}
e T i X - 1 1 2 2 2
in = (Ml:l + Mz;) Tii Tin cos{bin} + T \/ ir — Ny sin {0in}
(269)
2
jom 77— Nin cos{in }
tre = =1+ 78 = — — 3 (270)
in Ti Min cos{Oi, } + yi nZ, —n2 sin®{fi }
Fiir den Spezialfall p;, = p, gilt auBerdem:
sin{0y; — Oin}

= == 271

I'TE sin{0y; + Oin } (271)
2sin{64, } cos{0in }

trp = 272

TE sin{8¢; + Oin } (272)
Fiir die Magnetfelder gilt:
fi = Byt [(*OE )it — (7o K )*} (273)
in — in Zinkin t in )T n in )€t
1 — —
Href Eref T ke |:(_’t o km)ﬁ + (ﬁ o kln)gt:| (274>
1 - —
Ay = By (8 0 Fin)ii — (71 0 k)] (275)
Ztrktr
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7.5.4 Amplituden bei Reflexion und Brechung fiir TM-Wellen
b
Htr
0 te
N
C
O0) n
(@)]
C
Q
O
O]
=
Fiir TM-Wellen gilt:
= ];/:in ];/: r
H et e <€1n - €;> ,uinn%r COS{@in} — MtrMin \/n‘?r - ni2n SiDQ{ein}
™M = H = - = =
! 7o <I€€m + Ig?) Ninn%r Cos{ein} + fbtrMin \/n%r - ni2n SmQ{ein}
(276)
H, r 2 in 2 gin
tT™m = t =1+7rrm = HinThy COS{ } (277)
n pinn2, cos{bin} + piernin \/nfr —n? sin®{6;,}
Fiir den Spezialfall p;, = p, gilt auBerdem:
tan{6i, — O, }
=1 ‘M 278
T O + O ) (278)
Fiir das E-Feld gilt:
. 1 R .
Ein n i kln er — (€ km ﬁi| 279
—— [(@o R — (@ o R (279)
1 Lom o7 N
Eref = Hrefwgoein _(n o m) t — ( t © 1n)n} (280)
1 - —
By = Hy, i 0 k)@ — (& kin*} 281
t tWEOEtr (70 ker)et — (€ o kin)7i (281)
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7.5.5 Brewster-Winkel

Fiir nichtmagnetische Materialien verschwindet 1y fiir Einfallswinkel 6;g.
0 wird Brewster-Winkel genannt.
In magnetischen Materialien gibt es auch fiir TE-Wellen einen Brewster-Winkel.

Um die Bedingungen fiir den Brewsterwinkel einfacher formulieren zu kénnen,
fithren wir den k-Reflexionsfaktor wie folgt ein:

7 o (Ein - Etr)

7o (Ein + Etr)

Tk =

(282)

Mit 7. und 7, werden die dielektrischen, bzw. magnetischen Eigenschaften der
Grenzfldche beschrieben:

Ein — &tr Min — Mtr
re = ——— bzw. = 283
c Ein + Etr a Min + Mtr ( )
Fiir den Brewsterwinkel muss nun folgendes gelten:

TE-Welle:

TR =Ty (284)
TM-Welle:

TR = Te (285)

7.5.6 Intensititsreflexions- und Intensitidtstransmissionsfaktoren

Der Intensitéitsreflexionsfaktor R und der Intensitdtstransmissionsfak-
tor T werden iiber die zugehorigen zeitgemittelten Poyntingvektoren definiert:

703
R= 122k (286)
7o Sin
7= 120 (287)
T_i O Din
In verlustlosen Medien gilt:
R+T=1 (288)

7.5.7 Totalreflexion

Beim Ubergang vom optisch dichteren ins optisch diinnere Medium ny, > ng.
tritt fiir Einfallswinkel 6;, > 0, Totalreflexion ein, die Welle wird komplett
reflektiert. Fiir den Grenzwinkel 6, gilt:

M0 sin{fy ) = 1 (289)

Tty

Bei Totalreflexion gilt aulerdem:
T=0 (290)
R=1 (291)



