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Aufgabe 1

Bei einem ebenen Plattenkondensator habe jede der parallel im Abstand d angeordneten
Metallplatten die Flédche A. Eine der Platten liege in der Ebene x = 0. Der Zwischenraum

ist mit einem leitfdhigen Dielektrikum gefiillt, fiir welches gilt:

€ = const

o = 09g+t0x-X

Der Kondensator ist an eine Konstantstromquelle mit i{t} = iy angeschlossen. Berechnen
Sie die Potenzialdifferenz zwischen den Kondensatorplatten!

Losung

Auf die Kondensatorplatten flieft der Strom i(¢) = iy, der sich dort auf die Flache A
verteilt und somit die Stromdichte

hervorruft.
Mit dem ohmschen Gesetz folgt:
j=0E
%Oé’x = ao—i—ax-x)ﬁ
L 1
E=0 z

—€
Aog+oy-x

Die Potenzialdifferenz ist gegeben durch:

Es handelt sich eigentlich also gar nicht um einen Kondensator, sondern um einen Wider-

stand mit “Innenleben”.
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Aufgabe 2

Eine mit der Volumenladungsdichte gy homogen geladene Kugel vom Radius Rk befinde
sich im Ursprung des Koordinatensystems. An der Stelle 7, = (,, ¥y, 2,;)” innerhalb die-
ser Kugel befinde sich ein kugelférmiger Hohlraum mit Radius Ry, so dass die Oberfléache
der dufleren Kugel nicht verletzt wird. Berechnen Sie die Kraft auf eine Ladung Q, die
sich in grofem Abstand r von dieser Anordnung befindet!

Losung

Fiir grofle Absténde r lasst sich die gegebene Ladungsanordung als Punktladung ansehen.

Fiir deren Ladung Qg gilt:

Qx = ov - (VK —VH)

1
= ov- o7 (Ri — Rpy)

Nach dem Coulombschen Gesetz ist dann die Kraft auf die Ladung ) im Abstand r:

_Q-Qx _Q-ov

dmeegr?  Beegr?

F

(Ri — Ry) (2)

Aufgabe 3

Gegeben ist ein ebener Plattenkondensator aus zwei parallelen Metallplatten der Fliache
A, welche sich bei x = 0 bzw. x = d befinden. Der Zwischenraum ist mit einem leitfdhigen
Dielektrikum mit ortsabhéngigen Materialparametern e{z} und o{x} gefiillt. Nehmen Sie
eine zeitabhéngige Spannung an den Kondensatorplatten an. Leiten Sie unter Verwendung
der Kontinuitédtsgleichung und des mikroskopischen ohmschen Gesetzes eine Differenzial-
gleichung fiir den zeitlichen Verlauf des elektrischen Feldes E{F, ¢} = E{F,¢}é, im Inneren
des Kondensators her! Welche Information miisste gegeben sein, damit Sie diese DGL 16sen
kénnen?

Losung

Diese Aufgabe lasst sich analog zu Aufgabe 9 der letzten Klausur 16sen. Wieder gelten
die Kontinuitétsgleichung, das Gaufische und das Ohmsche Gesetz:
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5 0
vojfrei‘i_ag— 0

o=Vo (eeoﬁ)

E’ Jfrei

Man erhéilt hier die DGL:

Vo <0‘E> + % (V o (eeoﬁ>> =0 (3)

Wiederum lassen sich die Orts- und die Zeitableitung vertauschen.

. o -
E —F | = 4
Vo(a +€€08t ) 0 (4)

Das elektrische Feld kann als £ = E, - €, geschrieben werden. Somit lédsst sich die eindi-

mensionale DGL im Ortsraum losen:

0 .
UEX + 66OE-EIX = Jx0 {t} (5)

Da die Rand-/Anfangsbedingung fiir E {t} nicht gegeben ist kann man diese DGL nicht
mehr 16sen. In Aufgabe 9 aus der Klausur im Herbst 2000 war der zeitliche Verlauf von i

dagegen bekannt.

Aufgabe 4

Eine leitende Hohlkugel vom Radius R ist halb mit einem nichtleitenden Dielektrikum
(€, p) gefiillt. Thr Mittelpunkt befinde sich im Ursprung des Koordinatensystems. Die
Grenzfliche des Dielektrikums befinde sich bei z = 0, das Dielektrikum fiillt den Raum
fir 2 < 0. Fiir z > 0 ist die Kugel leer. Eine Punktladung @)1 befinde sich bei z; = R/3 auf
der positiven z-Achse innerhalb der Kugel. Skizzieren Sie die Anordung! Zeichen Sie alle
Spiegelladungen ein, die notwendig sind, um das Feld innerhalb der Kugel zu berechnen
und berechnen Sie das Feld im leeren Teil der Kugel. (Hinweis: Fiihren Sie das Problem
auf zwei bekannte Teilprobleme zuriick.) Existiert ein elektrisches Feld auBerhalb der Ku-
gel? Begriinden Sie ihre Ansicht!

Losung
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Erstes Teilproblem: Um eine Kugel als Aquipotenzialfliche zu erhalten muss man

laut Skript eine Spiegelladung )5 bei

R2
=—=3'R 6
<2 P (6)
anbringen. Diese hat die Grofie
R
Q2 = _Q12_1 = =31 (7)

Zweites Teilproblem: Die Spiegelladung an einer dielektrischen Grenzflache wurde in
den Ubungen behandelt. Es gilt:

R
2’3:—21:—§
_ 24
Qs =-Qi

Zuriick zum ersten Teilproblem: Selbstverstiandlich muss auch fiir die Spiegella-
dung )3 die Bedingung der Kugel erfiillt werden. Dazu ist eine weitere Spiegelladung Q4

notwendig:

R2
Z4:—:—3R

zZ3

R
Qi=—-Q3— =3-0Q

Z3

€2 — €1
€+ €1

Feldberechnung: Das Feld im leeren Teil der Kugel ergibt sich durch Aufsummation

der Feldkomponenten aller 4 Ladungen:

G ) ®)

Im Raum auflerhalb der Kugel existiert ebenfalls ein Feld, denn Oberflachenladungen, die
durch die innen eingebrachte Ladung induziert werden, kénnen nicht abfliefen. Sie sind

vielmehr die Senken/Quellen der Feldlinien im Auflenraum.
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Aufgabe 5

In einem verlustlosen Medium der Brechzahl n breite sich eine ebene Welle geméfl
exp{i(kor—wt)} aus. Fiir den Wellenzahlvektor soll k = (a-7/2)&+bé, gelten. Berechnen
Sie b als Funktion von a und n.

Losung

Die Dispersionsrelation der ebenen Welle lautet

= () o - ()
n 2 N Co
Nach umstellen resultiert also der gesuchte Zusammenhang
2
e e e
N - aTm 2 nw 2 = W

1 (?) — (a) furg < o

IS
B

S
3

Aufgabe 6

In der Vorlesung wurde die Dispersionsrelation fiir ebene Wellen hergeleitet. Wie lautet

die (ortsabhéngige) Dispersionsrelation fir die Hermite-Gaufl-Welle

die bei z = z; startet in einem quellfreien Raum?

Hinweis: Verwenden Sie die Schreibweise £ = FEyXZT mit X = exp{—%}, Z =
<1 - zﬁ) exp {ik(z — 29)} und T' = exp{—iwt}.
Loésung

Die Dispersionsrelation geht aus der (skalaren) Wellengleichung hervor. Sie lautet

1\? 92
AE—(E> 7l =0

Aus der Zeitableitung resultiert
0? 0?
—FE=FEXZ—T=-wE
o2 "o “

und somit
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AE + <%>2E:0

Nach Einsetzen von F und Anwenden des Laplace Operators ergibt sich

52 52 o>
AE = G5B+ 55+ 5P

1 02 1 02
=k {Y@XJFE@Z}

Ok

Die zweifache Ableitung von X nach z ergibt

P oz [ 2
or2" Oz p? exp 2p?

und die zweite Ableitung von Z nach z

02 0 [ L 2T 2 :
@Z =5 [(_k_pZ + ik + e )exp {ik(z — zo)}]

_ (3 T ”"’(Zp—;%)) exp {ik(z — )}

=K (1 ~ (kp)? - ;“(Z N ZO)> ’

Daraus ergibt sich die Dispersionsrelation

#[G)-

Aufgabe 7

k? s (W2
)2 —Qik(z Ep (3) =0

Eine Blochwelle wird durch den Ansatz F = u{x,y, z} exp{i[k(z — 20) — wt]} beschrieben.

Welche Differentialgleichung muss u{7} in einem quellenfreien Raumgebiet erfiillen?
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Losung

Das elektrische Feld muss die Wellengleichung

AE + (£>2E:

c
erfiillen. Einsetzen ergibt

o (. 0 :
AE = (Atu + Ep (zku + &u)) exp{ilk(z — 29) — wt|}
= <Au + Qik% - k2u) exp{i[k(z — z9) — wt]}
und somit

Au—i—%k% =0

Aufgabe 8

Eine ebene TM Welle fillt aus der negativen z- Halbebene auf die Grenzfliche z = 0
zwischen zwei unmagnetischen Medien. Die Welle breitet sich unter den Winkeln 6, = 7/3
und ¢; = 7/4, gemessen gegen die z- und z- Achse wie bei raumlichen Polarkoordinaten
iiblich, aus. Im Bereich z < 0 ist die Dielektrizitdatskonstante ¢ = ¢, im Bereich z > 0
€ = €. Fiir die Welle tritt keine Reflexion an der Grenzfliche auf. Wie grof§ ist €7 Geben
Sie die Komponenten des Wellenzahlvektors der transmittierten Welle als Funktion von
€1,0; und ¢; an, wobei 6; und ¢; durch die Zahlenwerte ersetzt und die Winkelfunktionen
ausgerechnet werden sollen. Die Vakuumwellenzahl sei k.

Losung

Eine TM- Welle, die bei schrigem Einfall auf eine Grenzfliche nicht reflektiert wird, fallt
unter dem Brewsterwinkel ein. Die Fldchennormale ist 7 = €,,s0 dass direkt der Winkel
0; den Einfallswinkel angibt. Es gilt

tan{@iB} = 6—2 = 2_2 - \/g )
1

€1

also

€y — 361

Der Wellenzahlvektor der einfallenden Welle ist
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ki = ky (sin{6;} cos{¢ }&, + sin{6; } sin{¢; } €y + cos{b; }€,)

mit

ki =mniko = \/E—lk()

Fiir die transmittierte Welle ergibt sich dann

ke = ky (sin{0,} cos{1 }& + sin{0; } sin{¢1 }&,) + (k; 0 &,)E,

mit

- e
||k’t|| = ko = noko = \/ézko = e—zk‘l
1

und

Et 0€¢, = \/k‘% — ki + (/21 0¢é,)?
= \/kg — k? + Kk} cos?{6,}
= kl\/€—2 -1+ COS2{6‘1}

€1

1
= hiV7

Mit sin{6,} = v/3/2, cos{6;} = 1/2 und sin{¢ } = cos{¢} = 1/4/2 resultiert

Lk
ky = Zl(x/ééx +6¢, + 6¢,)

Aufgabe 9

Ein Strom I durchfliefit eine quadratische Leiterschleife mit der Kantenldnge d. Berechnen
Sie das Vektorpotential A im Raum auBerhalb der Leiterschleife. Zuleitungen sollen nicht
beriicksichtigt werden.

Losung

Das Vektorpotenzial A auBerhalb einer raumlich begrenzten Stromverteilung lautet

—

X T

o

TR
A{T}:E
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Fiir eine ebene Stromschleife gilt
m| =|I|[F  mit F=d*

Wihlt man die Lage der Stromschleife 0.B.d.A. in der zy-Ebene und lisst den Strom im

mathematisch positiven Sinn flieen, dann gilt

m = Id*e,

Eingesetzt mit Auswertung des Vektorprodukts ergibt sich

Aufgabe 10

Ein Lichtstrahl trifft unter einem Winkel 6; auf eine Grenzflache (siehe Abbildung).

n] r-]2 ns
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Berechnen Sie die Wellenvektoren ks und 123 in den Bereichen 2 und 3. Wie grof§ ist
Ak = ky — ko fiir n3 = n,? Fiihren Sie eine Fallunterscheidung fiir sin{6;} > 2 und
sin{f;} < 72 durch !

Losung

Es ist giinstig ein Koordinatensystem (7i, €, €]) so zu wéhlen, dass der Basisvektor 7
senkrecht zu den Grenzflichen steht und k; keine Komponente in é- Richtung hat. Der

k-Vektor im Bereich 1 hat dann die Darstellung

ky = ky1€y + kiai = kona (sin{6;}e; + cos{b;}n) |

wobei k|| die Tangentialkomponente und &, die Normalkomponente des Wellenzahlvektors
k beziiglich einer der oben beschriebenen Basis bezeichnet. Die Tangentialkomponente ist

an der Grenzflache stetig. Somit gilt:

Ko = k2= k3

Es gilt mit Bereichsindex j = 2,3

kg =/ IKlI1* = &

und damit

k; = ko (m sin{6;}é; + \/nf —n? Sin2{9i}ﬁ)

Ak = E3 — ko hat damit nur noch eine Komponente in 72- Richtung mit der Grofie

o AF = ko [ 1y cos s — 7,\/772,% sini{éi};— n3 fl}r S%H{ei} > ng/ny
Vn2 —n3sin?{0;} fiirsin{6;} < no/ny

Aufgabe 11

Im freien Raum flieBt die Stromdichte j = I sin{wt}é{z}d{z}|y| exp{—|y|}&. Geben Sie
die y- Komponente des magnetischen Vektorpotenzials A an. Gehen Sie dabei von der

allgemeinen Losung der inhomogenen Wellengleichung fiir A in Lorentz- Eichung aus. Die
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Losung des Integrals ist nur im Ursprung analytisch einfach ausrechenbar. Wie lautet das
Ergebnis?
Losung

Die Wellengleichung fiir das Vektorpotenzial lautet in Lorentz-Eichung

AA— 660##0@14 = — o]

Dies ist eine inhomogene Wellengleichung. Im Script wird die Losung fiir

. Lo .
A%D{Ta t} - g@d]{?n) t} = —47'('9{7", t}

diskutiert. Die allgemeine Losung mit der Greenschen Funktion lautet

@b{ﬁt}:/77/9{77',t’}G{F,F’,t,t’}dt’d3r’ :

wobel die Greenschen Funktion des freien Raums

1 =~
G{F, 7t} = 5{t’—t—|r T‘}
&

|7 = 7|

ist. Mit der gegebenen Stromdichte

j = I'sin{wt} exp{—|y|}ly|s{x}0{=}&

ist

Iﬁfuo sin{wt} exp{—|y|}y|do{z}é{z}

™

g{Fv t} =

fir die gesuchte Komponente Ay des Vektorpotenzials. Eingesetzt ergibt sich:

Ay = T //7 exp{—Iy/ [}y |61’ }4)

A |7 — 7|
o

/ sin{wt'}d {t' —t— I _c il } dt’ | da'dz'dy’

oo
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Nach t-Integration folgt

Afeyzy = T /// = exp{ |y|}|y 0{a'}o{2'}

(y—y)?+(z—2)?

Ve =)+ (y—y)2+ (2 — )

C

-sin {w(t + )} da'dz'dy’

und nach z, z-Integration vereinfacht sich der Ausdruck zu:

A{z,y,

+o0o

I sy / 2 2

2} = Wo eXP{ Iy I}\y\ s d ot o Y 7y
\/932 )2+ 22 c

Gesucht war A,{0,0, O}, also
+o0o
I a /

4 i

—00

Nun muss man u; = ¢ + (—1_6)11/ mit j = 0,1 substituieren. Also wird

—+00
/

I
a0.0.0p = 0| ooy fute+ Db ay-
C

47
0

_ /Ooexp{y/} sin {w(t - %)} dy’

1
Ay{0,0,0} = ZMOC exp{—ct}/exp{—cuo} sin {wug } dug+
m

+ exp{ct} /exp{—cul} sin {wuq) } duy

Schlieflich kann man das Integral 16sen:

I
Ay{0,0,0} = MZO ccosh{ct}/exp{—cuo}sin{wuo}duo
7r

ppol ¢ sin{wt} + cw cos{wt}
27 c? 4+ w?

(1 — exp{—2ct})
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Aufgabe 12

Eine Stromschleife fithrt den Strom I und besitzt die Paramterdarstellung
{t} = ro(cos{t}é + sin{t}e, + 2sin{i}€,)  mit—27 <t <27

Wie grof§ ist das Dipolmoment m ?

Losung

Das magnetische Moment m ldsst sich wie folgt berechnen:

Losungsweg 1

Bei gegebener Parametrisierung ist das Linienelement di

-~ Or
dl = —dt
ot ’
also gilt
, 27 cos{t} —sin{t}
L .
m=— sin{t} X cos{t} dt
—2r \ 2sin{t/2} cos{t/2}

und nach ausmultiplizieren ergibt sich

g2 2 sin{thcos{t} — 2sin{t/2} cos{t}
m = 9 / —cos{t} cos{t/2} + 2sin{t/2} sin{t} | dt

—27 1

Die erste Komponente gibt null, weil eine ungerade Funktion {iber ein symmetrisches In-
tervall integriert wird. Die zweite Komponente wird null, weil die Kronecker-Beziehung
(im Script nur ganzzahlig, daher mit geeigneter Substitution) gilt. Daher lautet das Er-
gebnis

m = 2rIr’e,
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Losungsweg 2 ( aus einer Klausur )

Man kann das Linienintegral auch durch Projektion der Schleife in die xy,yz, zz-Ebene
16sen, da die Gesamtbewegung der Ladungstrager sich als Superposition schreiben lassen.
Daher gilt dies natiirlich auch fiir den Strom /. Man kann dann mit den Formeln aus dem

Script fiir ebene Stromschleifen rechnen:

In der xy-Ebene hat man

cos{t}
m{t} = | sin{t} ,
0

das ist eine Kreisschleife und erzeugt nach Script ein magnetisches Moment

m = 2r1r?E, ,

da die Schleife zweimal durchlaufen wird. In der yz-Ebene findet man

0

{t} = sin{t}
2sin{t/2}

Durch Zeichnen der Spur von 7{t} sieht man, dass es sich um eine Schleife mit Uber-
kreuzung handelt. Das magnetische Moment hebt sich also gerade auf. In der zx-Ebene
schlieBlich

cos{t}
r{t} = 0
2sin{t/2}
Auch diese Schleife hat eine Uberkreuzung, daher ist auch dieser Beitrag null. Die Losung

lautet also

m = 2w Ir?E,



