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Aufgabe 1
Zwei Ladungen @) die sich zum Zeitpunkt ¢ = 0 bei 7} = aé, und 7 = —aé, befinden,
bewegen sich gleichférmig mit der Winkelgeschwindigkeit & = 2%5; um den Ursprung.

Welches (mittlere) magnetische Feld resultiert auf der z-Achse 7
Losung

Die Volumenladungsdiche lautet

0= Q5{p— a} (50— wt} +6{6 —wt — T}) (2

Die Geschwindigkeit ist

wobei 7 = ae€, ist. Damit folgt

U = waéy

und
J = Quo{p — a} (8¢ — wt} + {6 — T —wt}) 6{2}¢,

Der mittlere Strom ist

<.y

2 % /0 " Qud{p — a} (5{¢ —wt}+6{¢ - g - wt}) 5{z}dgé,
_Qw

™

5o — a}o(:), = 226{p — )i (=},

Letzteres gilt, weil man wt auf 0 < wt < 27 einschranken muss. Im Skript ist das B-Feld

angegeben, daraus folgt
Qa’

H= T(2% + a?)3/? ©



Elektromagnetische Felder und Wellen: Losung zur Klausur Herbst 2003

Aufgabe 2

VI,

1
2

€y — a

V2

1
2

€y, T3 = —a

V2

angeordnet. Skizzieren Sie die Feldverteilung (Feldlinien) fiir Q > 0 in der z-y-Ebene.

1
2

€ — a

V2

—

aey, Ty =

Drei Ladungen () seien bei 7

Losung

So sieht es in etwa aus:
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Aufgabe 3

Im Bereich x > 0 in der z-z-Ebene sei eine unendlich diinne Metallplatte mit Potenzial
V =V} vorhanden. In der y-z-Ebene ist bei y > 0 eine weitere Platte mit Potenzial V' = 0
vorhanden. Skizzieren Sie die Anordnung in der x-y-Ebene. Berechnen Sie das Potenzial
im II. bis IV. Quadranten! Sie konnen annehmen, dass das Potenzial nicht vom Abstand

zur z-Achse abhéngt.

Loésung
Skizze:
Y
=0
=V
X

1 0?

FAagr’ "
daher oV

_ Ao, T
V= (@=3)

Aufgabe 4

Im freien Raum befinde sich auf eine Kreisscheibe mit Radius a, die die Fldchenladung
05 = 0o cos ¢ tragt. Geben Sie den differenziellen und integralen Zusammenhang zwischen
dem elektrischen Potenzial und Ladungsdichte an. Berechnen Sie das Potenzial in der
Kreisscheibe entlang ¢ = 7.

Hinweis:

P L e
/5 S o = V)

Losung

Der differenzielle Zusammenhang ist die Poisson-Gleichung

Av=-2

€0
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der integrale Zusammenhang ist das Coulomb-Integral

_, Ov 37
Vv = ——d
O =[] =

Vol

Die Volumenladungsdichte lautet

0= gocosdo{z}

Damit ist die integrale Schreibweise besser geeignet, daher

. cospo{z} 5, 2 cos ¢p do dp
174 _ _
) = 47T60 /// |77 — 77| & 47T€0/ / V(z — pcosd)? + (y — psing)? + 22

Vol

entlang ¢ = =

2w a
d d — 27
V(0,y,0 / / cosop do dp S— / \/y2 —2pysing 4+ p?| dp=0
0 0

47‘(’60 \/yQ +p2 —2pysing  4megy

Aufgabe 5

Zeigen Sie, dass ein in ein Volumen V hineinflieBender Strom J die darin befindliche

Ladung @ gemaf
dQ
dt

sindert. Gehen Sie dabei von einer Stromdichteverteilung j{7} aus.

J= %

Losung

Die Kontinuitasgleichung

dp
VOJ‘FE—O (1)

wird iiber das Volumen V' integriert

///(voﬁ >d3r’—0 | )

Mit Hilfe des Gaufischen Integralsatzes liasst sich das Volumenintegral in ein eine Integra-

tion iiber die Volumenoberfliche Cy umwandeln.

///(voj)d3’:/jod2§ (3)
\% Cv
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Da der Strom J in das Volumen V hineinfliefit, gilt

/7of§:—J (4)
Cv

Das Volumenintegral iiber die Ladungsdichte p entspricht der eingeschlossenen Ladung

Q.
[t
Es folgt
J = %Q . (6)

Aufgabe 6

Ein gleichseitiges Dreieck mit Seitenlidnge a liegt in der z-y-Ebene (Schwerpunkt im Ur-

sprung). Entlang den Kanten fliet im Uhrzeigersinn der Strom I. Wie ist das magnetische

Feld B{F} fiir |7] > a ?

Losung

Das magnetische Dipolmoment eines ebenen geschlossenen Stromfadens m lautet
mZé/FXdT{F} 1)

c
und steht senkrecht auf der durch den Strom I definierten Fliche S¢.
Es gilt

m=m-(=e) (8)

denn der Strom I fliet im Urzeigersinn.

gh V3

=11+ Se = I11- L0 = 1 2 )

V_gza

m=—|I]- TR

(10)

Fiir |7] > a folgt

B{rfy =2 (11)

(12)
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Aufgabe 7

Im homogenen Raum befinden sich auf allen Schnittpunkten der Kugeloberflichen
|7l = na ,n € N mit den kartesischen Koordinatenachsen die Ladungen @,, = QO%.
Wie ist das elektrische Potenzial V {7} bei # =0, wenn lim V {7} = 0 gilt?

|7l —00
Hinweise:
—~1 7 i(—l)"_ﬂQ
n?2 6 nz 12
n=1 n=1
—~ 1 7 i (- 7t
Lt 90 4= ot 27
Losung

Das Potenzial unendlich vieler Punktladungen @); an den Orten 7; ergibt sich durch Su-

perposition zu

Lo Qi
V = E _— 13
{7 1 dmeo|r” — 7] 13)
Laut Aufgabenstellung gibt es jeweils 6 Punktladungen mit |r;| = a; und es soll das

Potenzial lediglich bei 7= 0 berechnet werden.

o0

S 6-Q; 6 1
V=t =Y % D (14)
=1 =1

dmegar  4dameg

- ——Qq (15)

4@60

Aufgabe 8
Zerlegen Sie die monochromatische Welle
E{7 t} = Eo(1,1414,0)" exp{i(kz —wt)}, By € R

in zirkular polarisierte Anteile.
Losung

Die gegebene Welle

E{7,t} = Ey- (1,14 ,0)" exp{i(kz —wt)}, By € R (16)
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ist elliptisch polarisiert und kann in zwei entgegengesetzt zirkular polarisierte Anteile

zerlegt werden.

Er{7.t} = Er - (1,4,0)" exp{i(kz —wt)}, B, € C (17)
Er{F,t} = Eg - (1,—i,0)" exp{i(kz — wt)}, Er € C (18)
E{7,t} = E {F,t} + Er{F t} (19)
(20)

Dabei bezeichnen E, L,E r eine links- bzw. rechtszirkular polarisierte Welle.
Aus

1B +1-Ep=1-E, (21)
i Ep+ (—i) Ep = (1+1) - By (22)
folgt
By = By > ! (23)
Jo EO% (24)
(25)

Das Ergebnis lautet also

E {7t} = Ey - (2 ; i, 2! ;— ! : 0) expqi(kz — wt)} (26)
En{# t} = E (% % o> expli(kz —wt)} . (27)

Aufgabe 9

Ein unendlich langer Leiter mit Radius a, Leitfahigkeit o und Dielektrizitédtszahl e, liegt
entlang der z-Achse. In dem Leiter flieft ein Strom mit der homogenen Stromdichte
j=7 (t)e;. Das Magnetfeld auerhalb des Leiters lautet in Zylinderkoordinaten

B{F t} = BOEG(t)e?p :
p

wobei O(t) die Heaviside-Sprungfunktion ist. Geben Sie den differentiellen und integralen

Zusammenhang zwischen Stromdichte und Magnetfeld an (Maxwell-Gleichungen). Wie
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lautet der Strom J, der das Magnetfeld erzeugt? Berechnen Sie das zugehorige elektrische
Feld auf der z-Achse.

Hinweise:

e Vernachlissigen Sie Diffusionsstréome jg.

e Der Losungsweg fiihrt iiber eine zeitliche Differenzialgleichung

Losung

In linearer isotroper leitfahiger Materie gilt

(V X 2) :eeogﬁ—l—a-ﬁ (29)
(30)

wenn Diffusionsstrome jr vernachlissigt werden. Integriert man iiber die Querschnitts-

fliche S des Leiters mit dem Radius a, kommt man auf die integrale Form

1 —> pd a — g — —
— B) &S = = E o d? .| Eod®S . 1
it | (Vx ) S ateeos/ od*S+o S/ od*S (31)

Mit Hilfe des Stokes’schen Integralsatzes lédsst sich das Flachenintegral iiber die Rotation

des B-Feldes in ein Linienintegral entlang der Flachenumrandung C's umwandeln.
/(VXé)d2§:/§od§ (32)
S Cs

Das B-Feld ist ausserhalb des Leiters und wegen der Stetigkeitsbedingung (B, stetig)

auch auf der Grenzfliche zum Leiter gegeben.

/ B o d§ = Bg2ma = ByO(t)27a (33)

Cs

Da E und j iiber j: oE verkniipft sind, folgt innerhalb des Leiters aus der homogenen
Stromdichte j = j(t) - € das homogene elektrische Feld E = E(t)-€,. Das Flichenintegral
iiber das E-Feld

/ Eod?S = Ena® (34)
s
lasst sich demnach einfach auswerten. Die Differentialgleichung
1

0
—By - O(t) - 2ma = *=E+mrd’c- E 35
P (t) - 2ma = egema pr + ma‘o (35)
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wird fiir ¢ < 0 durch £ = 0 gelost. Fiir ¢ > 0 wird der Ansatz

E=FE(1-¢e™) (36)
0
—E=Ey-\-e ™ 37
ot orAe (37)
gewahlt. Durch Einsetzen ergibt sich
2B
0 C"‘)(t) = EGQE())\ . €7At +o0- E(] (1 - 67)\t) . (38)
o

Nun miissen noch Fy und X\ bestimmt werden. Aus lim e~ = 0 folgt

t—o0

2B,

By = (39)
Hioao
Da der zeitliche Verlauf des E-Feldes stetig sein muss (E(t = 0) = 0), folgt
o
A=— . 40
= (40)
Die komplette Losung fiir das elektrische Feld ist also
2B o
R S [T (41)
Hioao
Fiir den Strom J im Leiter folgt somit
J = /fd2§: j(t) - ma* = o E(t)ma® (42)
s
2n B o
= TPt (1 - e—at) o) . (43)
Mo

Aufgabe 10

Zwei lineare homogene isotrope Medien stoflen bei x = 0 aneinander. Im Bereich x < 0

existiert das elektrische Feld
E_ = Eyexp{i(kyr —wt)} e, + Eyexp {—i (k.x + wt)} &,
im Bereich x > 0 lautet das Feld
E. = Esexp{i(kix — wt)} €,

wobei E3 = 0.5FE] sein soll. Wie grof ist die Amplitude E5?

Losung
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Die Felder miissen die Stetigkeitsbedingungen an der Grenzflache erfiillen. Hier wére das

die Stetigkeit des tangentialen elektrischen Feldes

7 X ((EQ_El) Xﬁ)

Der Normalenvektor ist 77 = € und die Grenze ist = 0. In der obigen Formel muss El =
E_ und Eg = E+ ersetzt werden. Nach kiirzen um exp{—iwt} resultiert E) + Fy = Ej,
also £y = —0,5F;.

=0

Grenze

Aufgabe 11

Gegeben ist ein Stromfaden der Lénge ¢ im freien Raum. An seinen Enden wird die
Ladung Q{t} = £Qo exp{iwt} gemessen. Welcher Strom fliefit im Faden?
Losung

Aus der Kontinuitétsgleichung folgt I = —%Q. Der Strom im Faden ist also

I = FiwQq exp{iwt}

An beiden Enden sind genau entgegengesetzte Ladungen. Die Anordnung sieht also wie
ein harmonisch schwingender Dipol der Starke Q¢ aus. Daher stammt auch der Name

elektrischer Dipol fiir eine kurze Stabantenne.

Aufgabe 12

In einem inhomogenen Dielektrikum mit Dielektrizititszahl e{r} = e (sin {kr} + 1) wird
das konstante elektrische Feld E = Eyé, gemessen. Berechnen Sie die Verteilung der freien
Ladungen, wobei r den Abstand vom Ursprung angibt.

Losung

Die Ladungsdichte freier Ladungen resultiert aus p = Vo D. In dem hier vorausgesetzten
linearen Medium gilt D = eegF = eeq (sin{kr} + 1) Eo,. Da r = /22 + y2 + 22 ist, gilt
Vr = L und somit p = eeokz cos{kr} Ej.

Aufgabe 13

Auf der Grenzfliche z = 0 zwischen zwei Medien mit relativen Permeabilitdten gy, po
flieBt der Flachenstrom

-

Js = Jjocos {77%} sin {wt} €
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Das magnetische Feld H; im Bereich z < 0 ist fiir den Fall gesucht, dass es im anderen
Bereich das Feld H, = H,é, herrscht. Geben Sie die Stetigkeitsbedingungen fiir die ma-
gnetischen Felder an der Grenzfliche an.

Loésung

Die Stetigkeitsbedingungen an der Grenzfliche z = 0 lauten

—

7 X (ﬁg—ﬁ1>

0 = Js
7o (§2 - 1?1) -0 . (44)
2=0

Es gilt in den vorausgesetzten linearen Medien B = uuoﬁ , der Normalenvektor ist hier

1 = €,. Entsprechend ergibt sich

und

Das Gesamtfeld lautet also

H, = (o ﬁl)ﬁ + <ﬁ X [;G) X 11 = jo COS {ﬂ'%} sin{wt}e, + H,é,

Aufgabe 14

Welche Stromverteilung erzeugt im freien Raum das Lorentz-geeichte magnetische Vek-

torpotenzial
- [
A= Z—i[o;exp {ik-r—wt)le, |

wobei r den Abstand zum Ursprung bezeichnet?

Hinweis: Formen Sie den Vektor €, nicht in Kugelkoordinaten um!

Loésung

Es gilt AA - EEQMMOg—;E = —,uuof. Im freien Raum ist € = p = 1. Hier kann also nach

kiirzen um gy geschrieben werden

= (e lsy = 2) (=t exp ihr - ot ) 2
J = | oo 1 lomexpilhr —w €,

Da das Vektorpotenzial nur von r abhéngt, ist es hier zweckméfig, den Laplace-Operator

in Kugelkoordinaten zu nehmen:

10,0

72 8TT or
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Dabei wurde bereits a% =0 und % = 0 beriicksichtigt. Es resultiert fiir » > 0

iA[f = %%%735 <§ exp {i(kr — wt)}) &
_ i_;%% (rz‘ (;_f + ”‘%) exp {i(kr — wt)}) z,
= i—;%o(;ﬁér) exp {i(kr — wt)} €, )
= K- exp{i(kr —wi)} e, = —k*A

Aus der zeitlichen Ableitung resultiert ein Faktor —w? und damit ergibt ich fiir die Strom-
dichte
j= i_jré (k* — weopto) exp {i(kr — wt)} &,

Wenn wie iiblich k* = w?eyuy angenommen wird, kann dem Vektorpotenzial also kein
erzeugender Strom zugewiesen werden. Es ist eine Losung der homogenen Wellengleichung.
Tatséchlich findet man dies Ergebnis nur abseits des Ursprungs. Im Ursprung selbst ist
der Laplaceoperator divergent. Das sollte nicht weiter betrachtet werden. Es bleibt aber
anzumerken, dass obiges Vektorpotenzial tatséchlich von einem elektrischen Hertzschen

Punktdipol im Ursprung erzeugt wird (siche Aufgabe 11).

Aufgabe 15

Eine elektromagnetische Welle hat das elektrische Feld

E = FEysinh {ﬂz} cos {71’% — wt} ey
a

und breitet sich in einem Medium mit Dielektrizitdtskonstante € und Permeabilitéit p aus.
Welches ist ihre Ausbreitungsrichtung? Wie lauten Gruppen- und Phasengeschwindigkeit?
Berechnen Sie die Dispersionsrelation der Welle.

Losung

Eine Losung der homogenen Wellengleichung sind Wellen der Form a{7} f {anf’ —wt}. Nur
wenn a{r} ortsunabhingig ist, bezeichnen wir die Welle als ebene Welle. Der Ausdruck
¢ = Re {Ea} o 7" — wt bezeichnet die ,Phase“. Die Welle breitet sich in Richtung von

—

Re {k‘a} aus.
Aus dem Vergleich resultiert, dass sich die Welle in z- Richtung mit Re {k,} = 7 ausbrei-
tet. Sie ist selbst keine ebene Welle, entsteht aber aus der Uberlagerung von vier ebenen

Wellen, wie man der komplexen Darstellung entnehmen kann.
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Die Phasengeschwindigkeit bezeichnet die Geschwindigkeit, mit der sich die Phase der

Welle ausbreitet. Der Ort, an dem eine bestimmte Phase ¢ =const. herrscht, wandert mit

der Geschwindigkeit cppase = %7” . Dabei wird 7 nur in Richtung von Re {l;a} genomimen.

Die Phasengeschwindigkeit ergibt sich also aus
0 - 0 0

0= agb:Re{kza}an—w:Re{ka}ar'—w :

zZu

w wb

Cphase = m = .
Die Gruppengeschwindigkeit gewinnt erst bei Modulation der Welle Bedeutung. Durch
die Modulation wird aus der monochromatischen Welle ein Ensemble von Wellen mit der
Bandbreite Aw um w. Jede dieser einzelnen Wellen breitet sich mit ihrer Phasengeschwin-
digkeit aus. Die Uberlagerung der Wellen an einem Punkt z ergibt das Signal. Das Signal
scheint nun mit der Gruppengeschwindigkeit gelaufen zu sein. Unter der Voraussetzung,

dass Aw << w ist, ergibt sich die Gruppengeschwindigkeit zu

1
Cgruppe = 57—
—Re {k,
ow ekl
Mit Hilfe der Dispersionsrelation kann fiir die hier vorliegende Welle hergeleitet werden,
dass auch
1 w?
_ 2 _ _ =0
Cphasecgruppe =C = LLoE€o - ﬁ - 9
gilt, also
wRe{k.} Re{k.} T
C ru e = = =
s k? wioeey  whpigeeq

Die Dispersionsrelation ist die Bedingung, die erfiillt sein muss, damit die vorgegebe-
ne Welle eine Losung der Wellengleichung ist. Daher muss die Welle einfach nur in die
Wellengleichung eingesetzt werden:

E=0

L1
AE —

92
2 ot?
Es ergibt sich

() () e =0



