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Aufgabe 1

Losung
Das gegebene elektrische Feld entspricht dem einer konstanten Linienladung entlang der

z-Achse. Es gilt
- 1
E= EO@@ - Q_L_gg
0 2meo 0

Das Potential einer Linienladung ist

V=V(o)+ 2 1n{@}.
2meg 0

mit E()Qo =

oL
2meg "

Die Potentialdifferenz zwischen r1 und 75 ist demnach

V=Vi-1
oL {92}
= Ind ==

2meg 01
6
:EOQOIH{Q}

Die gesuchte Energie berechnet sich zu

W=Q([V.-VW)
= QEOQO In3.
Aufgabe 2
Losung
Zur Konstruktion gilt
V-B=0

das heifit, Feldlinien sind geschlossen. Weiterhin gelten die Stetigkeitsbedingungen, die
aus
V-B=0

und

VxH=0

folgen, d.h. die Tangentialkomponente von H ist stetig und die Normalkomponente springt.
Also
H2,norm/JJ - Hl,norm )
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Abbildung 1: Vektorplot der vorgegebenen Anordnung. Die Feldlinien sind aus den Vek-

toren ersichtlich.

wobel H; das Feld im Auflenraum bezeichnet. Dariiber hinaus soll die Permeabilitat sehr

grof sein, also folgt
H norm
HQ,norm = lim Zhoorm _ 0
p—oo i

Y

damit besteht das Feld im Keil im Grenzfall nur aus einer Tangentialkomponente. Damit
die Feldlinien geschlossen bleiben, muss das Feld im Auflenraum daher eine kleine Tangen-
tialkomponente besitzen. Die Feldlinien starten daher fast senkrecht zur Keiloberfliche
im Auflenraum.

Die Feldverteilung sieht daher so aus:

Aufgabe 3

Losung
Das Koordinatensystem wird geméaf Abbildung 2 gewéahlt.

Die Translationssymmetrie in y- und z- Richtung bewirkt fiir das Potenzial

) )
5V =0 5V =0

Der Sensor ist bis auf die Membran ladungsfrei. Somit konnen fir die Bereiche 1 (z < d)
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Abbildung 2: Drucksensor mit geladener Membran.

und 2 (d < z) Laplace-Gleichungen angenommen werden:
AV =0 AV,=0
Die allgemeinen Losungen lauten
Vi=cnz+cn Va=cnz+cx

Mit den elektrischen Feldern EI = —c116x = Féy, EQ = —cq1€x = Fye. Das Potenzial
muss bei z = d stetig sein, also Vi{d} = Vo{d} und damit

Vo = Vi{d} + car(x — d)
Das Potenzial im gesamten Sensor lésst sich somit wie folgt beschreiben:

v — Vi firo0<z<d
)l W, fird<z<h

Als weitere Randbedingung ist angegeben, dass der Potenzialunterschied U = V{h} —
V{0} = 0 sein soll. Damit resultiert

U= %{d} +021(h — d) — Vl{O} = C11d+ Cgl(h — d) =0 s

womit
d
Co1 = —C
21 g

folgt. An der Membran muss die Stetigkeitsbedingung fiir D erfiillt sein:
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Da beide Raume ungefiillt sind und 77 = €, gilt, resultiert

€o(—ca +cn1) =0s

also
osh—d
cp = ———F

€0 h
Das Potenzial im gesamten Sensor lautet also

0s h%d:c fir0 <z <d
€0

V=cp+®
12 %(h—x) fird<z<h

Nach einer Verschiebung der Membran um Ad nach d; = d + Ad &ndern sich die Felder
nicht. Es folgt fiir das Potenzial

cpnx fir0 <z <d;

vV = 012+ .
011d1 + Czl(x — dl) fir d1 <z< h
%x fir0<ax<d;
= 012+
%dl—%(x—dl) fird<axz<h

Die Potenzialdifferenz zwischen den Elektroden ist also

U = @(h_ddl—g(h—dl))

€o h h
os (h—d d
= B (%% g+ %Ad
60( T )
— BAqd
€0

Die Oberflichenladung betrigt 55 Elektronen pro mm?, also
o0s = 8.8-107"?As/m?

Damit ergibt sich aus der Spannung von U = 1mV wegen ¢ ~ 8.8 - 1072 2% eine

Verschiebung um

Ad:UG—O: 1mm
0s



Elektromagnetische Felder und Wellen: Lésung zur Klausur Friihjahr 2004 5

Aufgabe 4

Losung
Es gibt beliebig viele Méglichkeiten fiir die Zerlegung. Eine lautet
E {F, t} = Eo (1 — 2'7 2+ 7;’ O)T 6{i(lcszt)}
= Ey(1—i,1+41i,0)" elitkz=wt)}
+ Ey (07 1, O)T e{i(kz—wt)} .

Aufgabe 5

Losung

Die Poissongleichung in Kugelkoordinaten lautet

10 (,0 1 o (. 0 1 02 ov
— 2 (22 - = 60— - T y=_
r2 or (r or V) - r2sin 6 00 (sm 06 V) * 2 sin2«9902v €1€0

und unter Beriicksichtigung der Symmetrie

10 28 . ov
ﬁ%(?ﬁv)— o

Die Kugel teilt den Raum in zwei Bereiche. Aufierhalb der Kugel lautet der Ansatz (ho-

mogene Losung)
Cy

Vi= T + Cy
und im Innenraum (homogene Losung + partikulidre Losung)
Cs oo
Vo=—"4+0Cy — ——
2 r +la 12e160R

Da das Potenzial bei p = 0 nicht divergieren darf, muss C5 = 0 gelten. Bei p = R muss

das Potenzial stetig sein, wobei py = R gesetzt wurde

oo R’
Cy=0Cy —
2 4 12¢ 1€0
Ebenso muss die Ableitung stetig sein
G _G_ el
R? R? 46180

Ublich ist weiterhin, dass das Potenzial im Unendlichen zu Null gewshlt wird, daher

Cy=0
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Aufgabe 6

Losung

Die Dispersionsrelation folgt als Bedingung aus der Wellengleichung. Sie muss erfiillt sein,
damit das Feld eine Losung der Wellengleichung ist. Da hier keine Anregung vorliegt,
handelt es sich um die homogene Wellengleichung:

AFE — —E=0
HHoEED GIE

Auswertung des Laplace-Operators ergibt

AB = - ((g)Q w) i

und die doppelte Zeitableitung resultiert in

Wegen ¢ = 1 ergibt sich

T2 2 2\ 7
- (g) + 77 — ppogow” | E =0

Fiir beliebige Zeitpunkte und Orte im Raum ist die Gleichung nur erfiillt, wenn

2 2 2
(3) +97 — pogow” =0

gilt. Dies ist die gesuchte Dispersionsrelation.

Aufgabe 7

Losung
Das elektrische Feld 5
E=-Vd,——A
ot

geht ohne Beriicksichtigung der Magnetfelder (A = 0,®,, = V) in

E—=_-VV

iiber. Wegen der gegebenen Geometrie muss

2a

V:—/Ed}:(E1+E2)a
0
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gelten. Dabei gilt E, = —Fié., und Eg = —Fse.. In Medium 1 (0 < z < a) dominieren
die ohmsche Str
ome, daher gilt

J1=0kE;.

In Medium 2 gibt es nur Verschiebungsstrome

— 6 — —
jo = €06y —=—Fy = twege, B
J2 0 ot 2 0 2

Es muss 71 o ﬂ =7no j_é mit 77 = €, gelten. Dadurch sind E; und F, iiber

E E0EW
— =
E2 g
verkniipft. Einsetzen liefert
B Vv
P (1 4 )
El == v
a(1-iz2;)
WENEY
- UV

Aufgabe 8

Losung

Im dynamischen Fall gilt

U:—/EJ

Anwenden des Stoke’schen Satzes auf das Induktionsgesetz liefert

/Edf:/ VxEd2§://—%§d2§

MOI 2§
d=s
2wt to // e¢
ol 2g
—€,d*S
27Tt0 // e¢ ’

Rechteck

Damit folgt
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pol
—dzd
27”50/ / =

In{3}

pola

U —
27Tt(]

Aufgabe 9

Losung

Abbildung 3: Wellenzahlvektoren im Medium 1.

Fir das transmittierte Feld muss eine ebene Welle der Form
E, = Eyexp{i(ky o 7 — wt)} = Eyexp{i(ky o 7 — wt)}é,

angenommen werden. An der ladungsfreien Grenzfliche y = 0 miissen das tangentiale

elektrische Feld und die normale dielektrische Verschiebung stetig sein:

ﬁx(EQ_El) :0ﬁ0(52—51> =0

y=0 y=0

Der Normalenvektor ist hier 7 = €,. Einsetzen ergibt wegen i o D, = 0, dass keine

Normalkomponente von E, existiert und im weiteren
it X By = 2By exp{i(kxx — wt)}

also
it x E, = 2E, exp{i(kyxr — wt)}
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und nach Vergleich mit obigem Ansatz:
E, = 2Fy¢,
ke = kel + ki@,

Wenn EX bekannt ist, ldsst sich Ety aus der Dispersionsrelation der transmittierten Welle
ermitteln. Der Wert von ky folgt aus der Aufgabenstellung (kx = k) mit der Dispersions-

relation der einfallenden Welle

k2 + k’§ — Wy =0

zu
k2 = 0.5w€opo = 0.5k3
und mit
k2 + kty? — w?eeqpo = 0
k:fy wreeopy — kx? = ekl — k?
= 2k2
Aufgabe 10
Losung

Die Punktladungen @,, gibt es jeweils 6 mal. Diese kénnen durch die Raumladungsdichten

pr{r! 1} = Qu(t)5(2)5(y)d(z — na)
pra{r!, 1} = Qu()5(2)5(y)d(2 + na)
prs{r 1} = Qu()5(2)8(y — na)d(z)
Pn4{77 t} = Qn(t)5($)5(y + na)5(z)
prs{r, 1} = Qu(t)5(x — na)d(y)s(z)
pro{r’ 1} = Qn@)é(a: +na)d(y)s(2)

pn{ﬁ? t} = Z pni{ﬁ’ t}

o, 1) = an{r D=3 pulit) (2)

n=1 i=1
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mit ]
na
Qult) = Qo3 (t+ )
n c
beschrieben werden. Das durch die Ladungen verursachte Potential ist das retardierte

Potential und lautet im Ursprung

) Frpe{rt=t
w-00- L fIf AT,

6 Pm H’ L]
s

n=0 i=1
_6Qy om It %)
 47e Z n2a
_ WQO
0 3)

Aufgabe 11

Losung

Die Volumenladungsdichte besitzt die folgende Darstellung

00 = qo{p — 1}6{z}{p — a}

Der Strom lautet

.l
I

)

<
<y

wobei die Geschwindigkeit
L da

U= —lé, = aplw cos(wt)é,

dt
lautet. Die Stromdichte ist damit

J=Qo{r —1}6{z}6{p — atwagl cos(wt)é,

Die magnetische Induktion berechnet sich damit wie folgt:

= Ho j’UX(F_F) 3 7
B=-— 2 7d
47r/// 7P
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21
E(F: 0) _ Mo wQ / / o{r' — 1}6{¢ — a}agl cos(wt)r’ dp dr'e,

T ar B
2w
B(F=0) = —Oﬂao M — a} cos(wt) dpé,
Am 1 0

37— ) = Fv9

B(r=0)= PR cos(wt)é,
Aufgabe 12
Losung

Die Ladungsdichte an der Oberfliache einer Grenzfliache resultiert aus

O (52 - 51)

Im Fall einer metallischen Grenzfliche kann D; = 0 gesetzt werden, wenn der Norma-

= 0s

Grenze

lenvektor von der Metallfliiche weg weist. Die Grenze wird hier durch x = 0 und 77 = €
beschrieben. Die dielektrische Verschiebung resultiert aus dem Magnetfeld nach Anwen-
dung von

L9 4

VXH:E‘D

zu

3 O L X . Yy o z : E : ?i = ) —
&D = H, ( i3 cos{7ra}sm{7rb}eX 2 SlIl{ﬂ'a}SIIl{ﬂ'b}ez> exp{i(fz —wt)}

also

_ 1

D= HOZ (ﬁ cos{w%}e} — z% sin{w%}e}) sin{w%} exp{i(fz — wt)}
Somit lautet die Oberflichenladung

0s = Hog sin{ﬂ%} exp{i(fz — wt)}



