Elektromagnetische Felder und Wellen: Losung zur Klausur Friihjahr 2005

Aufgabe 1

Wie lautet das elektrostatische Potential V' (7), das durch die Raumladungsdichte

o(7) = goe=

Losung
Es muss die Poissongleichung

av(n =20

€0

erfiillt werden. Als Ansatz dient

V(7) = Voeh ot + 14

Einsetzen liefert

v Ly Oy 0 it
= ——e z Y

0x? oy? 022 €o
‘/O(k% . k%)eklerikzy — _ﬁekz:wrikyy

€o
Der Ansatz 16st die DGL fiir ky = ky, ko = ky, Vo = ——2—-.
60(’“1 kz)

0o

ki1z+ikoy
= — ¢ -+ ‘/1
co(kZ — k3)

Wihle V; = —V4, damit die Randbedingung bei 7 = 0 erfiillt ist. Die Losung ergibt sich zu

- Qo Eyz+ik
Vv - 1 2 _ ]
M=t )
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Aufgabe 2

In der xy-Ebene befindet sich ein ringférmiger Stab mit kreisformigem Querschnitt (Torus).
Seine Leitfahigkeit ist op. Der Innenradius ist Rt; und der Aufenradius Ry, = 2 Ry mit
Mittelpunkt im Ursprung eines kartesischen Koordinatensystems. Der Torus trigt die Ladung
Q. Bei z = Rr, befindet sich eine ungeladene Metallkugel mit Radius Rx = Rr; und idealer
Leitfahigkeit. Skizzieren Sie die sich einstellende Ladungsverteilung und die elektrischen Feld-
linien sowie Aquipotenziallinien in der xz-Ebene.

Losung

Da sich die Ladung im Torus Ring abstoft, konzentriert sie sich auf die Aussenseite. In der Me-
tallkugel bei z = Ry, werden sowohl positive als auch negative Ladungen derart induziert, dass
sie im Inneren feldfrei ist. Positive elektrische Ladungen stellen Quellen des elektrischen Feldes
dar. Bei negativen elektrischen Ladungen enden elektrische Feldlinien. Da insgesamt mehr po-
sitive als negative Ladungen gegeben sind, gibt es mehr Quellen als Senken fiir das elektrische
Feld. Zwangsliufig enden die meisten Feldlinien im Unendlichen. Aquipotentiallinien stehen
immer senkrecht auf den Feldlinien. Die Oberflache der Kugel und die Oberflache des Torus

Ringes sind ebenfalls Aquipotentiallinien.

Skizze:
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Aufgabe 3

In einem realen Dielektrikum flieft ein Strom mit Stromdichte j = j, sin (%) cos(wt)é,. Wel-
che Ladung Q(t) ist im Wiirfel mit Kantenldnge a gespeichert? Sein Mittelpunkt befindet sich
im Ursprung und seine Kanten sind parallel zu den Koordinatenachsen ausgerichtet. Zum Zeit-
punkt ¢ = 0 ist er ungeladen.

Losung

Aus der Kontinuitédtsgleichung

- 0
9.0
Voj—l-atg

folgt fiir die Ladung )(¢) der Zusammenhang

g (t):—//j'on/T

Beachtet man, dass der Strom nur durch 2 von 6 Fldchen des Wiirfels fliesst, und dass d2A nach

aussen zeigt, folgt
0 9.
aQ(t) = —2a”jy cos(wt)

Qt) = —2a2j0/cos(wt)dt

—2a?jg sin(wt)

w

Aufgabe 4

Gegeben ist das elektrische Feld

E = Eyé, (cosh{ay} cos{wt — 3z} — sinh{ay} cos{wt — Bz})

im freien Raum. Welcher Zusammenhang besteht zwischen o und (3, wenn E die homogene
Wellengleichung erfiillt?

Losung

Die homogene Wellengleichung lautet

Die Zeitableitung ergibt
0? = -
—F =—wE
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und aus der rdumlichen Ableitung resultiert
AE = (a® — A)E
Im freien Raum ist 1/c? = gouo und somit ergibt sich die Bedingung

OzQ - 52 + CUQEUM[) =0

Aufgabe 5

Zwei je m = 1kg schwere und mit () = 10 mC geladene Kugeln mit Durchmesser D = 10 cm
und idealer Leitfdhigkeit fliegen aus dem Unendlichen kommend mit den Geschwindigkeiten
v = +100m/s direkt aufeinander zu. Werden die beiden Kugeln zusammenstoBen? Begriin-
den Sie Ihre Antwort. Skizzieren Sie auBerdem Ladungstrigerdichte, elektrische Feldlinien und
Aquipotenziallinien kurz bevor die Kugeln ihre Flugrichtung umkehren. Hinweis: In welchem
Abstand der Ladungsschwerpunkte ist die kinetische Energie vollstdndig in potentielle Energie
umgewandelt?

Losung

Solange die Kugeln noch soweit voneinander entfernt sind, kann die Feldenergie vernachldssigt
werden. Die gesamte Energie ist in der Bewegung der Kugeln. Sie betrégt pro Kugel %mvz. Die
Gesamtenergie betrdgt

1
Wiin = 2+ §mv2

= 1kg-(100m/s)* = 10kJ

Die Ladungen sind innerhalb der Kugel beweglich. Sollten die Kugeln zusammenstossen, so
hitten die Ladungsschwerpunkte jedoch einen Abstand von nicht mehr als 2d. Dann wire die
potentielle Feldenergie
Q2
Whot =
pot 4men2d
B 1071C?
o 1 —9 As _
4m2-1079352- 107 'm

= 4500kJ

Die potentielle Feldenergie im Falle des Zusammenstosses ist deutlich grosser als die kinetische
Energie. Die Kugeln werden also nicht zusammenstossen, sondern weit voneinander entfernt

ihre Flugrichtungen umkehren.
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Skizze:

Aufgabe 6

Ein Medium mit € = 2 und p = 2 befindet sich im Halbraum y > 5. In dem Medium wird das
elektrische Feld

E = By, exp{i(Az + By — wt)}
gemessen. Wie lautet das magnetische Feld an der strom- und ladungsfreien Grenzfliche im
angrenzenden freien Halbraum?
Losung
Zur Bestimmung der magnetischen Feldstidrke an der Grenzflache miissen die Stetigkeitsbedin-
gungen beachtet werden:

ﬁX(ﬁQ — ﬁl) = 0
y=>

7o (EQ - gl) = 0
y=>

Das magnetische Feld errechnet sich aus dem elektrischen Feld mit

ﬁg -
Wihto b2

(Eg XEQ)

und Eg = Aéx + Bé, zu
- E
Hy= —2
WioH2

Der Normalenvektor ist 7 = &. Das Feld im Bereich 1 resultiert allgemein aus Hy = (i o

(Béx — Aéy) exp{i(Az + By — wt)}

Hy )it + (7 x Hy) 1. Die tangentiale Komponente an der Grenzfliiche folgt direkt aus der ersten
Stetigkeitsbedingung zu

— — E
(Ax Hy)x 7t = (ix Hy) x7t = —— Bexp{i(Az + 5B — wt) }é;

w
und die Normalkomponente ergibt sich aus deruzo\fvbziten Stetigkeitsbedingung zu
(11 (7 0 Hy)it = po(it o Hy)it = —Aw%) exp{i(Az + 5B — wt)}é,
und mit gy = 2 resultiert
iy = 20 (Be, — 24¢,) expli(Az + 5B — wi)}
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Aufgabe 7

Im Ursprung des Koordinatensystems befindet sich eine Kugel vom Radius py. Fiir z > 0 wird

- V% + 2z
J=1Jo 5 5 €o
pip*
(Angaben in Zylinderkoordinaten) durchflossen. Wie lautet die magnetische Induktion B bei
7= 0?

Losung

sie von der Stromdichte

Die Anordnung ist rotationssymmetrisch zur z-Achse. Daher gilt
B = B.e,

Das Biot-Savart Gesetz wird in Zylinderkoordinaten ausgewertet, dabei ist zu beachten, dass
die radialen Integrationsgrenzen von z’ abhingen.
(2)_ Z/2

/
37”

2 . ) - /] -
/ Jomm e x(—pey — 2 ez/)d

||
)J;|t
|| \‘D

[

/ / Jo? s(p'es —2'ey)p'dp'dy/dd’
) P3P

ﬁ
AT

\

Wegen B = B.é, (die Integration iiber €, ergibt Null) betrachten wir lediglich die 2 Kompo-
nente.

'dz’

\/ﬁ
|7

02— 272
05 zdz

el
7

Substitution u = \/pZ — 2”2 liefert &% = =22 und somit



Elektromagnetische Felder und Wellen: Losung zur Klausur Friihjahr 2005 7

) PO ] 0
—HKJo 2 —HJo 2
B, = w*du = w*du
20 / 204 /
z/=0 u=pQ
_ — 4]0 [U_g r
2p0 3 Po
_ HJopo
6

Aufgabe 8

Ein reales Dielektrikum mit €, i1, o grenzt bei x = 3 an Luft. Im Dielektrikum (z < 3) flieBt die
Stromdichte
7 = jo(€x + &) sin{ax} cos{bz — wt}
Welche Ladungsdichte stellt sich an der Grenzfliche ein?
Losung
Die Ladungsdichte an der Grenzfliche ergibt sich aus den Stetigkeitsbedingungen:

7;L’O(Dé—[jl) = Os

_ 9
=3 N 015 O

mit dem Normalenvektor 77 = &,. Uber die dielektrische Verschiebung im Medium 2 (z > 3)

r=3

1o (52 _jl>

kann zunichst keine Aussage gemacht werden. Allerdings ist bekannt, dass dort keine Strom-

dichte vorhanden sein darf. Damit resultiert sofort

2 — 7)
atQS - ..71

= josin{3a} cos{bz — wt}
3

also

0s = 0 sin{3a} sin{bz — wt}
w

Aufgabe 9

In einem unendlich langem entlang der z-Achse ausgerichtetem Zylinder mit Radius py herrscht
die Stromdichte ; = joexp{p/po}€s. Wie lautet die magnetische Induktion B in der Zylinder-
mitte?

Hinweis: [ ( de ___ —

x
a2+22)3/2 a2a2+a2

Losung



Elektromagnetische Felder und Wellen: Losung zur Klausur Friihjahr 2005 8

Das Biot-Savart Gesetz lautet

O.B.d.A betrachten wir das B-Feld bei 7 = 0. Die Integration wird in Zylinderkoordinaten

durchgefiihrt.
]er/p0€q>/ X < pe — zez>
/ / / 3 pdp’dd’dz’
47T ,0/2 + Z/2

Z'=—00 ®'=

Nach der Auswertung des Kreuzproduktes bleibt

o0 2 PO ep /po p 62/ _ Zle_/;)
/ / / — pdpdd’dz’
pe+z

2/=—00 ®'=0 p'=0

Die Integration des ungeraden Summanden 2’ e7p tiber 2’ liefert 0, und es bleibt

_’ ILL]O / / / ep /pop/QG—z‘ /d(p/dzl
pl2 + 2/2

zl=—00 ®’'=0 p'=0
/ / LERE e
PR pl2 + 212
Hjo€ 4
— > / e /Pop/2 [p,2 o dp/
p/:O 2/=—

PO
= 1JoCs / eﬂ'/ﬂodpl
p'=0

T
= ioc |poc?’ /™|
0

= ptjopo (e — 1) €;

Aufgabe 10

Die Grenzflache y = 0 liegt zwischen den Medien €1, p4; (y < 0) und €5, p1o. Im Bereich y < 0
breitet sich eine Welle mit Vektorpotenzial

A = Ay, exp{i(az + by — wt)}
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aus. Unter welchem Winkel (gemessen gegen die Flichennormale) erfolgt die Ausbreitung des
elektrischen Feldes im Bereich y > 07?

Losung

Zur Bestimmung des Ausbreitungswinkels muss die Stetigkeit der Ausbreitungsvektoren her-
angezogen werden. Der Ausbreitungsvektor der einfallenden Welle kann direkt in der Exponen-
tialfunktion des Vektorpotenzials abgelesen werden: fm = a + béy, Der Ausbreitungswinkel

ergibt sich entweder aus der Tangentialkomponente zu

ko SI0© = ||(7ix Fey) x|

oder aus der Normalkomponente zu

ki, cos© = 1o ki,

Hier ist by, = ko = wppeoptocs. Die Tangentialkomponente ist einfacher zu berechnen, da gilt

ﬁX(ktr - kin) - 0

und damit direkt

ko sin{©} = wy/locopize2 sin{O} = ||acy|| = a

folgt. Es resultiert

a

Wy/Ho€o2E2 J

Alternativ hitte auch der Weg iiber die Normalkomponente gewihlt werden kdnnen: sie resul-

i 0 i = \/13 — [[ixFll? = /3 — a2

© = arcsin{ kg} = arcsin{
2

tiert aus

Damit ergibt sich

also
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Aufgabe 11

Eine ebenen Welle mit elektrischer Feldstirke £ = Eoéy exp{i(ax + bz — wt)} fillt aus dem
freien Raum auf die ebene strom- und ladungsfreie Grenzfliche z = 5 zum Medium mit Mate-
rialgroBen ¢ = 1 und ¢ = 3. Wie miissen a # 0 und b # 0 zusammenhéngen, damit die Welle
nicht reflektiert wird?

Losung

Die tangentialen Komponenten von k bleiben erhalten. Dazu Bestimmung von /%n = aéy + be,.
Der Normalenvektor auf die Grenzfliche ist 7 = €,. Somit lautet die tangentiale Komponente
X Ein x1n = a€y. Bei der Welle handelt es sich beziiglich der Grenzfliche um eine TE- Welle,
weil ixE = 0 bei it o k # 0 erfiillt ist. Keine Reflexion bedeutet fiir eine TE- Welle, dass

erfiillt sein muss. Hier ist 41 = 1 und e = 3. Somit ergibt sich 77 o Ein =b=z1o l;tr, also

1
3
7i o kyy = 3b. Aus der Dispersionsrelation in Medium 2 folgt ||k ||? = a? + (3b)? = kZpoes =
3k3. Auf der anderen Seite ergibt die Dispersionsrelation in Medium 1 a® + b* = k2. Damit
ergibt sich nach Umstellen b = %ko = %/Eoplo- und a = */751430. Das Verhiltnis lautet also

P Va



