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Aufgabe 1

In einem verlustlosen Medium der Brechzahl n breitet sich eine ebene Welle geméal
exp {z (wt —ko F) } aus. Fiir den Wellenvektor soll k = aé, + 27be, gelten. Berechnen Sie a

als Funktion von b und n.

Losung zu Aufgabe 1

Fiir die ebene harmonische Welle gilt die Dispersionsrelation

kok = (ﬂ)2:a2+(27rb)2 .

C

Damit folgt fiir

Aufgabe 2

Welche Energiedichte ist im elektrischen Feld der Welle H = Hy exp{i(wt — k o 7)}€. mit

k = ae, —ibe, gespeichert, wenn sie in einem unmagnetischen Medium der Brechzahl n lduft?

Losung zu Aufgabe 2

Zu dem magnetischen Feld
H = Hyexp{i(wt — k o 7)}é.

gehort das elektrische Feld

1

E = Hxk = H i(wt —kof €, — 1bey,) X €,
= e exp{i(w o 7)} aé, — ibe,)x e
1 . ¢ — ] =
= —H, = exp{i(wt — k o 7)}(a€, + ibe,)

Die elektrische Energiedichte ist definitionsgemif

Wel = EoD

N | —

und damit
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1 -
we = H - exp{2i(wt — k o ) }(a® — b*)

2

Beriicksichtigt man noch | k|2 = a? — b% = w2eeo o aus der Dispersionsrelation, ergibt sich

1 —
W = E,u,uoﬂg exp{2i(wt — ko7)}

Die Energiedichte des elektrischen und des magnetischen Feldes sind also gleich grof3.

Aufgabe 3

Im Bereich |z| < aund 0 < y < b befindet sich ein Rechteckhohlleiter mit ideal leitenden Wn-
den unendlicher Ausdehnung in z-Richtung. In diesem Hohlleiter wird folgende Feldverteilung

gemessen:

H = H,-é +H,-é,
H, = Ay-L-sin{K -z} cos{L -y} exp{i(wt — (2)}
H, = —Ay-K-cos{K-x}-sin{L-y}- exp{i(wt — (2)}

Bestimmen Sie die Mindestgroflen von K und L.

Losung zu Aufgabe 3
Zunachst muss die Wellengleichung erfiillt sein. Einsetzen von H ergibt die Bedingung
g2 —K*—L? —w2uO€0 =0

Damit lisst sich keine Bedingung fiir die Gréen von K und L finden. Auf den Wellenleiter-

winden muss gelten:

Etan =0
Rand
Aus Vx H = %5 ergibt sich das elektrische Feld zu zu

E, = b H,

WEEy
E, = — b H,

Weey

K*+ L2

E, = ;Ao sin{ K -} sin{L -y} exp{i(wt — (2)}

WEeEQ
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Aus den Randbedingungen folgt, dass das tangentiale elektrische Feld an den Wiinden, also bei

xr =0,z =a,y =0und y = b verschwinden muss. Das ldsst sich nur erreichen, wenn

K = O;Z;Q-z;...
a a

L = O;K;Q-z;...
a a

erfiillt sind. K und L diirfen aber nicht gleichzeitig null werden, also gilt

K = m% m e No
L = n% n e Ny

m-n > 0

Aufgabe 4

Ein unendlich ausgedehnter Plattenkondensator besitzt ein inhomogenes Dielektrikum mit € =
exp {£}. Auf den Platten sind die Potentiale V {z = 0} = O und V {z = d} = V} eingeprigt.
Es gilt fiir die Raumladung o, = 0. Wie lautet die Laplace- bzw. Poissongleichung in der

Anordnung? Berechnen Sie den Potenzialverlauf im Kondensator.

Losung zu Aufgabe 4

Innerhalb des Plattenkondensator gilt die Poissongleichung

AV {7y = -2

E&n

die in die verkniipfte Laplacegleichung iibergeht, sobald keine Raumladung (o {7} = 0) vor-

ausgesetzt wird. Der Plattenkondensator besitzt eine zweidimensionale Symmetrie. Damit folgt

dE
dz *

Eine der Maxwellgleichungen fordert Quellenfreiheit des magnetischen Feldes

fiir vektorielle Grossen E = E¢;, und die Operatoren V o E =

VOﬁ:VO(é‘é‘OE) :0:(50V5)OE+806<VOE> =0.

Mit gegebenen Verteilung der Dielektrizitdtskonstante € = exp {f} vereinfacht sich dies zur
Differentialgleichung fiir E = E¢,
E d

—+-FE=0
a+d

Eine Losung dieser Gleichung folgt aus dem charakteristischen Polynom 1/a + A = 0 mit
E = Eyexp {—2} Das elektrische Feld und Potential stehen im Zusammenhang —VV = E
also V = Eyaexp {—%} + Vy Die Randwerte sind in der Aufgabenstellung angegeben

V{z=0}=0
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also
Eya+ Vo =0, — Vy = —Epa; .

An der zweiten Berandung gilt

Viz=d} =V
also
d
Eya (exp{——} — 1) =V
a
und damit ist
_zl
V:\/beXp{ 3}
exp{—a -1

Aufgabe 5

Wie lautet die magnetische Feldstirke zu dem elektrischen Feld E = h{wt—kor}(Ey, By, E,)T
mit k = (kx, ky, k,)™ unter der Voraussetzung, dass h eine stetig differenzierbare Funktion ist?

Losung zu Aufgabe 5

Aus dem elektrischen Feld

E = hiwt — ko 7}(Ey, E,, E,)T
mit k — (ky, ky, k)T und Ey = (B, E,, E,)" ergibt sich das magnetische Feld, wenn die
Maxwellgleichung

VXE:—§

verwendet wird. Daraus lisst sich formal recht einfach

H= L/VXEdt
Mo

herleiten.
Mit der Substitution £ = wt — kof ergibt sich zunéchst fiir die Rotation
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VxE = (%h) Vx(EEy)
= ((%h) ke x Ey
_ (a%h) (ks iy k)T X (Ey, By, E,)T)
- (a%h) (kyE, — k,E,)é, + (k By — ke E,)éE, + (kE, — k E,)éE)
Nun muss das Zeitintegral ausgefiihrt werden. Auf Grund der Tatsache, dass %h =w (a% h)

ist, ergibt sich

[ (Ger) e = Spier = Ghter—Fem

und damit resultiert fiir die magnetische Feldstirke

— 1 - — —
H = h{wt — k o 7}k x Eqy
Whtfo
1 - =
= kxE
Wtpo

wie im Skript fiir ebene Wellen mit harmonischer Zeitabhéngigkeit dargestellt wurde.
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Aufgabe 6

In einem Hohlleiter (y-Ausdehung: b, z-Ausdehnung: c¢) wird folgende Feldverteilung gemes-

sen:

E = Eysin {nﬁ%} - sin {p-ﬂz} -expli(wt — pz)} - (€; — ¢€,)

Bei x = % und z = % wird ein gerader infinitesimal diinner, ideal leitfdhiger Draht in y-

Richtung orientiert eingefiigt. Welche Konsequenz hat dies fiir n und p? Bestimmen Sie die

minimale Kreisfrequenz w des Feldes.

Losung zu Aufgabe 6

Wenn der Hohlleiter mit einer Kante auf der z-Achse liegt, ergibt sich zunichst fiir n und p
n =1, 2,....eN
p = 1, 2,...eN

_ 2

3 muss E ltan = Ey€, = 0 gelten. Nach einsetzten ergibt sich:

Beix:%,z
= : Yo 2c , by (- -
E=FE- sm{n-ﬂ-g}- 81n{p-7r-3—}- exp{z(wt—ﬁ-é)}-(ez—ey)

c

Somit ergibt sich fiir p eine Anderung:

DN W
N O

p =
und gleichzeitig muss p € N erfiillt sein. Also
p
- €N
3

Die Grenze der Kreisfrequenz des Feldes ergibt sich aus der Dispersionsrealtion fiir verschwin-

dendes (-
sa=em/(5) + (2)

und die kleinste Kreisfrequenz ergibt sich fiir die beiden kleinsten Werte n = 1 und p = 3.
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Aufgabe 7

Gegeben istim Bereich 0 <z < a,0 <y < b, —oo < z < oo das Vektorfeld

—

H = (Hyéx + Hye, + H,é,) cos {wt — k,z}
mit
H, = Hysin {kyx} cos {kyy}, H, = 0.

Finden Sie ein H, fiir das H die Maxwellgleichungen (inklusive der Wellengleichung) erfiillt
und iiberpriifen Sie Ihr Ergebnis.

Losung zu Aufgabe 7

Das magnetische Feld muss quellenfrei sein
VoB=Vo (uu0ﬁ> =0

id(i:e}) +d(i;e§> 0

. d(ﬁoe})
Hoe,= | ——=d
H()kx

=— cos {kyy } - sin {kyy}
ky

Damit ist eine mogliche Losung von H, festgelegt. Diese muss zusitzlich die Wellengleichung

erfiillen. Eingesetzt mit

AR = | @8y 8a;y+ 02 H,

ergibt sich komponentenweise

. w\2 o
(Af) o6 = (~ky—hy— k) -Hog = (2) -Hog

C
(Af) o6 = (~hy—ky— k) - H o = (%)2 Hoe
(3)e=0= () .

Es geschieht hiufig der Fehler, dass der Laplace-Operator falsch, also zum Beispiel als Skalar
oder nur auf eine Vektorkomponente angewendet wird.
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Aufgabe 8

Eine ebene Welle fillt aus dem Medium 1 mit Brechzahl n; auf eine Schicht der Brechzahl
ne > nip und Schichtdicke d, die Ihrerseits durch Luft begrenzt ist. In der Luft soll sich keine
Welle von der Grenzfliche wegbewegen. In welchem Bereich muss dazu der Einfallswinkel
liegen?

Losung zu Aufgabe 8

Zur Losung des Problems wird das Snellius-Brechungsgesetz in der vektoriellen Darstellung

herangezogen:

ﬁX(Ein - lgtr) - 0

Die zur Grenzfliche tangentiale Komponente der einfallenden Welle ist

X (Ein = nykosin{6;, }, wenn wie tiblich der Winkel gegen die Normale auf die Grenzfli-
che gemessen wird. In der Luft soll sich keine Welle von der Grenzflache weg bewegen. Das
bedeutet, dass der Realteil der Normalkomponente von k in der Luft verschwindet. Die Nor-

malkomponente ergibt sich aus der Dispersionsrelation zu

7 0 Tt = \/ [Frusl? — [ 2

Da das Snelliusgesetz verlangt, dass die Tangentialkomponente von k an allen parallelen Grenz-
flachen gleich ist, kann 77x ELuft durch nx Ein ersetzt werden. Die Forderung, dass der Realteil

von 71 o kr.s verschwindet, bedeutet, dass

|ﬁ‘ X ELuft ‘ > ‘ELuft ’

gelten muss. Es resultiert also mit |ELuft| = ko

nlkosin{Gin} > k,’()

oder

1
1 gin > —
sin{6;, } o
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Aufgabe 9

Ein doppelt geschirmtes Koaxialkabel idealer Leitfihigkeit ist wie folgt aufgebaut:

Innenleiter O<r<a

erste Abschirmung | b<r <c | (b>a)

zweite Abschirmung | d <7 <e | (d > ¢)

In der ersten Abschirmung flieft der Strom [ in positiver z-Richtung, auf der zweiten Abschir-
mung wird der dreifache Strom in negativer z-Richtung eingeprigt, zwischen dem Innenleiter
und der ersten Abschirmung wird die Spannung U gemessen und zwischen den beiden Ab-
schirmungen 2U. Bestimmen sie den Poyntingvektor zwischen den Leitern (¢ < r < d und

a < r < b)und den Strom auf dem Innenleiter, wenn der Bereich r > e feldfrei ist.

Losung zu Aufgabe 9

Der Strom auf dem Innenleiter betriigt 21. Die Felder ergeben sich wie folgt (siehe auch Ubun-
gen):

a<o<b
. U 1
2.7 = -
H[—%-Qp E] @EGQ
c<o<d
. - 2-U 1
31 2z -
H][—27r9 €y E]]—:l:l {g}geg

aus

= I-U

S; = - €,
! 02 ln{g}

. T

S 21V
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Aufgabe 10

Ein angeschliffener Saphirkristall mit den Materialkonstanten n = 1.768 und ¢ = 1 wird von

eine Welle mit

E = (exp {i(wt — k2)}) (E,&, + E,E,) .
bestrahlt. Der Kristall ist so angeschliffen, dass das am Kristall reflektierte Licht linear pola-
risiert ist und und diese Polarisation mit einer Achse des Koordinatensystems iibereinstimmt.
Entlang welcher Achse ist dieses Licht polarisiert? Welcher Einfallswinkel « ist zu wihlen?
Welches o miisste der Kristall haben, damit auch unter demselben Einfallswinkel o keine der
beiden einfallenden Polarisationen reflektiert wird? Nehmen sie hierbei an, dass ¢ bei Anderung
von 4 konstant bleibt.

Spiegel

|

Spiegel

Kristall

Abbildung 1: Saphirkristall und einfallendes Licht.

Losung zu Aufgabe 10

Die Oberfliache des Kristalls hat die Normale 7 = n, - €; + n, - €, Der TE polarisierte Anteil
Eoii =0 ergibt sich aus der x-Kompontente von E, also E}E = Ey-é; = 1,056(arc) =
60, 507°. Nimmt der Einfallswinkel § = arctan {M} verschwindet der TM polarisierte

NLuft

Anteil aus der Reflektierten Welle und das reflektierte Licht ist nur TE polarisiert.

_ Min—ftr __ — 7o(kin—kur)
Wenn r), = ‘b = 1y = 7io(kin+ker) ?

Kristall wird die Einfallende Welle komplett transmittiert. In diesem Fall gilt y = ¢ = n =
1,768.

dann wird der Reflektionsfaktor r1g zu Null und am



Elektromagnetische Felder und Wellen: Losung zur Klausur Friihjahr 2007 11

Aufgabe 11

Die ebene Welle E = Ey exp{i(wt — k o 7)}&, mit k = ko€, + kse, tillt auf die Grenzflache
z = h zwischen zwei unmagnetischen Medien. Die Amplitude der transmittierten magnetischen
Feldstirke ist genauso grof3 wie die des reflektierten Feldes. Welche relative Dielektrizititskon-
stante hat das Medium, an dem die Welle reflektiert wird? Die einfallende Welle lduft in einem
Medium mit der Brechzahl n.

Losung zu Aufgabe 11

Die Amplituden der magnetischen Feldstédrke der einfallenden und der reflektierten Wellen sol-
len gleich groB sein. Bei den Feldstirkamplituden ist immer |E| oder |H| gemeint, es werden
also keine Richtungen beriicksichtigt. Die Amplituden der magnetischen und der elektrischen
Feldstirke hingen iiber der Wellenwiderstand miteinander zusammen: £ = ZH = %H . Zur
Festlegung der Nomenklatur wird hier angenommen, dass die Welle aus Medium 1 auf das
Medium 2 trifft.

Hier handelt es sich um eine TE-Welle. Als Basis muss die elektrische Feldstirke betrachtet
werden. Die magnetische Feldstirke wird daraus abgeleitet

Eit = |rgre|En = |rme|Bn
Ey = |tgre|En=|(1+4+7rrE)|En
und damit
Hreeref - |TTE|HinZin — Href - |TTE|Hin
Htthr = ’(1 + TTE)lHinZin

Da die magnetischen Feldstéirken der reflektierten und der transmittierte Welle die gleiche Am-
plitude haben sollen, muss gelten (es werden Quadrate verwendet, um die Betragsbildung direkt

zu erreichen)

2
Ny

e = (1 + 7o)’
1

Zu beriicksichtigen ist der Reflexionsfaktor
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und der Transmissionsfaktor

2ﬁo];in
tre=14+rrge=—%5—=—
no(k:in_l'ktr)

Damit lasst sich folgendes errechnen:

n o ]gm Etr 2:4@7_1.‘015;12
2
ny

Es gilt 77 o Ein = k. und wegen des Snelliusgesetzes und der Dispersionsrelation 72 o l;tr =
\/ k&n3 — k2. also im unmagnetischen Medium mit n* = ¢

2
(kz — o Jk2es — k2> - 4?1@
1

Dies fiihrt nach kurzer Umrechnung auf eine quadratische Gleichung mit der gesuchten Grofie

E9.

K2+ 2oy [h2es — k2 + ek — K2 = AZ2R2
€1
O\ /k2es — k2 = AZ2R? — ok + K2 — 2
€1

4k
. 52( z_k3)+kg_kg

€1

A2 2 A2
£ < 61?' — kg) + 2e9 {(k;fc — k2) ( Z k:g) — 2k§k§] FARZZ + (K- k) = 0

€1

Das Problem kann als geldst angesehen werden, wenn folgende Substitution verwendet wird:

2 2
€1

2
B - (- ) (L - i)

€1
C = 42K+ (k2 - k)
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(hier sind alle Grofen bekannt), da dann einfach resultiert

B C B2
2= 3FVa T e

Zu beachten ist, dass natiirlich €5 > 0 resultieren muss!

Aufgabe 12

Durch ein B-Feld wird ein geladenes Teilchen der Masse m und Ladung ¢ auf einer Kreisbahn
von Radius R gehalten. Das Teilchen bewegt sich mit der Winkelgeschwindigkeit O=w-é,.
Wie gross ist B?

Losung zu Aufgabe 12

Die Bewegungsgleichungen ergeben:

r = R-¢,
v = w-R-€e,
i = —wR-E,

Das Kriftegleichgewicht mit der Lorenzkraft ergibt:
m-a = q (17 X E)
—-mw?Re, = q (wRép X E)
Damit das Kreuzprodukt erfiillt ist, muss B = B¢, sein. Somit ergibt sich:

B=-—=
q

Aufgabe 13

Ein unendlich ausgedehnter fliichiger Halbleiter/Halbleiter-Ubergang besteht aus zwei leitfihi-
gen Materialien. Das Material im Bereich 0 < z < ¢ hat die spezifische Leitfdhigkeit o; und die
relative Dielektrizitdtskonstante 1, im Bereich ¢« < x < d gilt 05 sowie €,. Das Potenzial ist in
den Punkten V {z = 0} = 0und V {z = d} = V|, vorgegeben. In diesen Punkten existiert keine
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14

Flachenladung. Die Bereiche mit 0 < z < 7und ¢ < x < d sind raumladungsfrei. Berechnen

Sie den Potenzialverlauf im Bereich 0 < z < d. Bestimmen Sie die Flachenladungsdichte og in

der Ebene © = 3.

Losung zu Aufgabe 13

Die Anordnung hat eine zweidimensionale Symmetrie

V =V{x}
E:E-e}
j=j-6.

02

An den Stellen z = i gilt 7 o <jg—jl> = 0 sowie 77 o (52—51> :Qs:ﬁof<%—

mit D = ggoﬁ = %j Die Potentiale wachsen linear in den Schichten

T
V1=V01+V11;
T —1

VQZVOQ‘FVud -
—1

An den Berandungen ist das Potential eingeprigt

Vi{r=0} = 0 = V=0
Vo{z =i} = Vi{r=1i} = Vp=Vn
Vo{r=d} = Vy = Vet+ V2=V
5106?( = j20€; = Em: Mt )
i d—1
= V11—V12dl 22
—1 01
damit folgt
V()2+V12:V12(1+ ' .-2) =
d—1i o
O'ld“‘(O'Q—Ul)
Via or(d—1) Vo
d—
Vi = V=0

Old + (0’2 - Ul)i
Das Potential in den Bereichen 1 und 2 lautet damit

Vi = W

092X

0'1d+ (0'2 — 0'1)
o1z + (09 — 01)i
o1d + (09 — 01)i

Vo = W

€1€0
o1
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Aufgabe 14

Zwei kreisformige Leiterschleifen vom Radius R sind koaxial im Abstand d zueinander ange-
ordnet. In einer Schleife flie3t der Strom /. Welcher Strom muss in der anderen Schleife flieBen,
wenn diese mit der Kraft /' abgestoBen wird?

Losung zu Aufgabe 14

Eine der beiden Leiterschleifen sei in der z-y-Ebene angeordnet. Der Strom flieBe in ¢-Richtung
(Zylinderkoordinaten). Dann kann das magnetische Dipolmoment einfach als 1m; = m€, mit
m, = wR2I angegeben werden. Die Kraft auf den zweiten Leiter ergibt sich aus dem Integral

ﬁ:///jgxgld37'2

Da es sich hier um einen Stromfaden handelt, kann das Volumenintegral auf das Linienintegral
umgeformt werden (Konzept des Stromfadens). Hier wird angenommen, dass auch der zweite
Strom in @-Richtung liuft: j, = L,0{z—d}d{p— R}é,. Das Linienelement lautet dann einfach
40 = p dye,. Die magnetische Induktion ist

. M03<m0ﬁ>ﬁ—m
B=— f
i 7

Fiir 7 kann am Ort der zweiten Stromschleife immer 7% = de, + Ré, eingesetzt werden. Der
Betrag lautet |7]? = R? + d%. Mit m o ¥ = m,d resultiert die magnetische Induktion am Ort der

zweiten Stromschleife

dé. + Ré, . 3\ . 3dR
B = M R _mlez_m@<32+d2 AT
 A4rx ‘/R2—|—d23 Mg (R2+d2)(3/2)

o (2d2 — R2)€z + 3dRe,
mi—
4 (RQ + d2)(5/2)

Das Kreuzprodukt zur Berechnung der Kraft ergibt

5 _ b (24— RY)E, — 3dRe,
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Unter Beriicksichtigung, dass § €,dy = 0 und § €, dp = 27, ergibt, resultiert fiir die Kraft

= 3dR
F = —]2m1@—52

2 (R? + d2)(5/2)
Die Kraft soll nach Aufgabe F'e€, sein. Damit ergibt sich fiir den Strom in der zweiten Leiter-

schleife

2 (R2 +d2)(5/2)
B Ipgm 3dR3

I, =



