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Aufgabe 1 (8 Punkte)

Sind die unten genannten Aussagen wahr oder falsch? Begriinden Sie Thre Entscheidung kurz.

1.

Die Gleichungen fiir das elektrische und das magnetische Feld in der Elektro- und Ma-
gnetostatik sind entkoppelt.

Die Giiltigkeit der Gleichung Vo j’+ %g = 0 ist dquivalent zur Ladungserhaltung.

Die Normalkomponente des elektrischen Feldes an einer Grenzfliche ist immer stetig.

. Das magnetische Feld eines zeitlich verdnderlichen Stroms lisst sich mit dem Gesetz von

Biot-Savart berechnen.

Bei der Coulomb Eichung wird das magnetische Vektorpotential so gewihlt, dass dessen

Rotation verschwindet.

Das Potential einer Punktladung im Vakuum lisst sich mit der Laplace-Gleichung
AV{r} = 0 bestimmen.

Die dielektrische Verschiebung D beinhaltet neben dem elektrischen Feld die Magnetisie-

rung der Materie.

Der Winkel der reflektierten Welle zur Normalen einer Grenzfliche zwischen zwei Medien
nimmt mit grofer werdendem Brechungsindex des Mediums, in dem die Welle auf die
Grenzflache trifft, zu.

Losung

1.

Wabhr.
Begriindung: In den statischen Maxwell-Gleichungen stehen nie E, bzw. D und E, bzw.

H in einer Gleichung.
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2. Wahr.
Begriindung: Die Gesamtladung eines Volumenbereichs nimmt nur durch den Ladungs-

fluss aus dem Volumen ab, bzw. in das Volumen zu.

3. Falsch.
Begriindung: Die Normalkomponente der dielektrischen Verschiebung, und somit auch die
des elektrischen Feldes, springt an der Oberfliche um die Oberflichenladung. Selbst ohne
eine Oberflichenladung wiirde die elektrische Feldstéirke bei zwei Medien mit unterschied-
licher Dielektrizititszahl um das Verhéltnis dieser springen, da die normale Komponente

der dielektrischen Verschiebung in diesem Fall stetig ware.

4. Falsch.
Begriindung: Bei der Herleitung des Gesetzes von Biot-Savart uas den Maxwell-Gleichungen
werden Retardierungseffekte vernachlassigt und der zeitlich konstante Fall in Form der
Magnetostatik betrachtet.

5. Falsch.
Begriindung: Bei der Coulomb-Eichung wird das magnetische Vektorpotential so gewéhlt,

dass dessen Divergenz verschwindet.

6. Falsch.

Begriindung: Die Laplace-Gleichung gilt nur im Ladungsfreien Raum.

7. Falsch.
Begriindung: Die Dielektrische Verschiebung setzt sich aus dem elektrischen Feld und der

Polarisierung zusammen und ist somit unabhéngig von der Magnetisierung.

8. Falsch.
Begriindung: Der Winkel der reflektierten Welle ist vollkommen unabhéngig von den

Brechungsindices der beiden Medien.
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Aufgabe 2 (3 Punkte)

Leiten Sie die Dispersionsrelation fiir ebene Wellen direkt aus dem Ansatz einer ebenen Welle

und der Wellengleichung her.

Losung

Die Wellengleichung lautet:
AE{T, 1} — ecopipio 5

A BTt =0 (1)

Mit dem Ansatz einer ebenen Welle
E{7,t} = Ey- exp{i(k o7 —wt)} .

erhélt man aus Gleichung (1)

2
AFEq- exp{i(kor —wt)} — 550,uu0%E0 cexp{i(korm —wt)} =0

Das Ausfithren der Ableitungen liefert
— (k2 + k;; + k) Ey - exp{i(k o7 — wt)} + ecoppow?Ey - expfi(k o7 —wt)} =0,

woraus sich nach dem Kiirzen die Dispersionsrelation
P =Fkok= k24 k2 4 k2 = ecoppuow’ Sl

ergibt.
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Aufgabe 3 (4 Punkte)

Im Modell wird ein Wasserstoffatom im Grundzustand als ruhender Kern mit Ladung ¢ im
Ursprung betrachtet, wobei dieser von einer kugelformigen Schale umgeben ist. Die Ladung in
der Schale betrégt (im zeitlichen Mittel)

2r  2r? 2r
—q|\1-({1+—+—= exp{——} ,
a a a

wobei a der bohrsche Radius ist.
Berechnen Sie das elektrische Feld und die Ladungsdichte im gesamten Raum.
Hinweis:

. 1 [0, ,. 0 9.
Vol = L [0} + - (1C) + (e snlo}Co)

Losung

Das elektrische Feld einer kugelsymmetrischen Ladungsverteilung lisst sich dadurch bestimmen,

dass man die eingeschlossene Ladung als konzentriert im Ursprung betrachtet. Es gilt demnach

Die eingeschlossene Ladung, welche vom Radius r abhéngt, ist direkt gegeben. Der Kern wird

als konzentrierte Ladung +¢ im Ursprung angenommen. Somit ergibt sich fiir das elektrische

Feld
= 1 1 2r  2r? 2r
Elry=— = [—q(1-[1+Z+ . Z,
ir} 47raor2< q( < * a * a2>exp{ a}>+q>e

woraus man nach einfachen Umformungen und Kiirzen

- q 1 2 2 2ry
b1 (b 2+ 2)enl 2o
{r} ey \ 12 * ar + a? P a c

erhiilt. Die Ladungsdichte im gesamten Raum lésst sich nun mit der Differentialform des gaufs-

schen Gesetzes
plr} = 20V 0 E{r}

berechnen. Aufgrund der Kugelsymmetrie gilt

0 0
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Es ergibt sich somit

p{r} = eVoE{r}
m%(ﬁ sin{0}E{r})
g 1 9/, 1

_ T7 7m0 or <T sin{6} <T—2 + p + ﬁ) €xp {_;})

g 10 1+2fr+27’2 { 27’}
- 4rr20r a a? eXP a ’

Das Ausfithren der Ableitung liefert

0 2r 272 2r 2 2r
—(14+—+— exp{——} = — —exp{——}
or a a? a a a

2 2r 4r 2r
el 2] (2]

a a a? a

4r 2r 472 2r
+ —exp{——} — —exp{——}

a? a a3 a

wobei sich daraus nach dem Kiirzen
() —q 1 4r? { 27“} —q { 27“}
rt= ———"—exp{——, = ——exXpy ——
p 4 r? g3 P P a

ergibt.
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Aufgabe 4 (3 Punkte)

Welche Bedingung gilt fiir den Winkel zwischen der reflektierten und der transmittierten Welle,
wenn eine ebene Welle im Brewsterwinkel auf eine Grenzflache zwischen zwei Medien mit un-

terschiedlichem Brechungsindex trifft. Leiten Sie aus dieser Bedingung das brewstersche Gesetz

Tty

tan{‘%,Brewster} -

in

her.

Losung

Der Brewster-Winkel ist gerade der Einfalsswinkel, fiir den der Winkel zwischen der reflektierten

und der transmittierten Welle 90 ° betragt. Somit gilt:

eref - Hin,Brewster
und
etr =90° — ein,Brewster .
Mit dem Snelliusschen Brechungsgesetz
Nip SIN 65, = Ny Sin Gy,
folgt daraus
Nin SIN ein = Ttr Sln{go °— ein,Brewster} = Tty COS ein,Brewster .

Das Umstellen der Gleichung fiihrt dann auf die herzuleitenden Bedingung

Tty

tan{‘gi, Brewster } -

in
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D

Abbildung 1: Uberlagerung der Magnetfelder des Zylinders und der Bohrung in der Bohrung.

Aufgabe 5 (8 Punkte)

In einem unendlich langen Zylinder vom Radius a fliefst der Strom J homogen verteilt. Der Zy-
linder hat eine exzentrische achsparallele Bohrung vom Radius b, deren Achse um den Abstand
d < a — b zur Achse des Zylinders versetzt ist.

Berechnen Sie die magnetische Feldstérke H in der Bohrung.

Losung

Die Anordnung kann als Uberlagerung zweier Zylinder mit gleicher Stromdichte in entgegenge-
setzten Richtungen betrachtet werden.
Fiir die weitere Berechnung soll die Zylinderachse mit der z-Achse zusammenfallen. Die Achse
der Bohrung liegt bei x = d,y = 0 wie in Abbildung 1 dargestellt
Die Stromdichte ist hier

, J

I (@ — )
Das Magnetfeld eines unendlich langen, homogen vom Strom durchflossenen Kreiszylinders

lautet bei Stromrichtung in z-Richtung innerhalb des Zylinders

i= jgé’¢
Die Verhiltnisse sind in Abbildung 2 dargestellt. Die Uberlagerung der beiden Felder lautet

demnach
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Abbildung 2: Uberlagerung der Magnetfelder des Zylinders und der Bohrung in der Bohrung.

wobei

p1€¢1 - _ygm + l‘é;l

P2y, = —Yyéu + (v —d)é,
und j; = —j» = j zu nehmen ist. Es resultiert in der Bohrung

5 d
H:jiey
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Aufgabe 6 (14 Punkte)

In der Ebene z = 0 ist die in Abbildung 3 dargestellte Drahtschleife angeordnet. Auf der z-
Achse fliefst ein Linienstrom [; in z- Richtung, die Drahtschleife trigt den Strom I, der rechts
um die z-Achse fliefst. Die Drahtschleife ist um die y-Achse drehbar gelagert. Berechnen Sie das
die Kraft und das Drehmoment 7 x F auf die Schleife unter der Voraussetzung, das der Radius
des Kreisbogens R ist und die direkt anschlieflenden geraden Stiicke R lang sind.

Hinweise:

Das Drehmoment um eine Achse a errechnet sich mit dem Einheitsvektor €, in Richtung der

Achse und p, = (€, x 7) X €, aus

dM = p, x dF{7}

t
/Ldt = arctan{a}

a? + t?

t 1 9 9
/ C o= fan{ 1}
- = — q arctany —
a? + t? a

Ay

®
=Y

2

Abbildung 3: Drahtschleife in der z-y-Ebene
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Losung

Die Kraft auf ein kurzes Stiick d¢ eines Stromfadens lautet
dF = L, d0{F} x B{i}

Fiir das Drehmoment muss die Kraft vektoriell mit dem Abstand zur y-Achse p, = ze, + z€,
multipliziert werden, wobei hier immer z = 0 gilt, da sich die Leiterschleife in der Ebene z = 0

befindet. Insgesamt resultiert somit der Beitrag des kurzen Stiicks zum Drehmoment aus
AM = 2é, x (L, d0{7} x B{F})
mit

ol polizey —ye;

B= —
2mp 2r 2?2 +y?

Zur Angabe des Leiterstiicks dZ{'F} werden vier Teilstiicke herangezogen:
Im Bereich des Bogens gilt df{7} = Ré;de, ¢ € (0,7)

auf den drei in ¢-Richtung anschliekenden geraden Leiterstiicken gilt

e, dy ye(0,—R),z=—R
Ai{iy ={ é,dz z € (—R,R),y=—R
e, dy ye (—R,0),z =R

Im Bereich des Bogens fliefst der Strom parallel zum Magnetfeld und es gibt keine Kraftwirkung
und somit keinen Beitrag zum Drehmoment.

Die Kraftwirkung auf den anderen Stiicken hebt sich zwar gegenseitig auf, allerdings addieren
sich die Kréfte iiber den Hebel auf die y-Achse zu einem Drehmoment.

Die Krifte auf die geraden Leiterstiicke sind

= L, [~k
Fl _ Mol 2/ % e—»zdy
2 Jo x4y e R
ol 2 N|~F - _ Holilp
= ln{y +R Ho ez—?ln{Q}
= LI, R L1 R
B = /~L012/ % é’zdx:’uOI2ln{x2+R2H g, =0
2r Jer @ H YR g m -R
> L, [0
R ) e A R
27 RT*H+ Y| _p

und die Beitridge zum Drehmoment
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y polily (=% yR
—e¢,d
2 Jo  R2%2+49? vy

= Mozljrb [g Infy* + RQ}]O - mﬂ?R n{2y6,
2
Ty
_ _% xr— Rarctan{%} éy]RR _ _NOQI;IQ (2R —1R/2)e, = _%7{2}%
M, = M02171T.72 /_OR R;?f;gy dy = M,

Das gesamte Drehmoment ist dann M = Z\7[1 + Z\7[2 + Z\7[3.

11



Elektromagnetische Felder und Wellen: Losung zur Klausur 2017-1 12

Aufgabe 7 (3 Punkte)

Eine TM-polarisierte Welle fillt unter dem Winkel 6;,, auf eine ideal leitfahige ebene Grenzfldche.
Wie lautet das magnetische Feld H der reflektierten Welle?

Losung

Der Wellenzahlvektor der einfallenden Welle lautet mit den angegebenen Werten
Fin = kufl + ki
mit k, = ki, cos{6i,} und k; = ki, sin{6;,}. Die magnetische Feldstéirke lautet
Hiy = Hyy exp{i(ky o 7 — wit)}é,
Das zugehorige elektrische Feld lautet
wuinuoE?n = H;, exp{i(k?n o7 — wt)}(kn€; — ki)

Fiir die reflektierte Welle gilt

—

k:ref = _knﬁ + ktgt

und entsprechend
H;ef - Href eXp{i<k;f or — Wt)}gf

und

witinfto Bret = Hyep exp{i(kyes o 7 — wt) Y (—kn) — kyT)

Die Tangentialkomponente des elektrischen Feldes EH+E:ef muss an der Grenzflache verschwin-
den, also
Hi - Href =0

Der Reflexionsfaktor ist also 7ty = 1 und es resultiert

H::ef - Hin eXp{i<k;f o F_ wt)}é’z
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Aufgabe 8 (7 Punkte)

Die magnetische Feldstirke aukerhalb eines unendlich langen dielektrischen Zylinders (Radius

a, relative Dielektrizititsszahl ¢) lautet
H = Hy—exp{i(fz — wt)}e,
p

Welche elektrische Feldstirke herrscht an der Innenseite der Zylinderoberfliche?

Hinweis
S o 10 0 ., 0 0 L 110 0 R
V X C = [;8_¢)CZ &C(é] Gp + [&Cp — 8—pcz] €¢ +; [8—p(pc¢) - a_¢cp‘| €
Losung

Fiir die Antwort muss zunéchst das elektrische Feld der Welle aufserhalb des Zylinders bestimmt

werden. Da es sich hier nicht um eine ebene Welle handelt, wird die Maxwell-Gleichung
— — 8 —
VxH=—=D
T

in Zylinderkoordinaten herangezogen. Es resultiert

—Z'BHOg exp{i(fz —wt)}€, = —iwD
p

Es existiert nur eine Normalkomponente in D, die an der Grenzfliche hochstens um eine Grenz-

flachenladung springen kann. Da diese nicht vorhanden ist, gilt an der Innenseite direkt

= b : .
E = F&?OHO exp{i(fz —wt)}e,
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Aufgabe 9 (9 Punkte)
Die ebene Welle mit elektrischem Feld
Ei = Eo(&, + V/3€,) exp{i(1.5kox — 0.5v/3koy — wit)}
lauft in einem unmagnetischen Material und stofst auf die Grenzfliche x = 0 zum Vakuum. Wie

lautet die elektrische Feldstérke E:r der transmittierten Welle?

Losung

Bei der einfallenden Welle handelt es sich um eine TM-Welle, da das elektrische Feld vollig in
der Einfallsebene liegt.
Aus dem Wellenzahlvektor der einfallenden Welle

kim = (1.58, — 0.5v/3€, ) ko

resultiert fiir das unmagnetische Medium ¢;, = 3. Die Normalkomponente des Wellenzahlvektors

der transmittierten Welle ist

- 1
il o ky = ko1 — (0.5V3)2 = o

Damit ergibt sich der Relexionsfaktor

ﬁOkin T_iOktr

€in Etr — 0
7_7: O kin 7_7: @] ktr

€in Etr

™™ =

Es handelt sich also um dem Einfall unter dem Brewsterwinkel und das gesamte Feld wird

transmittiert. Somit ergibt sich direkt aus

-

k
Hy, = Eg——2v/3¢, exp{i(1.5koz — 0.5v/3koy — wt)}
0

Wito

Ey = Eo(V3é, + &,) exp{i(0.5kox — 0.5v/3koy — wt)}



