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Aufgabe 1 (2 Punkte)

Eine ideal leitfihige Stange mit kreisformigem Querschnitt liegt so auf einer leitfihigen Fliis-
sigkeit, dass sie bis zur Achse eingesunken ist. Die Stange hat den Durchmesser D, Linge L
und wird mit dem Strom J gespeist. Welche Grofe hat die Stromdichte (vektoriell) an der
Oberflache der Stange in der leitfihigen Fliisigkeit unter der vereinfachenden Voraussetzung,
dass der Strom nur iiber den Mantel des Stabes abfliefst?

Losung

X

Abbildung 1: Wahl des Koordinatensystems

Fiir die Losung wird das Koordinatensystem so gelegt, dass die Stabachse mit der z-Achse zu-
sammenfillt. Dirkt an der Staboberfliche darf es in der Fliissigkeit keine tangentiale elektrische
Feldstiirke geben (Stetigkeit der tangentialkomponenten: 7 x (Ey — E;) = 0). Somit gibt es in
Zylinderkordinaten nur ein radiales Feld und somit auch nur eine radiale Stromdichte j: J€p-

Die Stromdichte j resultiert aus dem Gesamtstrom mit

N T prz1+L D
J = // jd%:/ / jpdodz = Sl
0 z1

Mantel in Fliissigkeit

also
2J

Sy



Elektromagnetische Felder und Wellen: Lésung zur Klausur 2018-2 2

Aufgabe 2 (2 Punkte)

In einem verlustlosen Medium der Brechzahl n breite sich eine ebene Welle mit dem Wellen-

zahlvektor k = aj €, — be, aus. Welche Grofse hat b als Funktion von a und n?

Losung

Der gesuchte Zusammenhang ergibt sich aus der Dipersionsrelation

IEI1P = (nko)?

T 2
z ¥ =
<“2> +

)

Somit resultiert einfach
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Aufgabe 3 (5 Punkte)

Im freien Raum lautet das Potenzial in Zylinderkoordinaten

2

- R p
V{r} = V(]; exp{—ﬁ

Welche Raumladungsdichte hat das Potenzial verursacht?

Losung

Die erzeugende Raumladungsdichte resultiert direkt aus der Poissongleichung

AV = -2
€0

wobei im freien Raum oy = gge; = 0 gilt. Der Laplaceoperator muss hier in Zylinderkoordinaten

genommen werden und wird wegen der fehlenden ¢- und z-Abhéngigkeit zu

vereinfacht. Es resultiert

10 R 2pR p*
AV = Vom—[p|—= - 2LZ 2
T (p( P’ RQp>eXp{ RZ})

B 10 R 2p 0>
- (5 7)o )

und damit

R 4 2
ov = —eoWo (EJFR#/;)eXP{—%}



Elektromagnetische Felder und Wellen: Lésung zur Klausur 2018-2 4

Aufgabe 4 (5 Punkte)
In einem geraden Stromfaden der Lange ¢ wird die Stromdichte

I COS{?T%}

erzeugt. Hier ist p die Strecke vom Anfang zu einem Punkt auf dem Faden. Der Faden befindet
sich in einem konstanten Magnetfeld B, das senkrecht zur Fadenachse steht. Welche Kraft wirkt
auf den Faden?

Losung

Das Koordinatensystem wird so gelegt, dass sich der Faden auf der z-Achse im Bereich [0, ¢]

befindet und das Magnetfeld in y-Richtung zeigt. Dann gilt also B= Bé, und

z _gm} )

xT

j=1Icos {w%} §{y}o{z}rect {

Fiir die Anwendung des Konzepts des Stromfadens zur Berechnung der Lorentzkraft dF =
d¢1 x B miissen die beiden Diracs und die Richtung weg gelassen werden. Die Richtung kommt in

das differentielle Element, hier d¢ = dzé,. Der Strom I wird ersetzt durch den hier vorliegenden

Fall I cos {ﬁ%} rect {”C_f/ 2 } Es resultiert einfach

Lt ¢
F:/ ICOS{WE}B€Zd$:IB £sin{ﬁf} e, =0
0 l s e,

Alternative LGsung

ﬁ:///jx §d3r:/(7/063[008{ﬁ%}é{y}é{z}é’zdxdydz:0
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Aufgabe 5 (5 Punkte)

Eine Welle fillt unter dem Winkel 6 auf die Grenzflache zwischen zwei Dielektrika. Beide Medien
haben £ = 1 aber unterschiedliche p. Wie muss die Polarisation und der Winkel gewahlt werden,

damit nichts reflektiert wird?

Losung

Die Forderung nach verschwindender Reflexion bedeutet, dass der Reflexionsfaktor zu Null
wird. Bei schrigem Einfall muss nach TE- und TM-Polarisation beziiglich der Grenzfliche un-
terschieden werden. In dem hier vorliegenden Fall kann nur der der Reflexionsfaktor fiir die

TE-Polarisation verschwinden. Dafiir muss die Bedingung

noky 1noky

Hin Hir

erfiillt werden. Hier gilt 7 o k?n = /finko cos{0;,}. Fiir die Normalkomponente der Wellenzahl
der transmittierten Welle ergibt sich 770 k;; = ko \/utr — lin sinQ{Hin}. Einsetzen und beide Seiten

quadrieren:
cos’ {0} pr — prinsin’{0in}
[hin 115
20} fin G 209, 1 — tin o | 29,1}
cos* {0} = — 2 sin“{6;,} = — =2 4+ B cos{bi,
Mty :u‘?r Hotr ‘?r ‘?r
o _ 2 2 _ . . L
,utr - :um COS2{¢9m} — <1 - :u12n> COSQ{em} — @ <1 o @) — &Mtr ,uln
tr Mty Hir Hir Htr Hir
2 Hin
cos“{0y,} = ————
{ } //Jtr + Min
sin?{fi,} =1 —cos’{f,} = 1— Hin _ _ Hur

//Jtr + Min B ,utr + ,uin
,utr
tan?{0,} = —
Hin
Es muss also eine beziiglich der Grenzfliche TE polarisierte Welle mit Einfallswinkel 6;, =
arctan{ /4= } gewihlt werden.
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Aufgabe 6 (7 Punkte)

Wie grof ist die magnetische Induktion eines geraden Stromfadens der Linge ¢ mit Strom [

oberhalb eines Endes im Abstand h senkrecht zum Faden?

Losung

Zur Losung dieser Aufgabe wird das Biot-Savart-Gesetz heran gezogen. Das Koordinatensystem
wird so festgelegt, dss der Faden auf der z-Achse im Bereich x € [0, ¢] liegt und die Stromrich-
tung in x-Richtung ist. Das Magnetfeld wird am Punkt z = A bestimmt. Somit gilt

) = 1sstapea { 7=

und
W

F—r =-i'é, —ye,+ (h—2)e,

Es resultiert

5{0.0.n} — // i} x f )d%«/

=t

B MQI // ’ x — E/Q gx X (_xlgx - y,gy + (h - Z,)gz) SR
= 6{y'}6{7 }rect { 7 W2+ g7+ (h— 2 dx" dy dz

_ pol _hgy /
o 47 O/(x/2+h2)3/2 dz

Siehe Hinweise, Gleichung [A

OIh x ¢ S MQI 12
ir h2 (@ + W)

T T mh R+ 2 &



Elektromagnetische Felder und Wellen: Lisung zur Klausur 2018-2 7

Aufgabe 7 (16 Punkte)

Die geladene Grenzfliche zwischen zwei Medien liegt bei x = 0. Der Bereich x > 0 ist feldfrei. Im
Bereich z < 0 befindet sich Vakuum und die Grenzflache ist mit o5 = g exp{—i(0, 5koz + wt)}
geladen. Wie lauten die elektrischen Feldstirken der beiden ebenen Wellen, die die Ladung

erzeugt haben?

Losung

Von der Grenzfliche werden Wellen in den freien Raum abgestrahlt. Der angrenzende Raum ist
feldfrei. Daraus resultiert, dass sich die tangentialen elektrischen Felder der abgestrahlten Wel-
len auf der Grenzfliche kompensieren miissen. Die Normalkomponenten miissen in der Summe
vom Betrag her gerade die Oberflichenladung ergeben. Aus der Tatsache, dass es Normalkom-
ponenten des elektrischen Feldes gibt resultiert, dass hier TM-Wellen betrachtet werden miissen.
Die Wellen miissen sich in der selben Ebene bewegen und den selben Winkel zur Flachennor-
malen aufweisen, sonst kompensieren sich die elektrischen Felder nicht. Die Grenzfliache ist bei
x = 0, somit kann die Flichennormale mit 7 = €, angesetzt werden.

Es werden zwei Wellen mit Wellenzahlvektoren

ki = kpily+ kG, + k€.
ky = kuoly + k&, + k€.

und zugehorige magnetische Feldstarken

ko€, — ky €,
NCEE:
B ko€, — kyE,
Hyp = Hy—F—="

gewahlt. Die entsprechenden elektrischen Feldstéarken lauten dann

Hy = H

haakil 4 K28 — kakyE k8 (K 4 R)E — kaky@) — kakig,

NEEY> - NEEY>

(K2 + K2)2, — kaoky@y — kyok.E.

w€0E01 = H1

w50E02 = H2

In der Ebene z = 0 gilt



Elektromagnetische Felder und Wellen: Lisung zur Klausur 2018-2 8

£0€z © (51 + Ez) = 0s

Einsetzen:

oow exp{—i(0, 5koz +wt)} = /K2 + k2H; exp{i(kyy + k.2 — wt)}
+\/ k2 + k2Hy expli(kyy + k.2 — wt)}
= k2 +k2(Hy + Hy) expli(kyy + k.2 — wt)}

Auf der linken Seite steht nur eine Funktion von z. Das bedeutet, dass auf der rechten Seite
k, = 0 gelten muss. Aus dem Vergleich ergibt sich £, = —0, 5ky.
Die Tangentialkomponente von £ muss an der Grenzfliche verschwinden. Daraus resultiert die
Bedingung

Hiky + Haokyo =0

Wegen der Dispersionsrelation sind die Betrage von k,; und k.o gleich grofs. Es resultiert also
Hy, = £H, und da die Fliachenladungsdichte nicht Null ist muss Hy = H; und somit k., =

—ky1 = k, gelten und damit
_ QoW _ _ Oow
2k, ko

Aus der Dispersionsrelation ergibt sich fiir die z-Komponente der Wellenzahlvektoren

H,

1
km - 5\/51{:0

Zusammen genommen ergibt sich also

B = —Hig (e, — VBe) explifhez — kvt — i)
0
— 20?0(@] —/36,) exp{i(k.z — kpx — wt)}
0
E, = &(e} +/38,) exp{i(k.z + kpx — wt)}

260
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Aufgabe 8 (19 Punkte)

Eine Welle mit magnetischer Feldstarke
H = Hyexp{i(kz — wt) } e,

fallt aus Luft auf die Grenzfliche 3x + 4y = 7 zu einem unmagnetischen Medium mit ¢ = 2.
Wie lautet die magnetische Feldstirke der reflektierten Welle?

Losung
Aus dem Vergleich der Angabe der Ebene mit der Hesseschen Normalenform
n(r—rg) =0
resultiert der skalierte Normalenvektor zu
an = 3¢, + 4¢,
und somit
n = 0,6€, + 0, 8¢,

Ein Punkt auf der Grenzfliche ergibt sich zum Beispiel fiir z = 1 zu y = 1, also 75 = (1,1,0)7.
Damit ist die Darstellung in umgestellter Hessescher Normalenform
nor=mnoryg=14 . (1)
Bemerkung: Zu beachten ist, dass hier keine Einheiten verwendet wurden. Spéitestens beim
Produkt aus k& und r macht sich das bemerkbar. Ideal wire in diesem Zusammenhang eine
Darstellung als Vielfaches der Wellenldnge, z.B. @ o ¥ = 1,4\. Dann kiirzen sich in ko7 die
Einheiten. Es wird aber weiter ohne Einheiten gerechnet.
Der Wellenzahlvektor der einfallenden Welle hat nur eine z-Komponente. Somit ist die x-y-
Ebene die Einfallsebene und das Magnetfeld liegt parallel dazu. Es handelt sich also um eine
TE-Welle. Fiir die beteiligten Wellenzahlvektoren gilt:
kimn = (o k)it = 0,6ko(0,66, +0,8¢,) = (0,36, + 0, 48¢, ko
kine = (71 X ki) X = ko(0, 64, — 0,488, )ko = 0, 8ko(0, 82, — 0, 6€,) kg
17 % Einll = 0,8kq
Feetm = (710 knog)ii = —0,6ko(0, 6¢, + 0,82,)

bt = ko(0,286, — 0,96¢,) = 0, 04ko(7€, — 24¢,)
kom = (0 k)i = /2= 0,64ko(0, 6¢, + 0,82,) = /1, 36k (0, 68, + 0, 8¢,)
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Damit resultiert der Reflexionsfaktor zu

_ 0,6 — /1,36
70,6 + /1, 36

Die Amplitude der elektrischen Feldstirke der einfallenden Welle resultiert aus der Amplitude

der magnetischen Feldstérke Hgin = Hyé, zu

Eoin = — —Hge,
Eow

und die Darstellung der einfallenden und reflektierten Welle lautet damit

B, = — -2 Hye, expli(ky, o — wt
o pli( )}

Eref - EO_;"ef eXp{i(k:r_‘;f or — wt)}

Die Grenzfliache wird durch 7o 7= 7l o 7y = 1,4 (Gleichung [I]) gekennzeichnet.
Somit gilt ko 7 = (7 0 k)(7 o 7) + king 0 F = (o k)1, 4 + ki o 7.
Auf der Grenzflache lautet das elektrische Feld entsprechend mit 77 o ke = 0, 6ko

. k .
Ern{Grenze} = — —= Hyé. exp{i(0, 84k + kins 0 7 — wit)}
EoW

Fiir die reflektierte elektrische Feldstiarke berechnet sich die Amplitude aus dem Vergleich der
Felder an der Grenzflache E:ef{Grenze} = TTEEH{Grenze}

— — — ]{: —
E.t{Grenze} = Ejef exp{i(—0, 84ko+kinor—wt)} = —rpp Hy—=¢. exp{i(0, 84ko+kin tor—wt)}
Eow

zu

- k
EOref = —TTE exp{il, 68]{?0}H0—0 gz
EoW

Damit resultiert fiir die Amplitude der reflektierten magnetischen Feldstirke aus der Amplitude

der elektrischen Feldstarke zu

Hovet = rriHg exp{il, 63ko} (0,96, + 0, 28¢,)
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Hinweise

t
— /a2 12
/ a2+t2dt_ as+1

—1

t
——d
/\/a2+t23 a? +
1
— 2 2
/\/mdt—ln{t—l—\/a + )

1 t
/ Vit a2va? + 2
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