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Aufgabe 1 (2 Punkte)

Leiten Sie ausgehend von der Kontinuitdtsgleichung in Materie eine Differentialgleichung fiir

die Ladungstrégerdichte unter der Voraussetzung homogener, isotroper, leitfahiger Materie mit
j: oE her.

Losung

Zunachst wird die Kontinuitatsgleichung hergeleitet:
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In dieser Gleichung wird j nun mit Hilfe des ohmschen Gesetzes ersetzt:
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Dabei handelt es sich um die gesuchte Differentialgleichung fUr die Ladungsdichte o.
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Aufgabe 2 (3 Punkte)

0
Welche Leistung P = —W nimmt ein Teilchen mit Ladung ¢ und Masse m im statischen

elektromagnetischen Feld auf?

Losung

Es gilt
dW = F o dF = (¢E + q¥ x B) o d7",

woraus unmittelbar

folgt, da v x B senkrecht auf 7 steht.
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Aufgabe 3 (4 Punkte)

Zeigen Sie unter der Annahme homogener, linearer Materie, dass der Zusammenhang zwischen
dem elektrischen Potenzial ¢, und der Raumladungsdichte in Coulomb-Eichung gerade dem

statischen Fall entspricht.

Losung

Einsetzen von B = V x A in die Maxwell-Gleichung

L, 9B
E=— 1
V x o (1)
fihrt zu .
L 0A
EFE+r—|=0. 2
V x ( + 3 t) 0 (2)
Damit existiert ein elektrisches Potential
L 9A
n=—|E+=—1, 3
Voa ( + B t) (3)

denn dann ist V x V¢ = 0, wobei ¢ ein beliebiges, skalares Feld sei, auf jeden Fall erfiillt.

Umstellen nach dem elektrischen Feld fithrt nun zu

Einsetzen in die Maxwell-Gleichung V o D= o fithrt nun zu

0 = 0
A “VoAd=_"2
b+ 5.V © = (5)

Wenn der zweite Term auf der linken Seite Null wird, geht die Gleichung in die aus der Statik

bekannte Gleichung fiir das elektrische Potential {iber . Dies ist die Coulomb-Eichung.
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Aufgabe 4 (8 Punkte)

Eine Punktladung mit Ladung ¢ befinde sich im Ursprung. Eine diinne, geerdete, leitfihige
Platte schneide die 7-Achse bei z = a und habe den Normalenvektor 7 = (&, + €, + €.)/v/3.

Berechnen Sie die Verteilung der elektrischen Feldstédrke im gesamten Raum.

Losung

Die Hessesche Normalform einer Ebene lautet

wobei 77 der Normalenvektor der Ebene und 7 ein beliebiger Aufpunkt ist.

Der Normalenvektor sowie ein Aufpunkt sind direkt in der Aufgabenstellung gegeben:

it = (€ + ¢, +¢.)/V3 sowie (©)

=l

Der Abstand des Ursprungs p' = 0 von der Ebene in Richtung der Normalen lédsst sich nun

einfach mit
a

d =107~y = = (7)

berechnen.
Die Spiegelladung muss daher beim doppelten Abstand vom Ursprung in Normalenrichtung
und somit bei (z,y, z) = %(1,1,1) liegen und hat die Ladung —¢q . Es folgt fiir das elektrische

Feld im gesamten Raum:
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Aufgabe 5 (11 Punkte)

Eine diinne Kreisscheibe mit Radius a befindet sich im freien Raum und tréagt im Bereich a/10 <
p < a die Ladungsdichte ¢ = gq(a/p)?, wobei p der Abstand zur Scheibenachse ist. Die Scheibe
rotiert um ihre Achse mit der Winkelgeschwindigkeit & = we;, mit €, als Normalenvektor der
Kreisscheibe. Berechnen Sie die magnetische Induktion auf der Achse.

Hinweise:

e Die Achse verlauft senkrecht zur Kreisscheibe durch deren Mittelpunkt.

eU=0WXT

Losung

Wir legen zur Losung der Aufgabe die Scheibe so, dass sie in der x-y-Ebene liegt und die
Mittelpunktachse gerade der z-Achse entspricht. Aus der rotierenden, geladenen Scheibe lésst
sich mit j = o¥ eine Stromdichte berechnen, aus welcher dann mit Hilfe von Biot-Savart die
magnetische Induktion auf der z-Achse berechnen lasst.

Die Parametrisierung der Ladungsdichte liefert in Zylinderkoordinaten

oo} = oot (2L —1} - e {L-1}) )

woraus sich mit j = o0 und 7 = & x 7 = wpéy flir die Stromdichte

o= 250 (o {12 1} 0 {2 -1} ) e, (10)

Einsetzen in Biot-Savart fithrt zu

pmzs [ Joo (o) ot o) ST s

In dem hier vorliegenden Fall von Quellpunkten in der Ebene z = 0 und Aufpunkten auf der

ergibt.

z-Achse ergibt sich 7= z¢€, sowie 7’ = p'€,, und damit

r—r' =z —pé, (12)

sowie

7= 7| = /22 + p2 . (13)
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Einsetzen dieser Beziehungen und Ausfiihren der z’-Integration liefert

_’ MOQOa' w ;0 62 + Zep RN

// Loy (14)
a/10 0

Die Integration iiber ¢ sorgt nun dafiir, dass die p-Komponente des B-Feldes verschwindet, da

€, = cos{p}e, +sin{¢}e, ist und Cosinus und Sinus dann je iiber eine volle Periode integriert

werden. Es ergibt sich

a

2 -
5 HoOod W P ez /
b= 9 / (P2 + 22)3/2 dp (15)

a/10

und daraus mit der Ausfithrung der letzten Integration

B 110000 WE, [ -1 ]“  10000°WE, 1 1 (16)
2 (p + 22)1/2 a/10 2 ((1%)2 + z2> V2 (a2 + 22)1/2

fiir die magnetische Induktion auf der z-Achse.
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Aufgabe 6 (5 Punkte)

Ein ideal leitfahiger Stab (Innenelektrode) mit kreisférmigem Querschnitt vom Radius a ist
unendlich lang und konzentrisch von einer geerdeten Aufenelektrode mit Radius b umgeben.
Auf der Innenelektrode befindet sich die homogene Flachenladungsdichte gy. Welche Spannung

stellt sich zwischen den Elektroden ein?

Losung

Im Raum zwischen den Elektroden gilt die Laplacegleichung. Bei dem vorliegenden Problem

kann von Zylindersymmetrie ausgegangen werden, also resultiert

10 [ 0
sz__( _v):o
pap \"p

mit der Losung

V =c In{p} +c

Bei p = b verschwindet das Potenzial, also ist ¢ = —¢; In{b} und entsprechend
V= C1 In {%}
Auf der Innenelektrode gilt die Stetigkeitsbedingung
'fl:O(ﬁz —51) = 0s
mit Normalenvektor 7 = €,. Wegen D= —5061/ = —8001%5[, resultiert

Qo
——a
€o

Cc1 =

und damit die Spannung

U=V{b)—V{a} = g—zaln{%}
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Aufgabe 7 (5 Punkte)

A
Y

z

Abbildung 1: Anordung des Rechteckhohlleiters mit metallischer Berandung im Koordinaten-
system. Es gilt b < a.

Die elektrische Feldstérke in einem Rechteckhohlleiter mit Anordnung geméfs Abbildung 1 wird

durch Uberlagerung von unendlich vielen Wellen entsprechend

E = Z Z Emn sin{mﬂg} sin{mr%} exp{i(Bmnz — wt)} €,

m=1n=1
beschrieben. Wie grofs muss w mindestens sein, damit sich mindestens eine der beteiligten
Wellen verlustfrei im Hohlleiter ausbreitet? Wie grof darf sie hochstens sein, damit sich nur

eine Welle verlustirei ausbreitet?

Losung

Aus der Wellengleichung resultiert fiir die einzelnen Wellen die Dispersionsrelation

1) 1\ | )
mmr— | + nre + B, = weokto
a/ )

mit m > 0 und n > 0, sonst verschwindet das Feld. Verlustfreie Ausbreitung verlangt, dass die

Feldstarke nicht abnimmt, also

Bm,n € R |Bm,n| Z 0
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Aus der Dispersionsrelation folgt damit

2 2
9 9 1 1
W ek = Wy, nE0fo = (mwa) + (mrg)

Das Minimum ist fir m = n = 1 bei

w} L Wl 2+ 7T1 2
1’1_50#0 a b

Die néchste Welle wére mit (m,n) € {(1,2),(2,1)} zu nehmen. Geméf Skizze ist a > b und

somit die Grenze zur verlustlosen Ausbreitung der nachsten Welle fiir m = 2,n = 1 bei

2 1 2 2+ 1\?
= — m— T
! Eollo a b
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Aufgabe 8 (10 Punkte)

Ein infinitesimal diinnes, gerades, unendlich langes Leiterband der Breite 2a trigt quer zu
seiner Léngsachse die homogene Flachenstromdichte j,. Wie lautet die magnetische Induktion
im umgebenden freien Raum?

Tipp: Fiihren Sie die Integration in Achsenrichtung als erstes aus.

Losung

Das Koordinaten wird so gewahlt, dass die Bandachse in z-Richtung verlauft. Das Band soll in
der z-z-Ebene im Bereich —a < z < a liegen. Der Strom wird mit 7 = Joo{y e, festgelegt. Nun

resultiert aus dem Biot-Savart-Gesetz die magnetische Induktion zu

) e

uojo €,y X a:—:c)ex+ye + (2 — 2')e,
= // Y 37 2 dZ da’
(r—2')2+y*+ (2 — 2)?)

—a —0o0

— IU/OJO / / _'_yez - (Z - Z,)g dZ, d$,

)24yt (= )Y

—a —0o0

Fiir die y-Komponente resultiert mit Gleichung (20) aus den Hinweisen

o
Boé»y — IU/O.]O// ’Z Z) 3/2 dZ/de'/
(x —a)? +y*+ (2 = 2)?)

—a —00
o0

~ HoJo —1

ir [((az 4y (o z'>2>“2] N

—a

dz' =0

Fiir die z-Komponente wird (18) und (25) herangezogen. Mit den Substitutionen ¢ = z — 2/

bzw. s = x — ' resultiert

r+a oo rx+a
5o Mojo _ Hojo (] 13
Be, = dtds d
‘ / / (s2 +y? +t2 3/2 4T s% + y? (82+y2+t2)1/2 5
2 o

. r+a .
Hojo arctan s = HoJo arctan rta — arctan r-a
2 Y)l. . 2 Y Y
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Aufgabe 9 (10 Punkte)

Die ebene Grenzfliche zwischen zwei unmagnetischen Medien liegt bei x = 20\. Die Brechzahlen
sind 2,5 im Bereich z < 20\ und 3 im anderen Medium. Aus dem Bereich = > 20\ fallt eine
TE-Welle mit elektrischer Feldstarke Ey und der Vakuumwellenldnge A unter dem Winkel 7/6
auf die Grenzflache. Wie lautet die magnetische Feldstarke in der Ebene x = 07

Losung
Fiir die beteiligten Wellen wird der Ansatz
E = Eyexp{i(kor—wt)}

verwendet.
Da die Grenzfliche bei © = xy = 20\ liegt, ist der Normalenvektor parallel zu €,. Die Welle

lauft riickwérts in z-Richtung, also ist 7 = —e,. Gemaéls Aufgabenstellung ist
- 1
70 kin = Tllk'o COS{@in} = 3]{305\/5 = 1,5\/5]{30

und
17 % k|| = nikosin{fin} = 1,5

und somit

PN A 2,2 2o 12 =
0 ke = /K2 — |17 % 2 = 2hy
Der Transmissionsfaktor resultiert nun zu

2iokn _ 3V3
Hoky +iok, 1,5V3+2

lte =

Damit lasst sich das Verhéltnis der Feldamplituden der transmittierten Welle und der einfal-
lenden Welle an der Grenzflache beschreiben. Das Problem besteht darin, dass der Ursprung
des Koordinatensystems nicht auf der Grenzflache liegt. Somit miissen die Feldamplituden der

beteiligten Wellen dort erstmal ausgedriickt werden. Unter Verwendung von

L

k= (lok)i+ (ixk)xn
mit k, = (71 X ki) X 7 resultiert zunichst

E{7} = Eyexp{i(((7i 0 k)7 + ky) o 7 — wit)} = Egexp{i(7 o k)(7i o 7)} exp{i(k, o 7 — wt)}

und an der Grenzfliche 7 o7 = m o ry = 20\
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E{r} = Egexp{i(i o k)20\} exp{i(ky o 7 — wt)}

Hier ist die zweite exp-Funktion wegen des Snellius-Gesetzes fiir alle beteiligten Wellen gleich

groft und es resultiert

Eoe exp{i(7 0 ke ) 200} = t1e Eom exp{i(7 o ki )20\ }

und damit die elektrische Feldstarke in der Ebene 2 = 0

Eow = treBomexp{i(it o kin)20A} exp{—i(ii o ky)20A} exp{i(k, o 7 — wt)}
= treBom exp{i(7 o ki — 71 0 gy )20\ } exp{z(k or —wt)}
= treBom exp{i(1,5V/3 — 2)kg20A} exp{z(kp or —wt)}
= t1eBowm exp{i(1,5V/3 — 2)407} exp{i(k, o 7 — wt)}
= t1eBow exp{i60v3r} exp{i(k, o 7 — wt)}

Die zugehorige magnetische Feldstirke resultiert einfach aus

— 1 — —
Htr = —(ktr x Etr) = (k:tr X Egin ) exp{i60v/37} exp{z( —wt)}

WHo Who
was ohne weitere Angaben hinsichtlich der Richtung von E?n bzw. k?n nicht weiter ausgewertet

werden kann.
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Hinweise
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