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Aufgabe 1 (3 Punkte)

Leiten Sie aus den vektoriellen Zusammenhéngen der Wellenzahlvektoren an einer Grenzflache
das Relexionsgesetz 0, = 0, sowie das Snelliussche Brechungsgesetz nj, sin(6;,) = ng, sin(6;)
her.

Losung

Allgemein gilt

axb allb|sinf ,

wobei 6 der Winkel zwischen @ und b ist.

Bei der Reflexion bleibt die Tangentialkomponente erhalten, das heift, es gilt

X _’in:ﬁxgrefa
diese Gleichung muss dann auch betragsméifig erfiillt sein, also

‘Ein} sin Hin - }Eref} sin Href

Der Betrag eines Wellenvektors ist durch die Dispersionsrelation mit }/5 ‘ = nky gegeben, wobei

n der Brechungsindex des Mediums ist, in dem sich die Welle bewegt. Es folgt also

Njip SIN ein = Tref sin eref

Da die einfallende und reflektierte Welle sich im gleichen Medium ausbreiten ist n;, = nyr = nq,
es folgt direkt 6;, = O,
Ersetzt man in der Herleitung die reflektierte mit der transmittierten Welle kann der letzte

Schritt nicht gemacht werden, was auf das Snelliusschen Berechungsgesetzt
ny sin 05, = no9 sin 6,

fithrt.
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Aufgabe 2 (6 Punkte)

Ein infinitesimal diinne, kreisringférmige Scheibe mit Innenradius a und Aufenradius b werde
von einem kreisformigen Strom J durchflossen, dessen Dichte antiproportional mit dem Ab-
stand zum Mittelpunkt abfallt.

Berechnen Sie die magnetische Induktion auf der Mittelpunktachse der Scheibe.

Losung

Zur Losung der Aufgabe muss zunéchst die Stromdichte parametrisiert werden:

D U ICI TSIV

wobei €, = —sin '€, + cos '€, ist. Der Zusammenhang zwischen j, und J ergibt sich zu
b -
b
J= j—?d,o':joln{—} :
o P a
also
J
R0

Der Einheitsvektor €, lésst sich auch als —sin ¢'e, + cos '€, schreiben, es bietet sich an, hier
in kartesischen Koordmaten mit zylindrischen Parametern zu arbeiten.
Mit Biot-Savart ergibt sich:

B{p—O,gp—Oz}—// / “OJU{T}X(g ") g

=7

p'=0¢'=0 z=—00

b
Mo]o 1 ,0 cos? Q'€, + z cos '€, + p'sin’ Y'e, + zsin¢'e, 'dpde
pr=ap'=

b

—

_ HoJo / p'e. dp = HoJo [ -1

2 (p’2+22)3/2 2 /02 + 22 aez

p'=a

:Mo]o( 1 - 1 )g
2 \Va2+22 Vi2+:2) 7
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Aufgabe 3 (4 Punkte)

Fiihren Sie fiir das magnetische Vektorpotential A=ze, — yé, + z?€, eine Coulomb-Eichung
durch und iiberpriifen Sie, dass die Eichung in Threm Fall keinen Einfluss auf das Ergebnis fiir
die magnetische Induktion hat.

Hinweis: Die Eichfunktion ist nicht eindeutig. Es reicht hier, eine spezielle Losung anzugeben.

Losung
Die Divergenz

Vod=2z (1)

verschwindet nicht, somit ist das gegebene Vektorpotential nicht Coulomb-Geeicht. Die Losun-
gen der Gleichung
AN =-Vod=-2: (2)

sind mogliche Eichfunktionen. Mit dem Nullsetzen simtlicher Integrationskonstanten ergibt

sich als eine Losung

1
A=—-223.
3

Das Coulomb-Geeichte Vektorpotential lautet somit
g’:g+VA:x€$—y€y .

In beiden Fillen ergibt sich B=VxA= 0, da im Kreuzprodukt jede Komponente nur in die

anderen beiden Raumrichtungen abgeleitet wird, nie in die eigene.
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Aufgabe 4 (4 Punkte)

Ein homogen geladener Vollzylinder mit Radius a habe ein zylinderférmiges Loch mit Radius
b, welches parallel zu seiner Achse liegt. Der Rand des Loches und die Zylinderachse fallen
zusammen. Der Radius des Loches sei auferdem so gewihlt, dass dieses vollstindig innerhalb
des Zylinders liegt.

Berechnen Sie das elektrische Feld aufterhalb des Zylinders.

Losung

Nach dem Satz von Gauf lasst sich das Feld eines geladenen Zylinders auf eine Linienladung,

welche dessen Achse entspricht, reduzieren. Das Feld einer Linienladung lautet

E=-2 ¢
27T€0p

Die Linienladungsdichte gr, ergibt sich als Produkt der Volumenladungsdichte gy mit der Fléche

7w R?. Das Feld eines homogen geladenen Vollzylinders auf der z-Achse mit Radius a lautet somit

- a’ a’ xé, e,
P ¢, — 00 + yey
2e0p 2e0 a2+ y?

Das Superpositionsprinzip gilt auch fiir unbewegte Ladungen, somit ldsst sich das Loch in dem
Zylinder als Bereich mit negativer Volumenladungsdichte in einem Vollzylinder behandeln. Das

Gesamtfeld auferhalb der Verteilung ergibt sich somit zu

E:ﬂ<a2xé’x+yé’y bQ(m—b)€I+y€y) _

2 22+ (z — b)* + 12
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Aufgabe 5 (2 Punkte)

Gegeben sei die dielektrische Verschiebung

5:1£xe}+y€y+z€z

m? /a2 4 g2 4 22

Berechnen Sie die Raumladungsverteilung, welche dieses Feld hervorruft.

Losung

Mit Kugelkoordinaten lasst sich das Feld als
schreiben.

Mit Nutzung der Divergenz in Kugelkoordinaten ergibt sich fiir die Raumladungsverteilung

QVZVOEZ——. (4)

r m?2
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Aufgabe 6 (6 Punkte)

Die zirkular polarisierte, ebene Welle

E = Eyexp {z (%x—i—kyy—wt)} (5)

mit einer komplexen Amplitude Ej fillt aus dem Vakuum auf die Grenzfliche 2 = 0 zu einem

unmagnetischen Medium mit Dielektrizititszahl e, = 2.

Wie ist die reflektierte Welle polarisiert?

Losung

Der Wellenvektor der einfallenden Welle ist

.k
kin = —=, + k€, .

V3

Der Normalenvektor zeigt in die Ebene, in die die Welle transmittiert wird, also 77 = €,,. Somit

ist 77 o lgin =ko/ v/3. Die Normalkomponente des transmittierten Wellenvektors ergibt sich zu

5 S 2
o R = K (02— n2) + [0 Rl = b/ 2= T4 173 = hy—

Berechnen wir nun die Reflexionskoeffizienten fiir die beiden Anteile, TE und TM, der Welle.
Es ergibt sich

= k t 1 2
n o in ___ Rtr 1 2
r Hin Mtr) \/g \/g 1
TE pu— = . pu— 1 2 = —
= kin kfr — = + — = 3
7 0 K
<N/in + H/tr) \/g \/g
sowie
o (En —Fe) 1 12
€in Etr V3 2.3
'™ = P\ L 13 0.
fo(fnt ) BHavs
€in Etr

Da der Reflexionskoeffizient fiir den TM-Anteil verschwindet, ist die reflektierte Welle (linear)
TE-Polarisiert. Die Welle féllt hier also im Brewsterwinkel auf die Grenzfléche.
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Aufgabe 7 (3 Punkte)

Wir haben in der Vorlesung und Ubung zwei verschiedene Schreibweisen fiir den Reflexionsfak-

tor einer TM-Welle kennengelernt:

% cos b, — % cos Oy,
r n
™M = -
—Z:r cos By, + Mo cos Oy,
r /J‘ln

sowie

Si

n Etr

S
EQ_FE

€in Etr

e}

St

N— [ ——

™ = <
Zeigen Sie deren Aquivalenz.

Losung

Es gilt (Geometrie):
b

aob=|d

cosf ,

wobei 6 der eingeschlossene Winkel zwischen den beiden Vektoren @ und b ist. Der Betrag eines
Wellenvektors ist gerade der Brechungsindex, in der sich die Welle bewegt, multipliziert mit

dem Vakuumwellenvektor. Es gilt also:

o (En _ ke
Ein Etr

M e Lk
nOC¥+Jﬂ

€in Etr
Nin Cosbin  ngr cosbir
o €in Etr Min Ty
Ninp COS 9in Ntr COS gtr .
K + Nin Mgy
€in Etr
n2 niy cos 6; n2 ni, cos @
inlttr in _ NgpNin tr
€in Etr

n2 ngr cos Oip

in

€in Etr
[inTer COS Gy — [htyMin COS Oy flin flir

HinTr COS Gy 4 [l Tin COS Opr  flin flir

e cos Gy, — 2 cos by,
— TTM — Mtr Hin

Bt cos B, + 22 cos Oy,

Mtr Hin

2 .
ng Nin cos gy
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Aufgabe 8 (8 Punkte)

- R
Gegeben ist die elektrische Feldstirke F = Ey—¢p in Kugelkoordinaten.
T

Wie grofs ist die Spannung zwischen den in kartesischen Koordinaten gegebenen Punkten
(3a,4a,0) und (0,0,7a)?

Losung

Die Spannung zwischen zwei Punkten 1 und 2 ergibt sich aus Ujp = V) —V, . Wegen V{r} =
V{rg} — [ E{F'} d7 resultiert
i) )
Upp = / E{7} di
Hier muss entlang eines beliebig wihlbaren Wegs zwischen dem Anfangspunkt und dem End-

punkt integriert werden. Die sphérischen Parameter der beiden Punkte sind

(3a,4a,0) — r=>5,0=mn/2cos{¢p} =0.6
(0,0,7a) — r=7,0=0,cos{p} =0

und der Weg wird nun stiickweise entlang der Koordinatenrichtungen gewéhlt:

1 : re(5,7),0=mn/2cos{p} =0.6,dr = dre,
2 ¢ r="7,0¢€(n/2,0),cos{p} = 0.6, dr = r dfey
3 ¢ r=70=0,cos{¢} € (0.6,0), dr = rsin{f}} doe,

Auf den Wegstiicken 1 und 3 verschwindet das Skalarprodukt E o d7 und die Spannung ergibt

sich zu

0
Urp = /EOE/T/ a0 = 5,
r 2

w/2
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Aufgabe 9 (6 Punkte)

Ein zylindrischer Kérper mit Radius R und Léinge 2¢ befindet sich im ansonsten freien Raum

und trigt auf den Stirnseiten die konstante Flichenladungsdichte gg.

Wie grofs ist das Potenzial auf der Zylinderachse unter der Annahme, dass der Zylinder durch

¢ = 1 charakterisiert ist?

Losung

Das Coulombpotenzial einer Raumladung lautet

v -/ HQ{FiH o

Hier lautet die Raumladungsdichte

oA}t = os(0{z—1¢/2} +5{z+1/2}) fiirpe (0,R),¢ € (0,2m)

= 0 sonst

Das Potenzial auf der Zylinderachse lautet also

Vit = / / / (642" — £/2} + 6{z' + £/2}) /2+< v dr' dg 42’

471'80 )

_ <R2 =02 - \z_eu+\/W+uz—eu)

471'80
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Aufgabe 10 (5 Punkte)
Das magnetische Vektorpotenzial einer Welle lautet
A = Ag(ie, — &) exp{i(kor — wt)}

Wie ist die Welle polarisiert?

Losung

Fiir die Polarisation einer Welle muss der Realteil des elektrischen Feldes an einem festen Ort

untersucht werden. Mit

B=VxA
und
Y x B =L F
= Ko 1
resultiert

und nach Integration wegen VoA=0

_k:g

i fho

E =

A =iwegA = —Agweo(€y + i€,) exp{i(kor — wt)}

Die Welle breitet sich in z- Richtung aus. Der Realteil der elektrischen Feldstirke lduft in der
y-z- Ebene rechts um die z-Achse und beschreibt einen Kreis mit konstantem Radius —Agweq.
Es handelt sich also um eine rechts zirkular polarisierte ebene Welle.

Kommentar: Es ist fiir ebene Wellen ganz egal, welche Feldgréfte man betrachtet. Man hétte

also auch gleich A untersuchen konnen.
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Aufgabe 11 (12 Punkte)

Bei der Brechung einer ebenen Welle, die in der z —y-Ebene aus einem unmagnetischen Medium
mit Brechzahl 2 auf die Grenzfliche y = 0 zu Luft fillt, resultiert fiir die Amplitude der elek-
trischen Feldstiirke der transmittierten Welle Egp, = 1 V/m(é, + €y). Das Koordinatensystem

wurde so gewihlt, dass die einfallende Welle im Bereich y > 0 lauft.

Wie lautet die elektrische Feldstarke der einfallenden Welle?

Losung

Geméf der iiblichen Festlegung wird der Normalenvektor zu 77 = —é), gewdhlt. Die Einfallsebene
ist die z-y- Ebene, also ist €, = %€,; hier wird die positive Richtung gewéhlt. Damit ergibt sich
€s =T X €, = €,.

Das elektrische Feld hat hier eine Normalkomponente. Daraus folgt, dass sie TM- polarisiert

sein muss. Mit k:?r = ky 1l + kpe, und H;r = H,.€, ergibt sich aus dem Vergleich
Eoe = — 2 (kn €, — kpit) = 1 V/m(é, + €,)
mit ktr = /{Zo = Wy/Eolho
kn,tr = kO/\/§ = koﬂ/2
ky = kov/2/2

und mit Fy =1V/m

€

How = V2, | —Eq
Ho

Damit lasst sich die Normalkomponente von k;?n unter Verwendung von k;, = 2ky bestimmen:

kn,in:k0\/4_0a5:k0 3,5

Es gllt HOtr = tTMHOin mit

kn,in

2? 24/3,5

t = =
P B e 35 - 405

€in €t

und daraus resultiert

d HOtr \/§ €o
Eoin = ———(knin€p — kpii) = ———/ —Eoko(\/3, 5¢; + /0, 5¢,
’ tTngogin( i€y = o) trmweo -4\ o okol ot )
E 7_»1. —
_ B ey 2 VTG

4tTM 4tTM
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Hinweise

1 1 t
———dt = -—arctan< —
a? +t2 a a
t 1 t
———dt = =In< -
/ a’ +t2 2 {a}
12 t
/ ———dt = {—arctan< —
a? +t2 a

3 2 2
/tidt = t——a—ln{a2+t2}

a? + 12 2 2
1
_ 2 2
/det = In{t+ Va2 + 1%}
t
- — 2 2
/\/mdt = Va*+t
t2 t 2
ﬂdt = §va2+t2+%ln{t+va2+t2}
vV a
t3 /2 t2
/7dt S Al LS N
va? + t2 3
/ 1 & — —_1ln a+va*+t?
a2+ a t
/ 1 4 = = a® + t?
22+ 12 a?t
1 t
—dt = ————
/\/a2+t23 a’va? + t?
t —1
—dt = —
/\/a2—|—t23 Va?+t?
t2 —t
——dt = ——— +In{t++Va2+1¢?
N Va2 +t? { J
t3 a?
— At = VAP ——
Va2 var +t
/ 1 & 1 1 1 a+ Va2 + t2
— — _— — — |n e —
a2+ 12" aVa® +12  d t

/ 1 g = -1 \/a?+t2Jr t
/2y d t Va1 12
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