Elektromagnetische Felder und Wellen: Losung zur Klausur 2022-1

Aufgabe 1 (3 Punkte)

Gegeben sei ein Medium mit beliebiger Magnetisierung M {7, t}, in welchem keine freien Stréme

und Ladungen existieren. Zeigen Sie, dass im Fall einer verschwindenden Gesamtstromdichte

die Divergenz des elektrischen Feldes ebenfalls verschwinden muss.

Losung

Die Stromdichte im Medium lautet

— 8—» — —
v=7+—P+VxM.
Jv ‘7+8t + V X

Da ;’V und j beide laut Aufgabenstellung Null sind folgt direkt
0

“P=-VxM.
5 V x

Fiir die Ladungsdichte im Medium folgt

Lo L o~ 0~ /o o
QVZQ—VOPZVO(gva):§VO<V><M>:0
Mit .
6OEZ—QV
€0

folgt die Behauptung.
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Aufgabe 2 (3 Punkte)

Zeigen Sie, dass der Brewsterwinkel in unmagnetischen Medien kleiner als der Grenzwinkel der

Totalreflexion ist.

Losung
sin{fy} = Z—j
tan{fp} = %
1
sin{GB} . .
cos{ls] sin{ 8y }

sin{fp} = sin{fy }cos{fp} < sin{f, }
QB < ‘ggr
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Aufgabe 3 (3 Punkte)

In welchen Ebenen im freien Raum ist das Integral [ E o d7 fiir das elektrische Feld E =

Eyexp{i(kz — wt)}é, vom Weg unabhéngig?

Losung

Stokesscher Integralsatz

Wegunabhéngigkeit: Die rechte Seite muss Null werden. Genauer gesagt: Der Normalenvektor
der Flache muss in Richtung von VxE=0 zeigen.
Also

V x E = ikEyexp{i(kz — wt)}&, = 0

Damit sind alle Ebenen mit Normalenvektor senkrecht zu €, zugelassen. Die y-Achse muss also
Bestandteil der Ebenen sein. Speziell die z-y- und die y-z-Ebenen sind mégliche Kandidaten.

Weiterhin kénnten man vermuten, dass Ebenen mit Normalenvektor €, also z-z-Ebenen, er-
laubt sind, wenn sie die Bedingung kz —wt = (2m+1)7/2 erfiillen. Das sind aber keine Ebenen

sondern Linien, da ja jetzt z eingeschrankt wird.
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Aufgabe 4 (3 Punkte)

Welche Kraft wirkt auf eine Punktladung @, die sich im Abstand L zum Mittelpunkt einer
geerdeten, ideal leitfahigen Metallkugel vom Durchmesser D befindet?

Losung

Hier wird sinnvoll die Spiegelladungsmethode verwendet. Wenn das Koordinatensystem so ge-
wahlt wird, dass der Ursprung in der Kugelmitte liegt und die Punktladung auf der x-Achse,

kann der Ort der Spiegelladung mit

,_D?
T 4L

angegeben werden. Die Ladung selbst hat die Grofe

X

D
r_ _ N
Q Q 5T
Die Kraft errechnet sich nun einfach mit
/
_, 1
F = Qe ——c,
dreg (L — x')?
Q? D .
—= — e:):
Areg 2L(L — £2)2
Q? 2LD .

meo ((2L)2 — D22
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n

Abbildung 1: Stab mit Strahlengang einer sich darin ausbreitenden ebenen Welle

Aufgabe 5 (3 Punkte)

Welche Brechzahl n, muss der Stab in Abbildung [I| mindestens haben, damit sich bei der
Reflektion der eingezeichneten Wellenausbreitung an den Grenzflichen Totalreflexion einstellt,
wenn sich der Stab in Luft befindet? Wie groft darf die Brechzahl hochstens sein, damit keine

Totalreflexion auftritt, wenn sich der Stab in einem Medium mit Brechzahl n; > 1 befindet?

Losung

Die Bedingung fiir Totalreflexion lautet
kp Z ktr

Ubersetzt auf die Verhiltnisse in der Aufgabe bedeutet das

na

—>n
\/5_ 1

Bei Umgebung Luft (n; = 1) soll sicher Totalreflexion stattfinden, im Fall ny = n’ > 1 sicher
nicht. Damit resultiert
n > 12 >1

V2
bzw.

Von' > ny > V2
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Aufgabe 6 (5 Punkte)

Die Achse eines geraden, stromdurchflossenen, rechteckigen Stabs mit Querschnitt a - b fallt mit
der y-Achse zusammen, wobei a und b jeweils parallel zur z- und z-Achse liegen. Das Magnetfeld
im Stab lautet

B = By (sin{3rz/a}é. + sin{rz/b}e,) .

Welcher Gesamtstrom fliefst in dem Stab?

Losung

Der Gesamtstrom durch einen Querschnitt ergibt sich in der Magnetostatik aus der Stromdichte

= 1 > -
jV:—VXB
Ho

mittels Integration zu

JS://j;od%?://(iﬁxz?)od2F=i Bo di
Ho Ho

Im vorliegenden Fall ist das geschlossene Linienintegral durch vier einzelne Integrale darzustel-

len:

x €[—a/2,a/2],z=+b/2,y =1y dF = dze,
z€[b/2,—b/2],x = +a/2,y =y, dF = dzé,
r € la/2,—a/2],z=-b/2,y=yo  dr = dzé,
z€[-b/2,0/2],x = —a/2,y =y dF = dzé,

a/2 —b/2
B B
J = / O sin{r/2} dz + / 2 sin{3n/2} dz +
Ho Ho
—a/2 b/2
—a/2 b/2
B B B
/ sin{—7/2} dz + / L sin{—37/2} dz = =2(2a + 2b)
T Ho b Ho Ho

Die Alternative Losung geht iiber die Berechnung der Stromdichte

jv= =2 (E cos{mz/b} — = 005{37T33/a}) €y
fo \ 0 a

und anschliefende Integration iiber die Querschnittsfliche mit d*7 = dx dze,.
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Aufgabe 7 (6 Punkte)

Die ebene Grenzfliche zwischen zwei Medien schneidet die z-Achse bei a, die y-Achse bei b und
die z-Achse im unendlichen. Eine ebene Welle mit H = exp{i(koy — wt) }(H,é, + H,&, + H.¢.)
lauft auf die Grenzfliche zu. Bestimmen Sie den TE- und den TM- Anteil.

Losung

Aus den Schnittpunkten mit den Achsen ergibt sich die Ebenengleichung

T 2
a b o
und damit der Normalenvektor . .
be, + aey

n=—
Vva? + b?
Die Welle breitet sich in y-Richtung aus. Daraus ergibt sich der Normalenvektor auf die Ein-

fallsebene aus 7 x €, zu

€s =€,

Da H und k senkrecht zueinander stehen, muss H, = 0 sein. Die TM-Komponente von H ist
H;M = (é;, © ]—_j)e_; = exp{i(k‘oy - Wt)}Hzgz

und der TE-Anteil ist der Rest

Hre = H — Hiym = exp{i(koy — wt)}H,é,
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Aufgabe 8 (8 Punkte)

Welche Ladung befindet sich in einem kugelférmigen Bereich vom Radius A, dessen Mittelpunkt

sich im Ursprung des Koordinatensystems befindet, wenn das elektrische Feld
E = EO% sin{p/2} sin{f}e,

lautet?

Losung

Die Ladung kann aus der Raumladungsdichte

VoE =2
€o

durch Integration iiber das fragliche Volumen ermittelt werden:

QVolumen:///deg'r:gO // ﬁoﬁd3T:80 # EO dQF

Volumen Volumen Volumen

Im vorliegenden Fall resultiert

QKkugel = €0 ﬂ (Eo% sin{p/2} sin{&}@) o (r*sin{6} dp dbé,)

Kugel,r=A

T 27
= €0E0A2//sin{go/2} sin?{0} dp do
00

= coEyA? [~2cos{p/2}]T E — sin{29}] = 27mgg By A®

0
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Aufgabe 9 (9 Punkte)

Berechnen Sie die komplexen Poyntingvektoren So = E x H* der einfallenden, reflektieren und
transmittierten ebenen Wellen an der Grenzfliche fiir den Grenzwinkel der Totalreflexion. Es

soll die TE-Polarisation betrachtet werden.

Losung

Beim Grenzwinkel der Totalreflexion gilt
70 kg = 0

und damit werden die Reflektionsfaktoren r = 1. Bei TE-Wellen nimmt man die elektrische
Feldstirke By, = Eiy exp{i(k;?nof’ —wt) }é, als Ausgangsgrofe. Die jeweils zugehorige magnetische
Feldstarke lautet bei ebenen Wellen

wuuoﬁ —kxE

und damit der jeweilige komplexe Poyntingvektor

Mit den reellen Wellenzahlvektoren

und E.o = Ey,, By, = 2F;, resultiert

1 d

SO,in = EjZHk:in
W in o

1 —

SO,ref = E?nkwf
W in o

4 9 -

SO,tr = Z?inktr
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Aufgabe 10 (9 Punkte)

In einem Zylinderkoordinatensystem flieft in der Ebene z = 2y im Bereich 0 < p < R die
Stromdichte 7 = jo sin{g}ey. Wie grof ist die magnetische Induktion auf der z-Achse?

Losung

Biot-Savart:

S - 7 —
B{r} = 47(; // g{r'} x _;3d37“

Auf der z-Achse ist p = 0. Damit resultiert

o] R 21
5= Ko
sy = 2

jD sin{¢’}5{z’ — Zo}€¢/ X

pe, — p'éy + (2 — 2)e.
(p* + p* = 2pp/ cos{pp — ¢'} + (2 —

- / /%“$“¢k' (pal f%35§/¢dp

27
= // JSln{¢}';,:Z+<< Z;)))ef/zﬂ'dd)’dp’

o [ [ () 22 ?mﬂwﬂ¢ﬁ%+$M¢?@)

P+ (2= 20)"

/ / / /
z/>2)3/2p d¢'dp dz

pld¢/dp/

o pE.sin{d'} + (2 = z0)(cos{o'y sin{¢'}e, +sin*(0}E,)
B 4W¢K: /ﬁ " (0 + (= = 20)2)"? rae
oo [T mp' (2 — %)
T e
— @] _(Z_ZO) Ré»

e

B ,uoj (z—zo) z— 2 =
= —Jo
4 |2 — 20| /R2+ (2 — 2)? !

Ho . . Z—Zp o
= —7jo | sign{z — z €
4 0( { o) - \/R2 (z — 20) ) Y
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Aufgabe 11 (10 Punkte)

Zeigen Sie, dass fiir den senkrechten Einfall einer TE-Welle die Reflexion an einem unmagne-
tischen Medium mit Brechzahl ns aus Luft (n; = 1) verschwindet, wenn sich auf diesem eine
Schicht mit der optischen Dicke A/4 und der Brechzahl ny = ,/n3 befindet.

Losung

Die Aufgabe lisst sich am einfachsten mit den in der Ubung ausfiihrlich besprochenen Trans-

fermatrizen 16sen. Die Matrix fiir Reflexion und Brechung lautet

1 (1 7
Dy=—( 7). (5)
tij rij 1
die fiir Ausbreitung in z-Richtung

P, — (exp{—ikmdj} 0 > ' (6)

0 exp{%—ikz,jdj}
Es gilt
2mn;;
k‘zuj = )\ ’ ? (7)
womit unter Zuhilfenahme der geometrischen Dicke d; = ﬁ der Schicht
2mn; A
exp{+tik, ;d;} = exp {iz’ W)\nj E} = exp {ﬁ:zg} =+ (8)

und damit

P;= <_0Z (Z)) 9)

folgt. Fiir das Gesamtsystem ergibt sich damit

mir Mio i —1+7rare3 —rog + 112
M == - D12P2D23 - . (10)
Ma1 Moo liatas \ —ria + 193 —Tiares + 1
Die Reflektivitat des Gesamtsystems lautet
- Ma1 _ —T12 + 793 7 (11)

mao2 T12T23 — 1
wobei die Reflexionskoeffizienten fiir den vorliegenden, senkrechten Einfall mit Hilfe der Fres-

nelgleichungen

T2 = = ) T23 = =
ni+ny 14+ /ng Na +ns /N3 + ns
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lauten. Einsetzen des Ergebnisse aus Gleichung in den Zahler von Gleichung ergibt
Null, was die Behauptung der Aufgabenstellung bestétigt.
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Hinweise

/a +t2
/a2+t2

a2+t2

——dt
/a2+t2
1

| 7=
_t dt

t2

vﬁ+ﬂ

——dt
/m

1
—dt
/ tva? + t?

1
|
1
[
[

t2
Va? + 72°
t3

dt

1
[t
tva?+t2

1
/ N

/ cos*{t}
/ sin{t}

dt

dt

dt

e}
—arctan { —
a a
1

5111 {a2 —|—t2}

t
t — arctan {—}
a

12 )
5——111{@ —|—t}

In{t + Va2 + 2}
Va2 + t?

+ In{t + Va? + 2}

2

va?+ t?

Va2 + 12+ ——
va? + 2

—_— n
a?va2 +12  ad t
-1 (Va2 +t2 N t

CL4 t \/a2_|_t2

% (t + %Sin{Zt})
% <t - %sm{%})

1 11 {a+\/a2+t2
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