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Aufgabe 1 (2 Punkte)

Zeigen Sie, dass

VR — 117  Funll2 = \ K02 — 72) + || o K2

gilt.

Losung
Es folgt direkt durch die Quadrierung
kong. — 178 x Kl | = kg (ng — n) + (|7 0 |,

woraus sich direkt

k2n2, = |7t X Kl + |71 © Kin |

n

ergibt. Offensichtlich entspricht dies dem Satz des Pythagoras, womit die Behauptung geome-

trisch gezeigt ist.
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Aufgabe 2 (3 Punkte)
Die magnetische Feldstéirke einer Kugelwelle sei im freien Raum gegeben durch
7 7o . -
H = Hy— exp{i(kr — wt)}éy
r

Wie lautet die zugehorige elektrische Feldstarke?

Losung

Eine Kugelwelle ist keine ebene Welle und daher kann hier der Zusammenhang
weeoE = H x k nicht herangezogen werden! Die Berechnung muss iiber die Maxwell-Gleichungen
erfolgen.

Die elektrische Feldstérke folgt aus dem Zusammenhang

— — 8 —
H=—D
V x oy
wobei hier D = goE gilt.

In Kugelkoordinaten lautet die Rotation

- 1 a , . 0 "
rotH = Zein{0] {% (rsin{0}H,) — 7 (TH@):| €

1 0 g, . —
+m |:%Hr — 5 (T SID{Q}H¢):| (&)

+% {% (rHp) — %Br] €
was sich hier auf
V x H = ik:HO%O exp{i(kr — wt)}e,
reduziert. Damit resultiert die elektrische Feldstarke zu
—kHyrg

o
0 expfilhr — wi))

E =
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Aufgabe 3 (3 Punkte)

Skizzieren Sie den Verlauf des Reflexionsfaktors einer TM polarisierten Welle in unmagnetischen
Medien in Abhédngigkeit vom FEinfallswinkel unter der Voraussetzung, dass die Brechzahl fiir

die einfallende Welle kleiner als die der transmittierten Welle ist.

Losung

Fiir den Reflexionsfaktor von TM-Wellen gibt es drei wesentliche Punkte:

Nty — Nin
O =0° r=————>0
Ty + Nin

Brewsterwinkel r=20

@in = 900 r=—1
Daraus resultiert der Verlauf in Abbildung [I]

0,2

-0,2

-0,4

-1

Abbildung 1: TM-Reflexionsfaktor in Abhédngigkeit vom Einfallswinkelfiir ny, = 1 und ny, =
1,5.
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Aufgabe 4 (4 Punkte)

Die magnetische Induktion im freien Raum sei durch

gegeben. Wie grofs ist der zugehorige Strom durch eine kreisférmige Fléche in der x — y-Ebene

mit Mittelpunkt im Ursprung und Radius R?

Losung

Die Berechnung des Stroms durch eine Fléche erfolgt mit

J://jonF

—

§X§:M0j )

1 O 1 o
J:—//vaon*z— Bo d7
Ho Ho

verwendet werden kann. In Zylinderkoordinaten ist

In der Magnetostatik gilt

so dass

~ R
B = By—ép
p
und das Linienelement fiir den angegebene Fléchenrand ware dr = pd®es mit p = R. Das

geschlossene Kurvenintegral ergibt also
J =21 RDB,

Hinweis: Wenn man die Rotation der magnetische Induktion berechnet, kommt Null heraus.
Das stimmt auch, da es sich hier um das Magnetfeld eines Stromfadens handelt, dessen Strom-
dichte aufser im Ursprung iiberall Null ist. Der Umweg iiber die Berechnung der Stromdichte

kann also zu falschen Ergebnissen fiithren, wenn man die doppelte d-Distribution nicht erkennt.
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Aufgabe 5 (5 Punkte)

Zwei diinne, unendlich ausgedehnte, geerdete Metallplatten sind so angeordnet, dass sie sich
im rechten Winkel schneiden. Eine Punktladung mit Ladung @ befinde sich im Abstand a von
beiden Platten. Welche Kraft wirkt auf diese Punktladung?

Losung

Das elektrische Feld der Punkladung muss auf beiden Platten senkrecht stehen. Dies fiihrt
direkt dazu, dass die Verteilung der Spiegelladungen der eines Quadupols entsprechen muss.
Mit der Annahme, dass eine der Platten der x-z-Ebene und die andere Platte der y-z-Ebene

entspricht fiihrt dies zu folgenden Ortsvektoren und Ladungen:

TP = A€y + ay Qp =Q
TS = A€y — Q€ Qs1 = —Q
Tsy = —a€, — agy Qs2 = Q
Ts3 = —a€; + ae, Qsz = —Q .

Die Kraft auf die Punktladung ergibt sich direkt als Summe der Einzelbeitrége:

3 — —
Fp = Z QprQsi Tp — Ts;
i=1

47T€0 |Fp — FSi|3

- L (L ) es
T drega? \ 16 4 )\ T
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Aufgabe 6 (6 Punkte)

An einer ebenen Grenzflache zwischen zwei homogenen unmagnetischen Medien wird eine ebe-
ne, TE-polarisierte Welle mit dem Reflexionsfaktor —0,5 reflektiert. Die Medien haben die
Brechzahlen n;, = 1,5 und ny, = 3.

Wie grofs ist der Einfallswinkel (es gentigt die Angabe von cos{6;,} oder sin{6,})?

Losung

Der Reflektionsfakor lautet . -
_ noky —1noky

r= = =
ﬁokin—i—noktr

Hier gilt jeweils
ok = Ninko cos{0i, }

und

7o k:_t;" - \/k:g (ntzr - n12n) + nlznkg cos2{0in}

Hier muss der Kosinusterm extrahiert werden. Dafiir wird zunéchst r umgestellt, weil es ja
bekannt ist: )
— — — T —
MNoky =m0 ky—— =310 ki,
147

Einsetzen obiger Ausdriicke und quadrieren:

ko (n, — niy) + ninkg cos™ {0} = Ini kg cos™{Bha }

(nQr — n12n) 3
cos{bi,} = ”tST =\3 -

Damit resultiert
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Aufgabe 7 (8 Punkte)

In einem unmagnetischen Medium, welches sich in den Halbraum x > 0 erstreckt, wird die
clektrische Feldstirke E = Eyexp{i(v/7/2kox — \/1/2koy — wt)}é. gemessen. Wie lautet das
elektrische Feld im Halbraum x < 0 unter der Annahme, dass dieser durch ¢ = p = 1 charak-

terisiert ist?

Losung

Die in der Aufgabenstellung gegebene Welle bewegt sich von der Grenzfliche weg, daher muss es

sich dabel um die transmittierte Welle handeln. Der Wellenzahlvektor ldsst sich direkt ablesen:

I A
Fo = \/;koem + \/;koey .

Der Brechungsindex des Halbraums = > 0 ergibt sich direkt aus dem Betrag des Wellenvektors:

7 1
r = — —:2
M 5713

Da das E-Feld offensichtlich senkrecht zur Einfallsebene (z-y-Ebene) schwingt, handelt es sich
bei der gegebenen Welle um eine TE-Welle. Die Normalkomponente der einfallenden Welle lésst

710 ky = \/7/’{:0 \/antr 2) 4 ||75 0 ki |2 = \/3/<:2+Hnokm||

=noky,=—F

sich mit

\/5 :
Damit ergibt sich fiir den Wellenvektor der einfallenden Welle unter Ausnutzung der Stetigkeit

der Tangentialkomponente

kin =
VRV
Fo= — 0, R0
ref \/§ T \/Q T

Die Reflektions und Transmissionskoeffizienten lassen sich direkt aus den Fresnellschen Formeln

o (Fin— ko

T'TE = )
(k:m + ktr) 1+ f
2

und aus der Geometrie direkt

bestimmen:

ttg =1+ 7rmg =

+VT
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Das Feld im Halbraum z < 0 lautet dann:

o o N Eye, v . Eye, Ry .
E=FE,+ FE.= 0¢ exp {z (kinorert)} + 0¢ TTE €XP {z (kreforert)} .
tTE tTE
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Aufgabe 8 (9 Punkte)

Ein Zylinder mit Radius a wird in Richtung seiner Achse von einer homogenen Stromdichte jo
durchflossen. In dem Zylinder befinde sich parallel zur seiner Achse ein zylinderférmiges Loch
mit Radius b, dessen Mittelpunkt um ¢ # 0 gegeniiber der Achse des Zylinders verschoben ist.

Es gilt b+ ¢ < a. Bestimmen Sie die magnetische Induktion im gesamten Raum.

Losung

Fiir einen homogen durchflossenen Vollzylinder mit Radius a ergibt sich aus dem Durchflu-

tungssatz folgende magnetische Induktion in Zylinderkoordinaten:

Es gilt

: — y — X —
r=+\x?+y? sowie €,=-——-—6€,+ ——=¢,, 2

womit fiir die magnetische Induktion eines homogen durchflossenen Zylinders

- i | —yé, + e, r<a

By =280
_W6x+mey ;T‘ZCL.

in kartesischen Koordinaten folgt.

Der Zylinder mit Loch lésst sich als Superposition eines homogen durchflossenen Vollzylinders

und einem verschobenen Zylinder mit umgekehrter Stromdichte darstellen, denn somit gleichen

sich an der Stelle des Lochs die Strome aus. Damit ergibt sich direkt die Losung, wobei hier
die drei Falle:

e Fall 1: Im Zylinder aufterhalb des Lochs
e Fall 2: Im Zylinder im Loch
e Fall 3: Aufserhalb des Zylinders

unterschieden werden missen.
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Aufgabe 9 (10 Punkte)

Das magnetische Vektorpotenzial von TM Wellen in einem ideal leitfdhigen Rechteckhohlleiter

mit Querschnittsabmessungen von a X b lautet
A = Aysin{k,z} sin{k,y} exp{i(fz — wt)}e,

Eine Kante des Hohlleiters féllt mit der z-Achse zusammen, er liegt im ersten Quadranten des
kartesischen Koordinatensystems. Wie grofs muss die Kreisfrequenz w mindestens sein, damit
sich wenigstens eine Welle verlustlos (Im{8} = 0) ausbreiten kann.

Hinweis: Uberlegen Sie, wie grof k, und k, jeweils sein miissen.

Losung

Aus der Wellengleichung folgt
B R B = s

und damit

B = \/w2l~to50 —kZ— k§
Die Bedingung fiir verlustlose Ausbreitung erfordert
w2,u050 Z k?i + k’z

Nun muss eine Aussage zu der Grofe der Wellenzahlen gefunden werden. Diese resultieren aus
den Randbedingungen Ein = 0 an den Hohlleiterwinden. Die Berechnung der elektrischen
Feldstarke erfolgt iiber

) Lo a4 L .
—€0M0EZVXB:VX(VX ):V(VOA)—AA

ot
Damit resultiert wegen VoA=0
- A
QE = (B2 + k2 + %) —L sin{kex} sin{kyy} exp{i(fz — wt)}e,
ot Y €olo
E =1 sin{kyx} sin{k,y} exp{i(fz — wt)}e,
w
Alternativ kann Lorentzeichung mit &, = 0 vorausgesetzt werden und es resultiert obiges

Ergebnis direkt aus E= —%ff.
Nimmt man nun an, dass die Breite des Hohlleiters (in z-Richtung ) a ist und die Hohe (y-
Richtung) b, miissen die Bedingungen ky, = mZ und ky, = n} eingehalten werden, wobei m > 0

und n > 0 gelten. Somit resultiert fiir die kleinstmdogliche Kreisfrequenz

oAV )+ G



Elektromagnetische Felder und Wellen: Klausur 2022-2 11

Aufgabe 10 (13 Punkte)

Auf einem Substrat mit Brechzahl ny = 3 befindet sich eine Schicht mit optischer Dicke /4
und Brechzahl ny = 2. Berechnen Sie die Reflektivitat einer senkrecht einfallenden TE-Welle
an der Gesamtstruktur unter der Annahme, dass sich diese in Luft (n = 1) befindet und die
Welle zuerst auf die Schicht und dann auf das Substrat trifft.

Hinweis: Die geometrische Schichtdicke entspricht der optischen Schichtdicke geteilt durch
den Brechungsindex.

Losung

Dieses Problem lisst sich mit der ausfiihrlich in der Ubung besprochenen Transfermatrix-
Methode berechnen. Die Matrizen lauten bei senkrechtem Einfall:

Dij:i .
lig \rij 1

P. — i (exp{—ikwdj} 0 ) ’

sowie

Tty 0 exp{ik, ;d;}

wobei sich fiir letztere mit der gegebenen Schichtdicke direkt

1 .
ij 1

Fiir die Wellenausbreitung in des gesamten Struktur ergibt sich damit die Matrix

M = <m11 m12> = D12P2Dys

ergibt.

Mma1 M2

1 raT23 — 1 1o — T3
tiotaz \ 793 — 712 1 —7iare3
Die beiden TE-Reflektionskoeffizienten ergeben sich zu

1-2 1 2—-2 1
= — = —— s T23 = — = ——
142 3 2+3 5
Daraus folgt fiir die Reflektivitat der Gesamtstruktur fiir eine senkrecht einfallende TE-Welle

T12

Moy T23 —Ti2 1

T = = = ——
ges
™11 T19723 — 1 7
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Hinweise

12

(12)
(13)
(14)
(15)

(16)

1 ; t
a2+t2 aarc an p;
1
/a +t2 §ln{a2—|—t2}
t
/a2+t2 t—arctan{a}
12 )
1
. /2 2
/\/mdt ln{t—i— a —|—t}
t
- ) 2
/mdt a*+1
12 t a®
_ 2 t2 —1 t 2 t2
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/2 t2
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tva? + t? a t
1 _ 2 t2
/7dt a® +
2/ a? + a’t
1 t
e v
/\/a2+t23 a’va? + t?
t —1
e .
/\/a2—|—t23 Va2 +t?
t? —t
—dt — 4+ In{t + Va2 + 2
m Vave T }
t3 2
Va2 + 12 + ——
V¥ va? +t?
/ 1 g = 1 __1 a+\/a2+t2
tw/a2+t23 a?Va?+12  ad ot

/ 1 G = -1 \/a2+t2Jr t
/2y d t Va1 12

/ cos?{t}dt = % (t 1 %sin{Qt})

/sinQ{t} dt = % (t — %sin{%})



