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Kapitel 1
Grundlegende Gesetze der Elektrostatik

Die klassischen Eigenschaften elektromagnetischer Felag Wellen lassen sich in aller
Strenge mit Hilfe der Maxwellschen Gleichungen beschreilbierzu ist jedoch im allge-
meinen eine gewisse Ubung und auch Erfahrung im Umgang mtiefken Differentialglei-
chungen erforderlich, um eine tiefere Einsicht in die pkgsschen Zusammenhange zu er-
halten. Wir wollen in diesem Kapitel einen anderen Weg gelmahausgehend von einigen
Grundprinzipien wie dem Coulombschen Gesetz, der Loreatizkdem Biot-Savartschen
Gesetz oder dem Faradayschen Induktionsgesetz zunéetiggdieutung und Tragweite der
Maxwellschen Gleichungen erlautern, aus denen umgekidngenannten Gesetze gewon-
nen werden kdnnen. Wir werden uns in diesem Kapitel auf eéekte Ladungen und Stréme

im Vakuum beschranken.

1.1 Das Coulombsche Gesetz und die elektrische Ladung

Anfang des siebzehnten Jahrhunderts fand der Franzoske€Raulomb, dass zwei ruhen-

de elektrische Punktladungéh und @, im AbstandR die Kraft

Q1Q2
R2

F=k (1.1)
aufeinander ausuben. Die Kraft nimmt ahnlich wie beim Gediansgesetz umgekehrt pro-

13



14 KAPITEL 1. GRUNDLEGENDE GESETZE DER ELEKTROSTATIK
portional mit dem Quadrat des Abstandsab. (); und @), sind positive oder negative La-

dungsmengen. Die Proportionalitatskonstanist im internationalen Maf3system durch

1
k =
47'('60

(1.2)

gegeben. Die neue Konstanigwird als Dielektrizitatskonstante oder Permittivitat des
Vakuums bezeichnet. Sie ist definiert als
1
o = 5 (13)
CoHo
wobei die Vakuumlichtgeschwindigkett := 299792458 m/s und die Permeabilitatskon-
stantey := 47 - 107" Vs/(Am) Verwendung finden. lhr Wert betragt
As 1 As

~ 885410712~ ~ — 1079 | 1.4
=0 Vm 367 Vm (1.4)

Die Kraft zwischen zwei Punktladungen zeigt in Richtung Werbindungslinie zwischen
den beiden Ladungen. Der Kraftvektor der Kraftauf die Ladungy- ist nach Abbildung
1.1durch das

Coulombsche Gesetz
= Q1Q2 Ty — 11

2 dmeo|ry — 1|2 |r3 — 71

(1.5)

gegeben.

Abbildung 1.1: KraftvektorF, auf eine Ladung»{rs},
hervorgerufen durch eine Ladung,;{r1} gleichen La-

dungsvorzeichens.

Ursprung

Durch Vertauschung der Indices 1 und 2 wird die Kraft, @ieauf (), austbt, bestimmt. Sie

ist von gleicher Gro3e aber entgegengesetzter Richtung
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- - o — 71
4 Q1Q 2 1

- =4+F =
! 2 Ameg|ry — 1|2 |75 — 71|

(1.6)

Sind mehrere Ladungen vorhanden, etia()+, . . . @y an den Ortemy, 7, . . ., Ty, SO setzt
sich die Gesamtkraft auf die Probeladupgnach dem Superpositionsprinzip vektoriell ad-

ditiv aus der Summe der Einzelkrafte zusammen

=2 - Qi(ro —
F = g ) 1.7
0 {TO} +47T€0 |T0 - Tz‘B ( )

Elektrische Ladungen treten stets als ganzzahllge Vieffaler Elementarladung

e~1602-10""C (1.8)

auf. Definitionsgemal ist die Ladung eines Protewsund diejenige eines Elektronse.
Die elektrische Ladung ist stets an massebehaftete Tailghleunden. Sie hat Substanzcha-

rakter.

1.2 Die elektrische Feldstarke

Wir betrachten eine feste Ladunyj am Ortr”’. Bewegen wir eine zweite Laduriglangsam
in der Umgebung’von 7, so wird sie Uberall eine Kraft erfahren, die durch das Cao
sche Gesetzl(5 gegeben ist. Die Kraft ist proportional zur Grol3e der Bekihg(). Der

Quotient

ﬁ{ } o Q' 7:’_7:»/
Q{r}  Ameo|F— |2 |7 — 7| (1.9)

wird als elektrische Feldstarkeam Ort7 definiert. Gestrichene Vektoreti kennzeichnen
Ladungsorte, ungestrichene Gro3ehufpunkte, an denen die Feldstarke berechnet werden
soll. Geht die Kraftwirkung von einer Ladungsverteilungawird das Feld entsprechend
(1.7) die Form
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= —» Q r - T’L —»
E E 1.10
) Q{r Z47T€0|T—T |3 Z () ( )
annehmen, wobef; {7} das Feld einer Einzelladung bezeichnet. Wir setzen immeus
dass es sich um eine ruhende Ladungsverteilung handeln dlerKraft bedingende La-

dungsverteilung beweglich ist, definiert man die eleklresEeldstarke zweckmaligerweise

Uber die Kraft auf eine infinitesimal kleine Testladung

E{r} = h m P;{{TF}} , (1.11)

um die Rickwirkung der Testladung auf die Ladungsvertgigrnachléassigen zu kénnen.
Bei positiver Testladung weist die Feldstarke in Richtuleg &raftfeldes. Die Feldstarke

wird in Newton/Coulomb oder praktischer in Volt/Meter gessen. Als Beispiel untersuchen

wir das Feld einer Punktladur@im Ursprung?’ = 0 des Koordinatensystems

Qr
E = 1.12
) = e |7’|3 ( )
Das Feld hat offenbar nur eine radiale Komponénte- |7|)
EA{fY=E{floé = @ (Ey = E, =0) (1.13)
Ameqgr? v ’

die fur positive Ladungen nach auf3en weist. In kartesisgloemdinaten” = (z, y, z) lautet

das Feld

@ .
dreg(2? + y? + 22)

E{x,y,z} =

(1.14)

TEy yey 26,
' <\/x2+y2+22 * \/x2+y2+22 * \/x2+y2+22> ’
wobei é, €, und ¢, Einheitsvektoren in Richtung der Koordinatenachsen lobnein. Der
Ausdruck (.14 lasst die einfache Radialsymmetrie des Feldes nicht ntebindach erken-
nen wie beispielsweisd (12 oder (L.13. Es treten alle drei kartesischen Komponenten des

Feldes auf
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E {z,y,2} = Ex{z,y,2} -e&x + Ey{z,y, 2} -€, + E,{x,y,2} -¢€, (1.15)

mit

Qx
drreg (22 + y? + 22)3/2

Ei{zx,y,z} =

)

Qy
Ey{x,y, 2} = preo praae (1.16)

Qz
drreg (22 + y2? + 22)3/2

E, {z,y,z} =

Das Vektorfeld der elektrischen Feldstarke lasst sichldEeddlinien veranschaulichen. Die
Feldlinien gehen von einer Ladung aus und weisen an jedemt @rtRichtung des Fel-
desE {}. Eine kleine positive Testladung wiirde in Richtung der Feileh beschleunigt.
Feldlinien geben zunachst nur die Richtung des Feldes aticlieer die Feldlinien zusam-
menliegen, desto starker ist das Feld.

Die Feldlinien und das elektrische Feld liegen zueinandealfel. Fur ein infinitesimales

Stuck der Feldlinie und das Feld an dem Punkt muss also gelten

Ex di=0 . (1.17)

Daraus ergeben sich die drei Gleichungen

. (1.18)

Feldlinien lassen sich Ublicherweise nur in einer Ebenelmain. Deshalb betrachtet man in
einer Ebene = const zum Beispiel die Feldkomponentéfy und £,. Am Ort (z, y) ist die

Richtung der Feldlinie definitionsgemal atsl@ durch
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dy  Ey{z,y,z = const.}

B = Stei Feldlini 11
dr B {x,y,z = const.} Steigung der Feldlinien (1.19)

gegeben, wie es in Abbildurig2 veranschaulicht ist.

f

y

Abbildung 1.2: Feldlinien in einer Ebene

z = const
X —»
Nach (.16 ergibt sich fur die Feldlinien einer Punktladung in der Ebe = 0
dy — Y oder dy = dz (1.20)
der = Y x
mit der Lésung
In{ly|} =n{|z|} + C oder y=Cx (1.21)

mit Integrationskonstantefi = In {C'}. In jeder Ebene = const. ist das Feldlinienbild
einer Punktladung als eine radial aus- bzw. einlaufendad&srschar zu zeichnen, wie es
in Abbildung1.3dargestellt ist. Die Feldlinien besitzen Kei y) = 0 auf derz-Achse ihre
grof3te raumliche Dichte, wo flr festes vorgegebenes const. auch die Feldstarke am

grofdten ist.

1.3 Felder kontinuierlicher Ladungsverteilungen

Oft sind Ladungsverteilungen aus einer riesig grof3en ZahlEementarladungen aufge-

baut, und der Abstand der Elementarladungen ist zudem sk&pisch klein. In diesem Fall



1.3. FELDER KONTINUIERLICHER LADUNGSVERTEILUNGEN 19

'

AY

z = const

X —»

Abbildung 1.3: Feldlinien einer positiven

Punktladung im Ursprung Y

empfiehlt es sich, &hnlich wie bei der Einfihrung einer Madsg#hte fur aus diskreten Ato-
men aufgebauten Korpern eine Raumladungsdiehtg”} zu definieren. Hierbei betrachtet
man die infinitesimale Ladung®Q {7} in einem Volumenelemend®r um 7 herum und

setzt
’{ry P {r}
Br drdydz

ov{r} = (1.22)

als ortsabhangige Ladungsdichte an. lhre MafReinheitist.@eim Arbeiten mit der Raum-
ladungsdichte vernachlassigt man Schwankungen auf atorS8&ala und mittelt raumlich
Uber eine ausreichende Anzahl von Elektronen und Protddieses Konzept hat sich als
aul3erst praktikabel erwiesen. Die Gesamtladung einesidigl” ergibt sich durch Inte-

gration

Q:/// d3Q:/// ov {7} &P . (1.23)

Das elektrische Feld einer kontinuierlichen Ladungsverig findet man mitd*Q {7’} =

ov {7'} d*" durch Grenziibergang von der Summe zum Integral i

/ =
E(7) /// VAT T T) g, (1.24)
" dre r—73
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Hierbei bezeichnet den Ort, an dem das Feldbestimmt wird. Der Vektof” kennzeichnet
den Ort, an dem sich das Quellenladungselemer{t™’} d* befindet. Abstand und Rich-
tung zwischen Aufpunkt und Quellelement sind dufi¢h 7’| bzw. (7—7") /|7—"| gegeben.

Der Ausdruck 1.24) steht fir das sogenann@mulombfeld.

Beispiel 1.3.1:  Grenzfall einer Punktladung
Mit der Diracscheny-Funktion

0O}y = o{a}é {y}o{z}

l&sst sich einer Punktladung am Ort7” die Raumladungsdichte

ov {r} = QP {7 — 7"} (1.25)

zuschreiben. Nach. (23 ist die Ladung

o= [[[otryan= [[[ @ -y ar—qiy . a2s)

wie es die Definition def-Funktion verlangt. Die Feldstarke berechnet sich natl24) zu

Bird = oy J[] ooy o
= dng, / / / O =7} f: :,/ﬂo, (1.27)

Q (r=r")

= dmeg [F— )P

in vollkommener Ubereinstimmung mit9 oder (1.12).

Beispiel 1.3.2:  Feld einer Linienladung

Beispiele von Linienladungen sind haarfeine Elektronafdén in Braunschen Réhren oder
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Ladungsansammlungen auf diinnen Dréhten. Nattrlich isgéeeen wir uns hier fur ru-
hende Ladungsverteilungen und beschreiben eine gergdllnnienladung auf det-Achse

durch die Raumladungsdichte

oviry =ou{zto{z}o{y} (1.28)
wobei wir die Linienladungsdichte, {z} mit der Mal3einheit C/m eingefuihrt haben. Fur

das Feld ergibt sich bei konstanter Linienladungsdiahite= or, {2} = const

Eﬁﬂ::4Wah/x/éa5{f}a{y}<x——x Y=y

(=) + (y— )2 + (= — 2)2)""

R VAV
_ oL / (:anaz Z ) dZ/ (129)
4dmeg (12 +2+ (2 — z’)2)3/2

(B AT}, B ArY B 7))

Da der Integrand fuir die-Komponente des Feldes antisymmetrischiist, folgt

E,=0 . (1.30)

Fir die z-Komponente des Feldes ergibt sich

00
€T

- oL
E, =
{r} 47‘(‘60/ (:1:2+y2—|—(z—z’)2)3/2

/=00

dz/

oL z
= 1.31
Ameg |22 +y° /22 +y2 + 22| (-31)
_ oL T
271'60(372 + y2)
Die y-Komponente ist entsprechend
B () =—2 (1.32)

271'60(372 +vy )
Ausgedrickt in Zylinderkoordinaten lautet das Feld fur Redialkomponente
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E, = E;cos{p} + Eysin{p} = 275;[) , (1.33)

wobeip = /2?2 + y2, cosp = z/+/2? + y? undsin ¢ = y/+/x? + y? berucksichtigt wur-

den. Die Azimutalkomponente
E, = —E.sin{p} + E,cos{p} =0 (1.34)

verschwindet (aus Symmetriegriinden) ebenso wie-Himponente. Das Feld einer homo-
genen unendlich langen Linienladung fallt nach auf3en dglisymmetrisch mit dem Abstand
1/p ab.

Beispiel 1.3.3:  Feld einer ebenen Flachenladung
Eine weitere grundlegende Ladungsverteilung ist eine dingnausgedehnte ebene Fla-
chenladung, wie sie ndherungsweise beim Plattenkondenaattritt. Die Ladungsvertei-

lung einer Flachenladung in der Ebene= 0 wird beschrieben durch

ov{r}=o0s0{z} . (1.35)

Das Feld ist

/ J— —_
E F _ 4 /// QS(S{Z} T .T Y — y < Z) 7 df['/ dyl dZ/
weo ) (@ apr =9+ =)

— // .CC—.T y y Z) 3/2 d$, dy/
47?50 (z — ') (y —y)? +22)

Die weitere Integration Uber die’- bzw.y’-Komponente liefert fiir digZ,- und die E.-

(1.36)

Komponente einen verschwindenden Beitrag, da der Integamtisymmetrisch ist. Dieses
Ergebnis,
=0 , (1.37)
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folgt auch sofort durch Variablensubstitution x-xu und y-y—v. Fr die z-Komponente

erhalt man

B 47?50// u2+1)2+z 3/2 du dv

[e.9]

_ 052 / [ u } dv (1.38)
4reg (VP+2)Vu+ v+ 22
052 / dv osz [1 . {v} v 05 2

= = ~ arctan 4 — =
2meg v+ 22 2meg | 2 2| 2 |z\

Das Feld der Flachenladung ist also Uberall konstant undv@t einer positiven Flachen-
ladung weg gerichtet. Flips > O ist £, = 3= furz > Ound £, = —3= fir = < 0. Die
Schwierigkeiten mit dem Vorzeichen sind sofort erlediginvman einen Einheitsvektar
definiert, der senkrecht auf der Schicht steht und nach abBenvon der Schicht weg weist.

Man bekommt

E=%g7 (1.39)
280

Ist neben der Ladungsschicht kei= 0 eine zweite Flachenladungsschicht mit der Ladungs-

dichte— g in einer parallelen Ebene = d vorhanden, dann addieren sich die Einzelfelder.

Fir z < 0ist
Ez+__QS 7EZ__§
260 260

und damit
E E,+FE,~ =0

Fir z > dist
E.-% p __ &
260 260

und damit ebenfalls

E,=Eq +E, =0
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Im Zwischenraum zwischen beiden Schicliten z < d gilt £,+ = 2"5—5;) undE,- = 29750 und
folglich

E,=E, +E, =% (1.40)

€0
Das Feld zwischen beiden Schichten ist homogen und beaitzime z-Komponentepg

bezeichnet den Absolutwert der Flachenladungsdichter ébghicht. Im AufRenraum ver-

schwindet das Feld. Die Analogie zum Plattenkondensatewvident.

1.4 Das Gaul3sche Gesetz fur das elektrische Feld

Ziel dieses Abschnitts ist die Herleitung des Gaul3scherei@es aus dem Coulombschen
Gesetz. Im Gaul3schen Gesetz wird der Zusammenhang zwideheimtegralen Anteil des
elektrischen Feldes, das durch eine geschlossene Oberftéthund den darin befindlichen
Ladungen hergestellt. Dies bedeutet, dass das Oberflétbgral auf beiden Seiten von
(1.24) berechnet werden muss. Zur Vorbereitung erinnern wir ar@uf3schen Integralsatz

und wenden ihn auf das Vektorfeld — r5) /|7 — ro|* an.

1.4.1 Der Gaul3sche Integralsatz

Ursprung

Sy

Abbildung 1.4: Volumenbereich
V, Oberflachenelementd®s und
nach auflen weisend Normalen-
Einheitsvektori auf der Oberflache
S.

Zur Herleitung des Gaul3schen Integralsatzes wollen wiretiglgrische Feld auf der ge-

samten Oberflache eine beliebigen Korpers, wie er in Bitldargestellt ist, integrieren.
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Man kann sich den Korper aus lauter kleinen Elementarzeberder Gestalt eines Wiirfels
zusammengesetzt denken. Die Gesamtflache von zwei an ¢hobefexakt aneinandersto-
Renden Wirfeln ist genau die Summe der aul3ere Flachen, @bdflachenelemente im-
mer nach auf3en zeigen und sich die aneinanderstoRendéef-kKampensieren. Es genigt

zunachst einmal den Wirfel nach Bildb zu betrachten.

T \E Ay
Sy \
v

Az/

e

: —
Abbildung 1.5: Zur Berechnung des Flusses y
aus einem infinitesimalen Wurfel /x
Der Wiirfel hat die Kantenlangehz, Ay, Az, und daher kann
. o> 25
A1‘1/130 E{r}o d*r=
Sav
) - Ax
hm 7+ —eéxp dy dz — hm — dy dz
AV—>O 2
Vorn hlnten
. Ay L Ay,
+ A%IEO { < } do dz = A%IEO// By { B 7€y} do dz
rechts links
Az ] L Az
+ 1550 { AN }dx dy—A%“;o//Ez{“Tez} dedy
oben unten
(1.412)

notiert werden, wobei offensichtliche Abklrzungen fur @iezeichnungen der Seitenfla-
chen des infinitesimalen Wirfels eingefuihrt wurden. DurighMinuszeichen wurden die

unterschiedlichen Orientierungen der Oberflachenelesrmeniicksichtigt. Die Einheitsvek-
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toren in Achsenrichtung sind,, €,, ¢,. Setzt man die Taylorentwicklung der Feldstarke

(zum BeispielEy {7+ &%¢, } = E {F} + %=

~5%) in (1.4]) ein so ergibt sich

= OE, OFE, OE

. — 25 7. X y Z

dm fEeye er= g (G4 5+ )
Sav

Ax Ay Az

7

Die Erweiterung auf den Gesamtkorper erfolgt durch aufimtegn Uber das Gesamtvolu-

men, so dass

d3r (1.42)

-, OF OF 0F
— 2 X y 4
}é{E{r}odr—///(&lj + Dy + &z)r
14

Sv

resultiert. Die Orientierung des Oberflachenelemented.#?(ist immer nach aul3en, wie

in Bild 1.4 dargestellt ist. Abkurzend wird

S o 0E, O0FE, OE,
VoE{r}= (83: + 8yy+ &z)

aus (.43 mit dem Nabla-Operator

_
s

- o o o\ 0 0 0
S P L 1.43
v (83:’83/’82) ‘ 8x+ey8y+€ 0z (1.43)

geschrieben. Dies ist der Ausdruck fur die Divergenz indsschen Koordinaten. Zur Ver-
allgemeinerung ersetzen wit durch ein Vektorfeld™ {7} = (C, {7}, C, {7}, C, {F})"

mit stetigen partiellen Ableitungen. Nach Einsetzen rgsalderGauf3sche Integralsatz

Gaul3scher Integralsatz

// Vol{i} & = #C‘{F} o d*7 (1.44)
Vv

Sv
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Als Beispiel wenden wir den Gaul3schen Integralsatz auf é&toyfeld

= ’F-T’O
G {7} = s (1.45)

an und berechnen das Oberflachenintegjatl”’ {7} o d°7 furr die Oberflachesy eines be-

Sv
liebigen Volumenbereichds.

1. Fall: v liege aul3erhalb voir
C {F} ist tiberall inV’ stetig differenzierbar und Ausdifferentiation in karseien Koordi-
naten liefert

N 3 |7 — o>

=0 (1.46)

—

|7 — |3 a |7 — |3 |7 — ro]°

denn nach der Produktregel ist zum BeispieE (z,y, 2)7, 75 = (0, Yo, 20)7)

0 T — Zo 0

o |7 — 7ol3 ~ oz <(x — o) (@ —20)* 4+ (y —y0)* + (2 — 20)2)_3/2>

= ((37 —z0)? 4+ (y— o) + (2 — z0)2)73/2 +

(= 20) (—3) 2(x — 20) ((z — 20)* + (y — o) + (2 — 20)2)_5/2

1 3 —a)® (1.47)

a |77 — 3 |7 — 7r|°

und die Addition der drei Ableitungef:, aa% und &= ergibt offenbar das Ergebnis.46).

Damit gilt fur 7 aulRerhalb V

#éod%:// Vol d&®r=0 . (1.48)
1%

Sy
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2. Fall: 7 liege innerhalb/

@ _ 0

Abbildung 1.6: Geometrie zur Integralberech-

nung \Y

Wir legen gemaf3 Abbildung).6 eine KugelX mit RadiusAr, um den Aufpunkty, so dass
die Kugel vollkommen inl/ liegt. Wir untersuchen das neue Volumgh= V — K mit der

OberflacheSy = Sy U Sk. Darg aul3erhalb voiv”’ liegt, gilt nach Fall 1

O:#éod2fzﬂﬁod2f+#éod2f , (1.49)

SV’ Sv Sk

also

#éo A% = —#éo a7 (1.50)

Sv Sk

wobei die Gleichheit auf der rechten Seite fur alle Integiraisbesondere Flachenintegrale
gultig ist. Das Integral Uber die Kugeloberflache lasst siztiach auswerten. Fir Punkte
auf der Kugeloberflache gilf — 75| = Are und (7 — 7)) o d*fk = —Argd?rk, da der
Normalenvektor auf der Kugeloberflache nach innen auf degekuittelpunkt gerichtet ist.

Damit ist

(7" —79) 24_#—A7’0 s Arg # 5
ﬂ\?—rm?’(}dr_ A'r’g’ d“r = (Aro)? d“r

(1.51)
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da das Integral Uber die Kugeloberflacheg Ary)? betragt. NachX.50 folgt damit fur 7%

innerhalbl”

#60 Py =4ar | (1.52)

Sv
vollkommen unabhangig von der Gestalt vion Fassen wir1.48 und (1.52 zusammen,

erhalten wir das wichtige Ergebnis

o d¥ = . (1.53)

# =7 47 fur rg innerhalb V
|7 — 7|3 0  farryaulBerhalb V

Sy

1.4.2 Die Integralform des Gaul3schen Gesetzes fir das elekthe Feld

Nach (.27) ist das Feld einer Punktladuidg beir; durch

E{F} @ -7 (1.54)

" dmeg [T — )
gegeben. Das Feld mehrerer Punktladungen baut sich duktbriedle Superposition der

Einzelfelder auf

=)
]

= (1.55)

]

il

=

N Q
E. e 1
{T} zzl 47'('60 |
Sei nunV ein Volumen, in demM < N der Punktladungen enthalten seien uddie

zugehdrige Oberflache. Nach.$3 folgt unmittelbar

. 1
#Eo d%7 = = > Qi= %0 , (1.56)
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wobei Q.. die von der Flachey eingeschlossene Ladung bezeichnet. Die auf3erhalb be-
findlichen Ladungen haben keinen Einfluss auf die Grol3e degris. Dieser Sachverhalt
gilt auch fur eine kontinuierliche Ladungsverteilung,eleiFeld durch.24) bestimmt ist.

Man erhalt nach Vertauschung der Integrationsreihenfolge

— 1 7 7P —
s 25 =, 3 2
#E{r}odr_4ﬂgoﬂ ///Qv{T/}|F_F,|3dT/ o d°r

SV SV

o0
1 / r—r 2 3
= T o d*r p d%r
YR =
—00

Sv

1 Qv
— 4 —/ d3 A
dreg /// WQV{T} €0

Vv

Hierbei istQ)y die gesamte im VolumeW befindliche Ladung. In1(.57) ist die letzte Integra-

(1.57)

tion auf das Volumerv' zu beschranken, da das Oberflachenintegral Sbdiir aul3erhalb

befindliche Ladungen verschwindet. Man bezeichnet

# F{i}o d2 = ﬁgo / / / dmoy {7} &% (1.58)
1%

Sv

alsIntegralform des Gaul3schen Gesetzes

Es besagt, dass das Oberflachenintegral tiber die Feldbiarkef den Faktor, ' gleich der

eingeschlossenen Ladungsmenge ist.

1.4.3 Die Differentialform des Gaul3schen Gesetzes flur digektrische

Feldstarke

Die Differentialform des Gaul3schen Gesetzes folgt durciwvéxrdung des Gaul3schen Inte-

gralsatzes aufl(57). Hiernach erhalt man
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#E{F}o d%:///%ﬁ{f} d%:%///w{f} dBr (1.59)

Da diese Beziehung fur alle Volumén, also insbesondere auch fir infinitesimal kleine

Bereiche gilt, muss nach dem Mittelwertsatz der Integcaineing gelten

eoVo E{F} =ov{F} (1.60)

damit (L.59 immer richtig bleibt. Die Beziehungl(60Q wird als Differentialform des
Gaul3schen Gesetzelsezeichnet. Offenbar ist gemald der Herleitung das Coulelahefi-
ne Losung vonX.60). Aber es gibt auch noch andere Loésungen vio6@), die Ausdruck fur

die grofRere Allgemeinheit des Gaul3schen Gesetzes sind.

1.4.4 \erallgemeinerung des Gaul3schen Gesetzes

Setzt man das Coulombfeld.g4) in (1.60 ein, folgt

T—T
d3/ _
= [ ) =

Mit Ersetzen vorpy durch eine beliebige (stetig differenzierbare) Funktforesultiert der

€0VOE = €0V

allgemeine Zusammenhang

///f{q, - */\3d37”/—47ff{7”} : (1.61)

den wir spater noch haufiger bendétigen.
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Da derv- Operator nur auf die ungestrichenen Koordinaten wirkiyrkar in das Integral

gezogen werden.

// A7 }vof ://|3d37“’—477f{r} : (1.62)

Der Vergleich der linken und der rechten Seite legt nahes Vas ‘# #,‘3 = {r—1"}
identifiziert werden kann, weil in beiden Fallen das gleiérgebnis flur alle” aus dem

Integral resultiert.

1.4.5 Interpretation des Gaul3schen Gesetzes

Durch Anwendung des Gaul3schen Satzes auf ein kleines Voltxie= AzAyAz lasst

sich zum Beispiel nacHL(59 schreiben

#E{F}o 427

Sav _Ov {F}
VoFE { }_Alxl/go AV i (1.63)

Fasst manﬂ E {7} o d*F als Fluss durch die Oberflactay auf, so istV o E {7} als

Sav
Fluss pro Volumen am Ort zu interpretieren, der aus dem infinitesimalen Volumen

um 7" heraus erfolgt. Dieser Fluss ist aber natl6(Q) gerade der, der die vorherrschende
Ladungsdichte bestimmt. Die Flussdichte als Fluss prohel&st in dieser Vorstellung pro-
portional zur elektrischen Feldstarke. Aus einem Voluntement, das keine Ladung enthalt,
erfolgt kein Fluss. Das Feld ist an solchen Stellen, wie naa, slivergenz- oder quellenfrei,

d.h.VoE{i}=

1.5 Der elektrische Strom

In diesem Abschnitt werden wir bewegte elektrische Ladangegersuchen, die bekanntlich

zu einem elektrischen Strom fihren. Experimentell stetinrfest, dass die Gesamtladung
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in einem abgeschlossenen System konstant ist. Die Gesamgjast also eine Erhaltungs-
grof3e. Zum Beispiel sind Elektronen in Metallen relativ fsreweglich, die positiv gelade-
nen Atome des Kristallgitters dagegen ortsfest. Die Gelsalmg als Summe der positiven
und negativen Ladungen ist null. Bewegliche negative Lgéand. h. Elektronen, bewir-
ken einen elektrischen Strom, die ortsfesten positiveruhgdn geben keinen Beitrag zum

Strom.

1.5.1 Die elektrische Stromdichte

Einer mit der Geschwindigkeit {7} bewegten Ladungsdichte; am Ortr" ordnet man ge-

maf

v {7} = ov {F} ¥ {7} (1.64)

eine Stromdichtgy, {7} zu. Anschaulich hat man sich nach Abbilduhgvorzustellen, dass

sich ein infinitesimales Ladungspaké&tQ = oy d*r mit der Geschwindigkeit fortbewegt.

3 3
dQ=pdr

is
Y __\7> 4< _____ <%>
Py

vdt

»

Abbildung 1.7: Bewegtes Ladungspaket und Ladungsdutthrch ein orientiertes Fl&-

chenelementl®7

Durch ein Flachenelementr tritt in der Zeit dt die Ladungsmenge

Qg = oy U0 d*7 dt (1.65)
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hindurch, die sich in einem Zylinder der Hohelt vor dem Flachenelement befindet. Das
Ladungsflusselement bzw. Stromelement
d3Q

d*J = 5 - ovTo d’F = jy o d°F (1.66)

gibt die Ladung an, die pro Zeiteinheit durd hindurchtritt. Das Flachenintegral

1:// d2J://QVUo d%://}vod%:%s (1.67)
S S S

bezeichnet die LadundQs, die in der Zeitd¢ durch die Flache' hindurchtritt. Diese Gro-
Be ist als elektrische Stromstarke zu identifizieren, weeesiperimentell z. B. mit einem
Ampéremeter gemessen wird. lhre MaReinheit ist das AmpbgekurzA. Es istA = C/s,

wobeiC = Coulomb die Mal3einheit fur die elektrische Ladung bezsath

1.5.2 Die Kontinuitatsgleichung

Abbildung 1.8: Zur Ladungserhaltung

Das Prinzip der Ladungserhaltung besagt, dass in einensetigesenen System die Ge-
samtladung konstant ist. Gleich grof3e Mengen positiver neghtiver Ladungen kénnen
simultan durch Ladungstrennung erzeugt oder durch Rekwatibn vernichtet werden. Die

Gesamtladung eines Volumenbereiches nimmt nur durch lgediwss aus dem Volumen ab.
Vergleicht man nach Abbildungy.8 die Gesamtladun@y {t} des Volumens zur Zeit mit

der zur friheren Zeity, so ist die Differenz durch das Zeitintegral des ausgeftess&tro-
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mes zu interpretieren. Dabei muss bertcksichtigt werdess der Strom irgendwo durch die

Oberflache des Volumens flieRen kann:

t
0
ity = Qv b - [ 50
Sv
to
t
= Qv {to}—/fdt
to
t
= Qv {to} —/#jv o d*rdt . (1.68)
to SV
Die Ladungsénderung pro Zeiteinheit ist also
8 -2 2

Sv
Das Minuszeichen inl(69 tritt auf, weil sich durch austretende Ladung die Gesattothg

des Volumens verringert. Schreibt man fur die Ladung deandehs

Qv {t} = / / / ov {7t} &’r (1.70)

und fur die Stromstarke aus dem Volumen nach dem Gaul3sctegmdisatz

J:#jvodZF:// Voijyd®r | (1.71)
Vv

S
dann folgt aus.69 fur die Zeitableitung

dftv :// %Qv {rt} dr = —// Vojv (Rt} & . (172
\%4 \%4

Da diese Beziehung fiir alle Voluméngilt, missen die Integranden gleich sein, so dass

0 LS
P {Fit}+Vojy {rit)=0 . (1.73)
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Dies ist dieKontinuitatsgleichung fur elektrische Ladungen. Sie ist vollkommen aqui-
valent zur Ladungserhaltung, denn offenbar folgt du3$J3 die Erfahrungstatsaché.g9.
Die Kontinuitatsgleichung gilt an jedem Punkt im gesamteum. Sprachlich wird zwi-
schen ruhenden und bewegten Ladungstragern unterschveolesi ruhende Ladungstrager
zur Ladungstragerdichte und bewegte Ladungstrager zam8ichte z&hlen. Die Kontinui-
tatsgleichung erfasst gerade diese ortliche Umwandlue@uwks dem Sprachgebrauch folgt.
Wird ein Ladungstrager aus der Ruhe heraus beschleunimgmndie Ladungstragerdichte
ab und die Stromdichte zu, beim Abbremsen bis zum Stillseahdht sich die Ladungstra-
gerdichte auf Kosten der Stromdichte. Wenn die Stromdichterer blichen Darstellung
(1.64) in die Kontinuitatsgleichung eingesetzt wird, verschaghauch die scheinbare Ver-

letzung der Ladungserhaltung:

% ov {F,t}+Vo <Qv {7ty {7, t}) —-0 . (1.74)

Wird zusatzlich die lokale Generation bzw. ihre Rekomboratvon Ladungstragern be-
ricksichtigt, muss die Kontinuitatsgleichung um die Gatiens- und Rekombinationsrate

G{7,t} und R{7,t} erweitert werden:

0 > o
2% {rit} +Vojy {rt} = G{r,t} — R{r,t} (1.75)

\ollkommen ausgeschrieben ergibt sich mit Ersetzung deng&tichte durchl.64)

O ov IRtk + (Vov (7.0) o 0 {71} + v {71} (Vo0 (721)) = G710} — RAF.1)

(1.76)
Der erste Term links beschreibt die zeitliche Verdnderuaegléadungsdichte, die anderen
stehen fur ortliche Veranderungen (Inhomogenitaten). Waiten Term ist eine raumliche
Veranderung der Ladungstragerdichte erfasst, die wegen Bewegung mit’ auch als

Generations- bzw. Rekombinationsstromdichte bezeichnet wird. Im dritten Term steht
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die oben diskutierte raumliche Veranderung der Geschwyiit, also ein Beschleunigen

oder Abbremsen in einem bestimmten Bereich.
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Kapitel 2

Elektrostatik

Elektrostatische Probleme sind gekennzeichnet durckelveiedende Zeitableitungen' ot =

0. Haufig gentigt aber auch die Bedingupig= 0. Damit gilt auchdo/dt = 0 und B = 0.

Die Maxwellschen Gleichungen lauten

6 x E = 0

und
VoE =2
€0
Die Lorentzkraft reduziert sich zu
F=QEF

bzw.

JF: QVE

2.1 Energie und Potenzial

2.1.1 Potentielle Energie im elektrischen Feld

(2.1)

(2.2)

(2.3)

(2.4)

Wirkt auf eine Ladung die vom elektrischen Feld erzeugteftkf2.3), so ist ihre Kraft-

komponentéeF in Richtung eines Einheitsvekto#s gegeben durcly; = QE o ep. Um die

39



40 KAPITEL 2. ELEKTROSTATIK

Ladung in Richtung des Einheitsvektaiszu bewegen, missen wir also eine duf3ere Kraft
F, mit F, = —F, aufwenden um die Kraftwirkung des Feldes zu tiberwindenvbieaufien

zu verrichtende Arbeit fir eine Verschiebung um die diffeiale Strecked! = & dl ist

AWor = Fodl = —QE o dl . (2.5)

Die Verschiebung entlang einer Kurve C mit Anfangspunkind Endpunk#, erfordert die
Arbeit

Te

Wit = —QZE’{&} o Al; = —Q/Eo ae . (2.6)

—

Ti

L 4

Abbildung 2.1: Zum Kurvenintegral e s
Hierbei sind nach Abbildung.1 AE- Vektorabschnitte der Kurvé' undfi Punkte auf der
Kurve. Ist in .6) W, > 0, dann wird von auf3en Arbeit zugefiihrt und die Energie des
Systems wachst. FO#,,, < 0 wird Arbeit nach aufl3en abgegeben und die Systemenergie
sinkt.

Im Grenzfall sehr kleineA?; geht die Summe in ein Kurvenintegral tber.

Im elektrostatischen Feld ist die zu verrichtende Arbeit abh&angig vom Anfangspunkt

7 und Endpunkt-; der Kurve. Seien namlicli’; und C5 zwei verschiedene Kurven mit
denselben Anfangs- und Endpunkten, dann ist die DifferenKdrvenintegraleA W, =

Woot 1 — Whot 2 €iN Kurvenintegral tiber eine geschlossene Kuive € U Cy mit
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AVVpot:VVpotl_VVpotQZ_62/‘E_:O d£‘|‘Q/E_;O ds
Ch Co

2.7)

:—Q%Eodfz—Q//<ﬁxE)od2F:0
S

C

Abbildung 2.2: Wegunabh&ngigkeit des Kurvenintegrals

Hierbei haben wir destokesschen Integralsatz

//(6xf)od27?:ffo ac . (2.8)
S

Cs

undV x E = 0 benutzt. Wegen der Wegunabhangigkeit des Kurvenintededisiert man

bei festgehaltenem Anfangspunktdie Grof3e

Woot {7} = Woot {7} — Q/Eo ds (2.9)

als potentielle Energie der Ladung im Feld Oft setzt man?, — oo als Bezugspunkt mit

W{cc} = 0 fest. In kartesischen Koordinaten i$t = &, dz + éy dy + €, dz und
Whot {7} = Whot {72} — @ / (Exéy + By, + E,€,) o (exdx + &, dy + €,dz)  (2.10)

Bei der Auswertung des Integrals hat man noch die Integragjenzen inc-, y- und z-

Richtung einzusetzen.
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2.1.2 Potenzialdifferenz und Potenzial

Als potentielle Energie definiert man die von einer aul3eresftkan einer positiven Ein-
heitsladungy zu verrichtende ArbeitV,.,, um die Ladung von einem Anfangspunktan
einen Endpunkf zu bringen. Die potentielle Energi&},, eines Systems mit einer Ladung

Q nimmt gemani

d [
Vi o= Woor _ V{F) — / Eo dl (2.11)

dQ

um dW, bei Zufihrung der Ladung(@ zu.

Die Potenzialdifferenz zwischen zwei Punkten ist we§en £ = 0 offenbar unabhangig
vom Weg. Als Bezugspunkt wahlt man haufig einen Punkt auf dgeisannterfrernkugel
mit |r,| — oo, die als geerdetV {|r.| = co} = 0) angenommen wird, und definiert das

Potenzialals

V{F}=-— / EodZ:—/EodZ . (2.12)
|ral=00
V {7} ist positiv, wenn Arbeit verrichtet werden muss, um eindtpasEinheitsladung von
|7"| = oo an den Punk# zu bringen.
WennV {7} = 0 ist, sagt man, der Punktist geerdet. Messbar sind nur Potenzialdifferen-
zen als elektrische Spannungen, nicht dagegen das Pdteethst. Man braucht offenbar

einen endlichen Bezugspunkt.

Beispiel 2.1.1: Potenzial einer Punktladung im Ursprung

Das elektrische Feld einer Punktladung im Ursprung ist ¢urc

Q 1,

E = —¢
Aregr? "

(2.13)
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gegeben und wir wahlen einen radialen Weg vom Unendlicheh nanit d¢ = & dr. Das

Potenzial ergibt sich dann aus

. [/ Q 1N\ .., Q / & Q1
=— [ Eodl=— ———¢, Ldr' = — —=—- (2.14
v / ° / <47750 ) o el dmeg ) 12 dwegr ( )

Befindet sich die Punktladung nicht mehr im Ursprung, wirelBerechnung etwas aufwan-

diger, wie im folgenden Beispiel ersichtlich wird.

Beispiel 2.1.2:  Potenzial einer Punktladung am Ort7

AV

Abbildung 2.3: Integrationsweg zur Berechnung des Poten-

zials einer Punktladung
Das elektrische Feld der Punktladung, die sich am @tbefindet, lautet nachL(9)

Fo @

2.15
47T€0 ( )

=T
|7 — 7|3
Zur Berechnung des Potenzials am PuntussE o dFentIang eines Wegésauf der Kurve
C von der Fernkugel big integriert werden. Da erfahrungsgemalf immer viele Fehkdr b
der Bestimmung des Weges auftreten, soll hier eine zwaidanligthe, dafir aber richtige
Bestimmung des Integrationsweges beschrieben werden.

Wir wahlen eine Parametrisierung so, dass die Kurve durch

C: F=il} =7+ (& (2.16)
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mit

€:|F Fl\ [Ea,ﬁ]
. =17

.

G

beschrieben wird. Fir das elektrische Feld resultiert dami

Bt = E{n = - 2.17
M =FBltt=— 5 (2.17)
Das vektorielle Weginkrementtfergibt sich aus2.16 zu
ai= (27 a0 =za (2.18)
= 8£ = €g .

und Anfang und Ende der Kurve mjt= r{¢,} bzw.r, = {/.}. Fir das Potenzial resultiert
le .,
/g2 o, dl = V{F,} —

le
/i
02
La

= V{r}+ e (% - %a) (2.19)

471'80

Vi) = V{) - / Fodi=vV{r}—

4meg

Legt man nun den Anfangspunkt wieder ins Unendliche, soltregumit /, — oo, {, =

|7, — 71| und mit dem Ubergang in die Ubliche Darstellufg— 7' und7, — 7 das

Potenzial einer Punktladung

0O 1

Vil =
U= e 77

(2.20)

die sich am Or#” befindet.
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Beispiel 2.1.3:  Potenzial einer konstanten Linienladungaf der z-Achse

Fur das elektrische Feld einer konstanten Linienladundpegt der z-Achse findet man nach

(1.33

— €. (2.21)

Damit resultiert mitd¢ = €, dp und Substitutiop — ¢ das

Potenzial der Linienladung

p

0 L, " 0
V=vim - [1g0a@0 = vim 4 {2 @22

£0

Das Potenzial mehrerer Punktladunggnan den Orten; ergibt sich durch Superposition

ZUu

N Q
VAr} = E . 2.23
{T} i1 47T€0|F-'F%| ( )

Fur kontinuierliche Ladungsverteilungen {7’} = limay o Qi\ﬁ:w AV; folgt entspre-

chend das

Coulombpotenzial

QZAV ov {T /
Viry = Z Arteg |7 — T /// dreg|F — 7 d3r ' (2.24)

Die Orter, fur die V {i*} = const gilt, bezeichnet man al&quipotenzialflache Aus den

Eigenschaften vom Gradient&H/, der in Richtung des starksten Anstiegs Yo{i } zeigt,



46 KAPITEL 2. ELEKTROSTATIK

folgt, dassE {7} und damit die Feldlinien vott: senkrecht auf den Aquipotenzialfiachen
stehen. Der VektoE zeigt von Flachen mit hohem Potenzial auf solche mit kl@nePo-

tenzial. Abbildung.3illustriert die Zusammenhénge.

Aquipotential-

Feldlinien

Abbildung 2.4: Feldlinien und Aquipotenzialflachen Vi V>V >V o,

In der GleichungZ.24) kbnnen Probleme in der Losung des Integrals auftretenBaispiel
sei hier die Berechnung des Linienladungspotenzials genbféufig ist es hilfreich, einen
Bezugspunkt, mit Potenziall, = V{r)} einzufihren undZ.24 mit diesem Potenzial zu

erweitern. Im Coulombpotenzial resultiert dann fur eineiREdung

| |To —

V{i} = V{i} + 47350 / / / fgff} - {T},’| &, (2.25)
Vol

Mit diesem Ansatz lasst sich das Linienladungspotenziativeeinfach, direkt augy =
o0 {z} d {y} berechnen. Allerdings ist der im Beispi&ll.3gezeigte Weg in diesem Fall
deutlich eleganter.

Fur die Potenzialdifferenz zwischen zwei infinitesimal dembarten Punktef+ di = (x +

do,y + dy, z + dz)T und7 = (z,y, 2)” hat man
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AV = V{F+ dF} =V {f} = —E {F} o d¢

= — (Exéy + Eyéy + E,é,) o (éxdx + &, dy + €, dz) (2.26)

= —(Exder + Eydy + E,dz)

Andererseits gilt fir das totale Differential

dV = —do + — dy + = dz (2.27)

far alle dz, dy, dz. Somit folgtE, = —0V/0z, E, = —0V/0y und E, = —0V/0z oder

E{ft = —gradV {7} = -VV {7} . (2.28)

Diese Beziehung ist auch als Satz aus der Differentialggakannt:

Wenn die Rotation eines Vektorfeldest verschwindet (ﬁ x B = 0), existiert ein ska-
lares Potenzial V, dessen Gradient das VektorfeldE ergibt (also E = +VV). Das
Potenzial ist bis auf eine additive Konstante eindeutig bésnmit.

Umgekehrt giltﬁ x E =0, wennes eiiV mit E = —-VV gibt.

2.1.3 Energiedichte im elektrostatischen Feld

Wir betrachten ein System aus- 1 Punktladungex),; an den Ortem; mitj =1,...,7 — 1.

Ilhr Potenzial ist

47T€0|F— 7_’}‘

i—1
Vi =Y — S
j=1
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Um eine weitere Ladun@, aus dem Unendlichen an den @ytzu bringen, ist die Arbeit

i—1

AW Qz i—1 {rz} sz Qj

< Ameo|ri — 7]
zu verrichten. Diese Arbeit ist gleichzusetzen mit der ppéien Energie der Ladun@; im
System der friiher vorhandenen Ladungen. Die gesamte @ finergie furV Ladungen

ist damit anzusetzen alalV; = 0)

N i—1

Q:iQ;
Woor = ZAW ZZ Areo|T; i 75|

=1 j5=1

Q:iQ Q:Q QiQ;
B ZZ47T50|7’Z]—7’]| ZZ47T€O|TZ]—T’]| Z Z P

dreglr; — 7T
21>] =1 j>i =1 j=i+1 O|Z ]|

_ Q9
T2 Z Z < Ameo|r; — 1] ’ (2.29)

i=1 j= joti
wobei der Faktog durch die symmetrische Kraftwirkung auftritt urid# i in der Summa-
tion ausdrickt, dass keine Selbstenergie, also die petleninergie einer Ladung in ihrem
eigenen Feld, mitgerechnet wird. Beim Ubergang zu kongirichen Ladungsverteilungen
Qi = oy {r;} d*r wird (2.29 zu

o= [J ] e e

Vol Vol’
modifiziert. Jetzt tritt die Selbstenergie kontinuierkecthadungsverteilungen auf. Sie bedeu-
tet eine neue Festlegung des Energienullpunkts.

Wir schreiben nach(24) und unter Beriicksichtigung vo2.Q) (V o E = ov/€0)

Wor = ///gv{r}V{r}d3r— ///go VoE{r})V{r}d3

Vol Vol

Mit Vo (VE) = VV o E + E o VV folgt weiter
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Wpot:%///go [60(‘/5)—5061/] d*r

Vol

I = = 1 =
:///isoEoEdgr:///550|E|2d3r : (2.30)

Vol Vol

solange

1 = — 1 — —
Wy = /// eV o (VE)d*r = # 5go(vE) d’S=0 (2.31)

Vol Sv

gilt. Dies kann fiir unendliche Volumina leicht abgeschatetden, denn weilV E| ~ %5
fur r — oo und|dS| o r? folgt [V E| | d*S| ~ 1 — 0. Man bezeichnet den Integranden in
(2.30 als

Energiedichte des elektrostatischen Feldes

wa {7} = %50 }E{f}f . (2.32)

Man hat zu beachten, dasa 31 erfullt sein muss, damit die gesamte Energiedichte durch
(2.32 beschrieben wird. Ist das nicht der Fall, ergibt sich dierobrwéahnte Verschiebung
des Energienullpunkts und die Selbstenergiedialjte- %5050(1/5) muss zu 2.32 addiert

werden, um die gesamte Energiedichte zu bestimmen.

2.2 Elektrische Leiter und Dielektrika

Materialien unterscheiden sich durch unterschiedlicektasche Leitfahigkeit. In Metallen
sind die positiv geladenen Metallrimpfe ortsfest gebundehdie aul3eren Elektronen frei
beweglich. Durch Stdl3e der Elektronen untereinander undaitierschwingungen (Pho-
nonen) wird die Beschleunigung der Elektronen in einem érf3elektrischen Feld abge-

bremst, und es stellt sich ein Gleichgewichtswert der Stliohte von
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Jorm = oE (2.33)

ein. Dies ist da®hmsche Gesetz in Differentialform das auch almikroskopisches ohm-
sches Gesetbezeichnet wird. Die Proportionalitatskonstamtieeil3t Leitfahigkeit.

Durch das Abbremsen verlieren die Ladungstrager Enengisjch in Form von Erwarmung
des Materials bemerkbar macht. Diese Energieabgabe wihd durch die Maxwellschen
Gleichungen erfasst, und somit auch nicht der Ohm’schauhggstrom. Diese verlustbe-
hafteten Materialien dirfen also eigentlich nicht im Rahrder hier vorgestellten Theorie
behandelt werden. Das mikroskopische ohmsche Gesetzchangier Praxis aber als sehr
vorteilhaft erwiesen und man kann entstehende Verlustdreteagnetischer Felder sehr
schon damit erfassen. Eine Anwendung wird im Kapigtrezeigt.

Mit der Definition der Stromdichtel(64) und der Beweglichkeit,, bzw. i, der positiven

und negativen Ladungstrager
U= —E , T =k (2.34)
die wir schon in Abschnitt 2.2, Beispiel 2 verwendet habenultiert die Darstellung

0 = —[inOn + HpOp - (235)

Unter der Voraussetzung, dass der Strom von Elementad@tunder Dichten bzw. p

getragen wird, folgt aug, = —gn undg, = gp
0 = qun + qppp - (2.36)
Die Gesamtladung des leitfahigen Mediums ist
ov="00F0p - (2.37)

Somit ist es moglich, dass trotz Ladungsneutralitdt = o, + 0, = 0 ein Stromfluss

zustande kommt.
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Wenn man von einem homogenen Medium spricht, meint man,dladseitfahigkeit orts-

unabhangig sein soll. Dies wird wegen
0=Vo= —gnﬁun + Qpﬁ,up — ,unﬁgn + upﬁgp (2.38)

durch gleichzeitig homogene Beweglichkeit und Ladungseic

Vo, =V, =0 (2.39)

erfullt.

Im Metall sind sowohl die Atomrimpfe als auch die Elektrorads freie Ladungen anzu-
sehen. Allerdings tragen nur die Elektronen zum Stromflessda die Rimpfe nicht be-
weglich sind(u, = 0). Dielektrika besitzen dagegen keine frei beweglichen ihgdtrager,
im Idealfall gilt = 0. In einem aul3eren elektrischen Feld gibt es allerdings genige
Verschiebung parallel zur Feldrichtung zwischen der negaladenen Elektronenhiille und
den positiv geladenen Atomrimpfen. Es bilden sich Dipoke Bamit ist die Ladungsvertei-
lung in den Materiebausteinen nicht mehr symmetrisch, snaligl ein zusatzliches lokales
elektrisches Feld produziert, das von aul3en angelegtentaaddfiziert.

Wir betrachten zunachst metallische Leiter und dann Digkek

2.2.1 Elektrische Leiter

Elektrische Leiter wie Metalle oder Elektrolyte enthaltesbwohl ihnre Gesamtladung Null
ist - frei bewegliche Ladungstréager. Diese werden sich gewgesolange im Leiter ein elek-
trisches Feld herrscht. In Abbildur®g5ist dargestellt, wie das Feld einer auf3eren positiven
Punktladung Elektronen eines Metalls anzieht und auf dgewbndten Seite im Metall ei-
ne positive Raumladung schafft. Die Raumladungsschidhéeen sich unmittelbar an der
Oberflache des Metallkorpers auf. Sie generieren ein Faklddm &ul3eren entgegenwirkt.
Die Verteilung dieser Oberflachenladunggrerfolgt gerade so, dass das resultierende elek-

trische Feld im stromlosen Leiter verschwindet

ELeiter =0 . (240)
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Aber auch die Tangentialkomponerfte,,, ... an der Oberflache muss verschwinden, weil
sich sonst Ladungen bewegen wirden und kein Gleichgewaclége. Es gilt im stromlosen

Leiter an der Oberflache
EtanLeitel' =1 X (ELeiter X ﬁ) =0 5 (241)

wennn definitionsgeman den senkrecht auf der Oberflache steh&lateralenvektor vom

Betrag|ri| = 1 bezeichnet.

Abbildung 2.5: Influenzierte Oberflachenladun-

gen auf einem Leiter, hervorgerufen durch eine

positive Ladungy).

Metallkorper

Im Leiter gibt es wegen

ov = €0V 0 Efgiper = 0 (2.42)

keine Ladungen. Alle influenzierten und von aufR3en aufgéiveacLadungen befinden sich
im statischen Fall an der Leiteroberflache. Diese Flacllemgenps sind Idealsierungen
der benutzten Kontinuitatstheorie. Im Grunde befinden diehLadungen in einer mikro-
skopisch kleinen Umgebung der Oberflache. Die Felder vooheldadungen hatten wir
bereits in Abschniti.3.3vorgestellt.

Da das Feld im stromlosen Leiter verschwindet, gilt fur dateRzial im gesamten Leiter,
also auch an der Oberflache

Vieiter = const . (2.43)

2.2.2 Stetigkeitsbedingungen der elektrischen Feldstaekan Leitero-

berflachen

Zur Berechnung der Feldstarke unmittelbar an der Leitef@tohe aul3erhalb des Leiters

gehen wir nach Abbildung.6vor.
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Leiter

Abbildung 2.6: Zur Berechnung der Stetigkeitsbedingureyeriner Leiteroberflache

Zur Berechnung der Tangentialkomponente betrachten wigelschlossenen rechteckférmi-
ge Kurveabed, die teilweise innerhalb und aul3erhalb des Leiters vetrIWEEgenﬁ xE =0
muss das geschlossene Kurvenintegral tber die Feldstérkehwinden, und fur gentigend

kleine Rechtecke gilt nach Abbildurjé

C

b d a
- fsewnfof o]
a,b,c,d a b c d

(2.44)

Ah Ah
=0+ TEnorm c Etan c,dAw - TEnorm d

wobei berucksichtigt wurde, dass im LeitBr = 0 gilt. Im Grenzfall Ah — 0 folgt mit

endlichemAw # 0 fur die Tangentialkomponente an der duf3eren Oberflachealtsd

Etanausse,, =0 . (2 45)

Die elektrischen Feldlinien stehen also immer senkrechdeulLeiteroberflache.

Zur Berechnung der Normalkomponente betrachten wir derbinildung2.6 eingezeichne-
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ten Zylinder. Nach dem Gaul3schen Gesetz in Integralform gil

50#5 o 25 = osAS (2.46)
Zyl.
wobeiosAS die vom Zylinder umschlossene Ladung ist. Da die Tangéwtimponente der
Feldstarke nach2(45 verschwindet und auch die Feldstarke im Leiter null igtdes Inte-
gral in (2.49 einfach auszuwerten. Es bleibt nur das Integral Uber céeeoBodenflache des

Zylinders von Null verschieden, und es ist
goE_;normaussenAS; = QSAS . (247)

Die Normalkomponente der Feldstarke an der auf3eren Olfesfisicalso durch die Flachen-
ladungsdichtes an der Oberflache bestimmit.
Die Stetigkeitsbedingungen des elektrischen Feldes abhat@roberflache lauten demnach

in vektorieller Schreibweise

B = 7 (E ° ﬁ) _ 5 (2.48)
€0
bzw.
foE =2 (2.49)
€0
und
Ax(Ex@)=0 |, (2.50)

wobeinz vom Metall in den Aul3enraum weist.
An der Oberflache macht die elektrische Feldstarke in Namalhtung einen Sprung um
den endlichen Wergs/s,. Das Potenzial als Linienintegral der Feldstarke bleietigt hat

aber einen Knick, ist also in Normalenrichtung an der Oben#é&nicht mehr differenzierbar.



2.2. ELEKTRISCHE LEITER UND DIELEKTRIKA 55

2.2.3 Dipole in Dielektrika

In dielektrischen Materialien verschieben sich die Ladisapwerpunkte der positiven und

negativen Ladungen der Elementarbausteine unter der Wirkines auf3eren elektrischen
Feldes. Es bilden sich Dipole aus, die man durch zwei gleicRgaber entgegengesetzt ge-
ladene Punktladungep im Abstandd charakterisieren kann. Man definiert nach Abbildung
2.7das

Dipolmoment

F=Qd (2.51)

+Q
Abbildung 2.7: Dipol und Koordinaten zur Potenzialberech- CP

nung. Die Geometrie, speziell die Richtung des Abstandes

v

von Minus nach Plus ist entsprechend der nebenstehenden

Skizze definiert. ©)
Q Ursprung

Das Potenzial des Dipols ist die Uberlagerung der Potembigider Punktladungen

Q Q

Vir} = N . (2.52)
dmeg )F— (F’ + g)) 4meg )F— <F’ — g))
Fur Abstander — 7| > \(ﬂ liefert die Taylorreihenentwicklung die Naherung
viry=Qdeli=r) _ polr=7) (2.53)

- 47T80‘F— F,|3 N 4W80|F-F"3

Das Potenzial &ndert sich senkrecht zur Achse in ersteridéageicht und fallt in Achsen-
richtung mit dem Quadrat des Abstands ab.

Durch Gradientenbildung ergibt sich die elektrische Réide des Dipols zu
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By = %{3-(170(?_'7')) r=r ﬁ] . (2.54)

[F—1) =

Aquipotenzial- und Feldlinien eines Dipols sind in Abbitdy2.8dargestellt. Die Ausdriicke
(2.53 und .59 gelten fur|7" — 7| > |cf|. Sie sind exakt fur einen Punktdipol, bei dem
d—0, aberp = chendlich bleibt.

Abbildung 2.8: Potenzial und Feldlinien eines

elektrischen Dipols

Sind wie in einem Dielektrikum zahlreiche Punktdipole, higmn {AV} in einem \olu-

menelemenf\V vorhanden, dann ist das gesamte Dipolmomertihdie Summe

n{AV}
Pees = > i - (2.55)
=1
Bei zufalliger Orientierung der elementaren Dipple&kann das gesamte Dipolmoment ver-
schwinden. Meistens erfolgt in einem elektrischen Feld &loee Ausrichtung der Dipole.
Man definiert dieelektrische Polarisationals das Dipolmoment pro Volumen, also als Di-

polmomentdichte

1 n{AV} dgﬁ
= - _ . —»‘ — ges
P {r} = Al‘1/n[_1)0 AV Di B, (2.56)

Fur gleiche elementare Dipoje= p; = chgilt offenbar

P=nQd |, (2.57)
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wobei n die Anzahldichte der elementaren Dipole Gntbas elementare Dipolmoment sind.

Das Potenzial einer Dipolverteilung ist analog 2.6Q

VI{F) = /// PAI{;;}‘T _TT_,‘;”)d?* o (2.58)

Die hier gewonnenen Ausdricke gelten zunéchst nur fir @itegrold gegen den Ab-
stand der Einzelladungen sind. Betrachtet man etwas adigemeine raumlich begrenzte
Ladungsverteilung im ansonsten freien Raum, kann man imMoG@Gdwpotenzial 2.24) den
Faktor|r — 7’|~ als Taylorreihe entwickeln, solange naf > || ist.

Die Herleitung der Taylorreihe soll hier etwas ausfuihdicgezeigt werden da sie des 6fteren

gebraucht wird. Ausklammern veraus|7—7| ergibtr/(1 — 2/ /r)2 + (1 — y//r)2 + (1 — 2/ /r)?

und mitV|7 — /| = —V'|7 — 7| findet man leicht
1 1 N1 21
- :——(F’oV)—+—(F'oV) S (2.59)
"=y T ro 2 r

Bei héheren Ableitungen voly |7 — 7’| muss immer wiede¥ | — /|~ bestimmt werden.

Unter Verwendung von

- 1 r—r"
Voo = ne———
‘7:’_ T—.’/|n |7—:_ 7:’/|n+2
resultiert ausZ.59
1 _1+F’OF+3(F’0F)2—7”27“2+
|F—7  r 73 27>

Einsetzen in das Coulombintegral liefert diieiltipolentwicklung des Potenzials

1 1 2 =2 3(7" N2 02,2
v /// 1, fof (7" o 7)* —r"r ) oy B (2.60)
dmeq r r3 21>
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Durch Ausmultiplizieren entstehen verschiedene von denRadungsdichte und dem Quell-
punktvektor” abhangige Terme, sogenannte Momente, die das Potenziahives. Das

Monopolmoment lautet

qz/// ov &', (2.61)
2

dasDipolmoment resultiert aus

p= /// 7 oy A7 (2.62)
V/

und die hoheren Terme folgen aus den weiteren SummanderPd@eszial errechnet sich

aus

1 S
V= g+rop+... . (2.63)
dmeg \ r r3

Weit entfernt von der erzeugenden Raumladung dominiegnsfthtlich der Monopolterm

das Potenzial. Erst wenn der Monopolterm verschwindet, ladslungsneutralitat herrscht,
wird das Potenzial vom Dipolterm dominiert. Der Dipolterst wegen des Skalarprodukts
gegen Drehungen des Koordinatensystems invariant, nagegen fur eine Translation des
Ursprungs. Nach Translation des Ursprungsaiiawtet die Vektordarstellung im neuen Ko-

—

ordinatensystem, = — a, r’, = 7’ — a , wie man leicht aus Bild4.9) abliest.

Abbildung 2.9: Translation des urspriinglichen
Koordinatensystems x,y,z um den Veki&xzum

neuen Koordinatensystem, v,,,z,.
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Das Dipolmoment errechnet sich nach der Translation aus

p?z///?fﬁ@v d’ Lz///(F’—ﬁ)degr’zq-c?+ﬁ : (2.64)
\% \%

Es ergibt sich eine Verdnderung proportional zur Versamehbdes Ursprungs und zur La-
dung des Gesamtsystems. Bei Ladungsneutralitat ist sasiDgpolmoment auch translati-
onsinvariant. Rickwirkend kann man den Dipol aus zwei Hadkingen als eine spezielle
raumlich begrenzte Ladungsverteilung betrachten, fulLd@ungsneutralitat herrscht. Das
in (2.51) eingefihrte Dipolmoment ergibt sich sofort mit der etwhgeaneineren Betrach-
tung aus 2.62. Im Fernfeld ist das Feld des elektrischen Dipols ein reideolfeld, das

sich aus dem
Potenzial des Dipols im Fernfeld

1 por
V= 2.65
drey 13 ( )

berechnet, wobei der Koordinatenursprung wegen der Tadoskinvarianz einfach in den

Mittelpunkt des Dipols gelegt wurde. Daraus resultiert das

elektrische Feld des Dipols im Fernfeld

o (3(507:‘)7?_3*) . (2.66)

7o r3

Die Taylorentwicklung 2.59 wird uns noch einmal im Abschnitt 5.2 begegnen. Die Mul-
tipolentwicklung werden wir im Zusammenhang mit der Ablsluag von elektromagneti-

schen Wellen von Dipolen in der Elektrodynamik noch audiciher behandeln.

2.2.4 Die dielektrische Verschiebung

Wir betrachten einen Korper in dem frei bewegliche LadungenLadungsdichtey..; und
ortsfeste Dipole der Dipolmomentdichte bZ&Rwlarisation P vorhanden sind. Das Potenzial

ergibt sich durch Summation tber alle Ladungen zu



60 KAPITEL 2. ELEKTROSTATIK

virk= /// e L /// e

Das zweite Integral lasst sich mi — 7)/|7 — 7| = —V'(1/|F — #'|) durch partielle

Integration umformen zu

///P{ﬁ;}_ﬁ?m dgT':///P{ YoV ﬁ,| &
- _/Z/(ﬁ'oﬁ ) |f—1m o

wobei die Tatsache benutzt wurde, dass Dipole nur im Enetlisorhanden sind{ {+o00} =

(2.68)

0). Damit kann man das Potenzial schreiben als

Aeo|T — 7|

V{F} ="V, + /]O/ v {71} = V70 P {17} 43/ (2.69)

und erkennt bereits, dassV o P {7} die Bedeutung einer Ladung besitzt, die offenbar von
raumfesten Beitrdgen herrthrt. Hier ist zu beachten, des¥a P = 0 nicht automatisch
folgt, dass das von einer Polarisation erzeugte Potenerattiwindet. Beim Ubergang von
(2.58 auf (2.69 wurde differenziert und damit konstante Terme der Pa&ins eliminiert.
Diese sind formal in dem Potenzig] berlcksichtigt. Fir den Fall einer konstanten Polarisa-
tion muss 2.58 verwendet werden. (Vergleiche: Ein festes Felderursacht ein Potenzial
V, obwohlV o E = 0 sein kann!)

Fur das elektrische Feld erhalten wir a@60)

E{r}= —6V{F} = 47r1€0 //OO/ (erei {r'} — V'oP {7‘*”}) . _)/|3 & (2.70)
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Hieraus ergibt sich wie in Abschnitt4bei der Herleitung des Gaul3schen Gesetzes aus dem

Coulombgesetz die Beziehung

L 1 L
VoB ()= (mali}-FoP (1) @.1)
0
Man bezeichnet
op=—-VoP (2.72)

alsPolarisationsraumladungsdichteoder auch als elastisch gebundene Ladungsdichte. Die
Divergenz der Feldstéarke ist damit bis auf den Faktogleich der Summe aus freier und

elastisch gebundener Ladungsdichte

— — 1 r
VolF—— <gfrei {7} + op {F}) _ o7 (2.73)
€0 €0
Fihrt man nun die
dielektrische Verschiebung
D=cyE+P (2.74)
ein, so erfasst die Divergenzo D = &gV o E + Vo P = oy — op = 0
VoD = ppe {F} = 0 {F} (2.75)

offenbar nur die Ladungsdichte, die nicht elastisch geburgind. Dieses ist daSaul3-
sche Gesetz fir die dielektrische Verschiebundie resultierende Ladungsdichig.; wird

in der Literatur Ublicherweise als Ladungsdichte freiedluagstrager bezeichnet, was aber
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missverstandlich ist, da auch ortsfest gebundenen Ladunge sie z.B. in der Raumla-
dungszone eines pn- Ubergangs auftreten, mit erfasst wevde bezeichnen die Ladungs-
dichte der freien Ladungstrager kurz mit= o {7} und lassen den Index frei weg. Die
dielektrische Verschiebung wird auch alerschiebungsdichtebezeichnet. Das Oberfla-
chenintegral tibeD ist gleich der gesamten sogenannten freien (nicht elasgsioundenen)

LadungQy..; = @ im Volumen

#5od2§:///g{77}d37’:@ . (2.76)
S 14

Die Ausbildung bzw. Ausrichtung elementarer Dipole in Bldfika ist in vielen Féllen eine
Reaktion auf ein &ulReres elektrisches Feld. Deshalb istoimopen Materialien in erster

Naherung anzusetzen

—

P =0k (2.77)

wobei die Proportionalititskonstantealselektrische Suszeptibilitdt bezeichnet wird. Fur

die dielektrische Verschiebung folgt

5 = €0E_: + Xe€OE = (1 + XE)EEQE = €€0E_: s (278)

wobei

e=14Ye (2.79)

relative Permittivitat oderrelative Dielektrizitatskonstante genannt wird. Die Dielektri-
zitatskonstante kann im allgemeinen vom Ort abhangen,c {r'}, so dass zwar nach wie
vorV x E = 0 gilt, aber im allgemeineW x D = V x (5 {(FYE {F}) = 0 nicht richtig

ist. Zwischen Potenzial und dielektrischer Verschiebuesi&ht der Zusammenhang
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D{f} = — {7} e,VV {7} . (2.80)

2.2.4.1 Nichtlineare Polarisation

Im Folgenden sollen auch nichtlineare Polarisationen [asgen werden. Dazu spalten wir

P in den bekannten linearen Antéil — 1), - E und einen nichtlinearen Antelfyy..

P = (e —1)eoE + Pyr. (2.81)

Fur die dielektrische Verschiebung folgt

5:€0§+ﬁ

= coeE + Py (2.82)
Der Zusammenhang mit dem Potenzial wird Uber das elek&ibeld hergestellt, zunachst
gilt
S L o 1 = 1 = - -
VoE=Vo (—D _ —PNL) - Vo (vv) (2.83)

und in homogenen Medien

— — 1 — — — —
VOE:(&:—(&:0 VoD —-Vo Py
¢ 1o 5 o /s
— ¢ YoPyu=-Vo (vv) . (2.84)
[Sr9N) ISX9N)

Mit der Aufspaltung des Potenzials in einen linearen uneérinichtlinearen Anteil’ =

VL, + Vi resultiert nach der tiblichen Zuordnung
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—

. /e D
Vo (VVL> — -2 (2.85)
€20 lhomogenes Medium €€0
fur den nichtlinearen Anteil
- 1 -
VAL = — P (2.86)
[Sr9N)

2.2.5 Stetigkeitsbedingungen fur Dielektrika

Fir Dielektrika gelten die Differentialgleichungen

VxE=0 (2.87)

und

VoD=p . (2.88)

Wir betrachten nach Abbildurgy10die Grenzflache zwischen zwei homogenen Dielektrika

mit Dielektrizitatskonstanten, undes.

—»
D

Abbildung 2.10: Zur Berechnung
der Stetigkeitsbedingungen zwi-
schen zwei Dielektrika mit Dielek-

trizitatskonstanten; unde, .

Wie in Abschnitt2.2.2folgt aus der Berechnung des Kurvenintegrals

7{5 odl =0 (2.89)
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entlang der in Abbildun@.10dargestellten geschlossenen Kurve fiir gentigend kleine Lan

genAw im GrenzfallAh — 0 die Bedingung

EtanlAw - Etan 2Aw =0 (290)

oder
Etanl - Etan2 (291)

bzw.
il x (B — El)] xi=0 . (2.92)

Beim Ubergang zwischen zwei Dielektrika verhalt sich diagentialkomponente der elek-

trischen Feldstarke stetig. Dagegen gilt in linearen ¢gn (¢] = ¢) Dielektrika mit

D = eeoE (2.93)

= (2.94)

d. h. die Tangentialkomponenten der dielektrischen Veetcimg erfahren einen Sprung.

Aus dem Oberflachenintegral Uber den Zylinder

#ﬁo d*F = ///Q dr (2.95)

PZy!l. Vzy1.

folgt fur gentigend kleine GrundflachénS im Grenzfall AL — 0 die Beziehung

DnoerAS - DnormlAS - QSAS (296)

und in vektorieller Schreibweise nach dem Kuirzen der Flashe
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— —

io(Dy—Dy)=0s |, (2.97)

wobei o5 die sogenannte freie Oberflachenladungsdichte bezeichugi2.97) folgt durch

Einsetzen vonZ.74)

ﬁo(ﬁg—ﬁl) :Soﬁo(ﬁg—ﬁl)+ﬁo(ﬁ2—ﬁ1)

Mit der Zuordnung

1o (52 - 51)@8
eoii o (Ez — E1) = s
1o (132 - 131) = —0Osp
kann marps,, als Folge bzw. Quelle der Anderung des elektrischen Feldfésssenps, sind
entsprechend die elastisch gebundenen Ladungen, dieniA@iderung in der Polarisation
zustandig ist.

In perfekten Dielektrika sind nirgends, auch nicht an dee®&ache sogenannte freie La-

dungstrager vorhanden, so dass manapr: 0 ausgehen kann. Es folgt

Dnorml = Dnorm2 (298)

und damit

€1 Enorm 1= &2 Enorm2 . (299)

Die Normalkomponenten der dielektrischen Verschiebumgl sitetig und diejenigen der
elektrischen Feldstéarke besitzen einen Sprung. Aus deigl&tgsbedingungen folgt sofort,
dass die Feldlinien fup und E an der Grenzflache einen Knick aufweisen. Dies ist in Ab-

bildung 2.11illustriert. In isotropen Medien weiseR und D in dieselbe Richtung. Beim
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Ubergang von Dielektrikum 1 nach 2 wird das Feld gebrochstndér Winkel zum Lot im
Medium 2
Dtl Et1

tan{©,} = D =& (2.100)

findet man den Winkel im Medium 1 bei verschwindender Obengatadung D,,, = D,,,)

aus

tanf@y) = Do _ Do _ 2By 2By o

= = = —tan{O;}. 2.101
Dng Dn1 &1 Em &1 Em &1 an{ 1} ( )

Dies bedeutet, dass das Feld beim Ubergang von einem Diklektmit groRerer Dielek-

trizitatszahl (DK) zu einem mit kleinerer DK zum Lot hin gelshen wird.

_>
Dl
€1
_’
82 Dtl
_’
o S ¢ ®2 D2
D»,=Dy
Dtan2
& > €

Abbildung 2.11: VektorerD und E beim Ubergang zwischen zwei Medien mit Dielektrizi-

tatskonstanten, unde,. Die Grenzflache wird als ladungsfrei angenommen.

Schliel3lich sei noch erwéhnt, dass entsprech2mB( fur die Stetigkeitsbedingung an der

Grenzflache zwischen einem Dielektrikum und einem Leiter

Doii =eeok ofi = pg (2.102)
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zu setzen ist, wobeig die Oberflachenladungsdichte auf dem Leiter bezeichnesgéu

drickt durch das Potenzial lautet die Bedingung
—eegVV oit = o5 . (2.103)

2.2.6 Elektrostatische Energie im Dielektrikum

Im Dielektrikum muss nicht nur Arbeit aufgewendet werdegeyedas vorhandene Poten-
zial sondern auch zur Polarisation des Dielektrikums. k&iB&rechnung benutzen wir ein
Variationsverfahren.

Bringen wir ein infinitesimales Ladungselemént!®> aus dem Unendlichen in ein vorhan-

denes Potenzialfeld {7}, dann ist dazu die Arbeit

d*(OW,) = 0o {7} V {7} d*r (2.104)
notwendig. Fur eine Anderung der gesamten Ladungsventgilmép gilt demnach
W, = / / / So{PYV {r} &*r . (2.105)

Die Anderungdo {7} der freien Ladungsdichte hat eine Anderung der dielektrischen

Verschiebung zur Folge, fur die

VodéD =édp (2.106)

gilt. Nun ist

Vo(VéD)=VVodD+6DoVV |, (2.107)

und wir erhalten mitz = —VV aus @.105

5We:///Eoéﬁdi"’w///ﬁo(v(sﬁ)d% : (2.108)
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Das zweite Integral verschwindet, denn nach dem Gaul3sdiernsh

// Vo (VéD)d T—#V(SDOer—)O , (2.109)

Soo

und das Oberflachenintegral Gber eine Kugeloberflache nuiuRa — oo verschwindet,
dennV o 1/r,|6D| o< 1/r2 und| d%S|  r2 fiir gentigend groReund Ladungsdichteande-

rungendo {7} in einem endlichen Volumenbereich. Es folgt

5We:///5055d3r . (2.110)

Die gesamte Energie, die zum Aufbau der dielektrischencVgebung notwendig ist, ergibt

sich durch Integration

p w [ D
We:/éwe:/// /anﬁ d’r (2.111)
0 —00 0
Die GroRRe
5
We = /Eoéﬁ (2.112)
0

ist alsEnergiedichte des elektrostatischen Feldeau interpretieren. Fir lineare Dielektrika

mit D = ecoE folgt

—

oD . (2.113)

[\DI»—A

D PP
1 = 1

= —/ 0D = |DF = 550 |E|? =

€e 2¢eeq

0

Es sei noch erwdhnt, dass der hier vorgestellte Variatisata zur Berechnung der Ener-
giedichte nur die Wechselwirkung zwischen neu eingebeadtddung und dem Feld schon
vorhandener Ladung bertcksichtigt. Selbstenergien, idiesowieso nicht messen lassen,

treten nicht auf. Im Ubrigen ist das Ergebr2zs1(13 im Einklang mit 2.32).
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2.3 Zusammenhang zwischen Stromdichte und Ladungs-

dichte

Eine Stromdichteverteilung, hat die Kontinuitatsgleichund.(73 zu erfiillen. Werden Po-
larisationsstromyp, = 2 P und Magnetisierungsstrof,.., = V x M, wie sie erst spater
eingefiihrt werden, beriicksichtigt, folgt = 7 + Jpol + jmagn. Die Stromdichte/ wird iib-
licherweise als freie Stromdichte bezeichnet. Unter Eziddeing der Polarisationsladung

V o P resultiert aus der Kontinuitatsgleichurig 73

- 5 0o
== . 2.114
Voj Y ( )
Aulerdem gilt fir lineare Materialien
D{r} = e {F}eoE{F} (2.115)

und wir wollen die Gultigkeit des mikroskopischen ohmsclasetzes

J{F} = o {FYE {7} (2.116)

annehmen. Es sei besonders betont, dass im mikroskopisbhhethen Geset2 (116 Dif-
fusionsstromevollkommen vernachlassigt werden. Die Dielektrizitats&mntes {7} und

die Leitfahigkeito {7} sind im allgemeinen ortsabhangig.

2.3.1 Ladungsdichte im statischen Fall

Im statischen Fall sind alle Gr6Ren zeitunabhangig, so dass

Vojy=Voj=0 (2.117)
gilt. Aus (2.1195 und 2.116 folgt
j=—D=-D (2.118)
ISX9N) T
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mit der charakteristischen Zeitkonstante des Mediums

r =0 (2.119)

o

Mit dem Gaul3schen Gesetz fur die dielektrische Verschigbun

VoD =y (2.120)
ergibt sich damit au2(117)
le = = =1 1 S|
~VoD+DoV—-=—-p+7joV-=0 . (2.121)
T T T T
WegenV (1) = — V7 kann man die letzte Beziehung auch in die Form
(7 = {7 oVr =gy {7} oV {r} (2.122)

bringen. In einem homogenen leitfahigen Dielektrikum sinohd o ortsunabhangig, und es

konnen im statischen Fall keine freien Raumladungen defire

o{r}=0 . (2.123)

Dies gilt auch noch, wenn der Quotienfr} /o {7} ortsunabhangig ist. In einem inhomoge-
nen Medium ist dagegen mit einem Stromfluss im allgemein@amdénauch eine Raumladung
verknupft, deren Grél3e durcB.(22 gegeben ist, solange Diffusionsstréome vernachlassigt

werden kdnnen.

Beispiel 2.3.1: Ladungsspeicherung an einer ebenen Grenithe
Als Beispiel betrachten wir die Verhéltnisse an der Gremhigazweier homogener Medien
mit unterschiedlichen Materialeigenschaften nach Ahbigi2.12

An der Grenzflache gilt die Randbedingung

o (52 _ 51) — o | (2.124)
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Medium 1

«—— 5}
m
Q

Medium 2

-

‘]z

Abbildung 2.12: Ladungsspeicherung an der Grenzflacheezwéedien bei Stromfluss

wobei pg die Oberflachenladungsdichte bezeichnet. Fur die Nornmaianenten des elek-
trischen Stromes folgt mi2(119 aus @.129

. <62€0j—2* - ?ﬁ) o (2.125)
1

02

Aus der Kontinuitatsgleichunﬁ’ o 7 = 0 fur statische Felder schlieBt man, ahnlich wie fiir

Din 4.2.5, dass die Normalkomponenten yan der Grenzflache stetig sind.
7o (jz —ﬁ) —0 (2.126)

Also ist

—

0o =105 = juorm - (2.127)

Damit ergibt sich ausZ.125 die durch den Stromfluss hervorgerufene Raumladung an der

Grenzflache zu

Diese Oberflachenladung wird durch den Stromfluss erzeudsteilt sich so ein, dass alle

Stetigkeitsbedingungen an der Grenzflache erfullt sind.

2.3.1.1 Grenzflache zwischen Isolator und nicht idealem Ltsr

Die Grenzflache zwischen einem Isolator und einem nichtiéshelbeiter ist als Sonderfall

der oben diskutierten Grenzflache zu betrachten. Wenn dardseiden Medien ein Isolator
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(o = 0) ist, ergibt sich aus2.128 eine unendlich grof3e, und damit unphysikalische, Ober-
flachenladungsdichte. Als Konsequenz muss also gefordedem, dass in diesem Fall kein
Strom senkrecht zur Oberflache flie3t. Entsprechend kanm @dag elektrische Feld keine
Normalkomponente auf die Oberflache aufweisen. Dies dieaiein:

An der Grenzflache zwischen einem leitfahigen Material unéra Isolator verschwindet

die Normalkomponente des elektrischen Feldes

Eoii=0

2.3.2 Ladungsdichte im nichtstatischen Fall

Wir wollen jetzt annehmen, dass die Feldgroen o{7,t},j = j{7,t},E = E {7t}
und D = D {7,t} orts- und zeitabhangig sind, die Materialeigenschafter o {7} und
e = e{r} dagegen nur vom Ort abhangen. Damit erhalten wir anstelle(2d.29 die

Beziehung

i?{i}i%@{Fa t} = eoj {7\t} o ﬁ;{{?}: . (2.129)

o{r t} +

Diese Formel bestimmt die strominduzierte Raumladung ichtnstatischen Fall. Aus ihr
lassen sich zeitliche Entwicklungen der Ladungsdichtess. Zum Beispiel findet man fur
ein homogenes Medium bzw. ein Medium in dem der Quotignt /o {r} ortsunabhangig

ist, den einfachen Zusammenhang

o{7, t} +T%@{ﬁ t} =0 (2.130)

mit der Lésung

T

t—1
of{r,t} = o{rit =t} exp{— 0} : (2.131)
Eine zum Zeitpunkt = t, vorhandene Raumladungsverteilun§y, ¢, } klingt exponentiell

mit der Zeitkonstanten = c¢y /o ab. Dass heif3t:
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homogene leitfdhige Medien kdnnen im stationaren Zustandla ungeladen betrachtet
werden.
In inhomogenen Medien geht man von der Kontinuitatsgleighti o j = —%g aus und

findet fur die Raumladung

t
Q{'F,t}zg{ﬁto}—/ Vo {rt} A (2.132)
to

2.4 Poisson- und Laplace- Gleichung und Kapazitat

Die Poisson- und Laplace- Gleichung werden benutzt, umelghvEerteilung bei einer vorge-
gebenen Ladungsverteilung zu berechnen. Daraus lasstaichdie Kapazitat des Systems

gewinnen.

2.4.1 Die Potenzialgleichung
In der Elektrostatik gelten die Beziehungen
Vo D{f} = o{F} (2.133)

und
E{f} = -VV{f} . (2.134)

In linearen isotropen Dielektrika kommt als Materialglaiag noch
D{7} = e {F} e E {7} (2.135)
hierzu. Hieraus folgt

VoD{it =—gVo (5 {FAVV {F}) = —c{F oV o VV {7} — oVe {7} o VV {F}
(2.136)
und mit der Abkiirzung’ o V = A die
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Potenzialgleichung

e {7} oAV {7} 4 eoVe {7} o VV {7} = —o {7} . (2.137)

In homogenen Medien ist{7"} konstant, alsé/c {7} = 0, und es gilt die

Poissongleichung

AV {7} = — ng} . (2.138)

In homogenen raumladungsfreien Gebietew st} = 0, und das Potenzial genuligt der

Laplacegleichung
AV{f} =0 . (2.139)

In kartesischen Koordinaten, y, ) lautet die Laplacegleichung

0? 0? o?

In Zylinderkoordinaterto, ¢, z) erhalten wir

10/ 0 1 92 92
AV = - — [ o= L V4 V=0 2.141
v 0 do (Qagv) N 0 8¢2v+ 3z2v ’ ( )

und in Polarkoordinate(r, 6, ¢) gilt

10,0 L0 @ L,
=55 (5 ) e o (0 OV Y) 0 0
(2.142)

In raumladungsfreien Bereichen muss jedes nur denkbaen#at die Laplacegleichung
erfullen. Eine spezifische Losung erhélt man dadurch, dasfPdtenzial an den das Feld
erzeugenden Elektroden gewisse Randbedingungen erfiilless. Durch die Randbedin-
gungen werden spezielle Werte des Potenzials oder der feorAbleitung des Potenzials,
d. h. der elektrischen Feldstarke, auf der Randflache velzmy Zum Beispiel muss das

Potenzial auf einer Leiteroberflache tUberall einen konstawert annehmen.
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2.4.2 Randbedingungen flr das Potenzial

In einem Volumenbereick gelte die Poissongleichung.(38. Beim Dirichlet-Problem ist

das Potenzial auf dem Raad( von K vorgegeben:

Dirichlet Randbedingung

Vor {r} = f{r} (2.143)

Beim von Neumannschen Problem ist die Normalenableitungegeben:

von Neumann Randbedingung

ov

i VVoill,, = f {7} (2.144)

Man kann nun unter sehr allgemeinen Voraussetzungen ang€rzeailass eine Losung der
Poisson Gleichung existiert. Die Losung ist eindeutig bBinchlet Problem und eindeutig
bis auf eine Konstante beim von Neumann Problem.

Seien namlich/; und V5, zwei Lésungen der Poissongleichurfyl37 zu denselben Rand-
bedingungend.143 bzw. 2.144 . Dann ist die Differend” = V; — V5 eine Losung der
Laplace Gleichung\V' = 0 zu den Randbedingungéfy = 0 bzw.0V/dn|sx = 0. Fur

jede Funktion/ gilt ganz allgemein nach der Produktregel
Vo(VVV)=V(VoVV)+ (VV)o(VV)=VAV +VVoVV . (2.145)

Anwendung des Gaul3schen Satzes liefert im vorliegendeziébiadl AV = 0 mit der Norm

LVl
#vﬁvo d%rS = ///ﬁo (VVV)dPr = // IVV|? &3 . (2.146)
K K

oK

lUnterschied zwischen Norm und Betrage MC
Norm ||@||? :== @ o a

Betrag|d|? := @ o @*
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Im Oberflachenintegral auf der linken Seite sind= Vyx = 0 bzw. VV o nd%S =

(0V/on) d%S = 0 auf der Randflache zu nehmen, so dass

#Vﬁv o d*F = /// IVV|?d% =0 (2.147)
K

0K

gilt. Damit foIgtﬁV = 0 und damit/ = constim ganzen Gebi&f. Beim Dirichlet Problem
galt Vo = 0 und damit folgtl’ = V; — V;, = 0, d. h. die Lésung der Poisson Gleichung
ist bei vorgegebenem Potenzial auf dem Rand eindeutig. BemMNeumann Problem galt
0V /0n|sx = 0 und damit folgtl; = V,o+ const, d. h. die Lésung der Poisson Gleichung ist
eindeutig bis auf eine Konstante. In beiden Fallen ist wd@eﬂ —VV das elektrische Feld

eindeutig bestimmt.

V1 -» & —-» V2
Ny N,
e 3]
< | z—>
= Z Y|
Abbildung 2.13: Plattenkondensator 241 2
2

Beispiel 2.4.1: Parallelplattenkondensator

Als Beispiel fur Dirichlet Randbedingungen betrachten den Parallelplattenkondensator
in Abbildung2.13mit vorgegebenen Potenzialéh = V {z;} undV, = V {z} =V + U
mit U > 0 auf den beiden Platten im Abstardd= 2z, — z;. Da das Feld symmetrisch in den
x- undy-Koordinaten ist, reduziert sich die Laplace Gleichu2gldQ fir den homogenen

Innenraum zwischen den Leiterplatten auf

82
@V =0 (2.148)
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mit der allgemeinen Losung

V{z}=cz+c (2.149)

mit Konstantenc; und c,. Zur Berechnung der Integrationskonstanten beachten var d

Randbedingungen
‘/1 =V {Zl} =121 + ¢ (2150)

und

Vo=Vi{nl=an+tca , (2.151)
so dass

_‘/2—‘/1Z+‘/12’2—V221

Zz— Z1

% = = (Vo — V] Vi
{2 R — X1 22— 21 (Ve 1)2’2—2‘1+ '
= %(z—z1)+‘/1 (2.152)
resultiert. Das elektrische Feld ist
. . d -
E:—VV:——V(?Z:—V2 Vle*zz—ge*z ) (2.153)
dz 2o — 21 d

Es ist homogen und hangt nur von der Potenzialdiffe®ihiz= V5, — V; = U und dem Plat-

tenabstand! ab, wie man es vom Plattenkondensator kennt. Die dielek&i¥erschiebung

ist
D):&CJO_’:—%J_Wé; (2154)
Die Oberflachenladungsdichtg ist
< D{r =206, = —c0a-V1)
p=Dor={ DU ! . (2.155)

D{z=z}o(-¢,) = +=a11)

Die Flachenladungsdichten auf beiden Platten sind gleid8gber haben entgegengesetz-

tes Vorzeichen.
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2.4.3 Die Kapazitat

Wir betrachten nach Abbildung 14zwei Leiter; und L,, die in ein homogenes Dielektri-
kum mit Dielektrizitatskonstante eingebettet sindL; habe eine positive Ladung® und
L, eine gleich grol3e negative Ladung), und es sollen keine weiteren freien Ladungen

vorhanden sein. Die Gesamtladung des Systems ist null.

Abbildung 2.14: Entgegengesetzt geladene Lei-
ter in einem Dielektrikum bilden eine Kapa

tat.

Man definiert die Kapazitat' = ', zwischen den Leitern durch das Verhaltnis von Ladung
( eines Leiters und der Potenzialdifferaiigz = V5 — V; zwischen beiden Leitern

Q- ffSLngzr _ffSLEEOEO 37
Uss —fg_Eo d/ —fg_Eo d/¢

C , (2.156)

wobei Sy, die Oberflache des Leiters ist, der die positive Ladung tragt
Genau genommen muss die zur Ladungsandeig, gehérende Anderung der Potenzi-
aldifferenz zwischen den LeitethU;,{ AQ12} zur Berechnung von

A
€= 57, (g
verwendet werden.

Dieses Verhéltnis ist unabhangig von der Ladung und demR@tielifferenz. Denn wenn z.

B. die Ladungsdichte um einen Faktarzunimmt muss auch die Feldstarke um denselben
Faktor zunehmen und Ahnliches gilt fur die Zunahme der Poaddifferenz. Die Kapazitat

hangt also nur von der Geometrie der beiden Leiter ab.

Beispiel 2.4.1:  Parallelplattenkondensator

Fur einen Parallelplattenkondensator mit Plattenflachelessen Feld fif > d? gut durch
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(2.153 angenéhert werden kann, erhalt durch Auswertung b6 das bekannte Ergeb-
nis
_€gpdS

= . 2.157
c== (2.157)

Beispiel 2.4.2:  Kugelkondensator

Abbildung 2.15: Kugelkondensator

Wir betrachten als weiteres Beispiel den in Abbild@ng5dargestellten Kugelkondensator.

Auf der inneren Kugel befinde sich eine Ladupgit der Flachenladungsdichte

_Q
os{r} = s (2.158)
und auf der auReren Elektrode die Ladun@ mit der Flachenladungsdichte
_ —Q
os {2} = 2 (2.159)

In dem Dielektrikum zwischen den Kugeln muss die Laplacel@iag gelten, die zweckma-
Rigerweise nach2(142 in Polarkoordinaten geschrieben wird. Wegen der Kugefagtnie
kann das Potenzial nicht vaghoder ¢ abhangen und2.142 reduziert sich fir das vorgege-

bene Problem zu

o [ OV av -, d*V
il ) =9r—— = 2.160
or (r 87") T r dr? ! ( )
mit der Losung
0 1
—V =k - (2.161)
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1
Ve k=4 ky . (2.162)
T

Die Integrationskonstantie, wird durch die Randbedingungen auf den Elektroden fesigele

Als Randbedingung gilt an der inneren Elektrode

< . ov
os{ri} =D{r}on{ri} = D.{ri} =ccoE, {r} = —ceo B . = 43% (2.163)
und entsprechend an der aul3eren Elektrode
fra} = Birayoit{ra} = D, {ra} = —e=oBu {ra} =0 2| = —% . (2.164)
Toy = 1) {rgp0onroy = —Dir9r = — 172 =¢€€g —| =——F . (2.
0s1T2 2 2 2 0 2 0 ar . 47rr§
Dies sind von Neumannsche Randbedingungen fir das Pdtenzia
Die Integrationskonstante ergibt sich ai’s163 oder 2.164 , so dass
ov Q
E=— = 2.165
Or  4dmweegr? ( )
folgt. Die Potenzialdifferenz ist mitl = —e, dr
1 - - r1 1 1 _
U:/Eodl:—/ @ g @ |1 1] Q@ r-n ;6
4deegr? dieeg |11 To dmeey 1T
Damit folgt fir die Kapazitat des Kugelkondensators
Q deeg
C:ﬁzi_i : (2.167)
1 79
Im Grenzfall einer unendlich weit entfernten aul3eren Ebeld ist
C= 47T€€0T1 . (2168)

Die Kapazitat einer Kugel gegentiber der Umgebung wéchst@igportional mit dem Ra-

dius. Im anderen Grenzfall = ro — r; < rq, o Undr; =~ ro = r folgt aus €.167

4 Amr?
O - ecodmriry  ecodmr” ) ’ (2.169)
To — T d d

was nach 2.157 gerade die Kapazitat des Plattenkondensators darstellt.
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2.5 Widerstande und Kondensatoren

Unter Bezugnahme auf Abbildur2y16 definieren wir den ohmschen WiderstaRdeines

Leiters durch den Quotienten aus Spannlipg= V> — V; und Strom/;,

1 7 1 7
R:Ru:@ Jy Eodt [, Eodl

Lo~ [fy Jo & [[, oEo d’F

(2.170)

Auch hier muss genau genommen die zur Spannungsandadingehérende Stromande-
rung AI{AU»} zur Berechnung des Leiterwiderstandes

AU

B =1 = XAty

herangezogen werden.

Die Endflachen des Leiters liegen auf den konstanten Patenai; bzw. 15, und das In-
tegral Uiber die Stromdichtgist (iber den gesamten LeiterquerschAittu erstrecken. Das
Linienintegral Gber die elektrische Feldstélﬁegeht von einem zum anderen Ende des Lei-
ters. AuBerdem wird das mikroskopische ohmsche Gesetzo E beriicksichtigt. Ist die

Leitfahigkeit im Leiter konstanig {r'} = const, folgt

E
roU_ JEodl . (2.171)
I o [fs E()o d*F

Abbildung 2.16: Zum ohmschen Widerstand ei-

nes Leiters
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FUr einen homogenen quaderférmigen Leiter der Lahged der Querschnittsflache in

dem auRerdem das elektrische FEl#onstant ist, ergibt sich die bekannte Formel

= — . 2.172
R=— (2.172)

Abbildung 2.17: Zum Zusammenhang zwischen Wi-

derstand und Kapazitat bei gleicher Geometrie

Wir untersuchen nun eine Geometrie nach Abbild@ny7, bei der eine Aul3enelektrode
auf dem Potenzial’; eine Innenelektrode mit Potenzig} ganz umschlielien mdége. Der
Zwischenraum zwischen den Elektroden sei mit einem honmeg8&toff der Dielektrizitats-

konstanterr geflllt. Die Kapazitat der Anordnung ist

Q ffSLl_jo d*r 880ffSLEo d*r

C - = =
U [JEodl [, Eodt

(2.173)

Hierbei istS eine Flache, die Innenelektrode ganz umschliel3t.

Ersetzt man jetzt das Dielektrikum durch ein (homogeneadgkeges Material, so ist der
E-Feldverlauf derselbe wie zuvor, denn in beiden Falleniistdplacegleichung\V = 0
zu denselben Randbedingungén= const bzw. V5, = const auf den Elektroden zu lésen.
Der Widerstand der Anordnung ergibt sich aRsly]) , wobei fur S dieselbe Flache wie in

(2.173 genommen werden muss. Die Forme&2il(73 und 2.171) ergeben

Do d37
RC = g Do d7 Lo, (2.174)

= - 2
s g0 dr homogenes Material
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Dies ist der Zusammenhang zwischen Widerstand und Kapaeitgleicher Geometrie. Zu
beachten ist hierbei, dass in beiden Systemen tatsacldisblden Randbedingungen fur das
Potenzial vorliegen.

Beispielsweise kann man mi2.(L74 und der in2.4.3hergeleiteten Kapazitat eines Kugel-
kondensators den Kugelwiderstand

. @ . 1/7“1—1/7”2
- oC Ao

R (2.175)

sofort angeben.



Kapitel 3

Grundlegende Gesetze der Magnetostatik

3.1 Magnetfelder von Stromen

Von bewegten elektrischen Ladungen gehen Kréfte aus, diedeo bislang behandelten
elektrischen Kréften verschieden sind. Diese Kréfte lasseh Uber magnetische Felder be-
schreiben, die in ihrer Wirkung auf andere bewegte Ladurngien Strome Krafte ausiben.
Es ist naheliegend, die Krafte zwischen zwei infinitesimeiromdichteelementen zu un-
tersuchen. Dies erweist sich jedoch konzeptionell nicimzgahne Probleme und ist auch
zudem recht untbersichtlich. In diesem Abschnitt berectwie zunachst die magnetische
KraftflussdichteB (oder auch das Magnetfeld = B/, ) im Vakuum nach dem Biot-

Savartschen Gesetz und gewinnen dann hieraus das Faraeldyschflutungsgesetz. Im

folgenden Abschnitt behandeln wir Kraftwirkungen der feeld

3.1.1 Das Biot-Savartsche Gesetz

DasBiot-Savartsche Gesetavurde im Jahre 1820 fiir einen von Gleichstrom durchflossenen
Leiter formuliert. Es verkniipft die Stromdichte mit der matjschen KraftfluRdichtes,

auchmagnetische Induktiongenannt.

85
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Hiernach ist der Beitrag eines infinitesimalen Stromdielements

Qv = (ov{myo{i"}y &) = ju{Fy ¥ (3.1)

das sich am Orf”’ befindet, zur magnetischen Kraftflussdiclit€ 7}, gemessen am Oft
durch

33 (= o jv {7} < (F=7")
d&°B {r} = g T d°r’ (3.2)

gegeben, wobei, = 1.256 -107¢ Vs/Am die Permeabilitat des Vakuums bezeichnet. Die
zugehorige Geometrie ist in Abbildury1 dargestellt. In gewisser Hinsicht ahneB.2)
dem Coulombgesetz. Allerdings tritt ein vektorielles Kzprodukt auf, was insbesondere

abweichende Richtungen der elektrischen und magnetigedidiinien zur Folge hat.

Stromdichte-
element
dQ-v Stromlinie dxﬁ T
r —’ _'>
] r-r
/ /\ »$ Aufpunkt
_’
- r
r
Abbildung 3.1: Geometrie zum Biot-
Savartschen Gesetz
Koordinatenursprung

Das Feld einer ausgedehnten Stromverteilung in einem \Matmergibt sich durch vekto-

rielle Superposition

Biot-Savart Gesetz:

éﬁﬂ:/%/ﬁﬂ%{w}xw_Fq&w . (3.3)

AT |F— P
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Anmerkung:

In unseren Uberlegungen zum Biot-Savart Gesetz

hatten wir statische, von der Zeit unabhéngige Stromdiahitd Ladungsdichteverteilungen
betrachtet. Au$py /0t = 0 folgt nach der Kontinuitatsgleichurg o jv = 0 und damit

nach dem Gauf3schen Integralsatz

# Jvo d*=0 (3.4)

S

fur jede beliebige geschlossene Flach®iese Bedingung kann nur fir einen geschlossenen
Strompfad erfiillt werden. Fir eine experimentelle Ubeiyny des Biot-Savart Gesetzes
muss also immer eine geschlossene Stromschleife heraygyeneerden, und es macht kei-
nen Sinn, das Feld eines infinitesimalen Stromdichteelemgoliert auszuwerten. Letzteres

kann zu widersprichlichen Ergebnissen fuhren.

3.1.2 Konzept des Stromfadens

2

dS

Abbildung 3.2: Zum Stromfaden C

Wir untersuchen das Konzept des Stromfadens etwas geNdiu@arametrisieren nach Ab-
bildung 3.2 die KurveC' nach der Bogenlangeund errichten in jedem Punkt der Bahn ein
begleitendes lokales kartesisches KoordinatensystelemtTangenteneinheitsvekigran
die Kurve. Nach Abbildun@.2 gilt dann

de=¢dt, dPr=¢cd¥», &= d*odl=dr ¢ (3.5)

und fur einen Stromfaden kann man schreiben
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Jv = jv & = I0P{rlé, (3.6)
J://fvodQF://dezr://dzlzl , (3.7)
S S S

wobei die Stromstarke im Faden bezeichn&amit folgt

Jv &r = jve, &Pr = jvé, Prdl = jydPrdlf = 4?1d0 . (3.8)

Der Ubergang zum Stromfaden i8.8) erfolgt also durch die Ersetzung d*r = Id¢und

weglassen der beiden Integrationen senkrecht zum Stremfad

Beispiel 3.1.1: Magnetfeld eines geraden Stromfadens
Zur Veranschaulichung berechnen wir das Feld eines uneimtingen geraden Stromfadens
der Stromstarkd, der entlang derz-Achse gespannt sein mége. Die Stromdichteverteilung

wird durch

gv {Ft=16{z} 5 {y} €, (3.9)

beschrieben. Wegen des Kreuzproduktes im Integranden3/8nh@t das Feld eine ver-
schwindende-Komponente. Wegen der Zylindersymmetrie der Quellenigist auch das
Feld zylindersymmetrisch. Es geniigt das Feld in der Ebene 0 fir Aufpunkter =

(z,y,0)T zu berechnen. Man erhalt

_ I OO_’Z _"’X _/—’_/—»Zé/(s/
By = 2o [[[ 2ot )5 - 2RSS,

= [3

1Sobald der Strony von einem Stromfaden gefiihrt wird, benutzen wir zur Keshtliachung den Buch-

stabenl fur die Stromstéarke
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= Lho (x€y — yéx) L dz
o Y ) (@ 4y 4 22)32

—00

z'=00
/
z

I (

47 Y

IMO [Eé;, B ygx
2r 22 4 y?

I
= ﬁ (cos{g} & —sin{g} &)

also

Blz,y,0y="22¢, | (3.10)

wobei Zylinderkoordinatem, ¢ eingefiihrt wurden und,, einen Einheitsvektor in Azimu-
talrichtung bezeichnet. Das Feld eines unendlich langenadgn Stromfadens besitzt nur
eine Azimutalkomponente. Die Abnahme des Feldes erfolggkehrt proportional zum Ab-
standp. Die Feldlinien sind konzentrische Kreise um den Stronrfade in Abbildung3.3

illustriert sind.

Abbildung 3.3: Feldlinien der magnetischen Induktifn

eines Stromfadens senkrecht zur Zeichenebene. Der (poSi-

tive) Strom fliel3t aus der Zeichenebene heraus.
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Beispiel 3.1.2: Magnetfeld einer kreisformigen Stromscldife
Nach Abbildung3.4 ist die Stromverteilung einer kreisférmigen Stromschlaifder Ebene

z = 0 gegeben durch

vy =16{z} 5{p — po} (6@ cos {p} — & Sin{so}) =16{z} 0{p—po} €, (3.11)

wobei Zylinderkoordinaten benutzt werden.

N—bp

=v

v

Abbildung 3.4: Zur Berechnung des Magnetfeldes ef- ' pg

X X —>
ner Stromschleife ./J/

Fur Aufpunkte auf det-Achser = (0,0, z)7 gilt nach 3.3

By =1 / Z [ 163545 = ) (5 cos ) - Esin ()

(2 —2)e, — plexcos{¢'} — p'ée; sin {¢’

((z— 212 + pcos? {'} + psin? {'})
2

3/2p/ dpl dg@l dZ/

/1/ ]p 23 > — . s .
e ( cos {'} + poé cos” {i} + Eyzsin ¢} + poe sin’ {go'}) ay
0
0

ml  py
= z 3.12
2 (24 ;RPe° (3.12)

Auf der Achse bet = 0 fallt das Feld bei konstantem Strom mit dem Radius der Strom-

schleife ab. Aus Symmetriegriinden besitzt das Feld auf-Aehse nur eine-Komponente,
die unabhangig vom Vorzeichen verimmer in dieselbe Richtung weist. Offenbar ist die

z-Achse eine Feldlinie der Anordnung.
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3.1.3 Vektorpotenzial und Divergenz des statischen Magnietides

In diesem Abschnitt wollen wir das Vektorpotenzial des Metfgides und eine Divergenzbe-

ziehung aus dem Biot-Savart Ges&Z3[ herleiten. Damit lasst sich dann in einfacher Form

der Zusammenhang zwischen dem Stromfluss durch eine Fladhdem integraletﬁ?-FeId

am Rand der Flache bestimmen. In der differentiellen DBusig |&sst sich aus der magne-

tischen Induktion die sie erzeugende Stromdichte errethifiégr den Gradienten-Operator
= (0/0x ,0/0y , 0/9z)T, der nur auf die ungestrichenen Variabfés: (z,y, z)T wirkt,

gilt zun&chst

B (i N U WU G
X =V X =7V X
=7 < o) T T Xy T
(3.13)
N

Damit kénnen wir 8.3) umschreiben in

B (7 ///MOJV{T T—T)d?,/
|7 — 7|3
0 = o
- /// Pog o WAT'Y o, (3.14)
4 |77 — 7|
Ko Jv {7’ /
-V ///w-m ’"

Die magnetische Induktion ist damit als Rotation des sogetea

magnetischen Vektorpotenzials

A7) ///“U AT o, (3.15)
A |7 — 7|
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dargestellt. Es ist also

B{f} =V x A{F} . (3.16)

Da fiir ein beliebiges Vektorfeld/(i*) stets

divrot G{F} =V oV x G{f} =0 (3.17)

gilt, folgt sofort

VoB{fl=divB=0 . (3.18)

Man sagt, das Magnetfeld ist quellenfrei.

3.1.4 Das Amperesche Gesetz in Differentialform

Wir nutzen die Ergebnisse des vorangehenden Abschnitt§] un = rot 5 zu berechnen.
Ausgangspunkt der Uberlegungen ist nach wie vor das Bie&&che Gesetz. Fur differen-
zierbare Vektorfelde€? {7’} = (G, {7} , Gy {7} , G, {7})" gilt

Vx (V5 G) = ¥(Tol) - TG =¥ (Vob) —AG . (3.19)

wobei V2@ in kartesischen Koordinaten komponentenweise zu nehnemdsdie Bezie-

hungen

V2Gy = Vo VG, = AGy (3.20)

bzw.
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AGy
VG =AG = | AG, (3.21)
AG,
gelten. Fir die Rotation voB8 kénnen wir folglich schreiben
V x B {7} =V x (VxA{r})
(3.22)

:ﬁ///g Mojv{’f?'}ds, ///MoJV{T &
A7 |7 — 7| A7 |7 — 7|
v

wobei die Operatoren im letzten Term komponentenweise hmea sind. Wir werten zu-

nachst das erste Integral aus. Es ist

///6 jV{r,}d?)/ ///jv{F/}Oﬁﬁlﬁl £
|7 — 7| |7 — 77|
/ / / gv {7} ov’ q/| a3 (3.23)
—/ 7 1 7! 0 1 /
///{“ o U f|* 7 I g ) 4

wobei der bereits in3.13 verwendete Zusammenhang

=/

- 1 =TI -7

T
|7 — | 7= |7 =73

(3.24)

ausgenutzt wurde. Die Stromverteilung ist auf ein endbckelumen begrenzt, so dass
Jv {r} — 0fur 7 — =+oo. Partielle Integration liefert folglich fir gentigend geRolu-

minal’
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///l ) g ey 7 g e i | €
///Kafjx{r ) — T <6i ]y{_)/}) T < ,jz{*'}) _ ﬁ’J e

:/// (ﬁ’ofv{ ) q/‘ B =0 | 525)
v

dennV o jy {F} = —doy /0t = 0 fir statische Strome. Folglich verschwindet das erste

Integral in 3.22).

Fir diez-Komponente des zweiten Integrals erhalten wir

jX _»/} 3.7 - —/ F _» 3./
— d’r N d°r’ = 47 j, . (3.26
Vo ///V\r—'r”\ Vo///] {r}|F S r T {7} ( )
v

Die letzte Gleichheit resultiert nach Anwendung var6(l). Fir diey- und z- Komponenten

gelten entsprechende Relationen, so dass insgesamt

—

V x B {7} = po jv {7} (3.27)

folgt. Dies ist dieDifferentialform des Ampéreschen Gesetzeslas man auch aBurch-
flutungsgesetzbezeichnet. Es gilt fir statische Strome Wit jy = —doy /0t = 0.

Es stellt eine lokale Beziehung her zwischen der Rotatiom@dgnetischen Kraftflussdichte
(oder des Magnetfeldes) und der Stromdichte. An Stelleyyit”} = 0 verschwindet die

Rotation des B-Feldes. Man sagt, das Feld ist wirbelfrei.

3.1.5 Das Ampéresche Gesetz in Integralform

Ziel ist die Umformung des differentiellen Ampéreschen &ess in eine aquivalente Inte-
gralrelation. Hierzu wird detokessche IntegralsatZir ein differenzierbares Vektorfeld

T {7} benétigt
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Stokesscher Integralsatz

//(6xf{f})odzf -
Sc

T {#}odl . (3.28)

O~e_

Hierbei ist nach Abbildun@.5C' eine Kurve, die Flach& umschlief3t.

2>
d S
Abbildung 3.5: Zur Bezeichnung beim Stokes-
_}
schen Integralsatz dl
C

Das gerichtete Flachenelemedit” = d*rii ist so orientiert, dass es beim Umlauf des ge-
richteten Kurvenelementd:” auf der Randkurve C in Richtung einer Rechtsschraube zeigt.

Fir das geschlossene Kurvenintegral tber die magnetiado&tion erhalten wir

%E{F}o df://ﬁxé{f}o dzfzﬂ(]//j*-v (o = pode . (329)
SC SC

C

Hierbei haben wir3.27) und die Definition der elektrischen Stromstartkebenutzt. Diese
Integralform des Ampéreschen Gesetzesesagt, dass das geschlossene Linienintegral der
magnetischen Induktion bis auf den Fakigr gleich der durch die umschlossene Flache
flieBenden Stromstarkg, ist. Da das Gesetz fur alle Kurvéngilt, folgt aus @3.29 offenbar
umgekehrt die Differentialform3(27) .

Aus dem integralen Ampeére-Gesetz lasst sich unmittellsaazimutale Feldstarke von zy-

lindersymmetrischen Stromverteilungen bestimmen. Mahlwals Integrationsweg einen
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Kreis mit Radiuso um die Symmetrieachse. Wegen der vorausgesetzten Zydyrmenetrie
ist die Feldstarke auf dem Kreis Uberall gleich. AulRerdeht ge Skalarprodukt

Bo dl = B,dl = B, -g- dy nur die Azimutalkomponente des Feldes ein, so dass gilt

27
%éodé:%deﬁzBW]{dﬁzB@-g-/ dp = B, 210 = poJo (3.30)
0
C

oder

B, =" Jo (3.31)

210

Dies bereits friher fur einen unendlich langen Stromfadigyekeitete Ergebnis gilt also viel

allgemeiner fur alle zylindersymmetrischen Stromveutggen. Insbesondere

Abbildung 3.6: Stromfluss in der Koaxialleitung I+

folgt fur eine Koaxialleitung nach Abbildung.6, bei der im Innenleiter der Stromh, hin
und im Aul3enleiter der gleichgrol3e Strom = —J, zurickfliel3t, dass die Kraftflussdichte
B, im AulRenraum verschwindet, weil flr den umschlossenemstfe= J, + J_ = 0 gilt.

Der AuRRenleiter schirmt das Magnetfeld vollstandig ab.

Im Ubrigen lasst sich durch Symmetriebetrachtungen zeigendenen das Feld aus zu
Stromfaden gehdrenden Elementarfeldern aufgebaut vass, ziylindersymmetrische Strom-
verteilungen keine FeldkomponenterziiRichtung oder radiale Richtung erzeugen.
Schliellich sei noch festgehalten, dass aus den FolgendegeBiot-Savart Gesetzes, nam-
lich VoB = 0undV x B = p0jv umgekehrt nicht das Biot-Savart Gesetz folgt. Sei namlich
f = 0 eine Losung der LaplacegleichuRgo Vf = Af = 0. Dann erfilllt B’ = B+ V f

nicht mehr das Biot-Savart Gesetz fiir die vorgegebene Sedgilungjy, aber es gilt nach
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wie vorV o B’ = 0 und auchV x B' = V x B = yuqgjy, denn fur jedes Vektorfeld gilt
V x ﬁf = 0. Die Divergenzbeziehunﬁoé = 0, die Nichtexistenz magnetischer Ladungen

ausdrickt, und das Amperesche Gesetz sind also allgenaténdas Biot-Savart Gesetz.

3.2 Krafte magnetischer Felder

Auf eine bewegte Ladung wirkt neben der Coulombkqa?tnoch eine weitere Kraftkompo-
nente, die von der Geschwindigke€itler Ladung und dem Magnetfeﬁ’iam Ort der Ladung
abhangt. Die Richtung der Kraftkomponente steht senkraeh# und 5. Die kombinierte

elektrische und magnetische Kraftwirkung auf eine Ladgmgrd durch die

Lorentzkraft
F=qFE +qixB (3.32)

ausgedruckt. Die Lorentzkraft stellt die Verbindung zwise den elektromagnetischen Feld-
groRenk und B und der mechanischen Krafit dar. Abbildung3.7illustriert die Kraftrich-
tung fiir eine positive Ladung im magnetischen Feld. Sietstehkrecht auf und 5.

—>
B

o
Y <v

Abbildung 3.7: Zur Richtung der Lorentzkraft

3.2.1 Magnetische Krafte auf Strome

Wir hatten bereits friher gesehen, dass es letztlich damakdmmt, Krafte auf geschlos-
sene Stromschleifen zu untersuchen, denn nur diese siraiggntell zuganglich. Krafte
auf differentielle Stromelemente sind der Ausgangspuektiberlegungen. Falls Volumen-

stromdichten vorliegen lautet die Kraftdichte ohne Besiichktigung des elektrischen Feldes

PF{F} = PQuxB=oyd®rox B=jyxBdr (3.33)
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Die Gesamtkraft ergibt sich durch Integration Uber das vzn

ﬁ:///gvﬁ+jvx§d3r . (3.34)
1%

Beispiel 3.2.1:  Kraft zwischen parallelen Linienleitern
Die Berechnung der Kraft zwischen parallelen geraden lol@gern im Abstand mit Strom-

dichten

.;1 {T_'i} = [1 5 {.Tl} 5 {yl} é; (335)
und
jg {FQ} = [2 (5 {.TQ — d} 5 {’yz} é; s (336)

die in dem Schnitt in Abbildung,.8 dargestellt sind, kann zum Beispiel hach ForngeB{)

erfolgen.
y
d
B> ()
Abbildung 3.8: Zur Berechnung der Kraft
(o)
zwischen parallelen Linienleitern > >\ X—

I I

Der Leiter 1 erzeugt am Ort des Leiters 2 die magnetischetBuasdichte

toly z
ord Y

Die Kraft auf ein Leiterstiick 2 der Langeist dann

ﬁg = ///jQ{FQ} XEQ{FQ} d3T2
Va

§2 {ra} = (3.37)
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Vz

_ polils / . polilo L,
— e dzg = — Cx
2rd

Haben; und I, dasselbe Vorzeichen, dann ziehen sich die beiden Leiteé8@mst stol3en
sie sich ab. Die Grof3e der Kraft ist proportional zu den beid&romstarken und umgekehrt

proportional zum Abstand.

Fur Flachenstromg; = os@ ist entsprechend

CF {7 = js {7} x B {7} d&* (3.39)

und

F= /5 / js {7} x B {7} d*r (3.40)

ist die Gesamtkraft auf den Flachenstrom. Beim eindimersén Linienstrom isf;, = o1.¢
mit dem experimentell zu messenden Strom zu identifizietenin Richtung = [ {7} des

Stromfadens fliel3t. Deshalb kann man schreiben

AdF{ft = xBdl=1d(x B . (3.41)

Die Gesamtkraft auf die (zwangslaufig) geschlossene Iseitdgife ist

ﬁ:f[di{f}xé{f :—ijé{f}xdi{f} : (3.42)

C C

wobei die Stromstarké entlang des Stromfadens Uberall konstant ist. Wirkt eindgenes
Magnetfeld B auf ein gerades Leiterstiick der Langein Richtung Z/L und hat keinen

Einfluss auf den Rest der Stromschleife, dann folgt 8 die tUbersichtliche Formel
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F=ILxBE . (3.43)

Etwas allgemeiner kann fur einen Stromfaden notiert werden

ﬁ:f/dfxé mit df = %F’{t})dt . (3.44)
C

Dagegen verschwindet in einem homogenen Magnefﬁel:d const die Kraft auf eine ge-

schlossene Leiterschleife, denn

ﬁ:—]éx%d?:—[ﬁxZAZ:O , (3.45)
C )

weil die Summe uiber die Vektorekl;, mit demselben Anfangs- und Endpunkt verschwindet.

Beispiel 3.2.2:  Motor und Generator

a) Motor

my
os]}

Abbildung 3.9: Entstehung der Kraftwirkung im Motor
U

Es wird ein Strom/ durch das Magnetfela}? getrieben. Mit dem Modell von Stromfaden ist
die Geschwindigkeit der Ladungstrager unter Bertcksieiig der Ladungstragerbeweg-

lichkeit s = —u, bzw.po = p,, fr Elektronen bzw. Locher

T=p-E. (3.46)
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Damit resultiert als Kraft auf die Ladungstrager im Leiter
F=q-(E4u-ExB)=Fy+Fy (3.47)

Hier ist F; die Kraft, die den Stromfluss bewirlf, = ;- E x B ist die Antriebskraft des
Motors und steht senkrecht ﬁ;

b) Generator

Abbildung 3.10: Spannungserzeugung und Bremskraft i

Generator

Hier wird mit einer erzwungenen Bewegung der Geschwindigkém Magnetfeld ein elek-
trisches Feld erzeugt. Im stationaren Zustand herrschftégieichgewicht an den Ladungs-

trdgern und die Lorentzkraft wird
F=q-(E+¥,xB)=0 (3.48)
Das erzeugte elektrische Feld ist also
E=—#,xB (3.49)

Nur die zumB-Feld senkrechten Geschwindigkeitskomponenten erzaige’f\-FeId. Mit
der Aufteilungs, = @,; + 7, , wobeiu; die zuB senkrechte Geschwindigkeit; o B = 0

ist undvy, die Geschwindigkeitskomponente parallelét(évgl = 0) enthalt, resultiert

E=v,-B, (3.50)
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wobei die Richtung wie oben berechnet wird. Wird am Generaito Verbraucher ange-
schlossen, bewegen sich positive Ladungstrager entgegetay Z\E, negative Ladungstra-
ger in Richtung vorE, wie in Abbildung3.7 zu sehen ist. Zur Vereinfachung nehmen wir an,

dass der elektrische Leiter parallel Ziliegt. Es resultiert die Gesamtgeschwindigkeit
T=0U, 40 =0, —pu-E (3.51)

und die Lorentzkraft wird

—

F:q-<E+ng§—u-<ﬁx§)>:ﬁg+ﬁb (3.52)
fg und £, stehen zueinander senkrecht und mit der Ladungstrageekdragion/NV resultiert
far

— — — 1 — —

F, = —qu <E x B) == (J X B) . (3.53)
F, ist die durch den Stromfluss hervorgerufene Bremskraft @iftektronen, die aufge-
bracht werden muss, um den Stromfluss im Verbraucher atzadrhalten. Das Minuszei-
chen spiegelt sich in dem Merksatz "Der Strom wirkt seinesdd¢he entgegen” wider.

Ist das Magnetfeld in Motor oder Generator zeitabhangigenldgert sich das aus dem In-

duktionsgeset®(5) resultierende E-Feld dem obigen.

3.2.2 Krafte zwischen zwei linienférmigen Stromkreisen

Abbildung 3.11: Kraftwirkung zwischen zwei Strom-

schleifen

Betrachtet man Abbildung.11, so folgt mit jy d*r = I d¢ aus dem differentiellen Biot-
Savart GesetZ3(2) fur das Magnetfeld am O, das von einem Stromfadenelement am Ort

r1 erzeugt wird,
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,U()]l le X (FQ—Fl)

dB, {i) = 3.54
1 {T2} 47T|F2 - 7;»1|3 ( )

Damit ist nach 8.41) die Kraft auf ein Stromfadenelementdl; am Ortry

) o LI, A7, x <d?1 X (Fy — Fl))
&F, = I, (ow2 X dBl) — 110 _ (3.55)

47'("7"2 — 7"1‘3
Die Kraft zwischen zwei Stromkreisen und I; erhalt man durch Integration
p ,m[l[z %% aly x (df; x (7 — 7)) 56
|7”2 — 7?1 |3 ) '

Cp Co
Das doppelte Kreuzprodukt im Integranden lasst sich vixelen zu

. -7 7 P =7
dEQX (dgl m) = (dgg ] m) dél (dgg ] d£1> m . (357)

Das Skalarprodukt im ersten Summanden ist ein vollstasdgiéerential

oy — T 1 1
dly o LT - —dlyoVys—— = —dy <_,7_,) ) (3.58)

|7’2—7’1|3 ‘7"2—7’1|_ |7’2—7"1|
wobei der Index2 auf die Differentiation beziglich der Variablen hinweiBa aber das

geschlossene Kurvenintegral Uber ein vollstandiges @iffeéal verschwindet,

—»_—» 1
4z, 27741:—%(1 - ) =0 3.59
j{ 2 0 |7’2—r1|3 2 \f’g—'r_”l\ s ( )

2 2

l&sst sich 8.56) auf die symmetrische Form

4 _ bl
L %% o |3 (dyo df)) (3.60)
1 — 12

Cy C2

bringen. Offenbar andert die Kraff, ihr Vorzeichen, wenn das Vorzeichen eines Stromes

geandert wird. Die Kraft auf die Leiterschleife 1,



104 KAPITEL 3. GRUNDLEGENDE GESETZE DER MAGNETOSTATIK

p 11
_ Folily 7{7{ o |3 (47, o ddy) = , (3.61)
2 — I'1

Cy C1
ist genau gleich grol3 und entgegengesetzt zur Kraft aufrdiera Leiterschleife gerichtet.

AulRerdem resultiert nur dann eine Kraftwirkung, wenn di@®e wenigstens stlickweise

(bis auf Vorzeichen) parallel zueinander sind (sonsﬂ'féto dly = 0).



Kapitel 4
Magnetostatik

Bevor hier eine formale Behandlung der Magnetostatik gtfadei an die grundlegenden

Gesetze aus Kapit8lerinnert. Zum einen gilt daBiot-Savartsche Geset£3.3)

- po jv {7} x (F =) 3
0= [ e e o
DasAmpéresche Gesetiautet in integraler Darstellun@(29
%éodZ:MO//jVOdQF:MOJC (4.2)
C Sc

und in differentieller Darstellung3(27)
V x B = puojv - (4.3)
Die Divergenz der magnetischen Induktion verschwin8et8)
VoB=0 . (4.4)

Die beiden letzten Differentialgleichungen legen zusammé den noch zu diskutierenden

Stetigkeits- und Randbedingungen den Feldverlauf fest.

105
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4.1 Differentialgleichung fiir das magnetische Vektorpota-
zial
Nach einem Satz aus der Differentialgeometrie gilt:
WegenV o B = 0 existiert ein Vektorfeldd {7}, so dass gilt
B{rf} =V x A{F} . (4.5)

Wir hatten das magnetische Vektorpotenzial bereits frimé&mterabschnitt 2.1.3 kennen-
gelernt. Es ist ein Hilfsfeld ohne direkte physikalischelBetung.

Das VektorfeldA ist nicht eindeutig, sondern nur bis auf ein Gradientené&iieutig be-
stimmt. (Das skalare Potenzi#l{i"} ist nur eindeutig bis auf eine additive Konstante!) Sei

namlichA {7} eine Lésung der Poissongleichung

AA{F} = Vo A{F} . (4.6)
Dann gilt mit
A {7} = A{F} + VA{F} (4.7)
sowohl
VoA =Vo(A+VA)=VoAd+AA=0 (4.8)
als auch
VXA =VXxA+VxVA=VxA=B |, (4.9)

denn die Rotation eines Gradienten verschwindet immer.hdan das Vektorpotenzial folg-

lich immer so wéhlen, dass es der sogenannten

Coulomb Eichung
VoA=0 (4.10)

genugt.
Nach @.3) folgt

V x (V xA) =iy - (4.11)
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Dies lasst sich (nur) in kartesischen Koordinaten umsbkrein

V(Vod) = AA=pojy (4.12)
welches mit der Coulomb Eichung in dif®issongleichung

AA = —Mojv (4.13)

Ubergeht. Diese Gleichung ist komponentenweise zu vesstahd so nur in kartesischen

Koordinaten gultig. Ausgeschrieben lautétl(3 fir die x-Komponente
AAy = —piojx (4.14)

und ebenso fur dig- undz-Komponente. Diese Poissongleichung lasst sich mit in tkek-E
trostatik vorgestellten Methoden I6sen. In anderen Kowatdinsystemen muss der Lapla-
ceoperator entsprechend umgerechnet werden. Danachigidemdie komponentenweise

Zuordnung zu drei Poissongleichungen.

- ]/ o

bereits als Vektorpotenzial benutzt. Da in der Magnetistat

Fruher hatten wir3.15

Vojy=—-22=0 (4.16)

gilt, folgt fur die Divergenz des Vektorpotenzials
oi- 1o ///JV“,} ' ///y (e (V) o
|7 — 7] |7 — |
— ///;v {7 ( r ﬁ/‘) d3r (4.17)
= /// o]V{r F |d37"—0
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Das durch 4.15 gegebene Vektorpotenzial gentgt demnach der Coulomtubgcld.10).
Bei der letzten Umformung wurde die Produktregel verwenuahet berticksichtigt, dass die
Stromdichte gemalf} Voraussetzung im Unendlichen verscletin

Als Grundaufgabe der Magnetostatik ist die Stromdichteveng jy {7} in einem Raum-
bereichV vorgegeben, und es sind die Randbedingungen des Vektnz;imiﬂal bzw. der
magnetischen Induktiofs festgelegt. Das Vektorpotenziéi erhalt man dann fir jede kar-
tesische Komponenté,, A,, A, durch Lésung der Poissongleichudgg) in vollkommener
Analogie zu elektrostatischen Problemen. Stetigkeitsigeohgen fur magnetische Felder

insbesondere auch bei Vorhandensein magnetischer Matertken wir spater diskutieren.

4.2 Magnetfeld aul3erhalb einer raumlich begrenzten Strom-

verteilung

Wir untersuchen eine auf einen endlichen Raumber&idiegrenzte Stromdichteverteilung
Jv {r'}, die auf dem Rand vor verschwindet. Am Beobachtungspurikuf3erhalb/
interessiert uns das Vektorpotenziﬁ{?}. Der Abstand des Beobachtungspunktes sei grof3
im Vergleich zu den Linearabmessungen des stromfihrendezids. Ausgangspunkt der

Berechnungen isg(15.

Abbildung 4.1: Raumlich begrenzte

Stromverteilung

Wir legen den Ursprung i’ hinein und haben mit den gemachten Annahméns ||,
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wobeir” einen Vektor aug< bezeichnen moge. Taylor-Reihenentwicklung \Ten—
r—r

7" liefert ndherungsweise
1 1 7ot

~

4.18
= S TR (4.18)

wie wir schon in Abschnitt 4.2 gesehen haben. Mitlg lasst sich 4.15 approximieren

durch
47rr|///”{ d3r'+4\~|s///ﬂv{f For) di o (4.19)

Wir wollen zeigen, dass der erste Term 419 verschwindet. Hierzu bericksichtigen wir

— T — —
= (2,y,2)7,V = (%, diy, %) undV o jy = 0. Wir haben

A{7}

Vo (zjv {i'}) =2V o jv {i"} +(Va) o jv {7} = jx {7} (4.20)
N———

=0

und damit fur die x-Komponente

///j"{F} dgT:// Vo (ajv {}) dgr:#ﬁv {(FYod®r=0 , (421)
K K 5

da jv {#} = 0 auf dem Rand vor¥. Ahnliche Uberlegungen gelten fiir die und z-

Komponente vony, so dass fiir den Monopolterm gilt

/ / / v {F}y &r=0 . (4.22)

Das Verschwinden des Monopolterms ist Ausdruck dafiir, dadeeine magnetischen La-

dungen gibt. Dies ist eine Folge vGho B = 0. In der Entwicklung 4.19 bleibt also nur

A7) Z; %///W (P} (7 o) & . (4.23)

Wir wollen das Integral noch weiter umschreiben.

der Dipolterm

Wir indizieren die kartesischen Komponenten mig, 3, alsoi = (rq,ry,r3)" und]‘v =

(41, j2, j3)T und schreiben nack (20

—
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Die rechte Seite vor4(23 lautet fir die Komponentg

[[[eriniy @ z{ [[f it d} )

Fur das Integral der rechten Seite findet man mit partiefegration unter Berticksichtigung

von // Vo (rpj) &r = #rkdeF: 0 den Zusammenhang
///jk{F}rz dPr = /// [ﬁo ('rkj {F})} r; dPr
: : (4.26)
< fffeiwree = [[frain o

d. h. das Integral ist antisymmetrisch in den KomponentamiDgilt weiter

/// b &= ‘_23: Ti///ji 7}, &% (4.27)
= —/K//Fofv {7yl &

also auch

/ / / v T} o) & = — / / / (Fojv {F'})F a*’ (4.28)

Da fiir Vektorenz x (b x &) = b (@ o &) — &(@ob) gilt, haben wir zunachst mit der Zuordnung

i=7b="7,¢=jy
jv(F/OF) = (FOjv)F/—FX (’fﬂ va) . (429)

Setzt man4.29 in die rechte Seite vor#(23 ein und vergleicht mit4.28, so resultiert

- 1 1 -
A{F} = _§%W///FX (7 x jv {F'}) &*
K
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o MOl—» —/ = —/ 3.7
——S—WWTX///T x gy {r'} d°r

Wir definieren dasnagnetische Dipolmomentiner rAumlich begrenzten Stromverteilung

durch
ﬁzzlff/ﬁxf {Ff} &3 (4.31)
2 v '
K

und erhalten damit fir das Vektorpotenzial in erster Nahgr@ul3erhalb der Stromvertei-

lung)

(4.30)

Ay == (4.32)

Beispiel 4.2.1: Magnetisches Dipolmoment eines ebenen gal®ssenen
Stromfadens
Wir betrachten nach Abbildung.2 das magnetische Moment eines ebenen geschlossenen

Stromfadens.

=Y

Abbildung 4.2: Geschlossener Stromfaden di (?) ZS
d

Wie in AbschnitB.1.2bereits hergeleitet, gilt fiir einen Stromfaden die Ersetgud®r =

I d7. Dies nutzen wir bei der Berechnung des magnetischen Dgroknts nach4.31) und
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erhalten fUr einen geschlossenen Stromfaden

I
mziffx de {r} . (4.33)
C
Fur einen ebenen Stromfaden stehsenkrecht auf der durch den Strdrdefinierten Flache.

Die Rechtsschraubenregel verbindet Stromrichtung untitRng des magnetischen Dipol-

moments. Aus Abbildurfg2liest man ab
1 1
d2r:§|F>< de {F}|:§|F||d€ {r}||sin{p}| , (4.34)

wobeip = £ { di, F} den Winkel zwischefiund d¢ {7} bezeichnet. Durchlauft {7} die

ganze Kurve, dann erhalt man die ganze vahumschlossene Flachs;, also

i :%’j{m e (7)

= |I\/d2r:u|sc . (4.35)
Sc

Das magnetische Moment eines ebenen Stromfadens ist alsb dém Produkt aus Strom
und der vom Stromfaden umschlossenen Flache. Dieses Esgebanabhangig von der
Form des Stromfadens. Zu beachten ist, dass bei ebenenf&irmmieiterbahnkreuzungen

nicht vorkommen sollen (also z. B. keine Achterschleifen).

Beispiel 4.2.2: Magnetisches Dipolmoment bewegter Punkitiungen
Als weiteres Beispiel berechnen wir das magnetische MormntV bewegten Punktla-
dungeng;, die sich mit der Geschwindigkeit entlang der Ortskurve; {t} bewegen. Die

Stromdichte ist v N
jv = Z %5(3) {r—ri{t}tv = Z 0iU; . (4.36)
i=1 i=1

Eingesetzt in4.31) ergibt dies das magnetische Moment

0o N o0
. 1 I P 1 SR 2
o f[ e o =g 3 [ st e o

(4.37)

| X
= QZqzﬂ {t} x 7,
i=1
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Hierbei ist, wennn; die Masse desten Teilchens bezeichnet, die Grol3e
L =7 x ¥ (4.38)

der Drehimpuls desi-ten Teilchens. Damit kbnnen wir schreiben

N .
Z . (4.39)

Wenn nur ein Teilchen vorhanden ist oder alle Teilchen dhesMassen und Ladungg

[\D|>—t
SHQ

haben, folgt sofort

—

m =

(4.40)

SIIQ
l\')l»—t
SIIQ

1
2

> -
wobei L den Gesamtdrehimpuls des Systems bezeichnet. Das Veraltm magnetischen
Dipolmoment zum Gesamtdrehimpuls bezeichnet magyatsnagnetisches Verhaltnis.

Das Ergebnisy/(2m) gilt fur alle Bahnbewegungen von Teilchen, also auch fir wn d
Atomkern kreisende Elektronen. Fur den Spin, also den amBrehimpuls des Elektrons
ist das zugehorige gyromagnetische Verhéltﬁgg,m/ﬁspin = ¢/m, also doppelt so grof3
(bis auf minimale Abweichungen) wie der klassische Wenie Erklarung dieser magneto-

mechanischen Anomalie liefert erst die Diracsche relatische Theorie des Elektrons.

4.2.1 Magnetische Kraftflussdichte5 auferhalb einer raumlich begrenz-

ten Stromdichteverteilung

Mit den Naherungen des vorangehenden Abschnitts erhaltdieamagnetische Induktion

gemalB = V x A aus @.32). Zur Berechnung benutzen wir die Formeln

V x (@f) = fV x @ —a x (ﬁf) (4.41)

und

Vx(@xb)=boV)i—(ioV)b+d(Vob)—bVod) . (4.42)
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Wir erhalten mit7 unabhéngig vor (V o 17 = 0)

— — — 1 - = 1
B=VxA= va(ﬁixf’)—(ﬁixf’)wi}
1 - - - -
_ = [(To V)i —(mioV)r+m(Vor)—r(Vomn)| — —z(mx7)xr
_ Mo = = K I
=2 moV)r+—=m(Vor)———=|m(for)—r(mor)
47 | ‘3 ‘T‘P N——
(4.43)
und endlich
3 (o &) & —
5 Mo 171 ) 17|
B=— ) 4.44
47 |7[3 ( )

Damit hatB dieselbe mathematische Form wie ein elektrisches Dipb(fedrgleiche2.54).

Dies gilt, wenn die magnetische Induktion hinreichend west von der Stromdichtevertei-

lung jv bestimmt wird. Das magnetische Dipolmoment ist duet8]) gegeben.

4.3 Magnetisierbare Materie

Durch die Elektronenbewegung in der Materie kdnnen sichiosikopische Kreisstrome aus-

bilden, die durch ihr magnetisches Moment das Vektorpaaéder Umgebung beeinflussen.

Abbildung 4.3: Modell mikroskopischer () \

Kreisstrome

A
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Einen ahnlichen Effekt hat das magnetische Moment des 8pies ungepaarten Elektrons.
Ublicherweise fluktuieren diese Beitrage, aber unter dekiig eines aueren Magnetfel-
des kann sich durch Ausrichtung dieser magnetischen Digioleyon Null verschiedener
Mittelwert einstellen. In Ferromagnetika sind die magsaten Elementardipole auch ohne
aulReres Feld ausgerichtet. Wir betrachten im folgendes Btitelwerte der mikroskopi-
schen Beitréage, die von ortsfesten Kreisstromen oder ile&hspins herrtihren.

Das Magnetfeld, genauer die magnetische Induktion, isdaasStrom der freien Ladungs-
trager und den Beitragen der ortsfesten magnetischen ©grastanden zu denken. Zusatz-
lich mUssen wir noch bertcksichtigen, dass Bewegungetrisieer Dipole ebenfalls einen
lokalen Strom verursachen kdnnen und damit einen BeitragEtFeld oder Vektorpoten-

zial liefern.

Qv

-q

©

v
I
Qv —v

Y
Oy v @ <

—~

Abbildung 4.4: Elektrischer Dipol

Beitrag elektrischer Dipole zum Magnetfeld

Wir diskutieren zunachst den Beitrag elektrischer DipalesStrom. Das Produkt Ladung -
Geschwindigkeit definiert einen Strom (der nicht mit derexkpentell zu messenden Strom-
starke zu verwechseln ist). Dieser Strom ist fur den elegfien Dipol aus Abbildung.4
durch

o (. d o (. dy 0+ 9 0
‘f‘a(”&)*qa(“i)—qad—a(q%f)—a (4.45)
gegeben, wobeidas elektrische Dipolmoment bezeichnet Natlie elektrische Dipoldichte,

also die Zahl der Dipole pro Volumen, dann ist die Polarisaf? = 5N und der Strom pro

Volumen, der mit der Stromdichte zu identifizieren ist, @gfich
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jPol = a, - (446)

Die zeitliche Anderung der Polarisation ergibt demnacladerden Beitrag elektrischer Di-
pole zur Stromdichte. Man spricht bﬁiol auch vomPolarisationsstrom. In der Magneto-
statik kommen jedoch keine Beitrage zeitlicher Ableitumger, so dass wir4.46) hier nicht

berticksichtigen miussen. Wir werden allerdings spater i@uBeziehung zurickkommen.

Beitrag magnetischer Dipole zum Magnetfeld
Als nachstes untersuchen wir atomar gebundene Ringst®md&ingstrom mit infinitesi-

malem magnetischen Dipolmomeitit:7, der am Ort” lokalisiert ist, liefert den Beitrag

3,2 (=1 =2
dgg{F}:@dm{r}x(r ) (4.47)

47 |7 — 7|3

zum Vektorpotenzial am Oit. Wir definieren nun didlagnetisierung M als das gesamte
magnetische Dipolmoment pro Volumen, also rlagnetische Dipolmomentdichte und

kénnen schreiben

Em {7y = M {7} & . (4.48)

Damit folgt aus 4.47)

po M {7} x (7 — )
47 |7 — 7|3

PAF) = a3’ (4.49)

und Integration liefert den gesamten Beitrag der magrieis®ipolmomente zum magneti-

schen Vektorpotenzial (vergleiche skalares elektris€tzgsnzial durch Polarisatio2.68)
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Amagn. Dipol {7} = // M7} < (F =) & (4.50)

|7 — 7|3

Beitrag freier Ladungstrager zum Magnetfeld
SchlieRlich haben wir noch den Beitrag der freien Laduségsr zur Stromdichtg,.; und
damit zum Vektorpotenzial nach Gleichurg15

Apei {7} = 10 / / / Ji {C/| . (4.51)

In der Magnetostatik setzt sich das Vektorpotenzial additis ¢.50 und @.51) zusammen

"I{F} = "Ifl"ei {F} + A)magn. Dipol {F} (452)

4.3.1 Einfuhrung des Magnetfeldesd

Zunéchst schreiben wid(50 um

/Tmagn. Dipol {F} - Z_;)_ // M{ } X V | _,/| dg’f’/ . (453)
Wir benutzen die allgemeine Formel
Vx(fd)=fVxa+Vfxi (4.54)

und haben
- - 1 1 M {7
M ox V! - S w01 o x AT
P 77

(4.55)

Wir betrachten rAumlich begrenzte MagnetlsierungenZ\fﬁi{tioo} = 0 und erhalten

o0 . M y
/// G MAT g (4.56)
=7
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Dieses Ergebnis ist leicht einzusehen, denn es gilt z. Bli&tir-Komponente

0 M}y 0 M{#}| 0,
/// lﬁy' R R

[e 9]

roaey |, /7 /aM{m
7 a | dr 4 — IS | de dy
// /8y’ 7| Y| oz [r—m| |

|- 00

—

M, ] g, ey ]
= — {Tﬁ} dz’ d2' — -/ {T;} do’ dy =0 . (4.57)
! /

—0o0
N—— N———
=0 =0

Damit wird aus 4.53

f_fmagn Dipol {T /// v >_<,M_§|T } d?’T’/ R (458)

und das gesamte Vektorpotenzial na¢tbp lasst sich schreiben als (vergleiche elektrisches
Potenzial 2.69)

Afry = Z—;/// I AT}V XMATS g3, (4.59)

=7

Der Anteil der magnetischen Dipoldichte am Gesamtfeld ésselbe wie der einer Strom-

verteilung

Jmagn {7} =V x M {7} | (4.60)

mit derMagnetisierungsstromdichte]‘magn. Die Berucksichtigung der magnetischen Dipole
geschieht demnach einfach dadurch, dass in der StromdreldeStrome und Magnetisie-

rungsstréme zusammengezahlt werden

jV = jfrei + jmagn — j“‘ jmagn y (461)
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wobei wir in Zukunft den Index ,frei* wie in der Elektrost&tiveglassen. Das Amperesche

Gesetz lautet damit
V x B = pujy = poj + JoJmagn = HoJ + 10V x M. (4.62)

Wir fihren nun ahnlich wie in der Elektrostatik eine neuedgebl3e, das

Magnetfeld

H=—B-M (4.63)

1
Ho

ein, alsoB = 110 H + poM (vergleiche im Gegensatz dazu= ¢, E + P), und erhalten daftr

das

Durchflutungsgesetz
VxH=7j . (4.64)

Die Rotation des Magnetfeldes ist also nur durch den Stronfrdeen Ladungstrager be-
stimmt. Die Einfihrung des Magnetfeldé% erfolgt analog zur Einfuhrung der dielektri-
schen Verschiebunf in der Elektrostatik. Genaugenommen sididind D nur HilfsgroRen,
Messgrofen sind' und B.

Die Dimension vonH ist A/m . Wahrend stet¥ o B = 0 gdiltig ist, ist im allgemeinen
VoH =# 0. Mit dem Stokesschen Satz folgt aus@4) fur den StromJ;,.; = J, der durch
eine Flaches: mit der Randkurve” hindurchtritt,

J://jod%://(ﬁxﬁ)od%:gfﬁode . (4.65)

4.3.2 Linear magnetisierbare Materie

Wir haben gesehen, dass elementare magnetische Dipoln@rmdienvon molekularen Kreis-
stromen herrtihren, einen Beitrag zur magnetischen Inoluli liefern. In einem &auReren
B-Feld werden die molekularen Dipole teilweise in Richtumlg\\é gedreht, oder es wer-

den die Molekulstrome verzerrt, so dass sich das magnetiBgholmoment andert. Fur
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diamagnetische oder paramagnetische Materie, nicht dagegj ferromagnetischen Stof-
fen kann man davon ausgehen, dass die Magnetisierung (ttksl kber alle elementaren
magnetischen Dipole) linear voi-Feld abhangt. Fir isotrope Stoffe kbnnen wir mit einer
Proportionalitadtskonstanteén., setzen

— —

1M = tB (4.66)

Damit folgt
poH =(1—-1)B | (4.67)

also auch eine Proportionalitat véhund H. Definiert man nun die relative Permeabilitat

und diemagnetische Suszeptibilitaty,, durch

1
= —— =14 Ym , 4.68
p=1—;=1+x (4.68)
so kann man auch schreiben
B = upoH (4.69)
und
M=xuH . (4.70)

Bei diamagnetischenStoffen sind keine permanenten magnetischen Dipole vaerartrst
wenn ein magnetisches Feld eingeschaltet wird, werden etisghe Dipole induziert. Nach
der Lenzschen Regel sind die induzierten Dipole dem erdeyeifreld entgegengerichtet.
Ym ISt deshalb negativ. Aul3erdem igt, praktisch temperaturunabhangig, aber betragsma-
Rig sehr klein (in der GroRenordnung, ~ —10~°). Nur in idealen Diamagneten, den Su-
praleitern, gilty,, = —1 (Meil3ner-Ochsenfeld Effekt, Herausdrangen des Magnetfeldes).
Diamagnetismus ist eine Eigenschatft aller Stoffe, demasgctParamagnetismus tberlagert.
Der Paramagnetismusrihrt her von permanenten magnetischen Dipolen, die imréal3e

Feld mehr oder weniger ausgerichtet werden. Esygilt> 0, x,, ist noch eine Funktion der
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Temperatur, da der Ausrichtungstendenz die Unordnundsteader thermischen Bewegung
entgegenwirkt.

In ferro-, ferri- und antiferrimagnetischen Stoffen handelt es sich um einen kollektiven
Magnetismus, bei dem sich unterhalb einer kritischen Teatpeganze magnetisierte Berei-
che im Magnetfeld ausrichten. Bei diesem nur quantenmeésttaarklarbaren Magnetismus

gilt die Proportionalitat4.66 nicht mehr.

4.4 Stetigkeitsbedingungen magnetischer Felder an Grenz-

flachen

Ausgangspunkt unserer Uberlegungen sind die Beziehungen
VoB=0 (4.71)
und dasDurchflutungsgesetz
VxH=7j . (4.72)

Wir untersuchen nach Abbildurgy5 die Grenzflache zwischen zwei Stoffen unterschiedli-

cher Permeabilitdten; und i, und setzen lineares Verhalten gemaf3

—

B = upoH (4.73)

voraus.
Ahnlich wie bei der Herleitung der Randbedingungen in dekEbstatik betrachten wir den

Zylinder in Abbildung4.5und erhalten im Grenzfalhh — 0

# Bo a2§ =0 (Ezoﬁ—éloﬁ)AS:// VoBdr=0 . (4.74)

Zylinder— Zylinder
oberflache

Hieraus folgt sofort, dass die Normalkomponenten foan der Grenzflache stetig sind

Bnorm 1= Bnorm2 ) (475)

in vektorieller Schreibweise heil3t das entsprechdnd|
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Einheitsvektor
senkrecht zu Sc

Abbildung 4.5: Zum Verhalten an magnetischen Grenzflachen

— —

fio(By—By) =0 (4.76)

Fir die Normalkomponenten des Magnetfeldes gilt entsjredh

,ulHnorml - ,u2Hnorm2 . (477)

DaVoB = 0 generell glltig ist, gilt auch4.76 ganz allgemein und nicht nur in der
Magnetostatik.

Zur Bestimmung der Tangentialkomponenten betrachtenieieloene rechteckformige Kur-
ve C in Abbildung4.5Im Grenzfall Ah — 0 erhalten wir flr hinreichend kleinAw mit

dem Stokesschen Satz aus dem Durchflutungsgesetz

%ﬁo dﬁz(ﬁ’xﬁ)Awoﬁg—(ﬁ'xﬁ)Awoﬁl://6><ﬁo d*v
C Sc
(4.78)
://jo %7 = joit' AhAw
Sc

wobei i’ in Richtung d*7 zeigt. Der letzte Term ist sicher null, wenn an der Grenzgch

keine Flachenstrdme vorkommen, da dann sighet — 0 geht mitAL — 0. Ist jedoch
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eineFlachenstromdichte

QSU = jS
von freien Ladungstragern vorhanden, dann folgt dugd nach Umschreiben des Spatpro-
dukts

Aw(ii’ x i) o (Hy — Hy) = Aw |7t x (Hy — H,)| o7’ = Awjsonii’ . (4.79)

Diese Gleichung gilt fur alle Orientierungen van senkrecht zum Normalenvektat so

dass wir folgern missen

i x (Hy — Hy) = js . (4.80)

Hierbei ist zu beachten, dags nur Tangentialkomponenten in der Grenzflache besitzen

kann. Die Tangentialkomponenten véh und H, sind

— —

Hltan = (’fi X Hl) X 1 (481)

und

— —

HQtan = (ﬁ X HQ) X n s (482)

ahnlich wie wir es fir tangential&-Felder friiher bereits kennengelernt hatten. Demnach

gilt fr die Differenz der Tangentialvektoren der Magnétés in der Grenzflache
ﬁZtan - ﬁltan = j_é X1 (483)

Nur wenn die Flachenstromdichfe verschwindet, sind die Tangentialkomponenten ¥bn

stetig. Fur die Tangentialkomponenten der magnetischaduklion gilt entsprechend
115" Batan — 111 Bian = ftojs X 7 . (4.84)

Die Beziehungen4.83 und @.84) gelten nur in der Magnetostatik, da das Durchflutungs-
gesetz 4.72 nur dort gultig ist.
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4.5 Randwertprobleme der Magnetostatik

Ausgangspunkt sind wieder die beiden Gleichungens = 0 undV x H = j. Vorgegeben
ist j in einem Raumbereich und auf dem Rand (V') sind Randbedingungen zu erfillen.

In einem isotropen linearen Medium gilt
V x B =ppoj . (4.85)

Ahnlich wie in (4.13 folgt in Coulomb Eichungﬁ o A = 0 firr das Vektorpotenzial

AA = —ppgj . (4.86)

Diese Poissongleichung gilt fir jede kartesische Komptendar Felder. Ist die Permeabi-
litat in verschiedenen Teilbereichen konstant, so ist dissdngleichung4.86) in diesen
Bereichen jeweils zu I6sen. Dann sind die Losungen mit dehdggkeitsbedingungerl (75

und @.83 aneinander anzupassen.

4.5.1 Randwertprobleme bei verschwindender freier Stromdthte

In diesem Fall giltj = 0, und wegerV x H = 0 gibt es ein skalares Potenzil,.,, SO dass

H=-Vdp., . (4.87)

Diese Definition des skalaren magnetischen Potenziallgeifiosollkommener Analogie zur
Elektrostatik. Setzen wir wieder ein lineares Medium mitnimudest stickweise konstanter

Permeabilitaj: voraus, dann folgt die Laplacegleichung

0=VoB= u,uoﬁ oH = —u,uoﬁ o §(I>mag = — 1o APrag (4.88)

fur dasskalare magnetische Potenzial

In nichtlinearen magnetischen Medien mit Magnetisieriigrhalt man aus
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ml

=VoB=uVo(H+M) (4.89)

mit (4.87) die Coulombgleichung

=

Adpe = Vo (4.90)

Im Vergleich zur Elektrostatik Gbernimmt hi&f o M die Rolle der Ladungsdichig,/, wenn
man einmal von einem Fakters, ' absieht. Falls keine Randbedingungen im Endlichen zu

erfullen sind, ist das

Poissonintegral

By {7} = /// v/; K{W} 3y (4.91)

eine Losung von4.90.
Wir nehmen an, dass die Magnetisieru%auf einen endlichen Raumbereich beschrankt

ist. Wir kbnnen dann das Poissonintegral vereinfachen dmalten

// V’oM{F’} d37’/ — ///6/0‘]\{{{’:} d3 / // M{—»/} V/ - d37’/
P [ =7 '|
GauBs:cherSatz # ]\:’4’{7_’:} o d2_, // M{ _ 1 _ d37"/
=7 =7

Fernkugel

V

/ / / f\f ;{iﬁ a*r (4.92)

da M {+o00} = 0 ist. Damit wird das magnetische Potenzial bei Magnetisigrin einem

beschrankten Raumgebiet.
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Proag {7} = —Vo/// f\f;{iﬁ d*r (4.93)

Beispiel 4.5.1: Homogen magnetisierte Kugel
Wir betrachten eine homogen #Richtung magnetisierte Kugel im Vakuum, wie in Abbil-

dung4.6veranschaulicht.

Abbildung 4.6: Homogen magnetiserte Kugel im '

Vakuum

i

Die Magnetisierung ist/ = M,é,. Das magnetische Potenzial erhalten wir nadhogd).
Wir habenr” = zé} + yéy + z€, und nutzen auRerdem Polarkoordinaten. Das Integted9

werten wir fur Aufpunkte > r, auf3erhalb der magnetisierten Kugel aus. Wir haben

<I>M{'F}=—4MZ/// T (4.94)

Kugel
Nach Ubergang auf ein neues kartesisches Koordinatenmsyste,w), dessen Ursprung im

Kugelmittelpunkt liegt, so dass= w o €, wird, kann in Kugelkoordinaten beztglich (u,v,w)

parametrisiert werden. Mi#” als Winkel zwischeriund+” folgt

2T T 1o

. 1
duiry = _E@ /// r2 + 12 — 2rr’ cos {0'})1/? rsin (0"} dr’ 46" df

000
u=cos{0"'}, du=—sin{6""} d¢’

- Y 4,
47r 82 // r2+r’2 2rr'u)l/? dr” du (4.95)

—-10
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ro
M,y 8 —2 u=+1
= _706_/ |:2 /(T2+T,2 —QTT/u)l/2 T/Q d?“,
z rr
0

u=-—1

r>rg,d.h.r>r’

0

— _%ﬁ/__l((r_r/) o (T+7’/)) 2 dr

2 0z ) rr
0
o1 [ & Myr?
- —M,—= 12 d I _ = OTO
09z r /T " 0z 3r
0
Daraus erhalten wir mit
OL 0,5 5 a9 ip r3 2 rcos {0} cos {0}
ozr 82(‘76 Ty ) 7 r3 73 2 (4.96)
das Ergebnigr > rg)
| cos{f} rEMof7

Dies ist das typische skalare Potenzial eines Dipolfeldés,wir es aus der Elektrostatik
kennen. Das3- oder H-Feld einer homogen magnetisierten Kugel ist ein Dipolfesteits

unmittelbar auf3erhalb der Kugel und nicht erst im Fernfeld.
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Kapitel 5

Spezielle Losungsmethoden am Beispiel

der Elektrostatik

Im Folgenden werden vier spezielle Methoden zur Losung &ifeerentialgleichung vorge-

stellt. Alle Anséatze werden hier in der Elektrostatik angedet, weil es daftir anschauliche
Beispiele gibt und relativ einfach Gberschaubare Zusanmiege betrachtet werden. Die
Anwendung ist aber nicht auf die Elektrostatik limitienslern kann in anderen Gebieten
der Elektrodynamik speziell oder noch allgemeiner in detuNaind Ingenieurwissenschatf-

ten verwendet werden.

Die wichtigste Lésungsmethode ist die Entwicklung von Liiggen nach orthogonalen Funk-
tionen, kurz Orthogonalentwicklung. Praktische Anwergkmfinden sich in der Berech-
nung der Signalausbreitung in Wellenleitern wie zum Beis@ilasfasern und Hohlleitern,
aber auch in der Chemie zum Beispiel fur die Berechnung éitaztells des Wasserstoffa-
toms oder in der Nachrichtentechnik bei der Anwendung sageter orthogonaler Kodie-

rung.

Eine recht einfach anmutende Methode ist die Verwendungeller Spiegelungen, um
Symmetrien auszunutzen. Die sogenannte Spiegelungsdeathade zum Beispiel bei der
Herleitung des Kirchhoffschen Beugungsintegrals fiir déee8hnung von Beugungsphano-

menen an homogen ausgeleuchteten Offnungen angewendet.

129
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Im Gegensatz zu den praktisch anwendbaren Methoden istadiadditung der Greenschen
Funktionen eher von theoretischen Interesse. Immerhin kaihdieser Methode zum Bei-
spiel auf die Abstrahlung von Antennen geschlossen wealesh) wenn keine konkrete LO-
sung vorliegt. Die Starke der Methode liegt eher im Bereiehkrklarung von Phanomenen
als in der konkreten Angabe von Ldsungen.

Wieder mehr Relevanz fur die Praxis hat die Anwendung kenésrAbbildungen. Hier ist
man darauf angewiesen, das zu l6sende Problem als zweglonafe Darstellung beschrei-
ben zu kénnen. Damit lassen sich dann Beispielsweise Kagpluvon Wellenleitern mit
unterschiedlichen Querschnitten berechnen. Eine dertiggten Anwendungen, die heute
noch intensiv verwendet wird, liegt in der Van der Pauw Methaur Messung des spezi-
fischen Widerstandes und des Flachenwiderstandes einekigegleformten Gebietes ohne
Locher, das auf seinem Rand uber 4 Punkte kontaktiert issn&bwird der Hallkoeffizi-
ent gemessen und mit Hilfe beider Messungen kann die Lathdggskonzentration in der
Scheibe bestimmt werden. Mit Methoden der konformen Ahinigikonnte Van der Pauw
zeigen, dass in die Berechnungen weder die spezielle Far@tdetur noch die Position

der Kontakte eingeht.

5.1 Ldsungsmethoden fir die Laplacegleichung mit Ortho-

gonalentwicklung

In diesem Abschnitt wird zunéchst die Laplacegleichungandsischen Koordinaten ge-
I6st. Es wird dabei deutlich werden, dass es sinnvoll ist,Hiife eines Skalarprodukts fur
Funktionen, spezielle Losungen als Basissystem von ootieign Funktionen zu formulie-
ren. Das geschieht in volliger Analogie zur Geometrie, woHilife des Skalarprodukts fur
Vektoren ein Basissystem von Vektoren formuliert werdenrnkdn gewissem Sinn kann
man die Funktionen als Vektoren mit unendlich vielen Konmgrtden verstehen und es wird
so maglich, beliebige Funktionen nach den orthogonalersBasktionen zu entwickeln. Als

Spezialfall einer Orthogonalzerlegung von FunktionerimeeDimension wird die bekannte
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Fourierentwicklung betrachtet. In einem allgemeinen Waitl die Orthogonalentwicklung
eines Potenzials flr ein beliebiges dreidimensionalesdinatensystem diskutiert. Im wei-
teren werden spezielle Losungen der Laplacegleichungdigchiedene Koordinatensyste-
me hergeleitet und mit der allgemeinen Lésung verglichen.EEnde des Abschnitts findet
sich eine Zusammenfassung der Ansatze fir die betracHet@linatensysteme und Geo-
metrien, sowie eine Aufstellung der verwendeten Basigfonkn mit ihren Eigenschaften.
An einigen Stellen werden die Losungen von speziellen Baffgalgleichungen als bekannt
vorausgesetzt, um den "roten Faden” nicht zu verlieren.iteressierte Leser findet etwas
genauere mathematische Betrachtungen zu diesen im Aihamdyselbstverstandlich in der

Literatur.

5.1.1 Zur LOsung der Laplacegleichung in kartesischen Koatinaten

Die Laplacegleichung in kartesischen Koordinaten

0? 0? 0?
_ S y g A
AV = 8x2v+8yv+62v 0 (5.1)

l&sst sich durch deRroduktansatz
Vi{a,y, 2} = X{a} Yy} Z{z} (5.2)
l6sen. Einsetzen dieses Produktansatzes. i) [jefert nach Division durchX'Y 7

XL;} dd {}+Y1 7 ;2 {y}+Z§ ; ddQZ{z}—O . (5.3)

Der erste Summand hangt nur vender zweite nur vory und der dritte nur vorr ab. Das

ist nur maglich, wenn jeder der drei Summanden konstari\istkonnen also z.B. setzen

1 d?
0 dsz{x}_ , (5.4)
1 & Yy} =—k , (5.5)

Y {y} dy?
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1 i2Z{z} = -k . (5.6)

Z{z} dz? ’
Im allgemeinen mussehy, k£, und k, komplex angenommen werden. Man spricht ey
auch von einenseparationsansatz Dieser ist im Anhangr in allgemeinerer Form darge-
stellt. Hier soll ein auf das Problem angepasster Losung$®&schritten werden, bei deim
undk, im weiteren als reell angenommen werden.

Aus (5.3 folgt mit denSeparationskonstantenk,, &k, undk, die

Separationsbedingung

K+ K4k =0 . (5.7)

Somit istk, nicht mehr frei wahlbar, sondern nach?) durch

2 1.2 2
e R (5.8)

k, = iy k2 + k2 (5.9)

festgelegt. Die Beziehunge®.d), (5.5 und (6.6) sind drei gewdhnliche Differentialglei-

chungen mit den allgemeinen Lésungen

X = Ay cos{kgx} + Bysin{kyr} , (5.10)
Y = Ay cos{kyy} + Bysin{kyy} , (5.11)
Z = A,cos{k,z} + B,sin{k,z} . (5.12)

Wegen b.9) und der Zusammenhange zwischen den Hyperbel- und demaomgetrischen

Funktionen

sinh{z} = —isin{iz} (5.13)
cosh{z} = cos{iz} (5.14)
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lasst sich$.12) wie folgt umformen:

7 — A, cos {ﬂz, k2 + k§} B sin{iz’z, /K2 + k;}
= Azcosh{z,/ki—i-kﬁ} +iB/ sinh{z,/kijtkg}
= Azcosh{zw/ki—i-ki} + B, sinh {z,/ki—l—@} : (5.15)

Eine partikulare Losung vorb(1) ist demnach

V = (Axcos {kxx} + Bysin {kyx})
- (Ay cos {kyy} + By sin {kyy})

: (AZ cosh{z\/k2 + k2} + B, sinh{z,/k§+k§}) (5.16)

Die allgemeine Ldsung der Laplacegleichuigl) l&sst sich als unendliche Summe tber
Ausdrucke der Form5( 16 darstellen. Dabei ist zu beachten, dassind &, kontinuierliche
Werte annehmen konnen und die KonstadenBy, A, By, A, und B, von diesen abhéan-
gen. Wir schreiben im folgenden jedoch nieht{%, } sondern verkirzt,, . Ebenso soll fur

die anderen Koeffizienten verfahren werden.iD&eine unabhéngige Variable ist, gilt

Az{kz} = Az{kxv ky} = Akwky
B{ks} = Bu{ks, by} = Bk, -

Unter diesen Voraussetzungen wird aus der Summe tber alengén ein Integral der Form

V = / / (A, cos{kyx} + By, sin {kcx}) - (Aky cos {kyy} + By, sin {kyy})

—00 —00

. (Akxyky cosh {21 / ]{?)2( + k}%} -+ ka,ky sinh {ZQ / ]{])2( + ]{]}%}) d]{]x dky .

(5.17)

Das Integral ist im Bereich, y, z € (—o0, o) vollstandig.
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5.1.1.1 Orthogonalentwicklung bei zwei- und eindimensicaen karthesischen Proble-

men

Dies gilt auch noch, wenn die Laplacegleichung nur von zwaordinaten, z.B. x und v,
abhangt. In diesem Fall wird der von der dritten Koordindib&ngige Faktor gleich eins
gesetzt, also gemal obigen Vorgaben Z=1.
Reduziert sich die Laplacegleichung auf nur eine Koor@inabhangigkeit, so wird die Dif-
ferentialgleichung durch Aufintegrieren gelost, also fur

82

AV =—V =0 5.18
52 (5.18)

folgt mit den Integrationskonstantén undd,

Wird das Potenzial auf einer geschlossenen quaderforn@dgenflache vorgegeben, ist der
Ansatz 6.17) unginstig und man kann einen einfacheren Ansatz wahleraloer nur in

dem eingeschrankten Bereich des Quaders vollstandig ist.

5.1.1.2 Spezialfall: Potenzial in einem quaderformigen Gaet

Wir betrachten das folgende Dirichletsche Randwertprabl@ie Seitenflachen und der Bo-
den des quaderférmigen Hohlraums in Abbilduh@d werden auf dem Potenzidd = 0

gehalten. Auf der Deckflache= ¢ sei das Potenzial

Viz,y,z=ct = Vela,y} (5.20)

beliebig vorgegeben.

WegenV = 0 auf den Seitenflachen= 0 undy = 0 missenA, in (5.10 und A, in (5.11)
verschwinden. Au$” = 0 fur z = 0 folgt weiterhinA, = 0in (5.15.

Die Bedingungl” = 0 fur x = a undy = b erfordert wegen der Periodizitat der trigonome-

trischen Funktionen zudem
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z Ve (x,y)
Z=¢C
Abbildung 5.1: Quader mit Kantenlangen | " 5
X=a [. y=b
a, b, c. -
e
b = him = = (5.21)
a
und
ky =kyn = %ﬁ (5.22)

mit ganzen Zahlemn, n. Fur alle anderen Werte voh, und k&, missen die zugehdrigen
Koeffizienten B verschwinden. Mathematisch elegant lasst sich diese ritatlscheidung

mit z.B.

mi

By, = mz::l By {k _ —} (5.23)

a
beschreiben. Die Werte, ,,, undk, ,, heiBenEigenwertedes Problems.
Da diese diskret sind, lassen sich die Integrale &bendk, aus Gleichungq.17) mit (5.23
in Summen Gbem undn umschreiben.

Eine partikulare Losung nach.(L§ nimmt fur dieses Problem also die Form

Vinn = BxBy B, sin {% aj} sin {% y} sinh {\/(?)2 + <%)2 z} (5.24)

an. Wobei der KoeffizienB, vonm, der KoeffizientB, vonn und der Koeffizients, vonm
undn abhangt, was im weiteren durch einen entsprechenden Irelgkath gemacht wird.
Da negative Werte vom undn wegen der Antisymmetrie der Sinusfunktion nichts Neues

bringen, kann mam, n > 0 voraussetzen. Die allgemeine LAsung ist von der Form
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o o0 9 2
V=3 Bt {25 o (M { () 4 ()|

m=1 n=1

Sie erfillt alle Randbedingungen aul3er derdei c. Daflir muss

2 353 s e[ () ()" i {2 b {27
(5.26)

gelten. Das ist eine Reihe mit den konstanten Koeffizienten

2 2
Con = BromBynBomn sinh {c \/ (T) + (%) } . (5.27)
a

Wahrend die Sinus- und Cosinusfunktionen 5l zusammen ein vollstandiges System

von Basisfunktionen im Intervall-oo, co) bilden, genugen fur das hier vorliegende Inter-
vall [0, ] allein die Sinusfunktionen mit:,» > 0. Prinzipiell gentugen auch die Cosinus-
funktionen allein, sie erfullen aber nicht die Randbedimgen auf den Seitenflachen des
Quaders fiir alle Werte von Somit lautet der im Intervall € [0, a],y € [0,5],z € [0,0)

vollstandige Losungsansatz fur das Potenzial im Quader &msetzen vorg(27) in (5.25:

V{z,y, 2} = mzzl ; Cminsin {mﬂg} o {m%} sinh {C\/(M)2 * (M)Q}

Zur Bestimmung der Koeffizientefi,, ,, setzen wir zunachsb(27) in (5.26) ein,

Vo {z,y,2} = i icm,n sin {m;rx} sin {%} (5.29)

m=1 n=1
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multiplizieren auf beiden Seiten mitn { 72} - sin {”'”y}

b
C (mrx) . [(n'my
Ve{x,y,2z} - sin sin § —
a
B = - o (mmxY . (nwyY . [m'mz) . [n'ny
—E g C’mmsm{ ” }sm{T}sm{ - }sm{ 2 } (5.30)

m=1 n=1

und integrieren dann die Gleichung tber die Grenzen des&satr undy auf

a b
!/ /
//Vc{a:,y,z}-sin{mﬂx}sin{nﬂy}dxdy
a b
00
y / /!

b
://ZZCmmsin{m;m}sin{n%;y}sin{m;x}sin{ngy}d:cdy.
0 0

m=1 n=1
(5.31)
Jetzt benutzen wir di®rthogonalitéatsrelation
2 | . (mrxYy . [m'mz ,
— sm{ } sin de =dpmm; m,m >1, (5.32)
a a a
0

wobeid,, ,,» dasKronecker-Symbol

1 furm=m'
Omm: = (5.33)
0 furm #m'

bezeichnet. Und vereinfachen damit die rechte Seite S@1)

a b
22 [ m/mx) . (n'my i
53//\/6{:15,3/,2} -sm{ - }sm{T} drdy = ZZCm,n5m,m’5n,n/
0 0

m=1 n=1

(5.34)

Somit erhalten wir eine Bestimmungsgleichung fur die Kaeffiten der Reihex(26)
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a b
4
Cm,m,:—b//vc{x,y}sin{ }sin{n }dx dy
a
00

138

m/mx !

;Ty (5.35)

a

Setzt man nun diese Koeffizientéh,, ,, mit m = m’ undn = n’ in die Entwicklung 6.28

ein, so bekommt man die allgemeine Ldsung fir diese Geoenetri

s { T

a

oo [ee] ab / ’
Viz,y,z} = ZZ %//Vc{x/,y'}sin{m;m }Sin{mr } Ao’ dyf
m=1n=1 00
: a2 | (nm)2
- snh {/(22)7 4 (3"}

jn )

sinh {\/(

°[§

Diese Funktion ist offenbar Losung der Laplacegleichumgegullt aber auch alle Randbe-
dingungen. Die Randbedingungeén= 0 auf den Randflachen aul3er= ¢ werden trivialer-

weise erfullt. Speziell fir = ¢ gilt

mna’ mmx

a a

Vie,y,z=c} = /a/bvc{g;',y'} (%nism{

an {2}
( {70} o {1

2 Y| ynmy o
2 }sm{ }) dz" dy’ . (5.37)

b

Einsetzen der

Vollstandigkeitsrelation

o0

Zsin{

m=1

mma’

2

a

mmnx

} sin { } =6{x—2a'} | (5.38)

a
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die im Intervall0 < z < a gilt, in V {z,y, z = ¢} aus 6.37) liefert

a b
V{x,y,zzc}://vc{x',y'}6{x—x’}6{y—y’} Ao dy = Vi{e,y) . (5.39)
0 0

wie ja in (5.20 gefordert war. Die Losung des Randwertproblems ist damdeitig be-
stimmt.

Das allgemeinere Dirichlet-Problem, bei dem das Poteaniader gesamten Quaderoberflache
(mit V' = 0 an den Kanten aber sonst beliebig) vorgegeben ist, lagstisich Superposition
von sechs Losungen des AnsatzZe28 mit den Koeffizienten gemaf® 35 erledigen, wo-

bei entsprechend der Ursprung verschoben bzw. die Kodatiaahsen vertauscht werden

mussen.

5.1.2 Verallgemeinerung der Orthogonalentwicklung

In der Vektorgeometrie wird das Skalarprodukt von Vektorerwendet, um die Koeffizien-
ten fur die Basisvektoren bei der Synthese eines beliebigktors zu berechnen. Mit dem

Ansatz

= 7’151 + 7’252 + T3€3 (540)

und der fur Basisvektoren geltenden Orthogonalitéat

G 08y =0mn; myn€{1,2,3} (5.41)

lassen sich die Koeffizienter), aus dem Skalarprodukt

T =T0€E,; mME {17 2, 3} (542)

bestimmen. Das Skalarprodukt findet also zum einen bei dairBeung der Orthogonalitat

und zum anderen bei der Koeffizientenbestimmung Verwendorgusgesetzt wurde dabei,
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dass das Basissystefn, e5, ¢35} vollstandig und orthonormal ist, sonst lassen sich nicht
beliebige Vektoren in der oben angegebenen Weise darstelle

Stellt man sich eine FunktioVi{z} als Vektor mit beliebig vielen Komponenten

7= Tlgl —+ 7"252 + ...+ Tooé)o (543)

vor, sollte diese Funktion mit Hilfe eines, noch zu definnelen, Skalarprodukts in Basis-

funktioneng,,{x} analog zu%.43 zerlegbar sein

V{z} = dgi{z} + gf{at + ...+ go{r}. (5.44)

Fur die konstanten Koeffizientef), miusste sich dann analog o142 eine Bestimmungs-
gleichung herleiten lassen.

Kapitel5.1.1hat bereits ein Verfahren zur Entwicklung einer beliebiganktionV {z, y, z}
nach orthogonalen Funktionen in einem eingeschranktemeGatrgestellt. Hier soll diese
Methode zunachst beschréankt auf eine Dimension nahersuicterwerden, um sie auf an-
dere Falle Ubertragbar zu machen und im weiteren auch aktibnen mehrerer Variablen
zu erweitern.

Schreiben wir zunachsb@4) in kirzerer Form

V{e} =) cgm{a}, (5.45)

und vergleichen die Orthogonalitatsrelation8r8@) und (5.41), so bietet sich folgende all-

gemeine Formulierung an

€2

/gm{x}gfn,{x} dz = 0 » (5.46)

1

wobeig* wie Ublich fir das konjugiert Komplexe varsteht, weil im allgemeinen auch kom-

plexe Funktionen zugelassen werden musserb.B2( waren nur reelle Werte zugelassen.
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Damit dies maoglich ist, missen dig,{x} im Intervall [z, z5] mindestens quadratintegra-
bel sein. Es bleibt jedoch die Frage, ob die Entwicklungig@iach %.45 auch tatsachlich

konvergiert. Um dies zu untersuchen definieren wir n&c#g zunéchst

N
Vn{z} = Z cLgm{z}. (5.47)

Konvergenz bedeutet dann, dass die Flaghewischen den Kurven voly{z} undV{z}

einen minimalen Wert annimmt. Mathematisch heif3t das

S, = / \V{z} — Va{x}|? dv — Minimum. (5.48)

1

Genaugenommen wollen wir sogar, dass die obige Differen2/fi— oo im Minimum zu

Null wird, also gelten soll

|
N—o0 N—oo

T2
lim S, — lim / iz} — Va{a}2de = 0. (5.49)
Wir setzen 5.47) in die linke Seite vong.48 ein und erhalten

S, = ?(V{x} — %1 c;ngm{x}) (V*{x} — ﬁ;lc;n,*g;,{x}) dx
= Vv dr= % o fan{av iohae - 3 o, [aidalv e} de

N N
DD / g {2} g {2} da (5.50)

m=1m'/=1 7

Um das gesuchte Minimum zu finden leiten wBt§0 zuné&chst nach einem beliebigen Ko-

effizientenc], und dessen konjugiertkomplexety * ab



142 KAPITEL 5. SPEZIELLE LOSUNGSMETHODEN

2

— /gmo {e}V{z}de + " (5.51)

2

— /gj;o {e}V{z}dz + ¢, . (5.52)

1

Nullsetzen der beiden Gleichungen liefert Bestimmundshlengen fur jeden beliebigen

Koeffizientenc,,_,, und dessen konjugiertkomplexes

2

d, = /gm{x}V*{x} dx (5.53)

x1
2

o, = /g;{x}V{x} dz. (5.54)

x1
Dies ist das Analogon zwb(42), welches wir oben gesucht hatten. AuRerdem rechtfertigt
dieses Ergebnis das Vorgehen im Spezialfall des quadegém@Gebietes, wo wir zur Be-

stimmung der Koeffizienterb(31) durch Aufintegrieren von5 30 erhalten hatten. Setzen

wir (5.54) in (5.45 ein,

o0

Vi{z} = Z C;ngm{$}
=3 [l et 5.55)
= [V e gnda o (5.56)

x1

so folgt die Forderung nach der Vollstandigkeitsrelation
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S g AeYgm{a} = 6{z — o'} (5.57)

da sonst%.56) nicht erflllt werden kann. Unter den obigen Vorausseteartgandelt es sich
bei den Funktionem,, um ein vollstandiges Orthonormalsystem von Basisfunlemmwie

es zur Entwicklung beliebiger Funktion&h x} erforderlich ist.

Im allgemeinen findet man bei der Losung der Laplacegleigmicht gleich orthonormale
Funktionen. Zum Beispiel sinsin {mxz} und cos {mz}, wie sie bei der Losung in karte-
sischen Koordinaten resultieren, wohl orthogonal, nieldloch normiert. Aul3erdem kon-
nen, wie im kartesischen Fall auch sichtbar wird, durchamusi xerschiedene Losungen
fim = sin{mz} und f,,, = cos{ma} der Laplacegleichung existieren. Damit diese L6-
sungen als Ansatz zur Entwicklung von Funktionen verwengetlen konnen, schreibt man

die orthonormalen Funktionesp), um in

gmir} = wiplr} fim{e} + wom{r} fom{r} = Zw]m{x} fimiz} , (5.58)

wobei die f;,,{z} die Lésungen der Laplacegleichung ung,,{z} die zugehotrigen Ge-
wichte darstellen, die erforderlich sind, um Orthonortdalder g,,{z} herzustellen. Als

neuer Ansatz zur Darstellung der Funktigkz } wird nun

V{z} =Y (cLmfrm{z} + combomiz}) =YD cjmfimiz} (5.59)

m=1 j=1

herangezogen. Hier wird vorausgesetzt, dass

/ fim{ztw o {z} -wi, {z} ff {z} do =

)

/ fjm{x}|wln{x}|2fl*n{x} dz =0j1 Omn (5.60)

x1
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gilt, was im einzelnen fir die Losungsfunktionen der Laplgleichung Uberpruft werden
muss. Die Bestimmung der Koeffizientey,, in (5.59 erfolgt wieder durch Multiplikation
beider Seiten der Gleichung mit; ,{x}|*- f,{x} und anschlieRender Integration. Wegen
der Orthonormalitat reduziert sich die rechte Seite nackfifurung der Integration auf den

Koeffizientenc, ,,,, wie im folgenden nochmals ausflihrlich gezeigt wird:

(559
/ (s} P A1) S (Comfumdw} + com fom{a}) da

xr1

= Zl / Cl,mfl,m{x}‘wj7n{x}|2f]in{x} + C2,mf2,m{x}|wj7n{x}‘2f;n{x} dax

- Z (Cl,mél,j(sm,n + 02,m52,j5m,n) =Cim - (561)

m=1

Einsetzen fuhrt auf die Bestimmungsgleichung fir die Kagdfiten

€2

Cim = / Ve wgmla} P Ao e} dr (5.62)

x1

Somit ergibt sich als allgemeiner Losungsansatz

v =YY / Vi Yy (@} P Fi {a'} A fy ) (5.63)

m=1 j=1 T

5.1.2.1 Spezialfall: Fourierentwicklung

Der wohl bekannteste Spezialfall der Orthogonalentwisgluon allgemeinen Funktionen
nach Basisfunktionen ist dieourierentwicklung . Durch Anpassen der Basisfunktionen und

der Gewichtsfaktoren
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fim{z} =cos{mz}  wi, =4/ m >0
onlz} = sin {nx Wy = 220n0 /1 n >0
, ) 2T m

sowie der Integrationsgrenzen

=0, Ty =27 (5.64)

und anschlielende Variablensubstitution

t
= 21ut = 2 — 5.65
T TV 7TT ( )

erhalt man die bekannte Darstellung zur Berechnung dert@bleimponenten

€2

Cim = / V{a}wim 25 f} do

x1

2w

_ / V {2} 2200 o fmar) da

2m
0
T
2 — Omyo
= = [ V{t}cos{m2nvt} 2rvdt
T
0
T
2 — 5m 0
=7 = [ V{t}cos{m2ruvt} dt (5.66)
0
und entsprechend
) T
Con = 5 / V{t}sin{n2nvt} dt . (5.67)

0
5.1.3 Allgemeine dreidimensionale Orthogonalentwicklug

In Abschnitt5.1.2wurde eine allgemeine eindimensionale Entwicklung vaegjksTatsach-

lich treten, wie in Abschnits.1.], fast immer mehrdimensionale Probleme auf.
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Abbildung 5.2: Orthogonalentwicklung

an einem beliebig geformten Korper. Das
Koordinatensystem wurde so gewahlt “
dass die Korperoberflachen mit Koordi-

natenflachen zusammenfallen.

%)

Beispielhaft soll ein allgemeingp, ¢, )-Koordinatensystem angenommen werden. Wir ver-
wenden hier absichtlich nicht die Koordinaten y, z), um die Allgemeinheit der vorgestell-
ten Idee deutlich zu machen. Wie in Abbildub@ gezeigt, sei ein beliebiger Kérper durch
die sechs Koordinatenflachere {ry;r2}, p € {p1;p2} undq € {q:; ¢2} begrenzt. Auf den

Oberflachen des Koérpers gelte

0 furr =r, oderp € {p;p2} oderq € {q1; ¢}
Vip.q,r} = ) (5.68)
Vedp, g} flrr=r,
Analog zu Abschnitb.1.1wird zur L6sung der Laplacegleichung
0? 0? 0?

AV =—V+—V+—=V=0 5.69
op? + 0q>? + or? ( )

ein Produktansatz

VAp,q;r} =P{p} Q{q} R{r} (5.70)

verwendet. Auf Grund der analogen Randbedingungen wie ntesiachen Beispiel wird
es auch in diesem Fall zwei Satze diskreter Eigenwerte dgddPns geben, die wie zuvor

durch die Indizesn undn beschrieben werden. Somit ist durch

Vi A0, 47} = P AP} Lonin {0} Ronn {1} (5.71)

eine partikulare Lésung des Problems gegeben. Nun solbjedeunktioner?, Q undR in

ein geeignetes orthonormales Funktionensystem entwialetien, wobei die partikularen



5.1. ORTHOGONALENTWICKLUNG 147

Lésungen als Grundlage dienen. Um die Ubersichtlichkeitstzu erhohen, behandeln wir

zunéachst nur die FunktioB:

P {p} o P {0}

[
NE
NE

1

3
I
S
I

[
WE
NE

Clm,n (wtf,m,n ’ ffm,n {p} + w;j,m,n ' f27?m,n {p})
1

3
I
S
I

2
> fhn 0} (5.72)

j=1

[
WK
NE

i
A
3
I
A

Wobei die Basisfunktionerf und ihre Gewichtev unten mit den Eingenwertindizes und
rechts oben mit ihrem Funktionsindex bezeichnet sind, ddiwialle drei Funktionen je-
weils ein eigenes Orthonormalsystem wahlen kdnnen soltaoh diec’ sind fur alle drei
Funktionen unterschiedlich, der Index wurde der Uberatikeit halber jedoch weggelas-

sen. Wir verfahren genauso mit den anderen Lésungen

2

Qm,n {Q} - wlg,m,n ’ fl?m,n {Q} + MQQ,m,n ' f2Q,m,n {Q} - Z CZQ,m,n ' fé?m,n {Q} (573)

(=1
2
Rm7n {T’} - wlﬁm,n ’ fz,zm,n {T} + w;?m,n ’ f;,zm,n {T’} - Z CZzz,m,n ' flz,?m,n {T} (574)
h=1

und erhalten als vollstandigen Lésungsansatz:

2
Z C; ,m nffm,n {p} CZQ,m,an,Qm,n {Q} ngz,m,nfifm,n {T’}

1 h=1
2

NE
™3
Mw
Mw

V{p7Q7T} -

17

3
Il

n

14

ool

[
WE
WE
Mw

Cj,@,h,m,nffm,n {p} fé?m,n {Q} f}fm,n {T} : (575)

1n 1 ¢4=1 h=1

3
I
I
I

Ly

Wobei wir fiir alle einzelnerf; die Orthogonalitatsrelationen

[ Fial et} F i 4 = B (5.76)
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im entsprechenden Variablenraum, sowie die Vollstangigiedationen

> Srmada Hejmala} P f e} = 6{z — '} (5.77)
m=1

voraussetzen. Unter dieser Bedingung lassen sich die Kiegffen wieder durch Multipli-

kation und Integration bestimmen:

2 2 2
Z Z Z Cj,é,h,m,n - (578)

/// V{p7Q7r} |w]mn| |w5mn| |whmn| jmn{p} Z%n{Q}f;%n{T} deqdp

pP1 q1 71

Wir ersparen uns das Einsetzen und weisen noch darauf tas dila Gewichtev selbstver-
standlich von der jeweiligen Koordinate abhé&ngen kénnen.

Dieser allgemeinste Ansatz kommt fast nie zur Anwendung!Wdilen im weiteren davon
ausgehen, dass, wie in Abbildubg, die Randbedingungen stets auf Flachen vorgegeben
sind, fur die eine Koordinate konstant ist. UB {8 weiter zu vereinfachen schreiben wir

die Randbedingung aus.g8 als

Vi{p,q.r} = Vi{p,q}o{r —ry} fur pe{pi;p} und ¢ {q:q}. (5.79)

Einsetzen in%.78 lasst das Integral Gberin sich zusammenfallen und es bleibt

2 2 2
2.2 Cithmn= (5.80)
j=1 /=1 h=1
p2 q2

‘/C{p7Q} ‘w]mn| ‘wémn‘ jmn{p}fékr%n{Q} hmn{r2} dqdp

P11 q1

Ubrig. Wir hatten auch die Randbedingung aué in (5.75 einsetzen kdnnen und daraus
die Bedingung
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Velp. b =D 3 3N Cronmat P o0 fat SR a2} - (5.81)

m=1n=1 j=1 (=1 h=

—

erhalten. Durch die Abkirzung

CJ/ Lhommn Cj757h7myn ' f}fm,n{TQ} (582)

lasst sich nun das Potenzial in der Form

Vg =3 S S S S P 2 }Jf’“{{}} (5.83)

m=1n=1 j=1 (=1 h=1
darstellen. Wir benutze®(81) und (.82 um mit den Orthogonalitéats- und Vollstandigkeits-

relationen die Koeffiziente@”, zUu bestimmen

3l,hymmn

Z jlhmn — j/’,f,l,mn—i_CIZan (584)
P2 Qg2
/ Volpoa} ol {0} Pl A0} P £7 (P} 22, {0} dgdp.
P1 q1

Aus der Randbedingung{p, ¢, = 0} = 0 wird eine zweite Bestimmungsgleichung fur

die Koeffizienten

: S0}, S {0}

» Lm0 L o LLZmnl 5.85
7, 1mmn fi]?mm{,rz} 74,2,mmn f§m7n{r2} ( )

hergeleitet.
Es lasst sich nach dem gesagten eine Art “Kochrezept” fut.dasn der Laplacegleichung

angeben:
1. Geeignetes Koordinatensystem wahlen, welches den Rdimfungen angepasst ist.

2. Basisfunktionen finden, welche die Laplacegleichungré®ies kann, wie bereits fur
kartesische Koordinaten gezeigt, z.B. durch einen Praohsetz geschehen und soll

im weiteren auch fir andere Koordinatensysteme durchgefigrden.
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3. Nachweis der Orthonormalitat der gefundenen Funktionen

4. Nachweis der Vollstandigkeit der gefundenen Funktionen

5. Bestimmung der Koeffizienten aus den Randbedingungen.

Die Schritte2 bis4 kénnen meist durch Nachschlagen in der Literatur bewaltegtien. An-
gemerkt sei noch, dass einzelne Funktiogiesen Wert Null annehmen kdnnen, wenn man
das Koordinatensystem geschickt wahlt, wie wir ja beregiglen kartesischen Koordinaten

gesehen haben.

5.1.3.1 Kartesische Koordinaten: Quaderformiges Gebiet

Wir wollen den vorgestellten allgemeinen Produktansatz

Vip,q,r} =P{p} - Q{q} -R{r} (5.86)
mit
R {T} = wﬁm,n ! ff,zm,n {T} + w;?m,n ' f27,€m,n {T} (589)

auf den in Abschnitb.1.1behandelten Fall der kartesischen Koordinaten Ubertrddaru

benutzen wir die folgenden Variablenzuodnungen:

p= x; P= X
r= z; R= Z

Fur das Potenzial im inneren eines Quaders, der das Gebiet
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z—2 €[0,x],

y—y €[0,y0],

z—2 €10, 2

umschliel3t, lassen sich die Lésungen aus Taliellel zusammensetzen, falls das Potenzial
auf der Quaderoberflache het z, beliebig vorgegeben und auf den anderen Quaderflachen

Null ist. Dies kann durch geeignete Wahl des Koordinatetesys stets erreicht werden.

Tabelle 5.1.1:L6sung der Laplacegleichung in einem quaderformigen Gebie

fl,m,n wl,m,n f2,m,n w2,m,n P1 D2 Bem.
P - - sin {mwx;—f(} \/—2_;5;"’0 2l +xyg|m>0
Q - - sin {mry;—oy/} \/—27;()"’0 vy +y|n=>0
R|cosh{k,- (=20} | - |sib{b,- G420y - [-] - | -

Dabei istk, festgelegt durch

k2 = <T)2 + <T)2 . (5.91)
Lo Yo

Wir hatten in Abschnitb.1.1.2diesen Fall bereits fufz’, v, 2’) = (0,0,0) undzy = a,

Yo = b, zo = c behandelt.

5.1.4 Losung der Laplacegleichung in Zylinderkoordinaten

In Zylinderkoordinaten soll die Radialkomponente mibezeichnet werden. Es gilt hier

p = /22 + y?> wohingegen der allgemeine Radiysvie er auch in Polarkoordinaten benutzt

werden wird, als" = /22 + y? + 22 definiert ist.

Die vollstandigd_aplacegleichung in Zylinderkoordinaten
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19 ([ 0 1 [ o>
v pIp (papv) T <5‘¢2v> ToaV =0 5:92)

wird durch derProduktansatz

Viip, 0,2} = R{p} {9} Z{z} (5.93)

analog zu dem irb.1.1fur kartesischen Koordinaten vorgestellten Weg geltstsé&rzen

liefert nach Division durchiR® 2
1 1d 1 d? 1 a2

d
R0} p (pd—pR{p}) (e et O 7

Z =0 . (5.9
717] a2 {z} (5.94)
Die ersten beiden Glieder hangen nur yoond ¢ ab, der letzte Term nur von Deshalb

kann man die Terme separieren und schreiben:

1 d2 )2
70 @Z{z} =K’ . (5.95)

Dies ist die bereits aus Abschnif.(.1) bekannte DGL%.6). Dabei mus4,, im allgemeinen

als komplexwertig angenommen werden. Die allgemeine Lgautet

A, cosh{k,z} + B,sinh {k,z} fur k! imaginar mitk, = ik,
7 = (5.96)

Al cos{k,z} + B,sin{k,z}  furk,reell
Im weiteren wird hier nur noch der erste Fajlimaginar betrachtet, der dann relevant ist,
wenn die Potenzialverteilung auf Boden oder Deckel einessylinders mit geerdetem
Mantel bekannt ist. Dieser Fall ist in Abbildurtg4 dargestellt. Ist das Potenzial auf dem
Mantel bei geerdetem Boden und Deckel vorgegeben, miussambén der Laplaceglei-
chung fur den zweiten Fall gesucht werden. Formal kann aleendweiteren vorgestellte

Losung verwendet werden, wekndurchik, ersetzt wird.
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Einsetzen vong.95 in (5.94) liefert mit k, = ik’ und nach Multiplikation mif?
p d 1 d?

R{p} dp ® (¢} do?

Man kann nun den dritten Term separieren und setzt

(pdipR{p}) TR+ o{p}=0 . (5.97)

R
@ {0} d¢?

Die allgemeine Ldsung dieser harmonischen Differenteagiung ist ebenfalls bereits be-

d{p} = —m? . (5.98)
kannt

O {¢p} = A,cos{m¢} + By sin {mo} (5.99)

fahrt aber hier nur dann zu eindeutigen Potenzidlefr }, wennm eine ganze Zahl ist.
FUr R {p} ergibt sich nach Einsetzen voB.98 in (5.97) und Dividieren durchy? die Glei-

chung

d? 1 d m?
— R - R - R{pN=0 . 5.100
dﬁ{m+p®{m+(z ﬁ){m ( )

Dies ist dieBesselsche DifferentialgleichungMan bringt sie durch Variablentransformati-

onz = k,p in die Standardform

TRt + LR+ (1) Refat =0 (5.101)
Mit
oy (D oy
Jm Az} = <§> ;)jlr{j +m+ 1} <§> ' (5.102)
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definiert man didBesselfunktion erster Art der Ordnungn. Dabei ist die Gammafunktion

als das Eulersche Integral zweiter Gattung

o0

T {p} = / et Pl dt (5.103)
0

definiert. Sie stellt die Erweiterung der Fakultdtauf beliebige, auch komplexe, Zahlgn
dar. Fur nichtganzzahlige: sind J,,, {z} und J_,, {x} zwei linear unabhéangige Lésungen
von (5.107).

An dieser Stelle soll nicht auf den Lésungsweg flr die Bes$ad Differentialgleichung
eingegangen werden. Er wird in AnhaRd..3dargestellt und ist auch in der einschlagigen
Literatur oft zu finden. Hier werden die Losungen als bekammausgesetzt und nur ihre
Eigenschaften soweit notwendig diskutiert.

Wir sind wegenm € N nur an Besselfunktionen ganzzahliger Ordnung interds&are

zweite linear unabhéngige Losung erhélt man durch

Jo{x}cos{an} —J_,{x}
sin {ar}

N {2} = lim (5.104)
oa—rm

N {z} heiBtNeumannfunktion oderBesselfunktion zweiter Art der Ordnungn. Auch

auf ihre Entstehung soll hier nicht ndher eingegangen werBessel- und Neumannfunk-
tionen niedriger Ordnung sind in Abbildug3dargestellt. Dazu ist zu sagen, dass die Neu-
mannfunktion alle bei Null divergieren, wahrend f};{0} = 0 gilt, falls m > 0.

Die L6sung der Besselschen Differentialgleichung laugshdach

R{p} = Ay Jm{kup} + By Now {kup} (5.105)

Dieses Ergebnis ist durchaus Uberraschend, denn es géstbaif kein unabhangigés.
Stattdessen steht in der RadialabhéngigkeiteiDies hat im weiteren Auswirkungen, wenn

wir Randbedingungen in radialer Richtung einfihren.
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Abbildung 5.3: Bessel- und Neumannfunktionen niedrigedr@ng

Nach dem Gesagten ist

V{p, 6,2} = (A, Jm{kup} + By Ny {kup})
- (Ap cos {m¢} + By sin {mo}) (5.106)
- (A, cosh {k,z} + B,sinh {k,z})

mit Konstantemd,, B,, Ay, By, A,, B, und ganzzahligemm eine partikulare Losung der La-
placegleichungg.92. Dies ist unter den genannten Randbedingungen die aligsteesepa-
rierbare Losung in Zylinderkoordinaten. Aber es gibt noditere Lésungen, die nicht sepa-
rierbar sind, zum Beispiel die Summe von zwei Lésungen demK6.106. Somit ist wie in
Abschnitt5.1.1auch die Summe Uber alle Werte vbneine Lésung der Laplacegleichung.

Wegen des kontinuierlichen Charakters vgmuss auch hier wieder die Integraldarstellung

v / (ApJn {kap}  +B, Non {kup})

N m=0

- (Apcos {m¢} +Bysin{me}) (5.107)
- (A, cosh{k,z} +B,sinh{k,z}) dk,




156 KAPITEL 5. SPEZIELLE LOSUNGSMETHODEN

herangezogen werden. Wobei die Konstanten alle von beideffikienternn undk, abhan-

gen kdnnen! Sie mussen aus den Randbedingungen bestimdarwer

5.1.4.1 Orthogonalentwicklung bei zwei- und eindimensioalen zylindrischen Proble-

men

Fallt eine der Abhangigkeiten aus Symmetriegrinden wetyjziert sich, wie bereits im
kartesischen Fall angemerkt, die Darstellung von einem drd ein zweidimensionales
Problem.

So wird z.B. bei Rotationssymmetrie= 1 und damitmn = 0.

Im eindimensionalen Fall, z.B. bei Zylindersymmetrie, kahl" = 0 durch integrieren

geldst werden. Es geniigt schon die Bedingung

62
82
i, 5.109
5572 =0 (5.109)
mit den homogenen Losungen
Z =diz+dsy (5.110)
b =dsp+dy (5.111)

die sich im Fall der Zylindersymmetrie auf = d, und® = d, reduzieren. Fir die radiale

Abhéangigkeit bleibt <pa%R) = 0 mit der homogenen Lésung

R:d51n{ﬁ} + dg (5.112)
Po

Ist das Problem von z unabhéangig, witd= 1 gesetzt und es resultigtf = 0.
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5.1.4.2 Spezialfall: Zylindrischer Bereich

Wir untersuchen nach Abbildurig4die Potenzialverteilung in einem Zylinder, in dem keine
Raumladungen vorhanden sind. Als Randbedingung ist da#at auf der Boden- und

Mantelflache zu Null vorgegeben, und auf der DeckelflachdasPotenzial durch

V{p,d,z=h}=Vi{p, o} (5.113)

bestimmt. Es handelt sich um das zylindrische Analogon ztoblEm des Quaders in Ab-

schnitt5.1.1.2

T

V4

> Vi (p9) =V (p,9z=h)

/V (p = pO:d):Z) =0

Abbildung 5.4: Zur Berechnung des Po- e | 7 _ypi’
tenzials in einem zylindrischen Bereich. x = pO}K
‘/ V(pad):Z:O):O

Die allgemeine Losungb(107) der Laplacegleichung lasst sich fur diesen Fall verelmgac

Zum ersten kann densh die Randbedingung auf dem Boder{0 < p < po, ¢,z =0} =0
nicht erfullen. Zum anderen kénnen wir die Neumann-Fumidroals Losungen ausschlie-

Ren, da diese bei= 0 divergieren. Damit bleibt der Losungsansatz

Vi{p, ¢,2} = 70 io A, Jm {k.p} (Ay cos {m¢} + By sin {me})

—00 M=

- B, sinh {k,z} dk, . (5.114)

Weiterhin muss auf dem Zylinderdeckel gelten

Vipoz=hl = | 3> Ay du {kep} (Aycos {mo} + Bysin {me})

—oo m=0

. B, sinh {k.h} dk. (5.115)
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so dass wir%.114 umschreiben kénnen in

Vipdz) = | 5 AyJm {kep} (Agcos {me} + Bysin {mo})

—oo m=0
,sinh {k,z}

dk, . 5.116
“sinh {k.h} ( )

Wegen der Randbedingung{p = po, #,0 < z < h} = 0 werden diek, nur diskrete Werte
annehmen kdénnen, welche durch die Nullstellen der Bessdiftnen bestimmt sind. Die

ersten Nullstellen7,,, ,, mit J,,, { Jnn} = 0 undn > 0 sind:

m =0 Jo, = 2.405, 5.520, 8.654
m=17J.,=3.832,7.016, 10.173 (5.117)

m =2 Jo, = 5.136, 8.417, 11.620

(5.118)
Fur hohere Nullstellen gilt die asymptotische Formel
mm s
S —— = . 5.119
TIm, nm + 2 1 ( )
Angemerkt werden soll noch, dass im allgemeinen gilt
I ATwn} #0 fir m#m', n>0. (5.120)
Damit wird es gunstig, zu schreiben
k.A{m,n} = ‘7:" : (5.121)
0

Setzen wir dies in den angepassten Ansatil9 ein, so erhalten wir den allgemeinen

Ansatz fur diese Geometrie
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‘ / sinh {“7;;’" z}
P} (Ag cos {mo} + By sin{mg}) stmh{—J”} :

V=30 A { e
n=0 m=0

(5.122)

Dabei ist das Integral Gber die wegen deren Diskretheit in eine Summe Ubéibergegan-

gen.

Um die Koeffizienten zu bestimmen bendétigt man noch die Owinmalitatsrelation

)
PIm s ——p ¢ JIm —p ¢ dp = 0p (5.123)
p(Q) J?nJrl {jm,n} ) £0 £o

und die Vollstandigkeitsrelation

i 20 I { 222/ } 3 { 2222}
p(Q) J%nJrl {jm,n}

n=1

=6{p—p} . (5.124)

Auch fur das Potenzial in einem zylindrischen Bereich |&gdt der in Abschnitb.1.3dis-

kutierte allgemeine Ansatz benutzen. Fir den ZylinderdeerBereich

p € [0, po]
¢ € [0,27] (5.125)

z—2 €10, 2

umgibt, sei das Potenzial auf dem Zylinderdeckelbet z, beliebig vorgegeben und alle

anderen Oberflachen auf Potenzial Null. Mit den Variablsegungen
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lassen sich die Funktionen aus Tabéll&.2in den allgemeinen Ansatz einsetzen.

Tabelle 5.1.2:Potenzial auf dem Zylinderdeckel vorgegeben.

fl,m,n wl,m,n f2,m,n w2,m,n P1 | P2 Bem.
j’m,n \/% _ _
7) Jm {p—op} POJm+1{Jm,n} 0 Po | M 2 0
Q cos {m ¢} \/2726—:0 sin {m¢} \/—2726:’0 0|27 |m>0
R cosh{m(z—z’)} - sinh{M(z—z’)} - - - -
po PO

Ist in dem durch%.125 definierten Bereich ein Zylinder gegeben, dessen DeckeBa3
den auf Potenzial Null liegen und fur dessen Mantel ein bajes Potenzial vorgegeben
ist, so kdbnnen mit den Variablenersetzungen von oben di&tleuren aus Tabelle in den

allgemeinen Ansatz eingesetzt werden.

Tabelle 5.1.3:Potenzial auf dem Zylindermantel vorgegeben.

fl,m,n W1,m,n f2,m,n W2,m,n P P2 Bem.

Plim {zﬁrn%} - - - - - n>0

Q| cos{mo} \/2725%0 sin {mo} \/2725%0 0| 27 |m=>0
. — 2 2—0n.0 / /

R - - sin {ﬂnzzoz } \/T 2012 +2In>0

Beispiel 5.1.1:  Zylindersymmetrisches Potenzial auf demyinderdeckel

Als weitere Einschrankung sei nun das Potenzial auf denmdstdeckel unabhéngig van
Ansonsten ist die in Abbildurty5 gezeigte Geometrie die gleiche, wie sie eben behandelt
wurde.

Da das Potenzial auf der Deckflache unabhangig yast, muss mam: = 0 fordern. Aus
dem selben Grund verschwinden die- undcos-Terme aus%.122. Es kommen weiterhin

nur solchek.-Werte in Betracht, die
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v/
Ly Va(P) = V(p.pz=h)
z=h [

Abbildung 5.5: Zur Berechnung des Po- -V (p=p9,2) =0
tenzials im Zylinder bei zylindersym- y=p

R . — Po
metrischem Potenzial auf dem Zylinder- y—
deckel X=p

X V (p,,z=0)=0
k.{0,n} = ‘f’" = Kon (5.126)
0

erfillen. Damit machen wir fir die Potenzialverteilung diemsatz

© sinh {/{70 nz}
) Ly sinh {ko,z) 5.127
Vv {p7 ¢7 Z} ; CO,n Jo { O,np} sinh {k07nh} ( )

mit konstanten Koeffizientety, ,,, die hier aus der Multiplikation der ursprunglichen Ein-
zelkoeffizienten hervorgegangen sind. Diese Funktiotitesftenbar die Randbedingungen

auf der Boden- und Mantelflache, wo= 0 gilt. Auf der Deckflache ist

Vi{p} = i Con Jo{konp} (5.128)
n=1
mit den Koeffizienten
PO
Cop = P()Jiijo} O/ Vi dp} o Jo {ijO’"p} ap (5.129)

Die Losung

PO

[e'e] PO
Jo,n sinh{ko.nz
V= n; P Ofvh Y o {_ p/} dp’ Jo {konp} 7sinh§kg:nh{ (5.130)
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ist nach dem allgemeinen Satz eindeutig bestimmt, jedéehahdere als Ubersichtlich.

Beispiel 5.1.2: Konstantes Potenzial auf dem Zylinderdeek

Als weitere Vereinfachung sei ein konstantes Potenzidp} = Vi = const auf dem Zylin-
derdeckel vorgegeben. Wir bestimmen die Koeffizienterhdiinsetzen dieses Potenzials in
(5.129

PO
2 Jon
anifl/,]{—’}d. 5.131
0, ng%{%n}o 0P Jo pop p ( )

Fir die Besselfunktionen gibt es in der Literatur eine gré®ahl bekannter Beziehungen.

Dazu zahlt

[ranto} do=paiio} (5.132)

Anwenden aufy.13]) liefert

2

Cop=——W
O Tom I {Ton} "

(5.133)

und damit folgt ausg.127)

(5.134)

©0 Jo{konp} sinh{kg,z}
1% =2V 7 7
{pv gbv Z} 0 ; \70711 J1 {jom} sinh {ko,nh}

wobeik ,, = % gilt. Die Auswertung der Reihe ist aufwendig. Bl h muss/ {p, ¢, 2z} =
Vo sein. Damit folgt fui0 < p < pg

2 3 {“70"/)} =1 5.135
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Beispiel 5.1.3:  Besselférmiges-Potenzial auf dem Zylindgeckel
Die Losung wird dann sehr Gbersichtlich, wenn auler einden@effizienter, ,, in (5.127)

verschwinden. Dies lasst sich mit einer Potenzialventgjlgemar

Vilo} = Jo{kowp} (5.136)

auf der Deckflache erreichen. Die Koeffizienten ergebenwietler durch einsetzen dieses
Potenzials in%.129

PO
2 Jon! Jom
ani/J{ ’ } J{—’ }d =0 . 5.137
0, p%J%{Jo,n}O 0 pop pJo pop p : ( )

Die LOsung in diesem Fall lautet dann

sinh {ko n/Z}
= k / - ’ 5.138
Beispiel 5.1.4: Potenzial auf dem Zylindermantel vorgegedn
Ist das Potenzial auf dem Mantel hei= p, gegeben, so gilt im Bereich
0<p<npo (5.139)
0<¢<2r (5.140)
0<z<h (5.141)
fur das Potenzial auf dem Zylinder:
V;{Z,QZS} far P = Po
V= s=h . (5.142)

0 far
oder =0
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Wir benétigen also einen Losungsansatz nach Tabell

v Z Z Jm{Znﬂ'h} mnsnl {md)} + Bzmncos {md)}) sin {nﬂ';} (5143)

— Jm{mﬂpo}

5.1.5 Zur L6sung der Laplacegleichung in Polarkoordinaten

Die Laplacegleichung in Polarkoordinatenlautet

1d/,d 1 d /. d 1 d?
R (P e 7 [ 0 — Vv V=0 . (5144
r2 dr (T dr ) * r2sin {0} do (Sm{ } deo ) + r2sin? {0} dep? ( )

Der Produktansatz

Vi{r. 6,0} = R{rt ©{0} ¢{e} (5.145)
ist angebracht, wenn Randbedingungen auf Kugelflacheregeri. Einsetzen des Ansatzes

liefert nach Multiplikation mit

72 sin® {0}
R{ry© {0} @ {s}

(5.146)

die Beziehung

sin? {0y d [, d sin {0} d “in 1 B
ot (P r ) + ) () e ) + {w}(sim)

Die ersten beiden Summanden hé&ngen nurnvandd, der letzte nur vorp ab. Man kann

separieren und setzt

1
@ {p} dso
mit der allgemeinen Losung

O {p} = (5.148)
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@ {p} = A, cos {mp} + B, sin {mp} , (5.149)

die wir dieses Mal fur den spateren Gebrauch in den Kugekig@itinktionen mit Exponen-

tialfunktionen schreiben wollen

O {p} = A, exp{ime} + B, exp{—ime} . (5.150)

Dies stellt firm > 0 die L6sung des Azimutalanteils dar. Auch die Exponentré{fionen

erfullen auf dem Intervall < ¢ < 27 eine Orthogonalitatsrelation

2m
1
o /exp{imgp} exp{—im'p} dp = Opm - (5.151)
7T
0

Weiterhin bilden die Exponentialfunktionen ein vollstéges System mit der Vollstandig-

keitsrelation

% > explimp} exp{—img'} = 6{p - ¢} . (5.152)

m=—0Q

Eindeutigkeit von® {¢} verlangtm ganzzahlig. Aus¥.147) folgt durch Einsetzen von
(5.148 und nach Division durckin® {6}

1 d/,d 1 d /. d m?
S — S 0 —oefo ) - —  —
R{r} dr (r d'rR{T}) T m{e e {6 @ (Sm{ b 3a1 }) s {0y "
(5.153)
Der erste Term hangt hier nur vendie beiden tbrigen hangen nur véab. Wir schreiben

mit der Separationskonstantéf + 1)

R{lr} % (TQ%R{T*}) =(l+1). (5.154)

Diese Differentialgleichung hat fur£ —% die allgemeinen Lésung
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1 r\" 70\ 1
Rir} = Apr' + Bl = A, (E) + B, (?> . (5.155)
Somit erhalten wir durch einsetzten vasa154 in (5.153 nach Multiplikation mit© {6}
und umsortieren

1 d (/. d m? B
S0 (0] 40 (sm {0} @@ {9}) + (€(€+ 1) — m) o{t=0 . (5.156)

Ublicherweise transformiert mas.156 mit x = cos {0} auf die Form

d% ((1 —gﬂ)d%@x {x}) + <£(£+ 1) — 17_”—2

12

) 0, {z} =0 . (5.157)

Dies ist eine verallgemeinerteegendresche Differentialgleichung Wiederum soll hier
keine Ldsung hergeleitet werden. Diese ist im Anh&i4 zu finden. Hier werden zur

Losung der Laplacegleichung zunéchst die

Legendre Polynome ,
~ 1 a ¢

definiert. Firm # 0, aberm ganzzahlig findet man nur Polynomlésungen vbri%7), die

fur ganzzahlige > 0 beix = +1 nicht divergieren, wenn

me{—l;—(—1);...50;...; (0 —1);¢}
also |m| </ (5.159)

gilt. Fur ein vorgegebengsgibt es also nut2/ + 1) mogliche Werte vonn. Hierbei erin-
nern wir uns, dass nacb.(l59 /¢ gerade die radiale Form des Potenzials charakterisiegt. Di
Losungsfunktionen vorb(157 heil3enzugeordnete Legendre Polynomend lauten

Im]

P {z} . (5.160)

Py} = (1)1 = 2?)mir ddx -
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Es ist alsoF,,, = P,_,,. Die zugeordneten Legendre Polynome heiRen dwsgendre-
Funktionen und werden haufig in der For@,* geschrieben. Wegen der Verwechslungsge-
fahr mit der Potenzierung wurde hier die Schreibw@igg mit zwei Indizes unten gewahlt.
Fur festesn bilden die Funktione,,, {z}, ¢ = 0,1,2,... auf dem Intervall-1 < z < 1

ein vollstandiges Orthogonalsystem, mit

1

[ P (@} P i} o= (5.161)

(4+1(0—m)!
2 ((+m)

AuRRerdem erfillen sie die Vollstandigkeitsrelation

Z HTl Ei J_r :Z;: Pom{x} Pom {2’} =0{z —2'} . (5.162)
=0

Es werde daran erinnert, dass {0} durchzx ersetzt wurde. Ricktransformation véni60

fuhrt auf

© {0} = Py {cos {0}} = (—=1)™(1 — cos® {#})™/? 3 Py {cos {#}} (5.163)

B

(cos {6})™
Fassen wir zusammen, so erhalten wir eine partikulare LgBpR, 6, ¢} von (5.144 durch
einsetzen vonH.150, (5.1559 und (6.163 in den Produktansat® (149

Vo {r.0,0} = (Ar (}0)6 + B, (%)M) Py {cos {0}}

- (Ay exp{imp} + B, exp{—imep}) (5.164)

Die Losungen des Azimutalanteils lassen sich statt als Saauch als eine einzige Expo-
nentialfunktion darstellen, falls: nicht von Null bis Unendlich, sondern von minus Unend-
lich an gezahlt wird. Die Funktioaxp{im} ist fur positive und negative ganzzahlige

vollstéandig im IntervalD < ¢ < 27 und mit dieser werden nun die
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Kugelflachenfunktionen

Vi (60,0} = \/ 2t Eﬁ;g: Pom {cos {0} exp {img}  (5.165)

gebildet. Sie sind auf der Kugeloberflache orthogonal

21

/Y;’,m’ {07 ()0} Yf,m {07 90} sin {0} dg dSO = 5@,(’ 5m,m’ . (5166)
00

und sie sind auch vollstandig

Do Y0 Ym0 0} = {p — '} 5 {cos {0} —cos {6'}} ,  (5.167)

(=0 m=—/

weil P, ,,, undexp{imep} vollstandig sind. Kugelflachenfunktionen niedriger Ordgwsind

EZO {Y0,0 :\/%_7(

Yii = —/ % sin {0} exp {ip}

(=1 ¢ Yio =4/2cos{b}

Yi-1 =/ sin {0} exp {—ip}

Yoo = 14/22sin” {0} exp {i2¢}
Yo1 = —4/ é—i sin {0} cos {0} exp {ip}
(=2 Yoo = /2 (3cos? {0} — 1) (5.168)

Yo, 1 = /22 sin {0} cos {0} exp {—iyp}
Yoo = 14/32 sin” {6} exp {—i2¢}

Die allgemeine Losung der Laplacegleichubdl@4 lasst sich als



5.1. ORTHOGONALENTWICKLUNG 169

VA{r6.0y =3 > (Ar + B ) Ve (0,0} (5.169)
=0 m=—+¢
o) l , ) o .
B ; n;f e (7"_0) * Bt (7) Po.m {cos{0}} exp {imep}

schreiben und ist im gesamten Raum gultig. FiUr jede quadegtiable Funktion lasst sich
die Randbedingung auf einer Kugeloberflache erfillen. é&st Botenzial im Kugelmittel-
punkt endlich, wirdB, ,, = 0 und der Koeffizient4,,, lasst sich z.B. aus der Vorgabe eines
Potenzials auf der Kugeloberflache mit Radius r, unter Verwendung von Orthogonali-

tatsrelationen berechnen.

5.1.5.1 Orthogonalentwicklung bei zwei- und eindimensiocaen polaren Problemen

Im Fall der Azimutalsymmetrie wird im Produktansa& 149 & = 1 gesetzt, bei Eleva-
tionssymmetrie setzt man die Polarkomponeate= 1 und im unphysikalischen Fall der
radialen Unabhangigkeit wir = 1 gesetzt.

. . . . . . . o d o d o d o
Fur die beiden eindimensionalen Faﬁégev =0, 5V =0und 5V =0, d—(pV = 0 werden

Losungen durch einfaches Integrieren gefunden. Im ersa#is&tzt mank = 1 undO© =1

und erhalt

im zweiten Fall mit® = 1 und® = 1 resultiert

d
V=R=—"+44d, . (5.171)
T

Der Fall der Unabhéangigkeit vonund ¢ fuhrt nach etwas Rechnung nitt= 1 und® =1

auf die Losung

V = 0O =ds-artanh {cos {0} } + dg (5.172)
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Die zweidimensionalen Losungen kdnnen als Spezialfal@den hergeleiteten dreidimen-
sionalen L6sungen aufgefasst werden.

Die Zuordnung zum allgemeinen Lésungsansatz lautet

p=r (5.173)
q = cos{0} (5.174)
r= (5.175)

Ist das Potenzial auf einer Kugel vom Radigsvorgegeben, so kann man die Funktionen
aus Tabellés.1.4in den allgemeinen Lésungsansatz einsetzen und so einem@$snsatz

erhalten, falls der Mittelpunkt der Kugel im Ursprung liegt

Tabelle 5.1.4:L6sung der Laplacegleichung in Polarkoordinaten

fl,@,m wl,é,m fQ,Z,m ’w27£7m D1 Do Bem.
7
P (L) ] ] : — :
To
¥ m| < ¢
Q | Pom {cos {0}} | /2L Y 2)! ] e
2 (t+m)! L
' 1
R | exp{imy} L ] ] T :

Beispiel 5.1.1:  Dielektrische Kugel im homogenen Feld

Wir untersuchen nach Abbildurtg6 eine dielektrische Kugel vom Raditusmit Dielektrizi-
tatskonstante; in einem homogenen elektrischen aul3eren Feld= F,é,, das von einem
Kondensator mit fester Flachenladungsdichte erzeugtmsgige. Im elektrischen Feld wird
die Kugel polarisiert, und ihr Feld Uberlagert sich dem atd$e ursprunglich vorhande-
nen Feld. Das Potenzial muss die Laplacegleichung im gesaRaum unter Beachtung der

Randbedingungen an der Kugeloberflachesrfé o und flrr — oo erfullen.
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P €¢Ep E’O = €4,

g—
—

Abbildung 5.6: Dielektrische Kugel im homogenen elekihnise Feld.

Wir fihren Polarkoordinaten mit Ursprung im Kugelmittefpa ein. Da das System rotati-
onssymmetrisch zur-Achse ist, h&ngt das Potenzial nur verund 6, nicht dagegen vom
Azimutwinkelp ab. Wir kdnnen im Produktansadz = 1 setzen und es folgtz = 0. Somit

istV =V {r,0} und lasst sich darstellen als

ﬁ|ﬁ

+ B, (%)”1> Py {cos {6}) (5.176)

0

V{r,@}zi(%lg(
SI

/=0
n (Bg (%)M  Peo {cos {9}}) (5.177)

(=0

I
| =

<

- (+(7)
> )é - Py {cos {9}})

0

Da das Potenzial flir — oo nicht divergieren darf, muss die erste Summebid {7 abbre-

chen, wenn Terme mit Potenzen grél3er Eins auftreten. Mit

Poo{z} =1 (5.178)
PLQ{I‘} = X (5179)
und allgemein  Pio{z} = P, {z} (5.180)

gilt somit fur den Aul3enraum> r, die Entwicklung
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° 41 .
Vo {r,0) = Ay + AlrL cos {0} + > B (%) Py {cos {0)) (5.181)
0 =0

Das elektrische Feld resultiert aus der Definition des Poizls

E=-VV
B 1 0 L0 10
( ?rsin{0} %V - QTEV * €9T 89V)
Betrachten wir die Terme zunéachst einzeln:
QV {r,0} =0 (5.182)
8@ a 9 - .
0 Ay - ro\t [/ To
eraTVa—er <To COS{9}+;Bg(€+]_) (7’> <_r2>> (5.183)

0 Air 1 [ 9P, {x}
%Va = o (—sin{0}) + ZBZ ( ) ((‘gx

Und fassen dann wieder zusammen:

) (—sin{0}) (5.184)
x=cos{0}

E, =—¢ (— cos{0} — Z (T—())HQ P, {cos{@}})

- 591 (—Alr sin{f} — Z Be (7’0> sin{0} Lﬁgix}

r

) (5.185)
z=cos{0}

Die z-Komponente des Feldes hat man auf der positivé&thse, also fué = 0, und damit

A B 2
Eo{e=0y=0,2>r) = ‘_1+Z ZH(e+1) (7;?) Pg{x}’ (5.186)
0 z=
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Im AuBenraum mit — oo muss das Feld wegen der Randbedingungen an den Kondensa-

torplatten gleich dem urspriinglich vorhandenen Fel#, sein. Damit folgt aus5.186

Al = _EO *To (5187)

Im ladungsfreien Innenraum der Kugel muss das Potenzidiadndleiben. Dies erfordert

fur r < ry die Darstellung

00 4
Vi{roy =34, <:—0) B {cos {0} . (5.188)
/=0

Fir r = ro ist das Potenzial so zu bestimmen, dass die Tangentialkeenp®vor¥ und die

Normalkomponente vah stetig sind. Ersteres erfordert die Stetigkeit ionalso

‘/i {T07 9} = Va {T07 9} ) (5189)
letzteres die Bedingung
- oVi{r,0} e, OVair, 0} (5.190)
(‘97“ =70 87“ =70

Damit folgt aus $.181) mit (5.187 und (6.188

—Egrgcos {0} + Ao+ Y (By — A}) P {cos {0}} =0 (5.191)
=0

sowie fur die Ableitungen auf dem Rand der Kugel
= By AN =
—eoEocos {0} =Y (el + 1) + =) P{cos{0}} =0 . (5.192)
—0 To To
Da die Legendre Polynome orthogonal sind, missen die Keetfien der Legendre Reihen

selbst verschwinden. Nach.1789 und 6.179 ist es gunstig%.192 umzuschreiben

By By A > B, AN -
—ca——| € B 27— 4 g2 0}-) (eall+ )= +&0=") P 6}y =0.
gaTO <5a 0+ €a o +€To cos {0} 2 ea(l + )r0+€ o v {cos{0}} =0
(5.193)
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Man sieht dann, dass fir = 0 in (5.193 B, = 0 gefordert werden muss. Schreiben wir
auch 6.190) um,

Ao+ By — Ay + (By — A} — Egro) cos {0} + > _ (By — A}) Py {cos {0}} =0 (5.194)

(=2

so folgt mitB, = 0 die Bedingung4, = Aj,. Fur ¢ = 1 ergibt sich aus$.194

und aus 5.193
B Al
—ea By — 25, — 5L =0 (5.196)
To To
mit dem Ergebnis
3 g
B =—-FE - 5.197
1 07"026sz Ye ( )
und
3e
Al = —FE = 5.198
1 07"026sz te ( )

Fir ¢ > 2 folgt aus 6.193 und 6.199

B, — A, =0 (5.199)
B A
al+ )= +e0=t =0 (5.200)
To To
mit der Losung
A, =B,=0 fare>2 . (5.201)

Damit ist das Potenzial bis auf eine willkirliche Konstadigfestgelegt. Wir wahled, = 0

und erhalten fir das Potenzial im Innenraum
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3e 3e
Vi=— > Foz = — *—F 0 5.202
2, + & 0% 26+ & o cos {0} ( )

und im Au3enraum naclh (187

Ea— & T

2e, + & 73

Vo= — {1 + } Egrcos{0} . (5.203)

Dies ist das Potenzial des ungestorten Feldes, dem dasAakemes Punktdipols im Ur-
sprung mit Dipolmoment (vergleich2.63)
Ea — &j
) =4 32— Fe, 5.204
p TET %, + e 0€ ( )

uberlagert wird. Im Innenraum herrscht ein homogenes Feld

} = *—Fy 5.205
2, + & 0 ( )

das wegern; > ¢, geringer als im ungestorten Fall ist. Die dielektrische &@riebung im

Innenraum ist

3€.6;

Ey, = eoFE; + P 5.206
2€a+€i€o 0 = EoLs + ) ( )

Di = 6160Ei =

wobei fur die letzte Gleichhei(74) benutzt wurde. Fir die Polarisation erhalt man

- - g —1
P =D;—¢cyE; =3
0 2e, + €

€0€aEQ . (5207)

Da das Feld konstant ist, gilt fur die Polarisationsladudgte

op=-VoP =0 (5.208)

im Innern der Kugel. An der Oberflache befindet sich, da dad Eekinen Sprung macht,

die Polarisationsoberflachenladungsdichte

—

goFyomn — 5OEi o = —fio (ﬁa - i) =0ps (5.209)
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wobei7i einen nach auf3en weisenden Normaleneinheitsvektor alfudgrioberflache dar-
stellt und beachtet wurde, dass die Normalkomponenteﬁ/soletig ist. Wie in Abbildung.7
veranschaulicht ist, wird die Oberflachenpolarisatiortilagsdichte durch die ausgerichte-

ten Dipole an der Oberflache verursacht.

S I D
Q— — D
@ N> °
© _— D x> _— )
Abbildung 5.7: Ausgerichtete —> — ) — 2
Dipole an der Kugeloberflache | ¢ ——— & _— :
@

Diese Dipole erzeugen ein Gegenfeld, das die Feldstarkamarh der Kugel reduziert. Im

Vakuum-AufRenraum gi}f’; =0,e, = 1 und somit ist

— 61—1
QPSZROﬁ:3€02

s Epcos {0} . (5.210)

5.1.5.2 Entelektrisierung

Die durch die Polarisationsoberflachenladungsdichtersadhte Verringerung des Feldes
im Kugelinnern bezeichnet man dsitelektrisierung . Die Differenz
L L g—1 = 1P

En=FE, — Ey = — Ey=——— 5.211
N 0 g + 2 0 3¢eo ( )

heit entelektrisierendes Felh und 2 haben entgegengesetzte Richtung. Einen &hnlichen
einfachen Zusammenhang mit einem homogenen Feld im Digdekt erhalt man fur Kor-
per, die die Gestalt eines Rotationsellipsoids besitzen Gdenzfalle davon sind. Allgemein

gilt die Beziehung

E,=Ey— N— | (5.212)
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wobei sich dieEntelektrisierungsfaktoren unterscheiden. Es ist = 3 fur Kugeln, N = 1
fur Kreiszylinder mit &u3erem Feld senkrecht zur Achse the: 1 fir unendlich ausge-

dehnte Platten mit auRerem Feld senkrecht zur Platte.

Beispiel 5.1.2:  Punktladung im freien Raum

Das Potenzial einer Punktladur@ im freien Raum nach2(20 soll mit Kugelflachenfunk-
tionen dargestellt werden. Dazu mussten wir eigentﬁgi% nach Kugelflachenfunktionen
entwickeln. Wir wahlen hier einen anderen Weg und besahmethe Punktladungy, die
sich am Ort(r', 0', ') befinde, als eine inhomogene Flachenladungsdighteuf einer Ku-
gel vom Radius’. Wir setzen zunachst = Qs -6{0 — 0'}6{¢ — ¢’} und erhalten als
Raumladungsdichtey = s -d{r — ’}. Nun kénnen wir die Flachenladungsdichieaus

der Gesamtladun@ der Kugel

Q= /// ovd®r = Qs 1" - sin{0'} (5.213)
zu
0s=Qs-0{0 —0'}-5{o— ¢} = %5{9 —0'}-0{p — ¢’} (5.214)
' sin{0'}
bestimmen.

Fur das Potenzial innerhalb und aul3erhalb der Kugel macheman Ansatz

A mL/Z B m%7(£+1)f..0< </
1,e, (7" ) + 1t (r ) urd=sr=r (5215)

V=>"Y" Yin{b ¢}

1=0 m=—¢ A27[7m (%)é + B27[7m (%)_(Z-H) far »’ <r

Mit den Randbedingungen, dass das Potenzial im Kugelmitték endlich bleiben muss
und auf der Fernkugel nicht divergieren darf sowie auf deg&loberflache stetig sein muss,
ergeben sich fur die Konstantesy ;,,, = 0, Az, = 0uUnd Ay o, = Bogm = Arsn und

somit
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(,)g furo<r <y’

e (5.216)

00 )4
V= Z Z Aé,m Yé,m{ea SO} '

=0 m——¢ far " <r

Die KonstanteA,,, in (5.219 wird aus dem Sprung im Normal-, also Radialanteil, der
dielektrischen Verschiebung an der Kugeloberflé@hze(@ - 51) |.—~ = o0s berechnet und

fuhrt zunachst auf

0s = ¢ Z Z Apm Yo {0 2“ L 05 5{0— 01 0o — ) (5.217)

=0 m=—¢
woraus nach Orthogonalentwicklung

2£+1 Q

= Qs Y {0 ¢} sin{0} = 5 Y7, {6 ¢} (5.218)

50A£,m '

folgt. Somit ist

- ’ r\ 4 .. /
Q 1 1 o) ) furosr<r
V==.—. 7Y47m{0790}'yzm{0’w}. 7",
go 1’ ;mz—é 20+1 7 T?)ZH fare’ <7
(5.219)

offenbar das Potenzial einer Punktladu@gam Ort (+’, ¢, ¢’). Wir erhalten aus dem Ver-

gleich mitV = ganz allgemein

47r€0 |

)é faro <r <y’
)z+1

(

‘Z\lﬁ

00 l
1
izﬁ 2.0, 2£+1Y4m{9,s0} Vim0 @'}

(=0 m=— fuarr’ <r

(5.220)

—~
<
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5.1.6 Multipolentwicklung

Das Potenzial einer beliebigen Ladungsverteilung lautBeehalb der Quellen

1 Y 3,/
= . d’r’. 5.221
4ree /// |77 — | " ( )

Das Potenzial in groRer Entfernung von den Quellen sollesyatisch diskutiert werden.

Fir diesen Sachverhalt kann man annehmen, dass sich diéielung im Zentrum ei-
ner Kugel mit dem Radius, befindet. Wegen der groRen Kugelausdehnung erscheint es
zweckmalig den Radialteil und den Winkelteil voneinandeseparieren, wie es mit dem

Ansatz

Z Z G557 Yem{0ho}r™ (t+1) (5.222)
660

geschieht. Bei dem Ansatz wurde gleich berticksichtigts das Potenzial auf der Fernkugel
nicht divergieren darf. Didultipolmomente ¢, errechnen sich, indem man i5.221) das
Ergebnis $.220 aus Beispieb.1.2des vorigen Abschnittes einsetz5.Z21) und (.222)

gleichsetzt und schlief3lich eine Orthogonalentwickluagetifiihrt. Man erhalt

Qom = / / / 01" Y {0, ¢} & (5.223)

mit dem charakteristischen Produkt aus Ladung und Entfeymum Ursprung zur Potenz
(. Der Ausdruck Moment rihrt aus dem Vergleich zur Mechani,das Drehmoment aus
dem Produkt von Kraft und Abstand zum Drehpunkt errechned.Wwiohere Momente er-

rechnen sich aus der Kraft und dem zur Potémzhobenen Abstand. Fir einen Monopol
pr = q-d*{r} ist £ = 0, der Dipol wird durch/ = 1 gekennzeichnet, wie durch direktes

Ausrechnen von

o T fff oo
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SENELYY /e
=4/— /// o(x' — 1)) dg':—\/g(pxoex—ip_’oe*)
8T 8T vy
qm:,/i-///gz’d?":—,/ip;oe; (5.224)
’ 47 47

leicht einsehbar ist. Multipolmomente mit negativer Aztadardnung m kdnnen aus denen

mit positivem m wegen5.165 aus

G-m = (=1)" (5.225)

ermittelt werden.

5.2 Die Spiegelungsmethode

In diesem Abschnitt geht es darum, das Potenzial einer Lgahamteilung zu bestimmen,
wenn zusatzlich gefordert wird, dass das Potenzial auf &ldehe verschwindet bzw. kon-
stant ist. Aber auch der Einfluss einer Grenzflache zwischateldlien kann mit Hilfe der
Spiegelungsmethode erfasst werden. Zur Losung des Prsell@chder Einfluss der Grenz-
flache durch eine virtuelle Ladungsverteilung aul3erhadtbeé¢rachteten Gebietes erfasst. Es
ergibt sich, dass die virtuellen Ladungsverteilungen sgeardnet sind, als seien sie Spie-
gelbilder der urspriinglichen Verteilung, die an der Gredfe sichtbar waren. Daher rihrt
auch der Nam&piegelungsmethodeDie virtuelle Ladungsverteilung wird auch égpie-
gelladung bezeichnet. Das Potenzial berechnet sich dann als Ubeulageler Potenziale
der urspringlichen und der virtuellen Ladungsverteilidigses Problem hat bereits fur sich
Bedeutung. Es erweist sich aber zudem als nitzliche Vatbhatgfir die nachfolgend zu be-
handelnde Methode der L6sung der Poissongleichung mit cegrschen Funktion, bei der
die urspringliche Ladungsverteilung eine Punktladungaene beliebigen Ort ist. Zur Ver-

einfachung wird im folgenden immer davon ausgegangen, @iesSrenzflache durch eine
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geerdete Metallflache gebildet wird, sie kann aber auchhdumei verschiedene Materialien
gebildet werden. In diesem Fall sind die Spiegelladungeagso wie bei einer metallischen

Grenzflache anzuordnen, sie haben nur eine modifiziertergadu

5.2.1 Die Spiegelungsmethode flur ebene Flachen

Zunéchst soll hier der Einfluss einer ebenen geerdeten Ktk auf die Potenzialvertei-
lung einer Punktladung im freien Raum untersucht werdem.béfrachten nach Abbildung
5.8 eine Punktladung) bei - = 2’ > 0 auf derz-Achse und fordern, dass das Potenzial
in derzy-Ebene bek = 0 verschwinden moge. Beispiel hierflr ist ein Elektron voresi

geerdeten Metallplatte. Wir suchen das Potenzial in debétane: > 0 vor der Platte.

, V()
s
I’2
L
Q=-Q Q

Abbildung 5.8: Punktladung vor geerde- -z 7 Z—>
ter Ebene |

z=0

Bei der Spiegelungsmethode geht man folgendermal3en vor.deat im Losungsgebiet
z > 0 zunachst das Potenzial der ungestérten Punktladuag und versucht dann durch
Anbringen zusatzlicher Ladungen auf3erhalb des Losungsgsldie Randbedingung auf
der Grenzflache zu erfillen. Wie wir sehen werden, reicheber ebenen Grenzflache eine

zusatzliche Ladung aus. Setzt man namlich eine sogendekteésche Spiegelladung

Q =-Q (5.226)

an die Stelle
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z=—2 (5.227)

1 Q@
Y0 <|fn'+ va|)
_ ! Q@ - Q
dreo \ Va2 47+ (2= 2 2y + (2 +2)
_ 1 Q B Q
 d7eg <\/p2+(z—z’)2 \/p2+(z+z’)2> (5.228)

mit p? = 2% + ¢

Offenbar ist die Randbedinguig{z,y, z = 0} = 0 erfillt. Das System der beiden Punkt-
ladungen erzeugt dasselbe Potenzial wie eine Punktladundglie auf einer Metallplatte
influenzierte Oberflachenladung. Da das Innere der Metdipfeldfrei ist, erhalt man flr

die influenzierte Oberflachenladungsdichte

ov
os{r,yy = Do Aw,y,2=0p = —6052 0
e I ) (2 +2)
T |2+ - et
__ e < (5.229)

Cor (P2 + 2/2)3/2

Integration Uber die, y-Ebene liefert die gesamte influenzierte Ladyrdg dy = pdp do)

Quut = /7 os {z,y} dz dy

21 oo

_ Q7 p
T on // R REE dp d¢ (5.230)
0 0
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=-Q

o[l

Die gesamte influenzierte Oberflachenladung ist also glééch Negativen der influenzie-
renden Ladung.

Man kann nun einfach das Superpositionsprinzip und dieggpi@agsmethode kombinieren,
um das Potenzial einer im positiven Halbraum befindlichentikaierlichen Ladungsvertei-
lung ov {z,y, z > 0} anzugeben, das der Randbedinglihgr, y, 2 = 0} = 0 genuigt. Man

erhalt es in Analogie einfach als Summe zweier Coulombnateg

Q{x y Z,} / / /
V{xy,z>0}_47T80///\/ GG _Z/)2dz dz’ dy
(5.231)

/// Q{x y Z//} dZ// dl‘/ dy/
R N e Ve e

—00 —O0

Mit der Abbildungsvorschrift” = —z" undp {z"} = —p {z'} resultiert in volliger Analogie
zu (5.228 im Raumbereich > 0

oo o0

“wll [

0

(5.232)

/ / /
_ pley. 2} dz’ dy’ d2'
Ve =22+ @y —y)+ (e +2)?
Ist die Metallflache auf einem konstanten Potenzial, sdtiesidas ganze Potenzial aus der

Uberlagerung von dem hier dargestellten mit der Potergitdilung, die die Metallplatte

allein erzeugen wirde.

5.2.2 Die Spiegelungsmethode fur Kugelflachen

Leider lasst sich die Spiegelungsmethode nur fir wenigehield explizit durchfihren. Fr

eine geerdete Metallkugel in Abbildurlg9 kann man Ort und Grol3e der erforderlichen
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Spiegelladungsverteilung einfach angeben. Man bendéigtlich fir eine influenzierende
Punktladung nur eine punktférmige Spiegelladung. Aus Segimiegrinden missen Ladung
@' und Spiegelladun@” auf einer Achse angeordnet sein, die durch den Kugelmititédip
verlauft. Mit den Bezeichnungen von Abbildubg befinden sichy’ bei (0,0, z’) und Q"

bei (0,0, 2”). Der Kugelmittelpunkt liegt im Ursprung, und der Kugelnaslistr,.

P (x,y,2)

7 —>

Abbildung 5.9: Zur Spiegelungsmethode bei Kugelflachen

Das von Ladund)’ und Spiegelladun@” erzeugte Potenzial ist

1 / "
V= g (e )
(5.233)
Q' N Q"
47T50\/(‘752 +y?+ (2 = 2)?) 4750\/($2 +y?2+ (2 — 2")?)

Die Randbedinguny” = 0 auf der Kugeloberflache erfordert zum Beispie{0, 0, z = o} =

0undV {0,0,z = —r¢} = 0. Dies fuhrt auf

@ I (5.234)
(TO _ Z/)Q (7,0 _ 2/1)2
und
@ _ & : (5.235)

\/(7’0 + 2)? \/(7’0 + 2")?
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Nunistz’ > ry > 0 aber0 < z” < ry anzunehmen, so dass fur die Position der Spiegella-

dung folgt

2 =g (5.236)
und fir deren Ladung
Q'ro
Hiermit ist das Potenzial
/ 1 /
V{SC,y,Z} = Q - TO/z
Ameg | /22 +y2 + 22 — 222/ + 2/ \/x2+y2+22—222—3+%
(5.238)

Durch Einsetzen Giberzeugt man sich leicht davon, dassl&iPahkte auf der Kugeloberfla-
che mitz? +y* + 2% = r2 die Randbedinguny = 0 erfllt ist. Der zweite Summand ist der
Beitrag der Bildladung.

In Polarkoordinatem? = 2?2 + y2 + 22 = |7]%,7" = 2’ lasst sich das Potenzial schreiben als

! 1 1
Vin8.0) = Vot Vi= -2 ( —"”—0-—%), (5.239)

dmeg \|F—7'| 77— ()%

/

r

wobeil, das Potenzial der Originalladung uihddas Potenzial der Bildladung bezeichnet.

Man erkennt

) e () ) o220

Diese Inversion des Potenzials an einer geerdeten Kugélidie gilt ganz allgemein fur

beliebige Ladungsverteilungen.
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5.2.2.1 Spiegelung einer achsparallelen Linienladung amyZinder

P (x,y,2)
[ J

7 —>

Abbildung 5.10: Spiegelung einer achsparallelen Linidatay an einem metallischen Zylin-

der bzw. einer zylindrischen Aquipotenzialflache.

Fur die Spiegelung einer achsparallelen Linienladung aereylindrischen Aquipotenzial-

flache wird die Geometrie in Bil8.10verwendet. Die Starke der Spiegelladung ist

oy = —0L (5.241)

der Abstand aus dem Mittelpunkt des Zylinders folgt dem &ese

re-r = R? . (5.242)

Das Potenzial an einem beliebigen Punkt aul3erhalb desdéyBmesultiert mit den Abstan-

den zur Originalladung und zur Spiegelladungndb

_ o b
V{P}_Qm50 ln{ 0 a} (5.243)

5.3 Lo6sung der Poissongleichung

Wir waren bislang an ladungsfreien Gebieten interessiadthatten dafir die Laplaceglei-

chung zu lI6sen. Jetzt wollen wir auch Ladungsverteilungsgszen.
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5.3.1 Lo6sung der Poissongleichung mit der Greenschen Funkn

Die Greensche Funktion ist das normierte Potenzial einektfadung in einem bestimm-
ten Raum mit festgelegten Randbedingungen. Das in derrBfgltik gewonnene Ergebnis
kann vorteilhaft in der Elektrodynamik zur Berechnung ebiedener FeldgroRen, z.B. bei
Abstrahlungsproblemen von Antennen, eingesetzt werden.

Ausgangspunktist dabei die Losung der Poissongleichurgjrigj-férmige Ladungsvertei-
lung (Punktladung). Zusatzlich wollen wir noch verlangaass das Potenzial auf dem Rand

ok des betrachteten Volumenbereidkisrerschwindet. Die Geometrie ist in Abbildusgl1

dargestellt.
k » Punktladung Q
it
V=0aufS
Abbildung 5.11: Zur Greenschen Funktion S =K

Gesucht wird also das Potenzidl{'} im GebietK, das von einer Punktladung{r} =

QI {7 — 7"} am Orti” erzeugt wird. Zusétzlich soll fiir Aufpunkieauf dem Randy das

Potenzial verschwinden, al§6{7} = 0 fur 7 € dx. Wir schreiben/ {7} = G {r, 7'} ?
0

und haben zu l6sen
AG {77} = =B {7 — 7'} (5.244)

mit

G {77} |5 =0 (5.245)
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G wird alsGreensche Funktiondes Problems bezeichnet. Sie ist das Potenzial einer Punkt-
ladung am Ort”, das aufkx die Randbedingunyy’ = 0 erfullt.
Wird als Gebiet’ der gesamte dreidimensionale Raum gewahlt, so istldigrostatische

Greensche Funktion des freien Raumes
1
G — —»/
RATT) = Ar |7 — 7|

(5.246)

Offenbar ist fur]r] — oo die Randbedingung {7, 7’} = 0 erfullt. Zum Nachweis, ob eine

FunktionG {7, '} wirklich eine Greensche Funktion ist, wird das Integral

/// (MG {7 7)) - {7} d¥r = - /// 597~ 7} {7} & = —dm [} (5.247)

berechnet. Dabei isf{7} eine beliebige quadratintegrable Funktion mit der Eighafic

J{} o = 0.
Aus (5.247) resultiert also als Test fur das Vorliegen einer Greenséhaktion

/// MG f{F}dgré—f{F’} - (5.248)

Beispiel 5.3.1:  Greensche Funktion des freien Raums

Fir die Greensche Funktion des freien Raut246 folgt mit partieller Integration:

///( il — */|)f{7?} d'r = - /// OVf{F} d&3r
/// on{r}d?’r— ///47r|7» ql‘on{'F}d?’
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s [ ()
:_V,o// f{F}47r|r’—*| r

=—f{"}

Fur die letzte Gleichheit haben wir die Ergebnisse aus descAbittenl.4.2und 1.4.3be-

nutzt. Insgesamt haben wir also

///( = *f|) JATY &= 7 {7 2/7/5(3’ (7=} £ {7} d*(5.250)

also

At @ o (5.251)

4|7 — 7|

und damit erfullt 6.246 die Bedingungen der Greenschen Funktibr244.

Nach den Ergebnissen der Spiegelungsmethoden fur ebesteeRl&and fur Kugelflachen ist

die elektrostatische Greensche Funktion fur den Halbraumz > 0

1

Ve =22+ (y—y)?+ (2 =)
1

Ve =22+ (y—y)?+ (2 +2)?

und dieelektrostatische Greensche Funktion fir eine Kugel mit Radis r ist

G {7, *'}——[

(5.252)

1 To 1
Gk {r, 7 = T T . 5.253
K{ } (7—,» 7—,»/‘ |7—,»‘ —877 _, ) ( )

P
EE
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Nachdem wir einige Greensche Funktionen kennengelerr@rhatollen wir noch zeigen,

dass die Greensche Funktion im Geldliesymmetrisch ist, also

G{F, iy = G {77 (5.254)

gilt. Diese Eigenschaft hat wichtige Auswirkungen im Hicklauf die Reziprozitat. Sie be-
sagt, dass der Beobachtungspurikinhd der Quellpunki” ohne Auswirkung auf die Poten-

zialverteilung austauschbar sind. Zum Nachweis benutzedaszweite Greensche Theo-

rem
/ / / (pAY — hAg) d*r = d°r
K
_ / / (6%0 —v¥0) o @7 (5.255)
Sk
setzen
o{Ft = G{F, &} (5.256)
Y{r} = G{F,2'} (5.257)

und beachten, dags{r} und« {7} als Greensche Funktionen auf dem Rapderschwin-

den. Es folgt

0= / / / [G{f, 7} (=07 — 7)) — G{F 7'} <—5(3){F— f})} &3r
= —K(G{:E’, z} — G{x,2'}) (5.258)

und damit die Symmetrieb(254.
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5.3.2 Allgemeine LOsung der Poissongleichung

Ist die Greensche Funktion fir ein Gehiémit Ve = 0 (homogenes Dielektrikum) bekannt,

dann lasst sich die Losung der Poissongleichung in

AV {7} = —%7:} (5.259)

fur eine vorgeschriebene Randbedingung

VATt s = F{7} (5.260)

aufdk sofort angeben. Es ist ndmlich

VA{r} = ///—G{**’}Q{ [ /f{r}vr,G{**'onﬁ . (5.261)

Zum Nachweis wenden wir das zweite Greensche Theose?®9 auf¢ {7} = V {7} und

Y{r'} = G{r,7} an und erhalten fur die linke Seite

///(V{ O =)+ e ) e
:—V{F}+/// (7,7} - 9{ }d3’ (5.262)

und fur die rechte Seite

// (VIR 7} = GIR TV} o d = / / VMG i) o &
Sk

_ / / HFYGF, 7} o 2
Sk

(5.263)
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denn auf dem Ranék geltenG = 0 undV = f {7}. Aus (6.262 und (6.263 folgt unmit-
telbar 6.261J).
Zwei Spezialfalle vong.261) sind interessant. Fir die allgemeine Losung der Laplaceg|

chungAV = 0 in raumladungsfreien Gebieten mit= 0 erhalt man die allgemeine L6sung

VA{F} = — / / F{FYVLG R Yo d3 | (5.264)
Sk

die eine vorgegebene Randbedingung, = f {7} auf dem Rand erfullt. Ist andererseits
das Potenzial auf dem Rang gleich Null, dann vereinfacht sich die allgemeine Losung de

Poissongleichung zu

V{r} = / / / %G{F,F’}Q{F’} 3 (5.265)

In jedem Fall muss man aber die Greensche-Funkiid&ennen, deren Auffinden im allge-

meinen nicht ganz einfach ist.

Beispiel 5.3.1:
Wir wollen das Potenzial im ladungsfreien AuBenra(und*} = 0) einer Kugel mit Radius
ro berechnen, wenfi {7} = f {ro, 0, ¢} auf der Kugeloberflache vorgegeben ist. Wir gehen

nach 6.264 vor und bemerken zunachst

VoG {77} o d&*F=V,Gg o — d*F | (5.266)

weil der Normalenvektor vom AufRenraum auf den Kugelmiutédpgerichtet ist. MitG'k

nach 6.253 kann man nach einiger Rechnung zeigen, dass gilt

Gy o fi = TGy 0 — (= rg) (5.267)
! on = ! O —— = .
K K 7] ey, A7ro(r? 15 — 2rgr cos {7})3/2

mit
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/

=y
!

o

cos{v} = HIEd (5.268)

=l
=y

= sin{0}sin{0'} (COS {p} cos{¢'} + sin {p} sin {©'} ) + cos {6} cos {0’}

Auf der Kugeloberflache isti>r = r¢?sin {#} dfdy, so dass das gesuchte Potenzial in

Polarkoordinaten geschrieben werden kann

V{r0, ¢} =— / F{ro.0, ¢} (% —rg)rg sin {0} d’ dy’
o T D Ao (r2 4 13 — 2rgr cos {y})3/2 ’

(5.269)
wobeicos {v} die Abh&ngigkeit nacb(269 besitzt. Wegen der komplizierten Abhangigkeit
des Integranden muss man das Integral im allgemeinen neatesiuswerten. Fir Aufpunkte

auf derz-Achse mit) = 0 reduziert sich die letzte Gleichung auf

VA{r,0 =0,¢} = o // oS Aro. 0,0} 372 d{cos{€'}} d¢’ (5.270)

471 r2 +1r2 — 2rorcos{6'})

Dieses Integral lasst sich zum Beispiel fur zwei auf veestdmmnem Potenzial befindliche

Halbkugeln geschlossen auswerten.

5.4 LOsung der zweidimensionalen
Poissongleichung

Ist das Potenzial einer Anordnung auf Grund von Symmetnigmach von zwei Raumrich-
tungen abhangig, spricht man von zweidimensionalen Piat@nablemen. Ohne Beschran-
kung der Allgemeinheit kann davon ausgegangen werdengddad3roblem bei kartesischen
Koordinaten nicht von def-Richtung abhangt. Tatsachlich lasst sich der im folgerdsen

gestellte Sachverhalt auch auf andere Koordinatensysibsré&ragen.
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5.4.1 Zweidimensionale Potenzialprobleme

Wie bereits gesagt sind das Potenzial und die Ladungskergevon derz-Koordinate un-
abhangig, alsd’ {7} = V{z,y} undp {7} = o{z,y}. Die Poissongleichung vereinfacht
sich zu
PV PV ofry)
ox2  Oy? €0 ’

und in raumladungsfreien Bereichen gilt die Laplacegiench

(5.271)

0*V {x, 0*V {x,
afﬁ uhy a{yQ vy (5.272)

Wir betrachten nun eine komplexe Variable

—1

1
Z=zx+1y, x:5(2+3*), y=-

(Z - 2% (5.273)
in der komplexen Gaul3schen Zahlenebene und eine Abbildung

V=0{z,yt+iV{r,y}=f{Z}=f{z+iy} (5.274)

der komplexen Zahlenebene auf sich. Fur eine analytischktiom f { Z} ist die Abbildung

winkeltreu, und es mussen die

Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen
0@ {x,y} _ 0¥{z,y}
ox N dy
(5.275)
02{z,yt _  0V{zy}
dy N ox
gelten. Hieraus folgt durch Differentiation na@fiox bzw.d/0y
2 2
Feiryp Oeiryt (5.276)

0x? Oy?

und
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FVizy}  PV{zyp
0x? Oy? N
Der Realteild = Re{f {Z}} und Imaginarteill = Im{f {Z}} jeder analytischen Funk-

(5.277)

tion genugt der Laplacegleichung, und man kann folglich Beal- oder dem Imaginarteil
einer analytischen Funktion als Potenzialverteillifijgeines zweidimensionalen elektrosta-
tischen Problems auffassen. Die Aufgabe besteht nun aani@mogliche Elektrodenanord-
nung zu finden, mit der die Potenzialverteilung realisiestaden kann. Dies gelingt offenbar
durch Anbringen von (infinitesimal diinnen) Elektroden aer dquipotenzialflachen.

Das elektrische Feld wird aus = ﬁvR bestimmt. Auch die Feldstarke ist nur von den zwei

Koordinatenrichtungen abhangig und kann komplex mit

E = E, + i, (5.278)

zusammengefasst werden. Fallsals Potenzialz aufgefasst wird, giltF, = —B%CIJ und

E, = —(%(I). In der komplexen Darstellung folgt mi&279

B — 3q>_zﬁq>:1(3q>+gqf> —il(ﬁ@—gm) (5.279)

ox oy 2 \Ox dy 2 8_y ox
1/0 0 1/0 0
=—|=—d+i—V — | =V —-—i— 2
2 ((% +Z8x ) i 2 <8y Z(?y ) (5.280)
170 0 .

Beim Ubergang in die komplexe Zahlenebene bietet es sichiam, langer mitz undy zu
rechnen, sondern gleich die Variali##ezu verwenden. Dazu ist es vorteilhaft, zunachst den

Nabla- undLaplaceoperator umzuschreiben in

S .
Agzvgovg:—(—+—) . (5.282)
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Das zunéchst recht merkwirdig erscheinende Minuszeictteaui die Verwendung der

Cauchy-Riemannschen Differentialgleichung&r2{9 bei der Berechnung des komplexen
elektrischen Feldes aus dem komplexen Potenzial zurtigheerf.

Anwenden des komplexen Nabla-Operators auf das kompleeaBal muss das komplexe

elektrische Feld ergeben. Es gilt die bekannte Formel

Ef=-V:V . (5.283)

Wird der Realteil vonl/ als Potenzial identifiziert, spricht man vo@riginalproblem, im
anderen Fall, also wenn der Imaginarteil Mdrals Potenzial betrachtet wird, handelt es sich
um das sogenannf@uale Problem Das elektrische Feld resultiert dann aus = —8%\11

und £y, = —B%\If, was ahnlich wie oben zu

E* = —iVzV (5.284)

zusammengefasst werden kann.

Beispiel 5.4.1: Plattenkondensator
Die analytische Funktion
Z—2Z zZ -2

V:VOzQ—zl:VO d

mit reellemd und V;, fuhrt auf das Potenzial des Plattenkondensat@r§%2. Es resultiert

(5.285)

zunachst

V= % [z — 21+ i(y — y1)] (5.286)

wie in Abbildungs.12zu sehen ist.
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Die Elektroden werden durch = z; bzw.x = x; + d beschrieben. Daraus resultiert sofort
¢ = konst fur x = konst. Es handelt sich hier also um ein Originalproblem und dadleee

Potenzial folgt aud’z = Re {V'} = Vp*==.

Aquipotentiallinien u = const.

TEANC e

y | | | z - Ebene
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
N —
Abbildung 5.12: Beschreibung eines I — Feldlinien
| | | V = const.
Plattenkondensators durch die analy- : : :
| | |
tische FunktionV = f{Z} = [ R
=2V

Elektroden auf Aquipotentiallinien

Wenn die Beschreibung der Elektroden duich- y; bzw.y = v, + d erfolgen muss, der
Kondensator also urf0° in der x-y-Ebene gedreht liegt, foldgin {V'} = konst auf den
Elektroden und es handelt sich um das duale Problem. DakerPetenzial folgt dann aus
Ve =Im{V} = VO%'

Die elektrische Feldstarke erhalt man in diesem Beispiglregativen Gradienten des Po-

tenzials

, . o o
E{r,yt = —VVr=—5-8 o &y (5.287)

In der komplexen Darstellung folgt fur das Originalproblens 6.283 und 6.285

E*=E +iE,=-VzV = —% . (5.288)

Die Feldlinien in zweidimensionalen Feldern sind gerade durch die Flachen
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U {z,y} = const. (5.289)

gegeben, denn wegen

= - 0P oV 00OV
PoVU=—— + —— =
VeV ox 8:c+8y oy 0

sind die Linienschare® =const. und¥ =const. zueinander orthogonal. Im betrachteten

(5.290)

Beispiel des Plattenkondensators sind die Feldlinienldyreconst. gegeben.

Beispiel 5.4.2:  Schneide auf konstantem Potenzial

Wir betrachten als weiteres Beispiel die analytische Fiomkt

Z Z
V =V, arcosh {—} = Vpcosh™! {—} : (5.291)
a a
Hierfur ist
d v
Z = acosh {%} = a cosh {70 +i70}
(5.292)
Y b o Fias v L )
= acos{ — pcosh — tasing — psinh ¢ —
Vo Vo Vo Vo
(5.293)
und damit
1\ ) v )
x:acos{vo}cosh{vo} , y:asin{vo}sinh{vo} ) (5.294)
AulRerdem gilt
2 2 )} )}
v + Y = cos? {—} + sin? {—} =1 (5.295)
a2 cosh? {%} a2 sinh? {%} Vo Vo

und
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2 2
’ - Y — cosh? {3} ~ sinh? {3} -1 . (5.296)
a? cos? {%} a? sin® {‘%} Vo Vo

Wir fassend®{z,y} als Potenzial undl{z,y} als zugehorige Feldlinien auf. Die Aquipo-

tenziallinien®{z, y} =const. sind nach Gleichun.95 konzentrische Ellipsen und die
FeldlinienU{z, y} =const. sind nach.299 konzentrische Hyperbeln bzw. im Dreidimen-
sionalen elliptische und hyperbolische Zylinder. Die Kanrgcharen sind in Abbildurng 13
dargestellt. Speziell erhalt man fur das Potenzial eindrrgide der Breit&a, die sich auf

konstantem Potenzial befindet, elliptische Aquipoteliziah und hyperbolische Feldlinien.

z - Ebene
P qu1potent1alhme
1" = const.
/s

Abbildung 5.13: Aquipotenziallini- ‘2

-~ -

en und Feldlinien einer auf konstan- - T~

tem Potenzial liegenden Schneide

y=0,—a<z<a. Feldlinien
¥ = const.

5.4.2 Zur L6sung zweidimensionaler Potenzialaufgaben mkonformen

Abbildungen

Bisher haben wir ausgehend von einer analytischen Funkimaugehérige Potenzialver-
teilung untersucht und mogliche Lagen von Elektroden aufiipotenzialflachen angege-
ben. Die umgekehrte Aufgabe, namlich zu einer vorgegeb&hekirodenanordnung, d. h.
aus Aquipotenzialflachen, auf das Potenzial zu schlieBewigl komplizierter. Die hier zu

praktizierende Methode besteht darin, mittels einer gestan konformen Abbildung die
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Elektrodenkonfiguration auf eine bekannte Anordnung zusfiamieren, dort das Potenzial

zu berechnen und dann zuriickzutransformieren.

Aquipotentiallinien
T T w - Ebene
A%
7 - Ebene ~ v v Ay
X —> u—»

Abbildung 5.14: Konforme Abbildung zwischen den kompleXamlenebene® undW.

Es sei also in der komplexe&-Ebene nach Abbildun&.14 eine Elektrodenanordnung
By, By gegeben. Gesucht ist das (reelle) Potenigl, vy}, das auf den Elektroden einen

konstanten Wert annehmen muss und au3erdem die Poteehigig

Pd o

—t — =

ox?  Oy?
erfillen muss. Wir bilden nun vermége einer konformen Aditoilg

0 (5.297)

W=f{Z}=u+w (5.298)

die ElektrodenkonfiguratioB,, B, der Z-Ebene auf die Elektrodenkonfiguratidn, A, der
W-Ebene ab. Die Konfiguratiod,, A, sei so gestaltet, dass wir die Lésung des Potenzials
in derW-Ebene, die wir mitb{u, v} bezeichnen, bereits kennen. Wir ordnen der Potenzial-
funktion ®{u, v} vermoge der Cauchy-Riemannschen Differentialgleichar{§e275 eine

reelle FunktionV{u, v} zu, so dass das komplexe Potenzial

Viuv} = oz, y} +iU{z,y} = W} + iU {W} = V{W} (5.299)

eine analytische Funktion darstellt. Dann bilden wir di@lkion
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Vviwy =Vv{Hz}} (5.300)

die als analytische Funktion einer analytischen Funktielbst wieder analytisch ist. Dies

bedeutet, dass ihr Realteil

O {z,y} = Re{V{W}} _ Re{v{f{Z}}} (5.301)
die Laplacegleichungs(297 erfullt. Da ®{u, v} auf den Elektrodem, A, konstant ist,

muss®{z,y} nach 6.300 und damit das Urbild wegerb(298 auf B, B, konstant sein.

Die Funktion

Ola,y) = Re{v{ f{Z}}} (5.302)
ist also Losung des Potenzialproblems. Man spricht beirsdEren der Abbildungs(299
in die komplexe Potenzialfunktion auch von dicktransformation in die Z-Ebene. Wir
werden keine systematische Methode zum Auffinden eineggetsn Abbildung’{Z} be-

handeln, sondern nur zwei die Methode veranschaulicheedpigle vorstellen.

t t
Y Y
3 . " G,
I %X_’ /}Ii///x /l’l_>
& =0 U 420

Abbildung 5.15: Linienladungy, parallel zur Kante einer geerdeten rechtwinkligen Ecke in
derW-Ebene und Abbildung in di€-Ebene

Beispiel 5.4.1: Linienladung in einer Ecke

In einer geerdeten, unendlich ausgedehnten, rechtwieklicke befinde sich nach Abbil-
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dung5.15, parallel zur Kante angeordnet, eine Linienladusig Die konforme Abbildung

W= f{Z}=2*=2"—y* +i2xy (5.303)

bildet den ersten Quadranten d&rEbene, alsa: > 0, y > 0, auf die obere Halbebene>

0 derW-Ebene ab. Die Halbgeraden> 0,y = Oundy > 0, x = 0 werden auf die.-Achse
abgebildet. Damit folgt die Randbedingudgu,v = 0} = 0. Die Linienladung gelangt
an den OrtW, = Z2. Durch die konforme Abbildung befindet sich jetzt eine lolsidung
bei W, vor einer geerdeten Halbebeme= 0. Eine Linienladung im freien Raum hat das

Potenzial (vergl. Abschnift.3.2

_ 0 1 _on 1
O{u,v} = e ] { Y T o U0>2} = e ] { W } (5.304)

mit Wy = ug + ivg. Die Randbedingung{u,v = 0} = 0 lasst sich durch Anbringen einer

Spiegellinienladung-o;, beiW* = ug — iv, erfullen. Das resultierende Potenzial ist dann

oL 1 oL 1 oL W —-W;s|
® _ o | _ o
{u,v} 9meq n{\W—WO\} 2me0 n{\W—Wg\} 9meg n{ W — W

(5.305)
Mit dem
komplexen Logarithmus
Ln{W} = In {|{W|} + iarg{W} (5.306)
finden wir sofort das zugehorige komplexe Potenzial inleEbene
. oL W — Wg
) ) = L .307
V{w} {u,v} +i¥{u,v} Sres n { W } (5.307)

Mit der Abbildung 6.303 erhalten wir nach %.300
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o[22 oL (2 - 20)(2 + %)
V{ } 27‘(’60 n { Z2 — 202 271'80 " (Z — ZQ)(Z + Z(])

(5.308)

o1, 1 1 1 1
= Ln Ln —Ln —Ln
o (nl{zz | rnl{mz ) w{zm) {5

Hieraus folgt fir das gesuchte Potenzial in d&tEbene

or 1 1 1 1
o - md - bymd —— Loy~ L=
{zy} 2mo<“{|z—zo|}“{|z+zo|} “{|Z—23|} “{|Z+zs|})

(5.309)

Das Potenzial der Linienladung bé&j, vor einer geerdeten Ecke wird also gemalf3 Abbildung

5.16durch die Linienladung beZ, und drei weiteren Linienladungen beiz,, Z; und—Z;

aufgebaut.
JAY
PLe o fL
/X—>
Abbildung 5.16: Anordnung der Spiegelladungen an TPLg .-pL*
einer geerdeten Ecke:

Beispiel 5.4.2:  Linienladung im Plattenkondensator
Als zweites Beispiel untersuchen wir nach Abbildbnty7 eine Linienladung in der Mitte
eines geerdeten, unendlich ausgedehnten Plattenkondessa

Die Abbildung £ reell)
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y d(1a2)=0 v
k
v PI Pi
% * X —> u—>»
a/2
f=0
, N
) (-1y a/2)=0

Abbildung 5.17: Linienladung in der Mitte eines Plattendlensators in de£-Ebene und

aquivalentes Problem in d&v-Ebene

W=f{Z}=kexp {W%} =k exp {71’2} <COS{%y} +i sin{%y}) =u+1iv

(5.310)

bildet den Innenraum des Kondensators, also den Streitet2 < y < a/2, —oco < x < o0
auf die Halbebene > 0 der komplexenV-Ebene ab. Die Geraden= +a/2, —0co < = <

oo werden in die Halbgeraden

x s x) . s x
u = kexp {W—}COS{:E—} =0, v=kexp {ﬂ—}sm{j:—} = +kexp {7‘(‘—}
a 2 a 2 a

(5.311)
Uberfuhrt. Die Linienladung gelangt van= y = 0 nachu = k, v = 0.
Fur diese Anordnung einer Linienladung beiu = k vor einer geerdeten Halbebene bei

u = 0 ist wie beim vorangegangenen Beispiel das komplexe Patehach

oL W +k
V{Ww} = Sreg Ln {W — /{7} (5.312)

gegeben. Rucktransformation nbt810 liefert das komplexe Potenzial in dé€-Ebene und

damit das gesuchte Potenzigy{z, y }



5.4. KONFORME ABBILDUNGEN 205

|

or, ln{l —i—exp{z’me} —i-QeXp{’%f}cos{%}}

ey | T ep {Z2) — 2exp {2 eos {2

(u+k)? +0?
(u—k)? + v?

O{x,y} = Re{V{Z}} = 4? ln{

€0
(5.313)

Bisher haben wir den Fall betrachtet, dass die Abbilduvig= f{Z} bekannt ist, bei der
Aquipotenzialflachen deg-Ebene in die/V-Ebene, in der die Losung der Potenzialglei-
chung bekannt ist, transformiert werden. Man spricht har der Transformation auf ein
bekanntes Problem. Die Rucktransformation erfolgt duricis&zen vory{Z} anstelle von
W. Manchmal ist aber auch nur die nicht analytisch umkehrbargtion Z = g{W} fur
die Transformation auf das bekannte Problem bekannt. Raxmimé dann genau wie oben
vorgegangen. Zu jedem Punkt in dér-Ebene gibt es einen Punkt in d8rEbene. Man
kannZ = g{W} als parametrische Darstellung v&@mit dem Parameter) auffassen. Die

Berechnung des elektrischen Feldes erfolgt nun nach Anwender Kettenregel auf

E* = —VzV{W} = —(V2W)Vp V (5.314)
fur das
Originalproblem
E{Z} =— M (5.315)
VWQ{W} Z=g{W}

Der hierbei verwendete Zusammenhang

VW = (Vig) ™ (5.316)
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folgt aus der ( mathematisch nicht einwandfreien ) Umforgiun

= 0 1 1 1
VaW= —W=—F—=—F—=—5 (5.317)
Analog ergibt sich fur das
Duale Problem
BV (5.318)
Vwg |5_,




Kapitel 6

Zeitabhangige Felder

6.1 Elektromagnetische Gesetze flr zeitabhangige Felder

Bislang hatten wir bis auf das Faradaysche Induktionsgeskt anderen elektromagneti-
schen Gesetze fur statische Bedingungen/ot = 0 formuliert. In der folgenden Diskussi-
on wollen wir prifen, inwieweit die Beziehungen im allgemsn Fall zeitlich veranderlicher

Felder glltig bleiben.

6.1.1 Das Faradaysche Induktionsgesetz

Faraday fand im Jahre 1831, dass ein sich zeitlich andeiMdgaetfeld eine elektromoto-
rische Kraft erzeugt, die in einem geschlossenen Leitezuveginem Stromfluss fuhrt. Die

elektromotorische Kraft emf ist als Linienintegral

emf = ]fﬁo ar (6.1)
C
definiert. Dad-aradaysche Gesetbesagt
emf:%]@odf:—%//éod2§ : (6.2)
C Sc

207
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wobei £ = E {7t} und B = B {7, t} gelten.
Hierbei istC' die orientierte Randkurve der FlacHg, die Richtungen vonl/und d*7 = S
hangen lber die Rechtsschraubenregel zusammen. WenradieF}, zeitlich konstant ist,

kann man auch schreiben

— — a—»
— —Bo %% . :
% o di [/& o d2F 6.3)
C Sc

Vermdge des Stokesschen Satzes lasst sich das Kurveaintegin Flachenintegral um-

schreiben

fﬁoﬂe/76xﬁo¥f, (6.4)
Sc

C

und der Vergleich mit@.3) liefert die

differentielle Form des Faradayschen Gesetzes

. . 0B
VxE=-—> (6.5)

denn die Beziehungen gelten fir alle Flackrmas Minuszeichen deutet an, dass die elek-
tromotorische Kraft einen Stromfluss in die Richtung erzedg der Magnetfeldanderung

entgegenwirkt. Dieses ist die Lenzsche Regel.

6.1.2 Coulomb- und Gaul3-Gesetz

Wir hatten die elektrische Ladung fur ruhende Korper defini&ir wollen annehmen, dass
sich die Ladung fur bewegte Korper nicht &ndert. Da sich alfahrungsgemal die elektri-
sche Kraftwirkung mit endlicher Geschwindigkeit aushagikann das Coulombgesetz

[ QQ " —r{t}
VT dwey |7 -7 {t} P

(6.6)

fur bewegte Ladunge® = @ {7 {t}} nicht mehr gltig bleiben. Das Gauf3sche Gesetz
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VoE=2 | (6.7)

€o

welches bekanntlich allgemeiner ist, muss nicht unbedilieger Einschrankung unterlie-
gen. Wir nehmen an, dass es auch im zeitabhéngigen Fallriieiteutrifft. Dies lasst sich
insbesondere dadurch begriinden, dass hier das Feld uncudield&iung in einem Punkt

miteinander verknupft werden, so dass eine Ausbreitung bieriicksichtigt werden muss.

6.1.3 Biot-Savart und Ampere-Gesetz

Wegen der zeitlich verzégerten Wirkung der magnetischaftkKman spricht von Nahewir-
kung - verliert auch das Biot-Savart Gesetz fiir zeitlichiveterliche Stromey = jv {7, ¢}
seine Gultigkeit. Aber auch das aus dem Biot-Savart Gesstpignene und somit allgemei-

nere Ampeéresche Durchflutungsgesetz kann nicht allgenigtig gein, denn aus

V x B = pojv (6.8)
folgt mit der Kontinuitatsgleichung
dov o - 1o (o =\
—W_VOJV_%W(VX@:() . (6.9)

Demnach kann das Ampéresche Gesetz nur im statischefidgvaldt = 0 glltig sein.
Maxwell machte 1865 den Vorschlag, das Amperesche Gesetdl din allgemeineres zu er-
setzen. Erweitert mar6(8) versuchsweise durch Addition eines zunachst unbekavatien

torfeldesyiojp {7} zu

V x B = (v + jo) (6.10)

dann erforder¥ o (ﬁ X §> = 0 zusammen mit der Kontinuitatsgleichung und dem GauR-

schen Gesetz

> - o —.'_aQV_a = O S aE
VO]D——VOJV—W—agovOE—govog . (611)
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Die einfachste Losung fij, ist offenbar

. OF
D = o— . 6.12
Jb = ¢&o ot ( )

Hiermit wird aus dem Ampeéreschen Gesetz

L . OE
VxB= Mo <j\/ + €0 E) . (613)
Die GroRRe
- OF
b = g0 5" (6.14)

hei3tVerschiebungsstromdichte

6.1.4 Divergenz der magnetischen Kraftflussdichte

Aus dem Faradayschen GesdéZ folgt
W (o oo 0= = _
VO<V><E{T,t}) ——=VoB{rty=0 | (6.15)

da die Divergenz einer Rotation verschwindet. Dies bededsess die zeitliche Anderung
maoglicherweise vorhandener und duiéh B charakterisierter magnetischer Ladungen ver-
schwindet. Es lassen sich keine magnetischen LadungemgenzeAus dem Biot-Savart Ge-
setz hatten wir aber fiir statische Feldep B {7} = 0 abgeleitet. Wir wollen im Einklang

mit (6.15 annehmen, dass

VoB{Ftl=0 (6.16)

generell gliltig ist, also keine magnetischen Ladungertieres.

6.2 Die Maxwellschen Gleichungen fur das Vakuum

Die diskutierten Ergebnisse lassen sich in folgenden Gleigen zusammenfassen:
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1. Modifiziertes Ampéregesetz
.o . 0 =
Vx By (ivtagE) | (6.17)
2. Faraday Gesetz
. o -
E=—— 6.18
3. Gaul3sches Gesetz
I |
VoE=—py |, (6.19)
€0
4.
VoB=0 . (6.20)

Diese Maxwellschen Gleichungen nimmt man als Ausgangesxidr die Elektrodynamik.

Es sind acht (gekoppelte) partielle Differentialgleicban fiir die zehn GréRRen

ExaEyaEzanaByaBzajxajyajzaQV ) (621)

die von den Ortskoordinateh= (z,y, z)* und der Zeitt abhangen. Es ist zu beachten, dass

die Raumladungsdichte und die Stromdichte nicht unablgéigd, sondern Uber die

Kontinuitatsgleichung

0 .
v Mty + Vo v {rt; =0 (6.22)

miteinander verkntpft sind. Damit steht die neunte Glemgchaur Lésung des Differenti-
algleichunssystems zur Verfligung. Bei Vorgabe einer Gai8&uelle lassen sich somit
(wenigstens formal) alle anderen Grol3en berechnen. Hiomnk die volumenbezogene

Lorentzkraft, die Kraftdichtg?, als Verbindung zur Mechanik. Hierfur gilt

ﬁ:// fd3r:///gv(ﬁ+ﬁx§) &r (6.23)
1% 1%

oder
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Im statischen Fall, definiert durch

dov _djv _OE 0B _

o o ot a0 (6:29)
entkoppeln die Maxwellgleichungen fiir und B.
Die Elektrostatik ist durch
VxE=0
L (6.26)
VoE =%

€0

charakterisiert. DidMagnetostatik wird entsprechend durch

v i( Bf o (6.27)
VoB=0
beschrieben. Im statischen Fall sind alle FeldgréRenrzaitinangig.
In quasistatischen Feldernwird die Zeitabhangigkeit der Feldgrof3en bericksichaper
die Verschiebungsstromdich:t@aﬁ/ﬁt wird gegentiiber der Konvektionsstromdiclitever-
nachlassigt. Das heiRt, das modifizierte Ampéregesetz néhtrungsweise a§ x B ~
,uoj'v geschrieben. Fur zeitlich schnell veranderliche Feldat die Maxwellgleichungen in

ihrer vollstdndigen Form zu verwenden.



Kapitel 7

Maxwell Gleichungen und

Wellengleichung

7.1 Die Maxwell Gleichungen in polarisierbarer Materie

Wenn man alle Strome und Ladungen, also z. B. auch Molektbang und Dipolladungen

von Atomen berucksichtigt, gelten die

Maxwellgleichungen
- - OF
V X B = i (jv + €o—> ; (7.1)
ot
. OB
E=—— 7.2
I |
VolE = —ov , (73)
€0
VoB=0 . (7.4)

Die Dipolladungen der Materie werden zweckmafigerweissgaal nach rAumlicher Mit-
telung Uber zahlreiche Atome in einem mikroskopischen W@n und nach zeitlicher Mit-
telung Uber Zeiten grol3 gegen die Elektronenumlaufzeit iodeiil berlicksichtigt, indem

man nach2.72 einePolarisationsraumladungsdichte

213
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op {7t} = =V o P{F t} (7.5)

einfuhrt. Die Magnetisierung liefert nacA.60 mit demMagnetisierungsstromeinen Bei-

trag zur Stromdichte

Tmagn {75t} =V x M {7t} (7.6)

und auch zeitliche Anderungen elektrischer Dipolmomeiibeen nach4.46 mit demPo-

larisationsstrom zu einer Stromdichte

OP {7t}

B (7.7)

jPol {rt} =

Dagegen liefert die Magnetisierung keinen Beitrag zur lraphdichte, denn nach der Konti-

nuitatsgleichung ist

%ngn (Pt} = =V 0 Jomagn {71t} =V o (Vx M{Ft}) =0 (7.8)

da die Divergenz einer Rotation generell verschwindet.NDe¢erie hat also zu allen Zeiten
dasselb®agn = Omagn {7 to}. Da im unmagnetisierten Zustand algt,., = 0 gilt, muss
dies immer gelten.

Die Ladungsdichte setzt sich zusammen aus den sogenameiem @ind den elastisch ge-

bundenen Ladungstragern

ov {7ty =o{Ft} —VoP{rt} |, (7.9)
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und es gibt die drei Strombeitrage der sogenannten frer®m®t der elastisch gebundenen

Ladungstrager in den elektrischen Dipolen und der Magieetisgsstrome

. . 9 - L
WAy =R+ S PR+ Y x M {7ty (7.10)

Geht man hiermit in die Maxwellgleichungen.) bis (7.1) ein und benutzt die das Material

charakterisierenden Hilfsfelder der dielektrischen ¥aisbung

D=cE+P (7.11)

in (7.3) und der magnetischen Feldstarke

oo

L1 .
H=—B-M (7.12)
o

in (7.1), dann erhélt man die

Maxwellgleichungen fur polarisierbare und magnetisierbae Materie
VxH=—D+j |, (7.13)
ot
— — a —
E=—-——B 7.14
VoD=p |, (7.15)
VoB=0 . (7.16)

Die Kontinuitatsgleichung reduziert sich wegef.6, 7.7 und 7.8 mit 7.9 und 7.10 ganz

allgemein auf

Voj+—0=0 . (7.17)
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In linearen isotropen Medien konnen die Feldeund E bzw. B und H durch die bekannten
Materialgleichungen miteinander verknupft werden. Utidiaveise nimmt man ideale Isola-
toren an, was in der Praxis kaum zutrifft. Eine zumindestwsaihe Leitfahigkeit der Medien
wird durch das mikroskopische ohmsche Gesetz als drittefiddgleichung beriicksichtigt
(was eigentlich im Rahmen der strengen Maxwell’'schen Tibeadcht erlaubt ist). Weitere
Strombeitrage iny, wie z.B. Diffusionsstrome, werden jnerfasst, konnen aber meist ver-
nachlassigt werden. Die Stromdich#®X0 wird also unter Berlcksichtigung der ohmschen
Leitfahigkeit zujy {F,t} = jr {7t} +0E + 2 P{F t} + V x M {F,t} modifiziert. Dabei
erfolgt die Aufspaltung der Stromdichgenach den noch nicht erfassten Stromygnund
dem ohmschen StromE. In Jjr ist unter anderem Diffusionsstrom enthalten, der normaler
weise vernachlassigbar ist. Aber auch der Fall, dass sichash leitfahiger Draht in einem
schwach leitfahigen Medium befindet, kann bertcksichtigiden. Diese Konstellation flhrt
dazu, dass nahezu der gesamte Strom durch den Draht fliefu@ehérige Spannungsab-
fall und damit das elektrische Feld entlang des Drahtedast knd kann gegen das sonstige
Feld vernachlassigt werden. Damit ist das Modell einesegiriigten Stromes als Anregung
fur die Felder beschrieben.

Die Materialgleichungen lauten

D = eeoF (7.18)
. 1 -
H=—B8 (7.19)
Ko
Jonm = 0E . (7.20)

Die Maxwellgleichungen werden mit den Materialgleichumge den

Maxwellgleichungen fur lineare isotrope leitfahige Matelie

- 1 = 0 = Ll
V x (—B) =ceo—E+oFE+jr (7.22)
Hibo ot
L o .
E=—— 7.22
VxE=-28 (7.22)

=0 . (7.23)
VoB=0 . (7.24)
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modifiziert.
Haufig findet man in der Literatur auch diéaxwell-Gleichungen in integraler Schreib-
weise Mit Hilfe der Integralsatze von Gaul3 und Stokedassen sich die oben angegebenen

Gleichungen sehr einfach umformen. Das Resultat lautet

oo d = - L0 S
%Hbdﬂ://(aD+J>ofw:a/yDo¥r+h (7.25)
Cs S S

— — 3 =g 2

Eodl=—= []| Bo d% (7.26)
s ot

S
%%ﬁod”z:—/[/g&r: v (7.27)
%%éod%ez (7.28)

7.2 Stetigkeitsbedingungen elektrodynamischer Felder an
Grenzflachen

Wie schon in der Statik betrachtet, geben die Differenigadtpungen fur die Felder Auskunft
Uber das Verhalten an einer Grenzflache. Mit dem gleichegéff@n wie in den Kapiteln
2.2.5und4.4sollen hier die Stetigkeitsbedingungen zunachst allgeineigeleitet werden.

Ist die Divergenz eines Feld&E durch
VoW =X |, (7.29)
gegeben, kann im allgemeinen angegeben werden, dass dieadomponenten um eine

Oberflachendicht&’s mit

7o (WQ - Wl) = XS (730)
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springen. Gilt fur die Rotation des Feldds

VxW=Y |, (7.31)

springen die Tangentialkomponenten um die Oberflachetedich

X (WQ — Wl) = }_}S . (732)

Wenden wir diese Zusammenhange auf die Maxwellgleichu(géd bis (7.16 an, resul-

tiert

bei endlichen Zeitableitungen

(7.33)

Der Zusatz, dass die Zeitableitungen endlich sein musseanabdingbar. Die Herleitun-
gen, die zu .33 fuhren, enthalten das Produkt aus einer Fldahg s ,, oder einer Strecke
limaj 0 Mit der Zeitableitung der betrachteten Felder. Bei unehé Zeitableitungen, wie
sie zum Beispiel im Einschaltmoment auftreten konnen,iestets Produkt nicht mehr ein-

deutig und muss gesondert bestimmt werden.

7.3 Energiesatz der Elektrodynamik

Wir betrachten ein punktférmiges Teilchen mit der Ladgyndas sich mit der Geschwindig-

keit 7 in den duReren Felded und E bewegt. Auf das Teilchen wirkt die
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Lorentz Kraft

F=gE+0xB) . (7.34)

Bei einer Verschiebung uri/ verrichtet das Feld am Teilchen die mechanische Arbeit

AWipeeh = Fo dl = gE o d0 | (7.35)

denn wegend/ = v dt steht die magnetische Kraftkomponente stets senkreclBewe-
gungsrichtung. Die mechanische Leistung ist

dWmech
dt

—qEo# (7.36)

Entsprechend erhélt man fur kontinuierliche Ladungsiertgen o {r, ¢} und Geschwin-

digkeitsfeldery {7, ¢t} die Kraftdichte
FA7t} = ofrity [B{r 0y + 0(7 0} x B{R1}| (7.37)

Die zugehorige Leistungsdichte

dwmech {Fu t}

o = MR e (i) = o{rty E{ tyou (it} = j {Fit}o E{i".1} (7.38)

ist allein durch das elektrische Feld und die Stromdichstifment. Die gesamtenechani-

sche Leistungim Volumen V betragt

o dWmech o dwmech 3. 2 (> == 3
P = P —/// ; dT—///j{T,t}OE{T,t}d’r’ : (7.39)
\% \

Diese mechanische Leistung lasst sich vollkommen duratgf@Ben ausdricken. Mit (13

schreiben wir

0D,
on:EonH—ana—t. (7.40)
Wir nutzen nun noch mitq.14) die Beziehung
— — — — =d — — - e e d aé — = —
Vo(ExH):HonE—EonH:—HoE—EonH, (7.41)

um den Integranden irv (39 symmetrisch durch Feldgré3en auszudriicken. Dadurcli erha

man die allgemeine integrale Form einer Leistungsbilanz
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/// (Eo—+ﬁo%—f+ﬁo(ﬁxﬁ)> d%:/v//joﬁd% . (7.42)

Dies ist derEnergieerhaltungssatzder Elektrodynamik. In linearen Medieh = ceoE

bzw. B = ,LLIuO[‘_j gilt nun noch

o 9D 10 5 =
und .
. 0B 10 .

Definieren wir nun in linearen Medien deektromagnetische Energiedichteals

— —

W{7, 1} = We + Winagn = %E oD+ % o B (7.45)
mit der
Energiedichte des elektrischen Feldes
1~ =
We 1= §E oD (7.46)
und der
Energiedichte des magnetischen Feldes
1> =
Winagn ‘= §H oB (7.47)

und die Energiestromdichte bzw. dBoyntingvektor durch

S{Fty:=E{rt} x H{Ft} |, (7.48)
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dann lautet7.42

dwmech - /// (_Wos) d3T:/V//joEd3r. (7.49)

Da das Volumen V beliebig |st, muss in linearen Medien die

Kontinuitatsgleichung der Energie

~— 4tVoS=—joF (7.50)

gelten. Sie wird auch aBEnergieerhaltungssatzin linearen Medien bezeichnet. Die Groi3e
jo E ist die lokal pro Zeiteinheit gespeicherte kinetische gieedes elektrischen Stromes.
Sie ist gleich der (negativen) zeitlichen Anderung der Bieglichteow /0t des elektroma-

gnetischen Feldes, wenn die Divergenz der Energiestrdmeico S verschwindet.

/[/ﬁoﬁ&%zzgﬁoff (7.51)
A% Sv

beschreibt den Energiefluss aus der Oberflache des Volureesagsh

Das Integral

Die gesamte integrale Energiebilanz ist demnach in limeltedien

dv{gmech dWFeld ///j o F &+ // IW By = #50 7 . (7.52)

Sv

Das heiRt, die zeitliche Anderung der Summe aus mechamigecteggie und elektromagne-
tischer Feldenergie ist gleich der in das Volumen einstrigea Feldenergie. Diese Inter-
pretation macht die Definition der Gré3anund S erst sinnvoll. Das Energieerhaltungs-
prinzip besagt ja, dass die Abnahme der Feldenergie im \VatumdWe.q gleich ist dem

in mechanische Energie umgewandelten Ant8iV ..., zuzlglich dem aus dem Volumen

herausstromenden Ante:ilt# So d%r.

Sv
In die Interpretation vors als lokale Energiestromdichte geht gem@®(Q nur die Diver-

genz des Vektor¥ o S ein. Die Energiestromdichte ist deshalb auch durch einditoye

S =S5S+VxK (7.53)
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mit einem beliebigen Vektorfeld {7} charakterisierbar, denn es giito S’ = V o 5. Es
kann also durchaus # 0 sein, ohne dass ein Energiestrom stattfindet.
Ein Beispiel ist das statische Feld = (0, E,,0), H = (0,0, H.) mit E, = const, H, =
const, fur dasS = (EyH,,0,0) # 0 gilt. Da aberV o S = 0 ist, tritt keine Energiestromung
durch die (geschlossene) Oberflache eines Volumen auf.
Es sei noch angemerkt, dass im Energieerhaltungsé&id bzw. (7.52 die elektromagne-
tische Energie der Molekule in der Feldenergie bertckgjthst. Aul3erdem waren Propor-
tionalitatenD « F und B « H vorausgesetzt. Deshalb gilt bei Hysterese z. B. in Ferroma-
gneten die einfache Form der Energieerhaltung nad®( nicht mehr. Man muss vielmehr
noch die 'Hysterese-Energie’ bertcksichtigen. Allerdibégibt (7.42 weiterhin korrekt und
man kann die Darstellung (60 retten, wenn man etwas allgemeiner alsirp
0 ~ 0D . OB

—w:=Fo—+Ho

ot ot ot (7.54)

definiert.

7.4 Reziprozitat

Eng mit dem Energiesatz verknupft ist das Reziprozitatstra. Hier geht es darum, den
Zusammenhang zwischen zwei verschiedenen Losungen devéllgleichungen zu unter-
suchen. Als Beispiel kann die Betrachtung von zwei Antenmerangezogen werden, bei
denen die eine sendet und die andere empfangt. Das Feld im Raon jeweils mit den
Darstellungen bezuglich der Antennen beschrieben weldienFrage, was passiert, wenn
eine Umschaltung zwischen SenderEmpfang erfolgt, kann mit dem Reziprozitatstheorem
ohne tatsachliche Kenntnis der Felder sofort beantwortetian.

Zur Herleitung des Reziprozitatstheorems beginnt man wei zerschieden Losungsséatzen

Ei, Hy, Dy, By, jy und Ey, Hy, Dy, By, j». Fur beide Satze gelten die Maxwellgleichungen
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0 = -
VxH =—=D+j

ot
— — a—»
VXxFE,=——B
2 815 2
Gty = 25,4 ]
2_875 2T J2

Multiplikation (Skalarprodukt) der ersten beiden Gleingen mitH, bzw. £, und der letz-

ten beiden mitd, bzw. £, resultiert in

—

F[QO@XE_H:—HQOQB}

ot
E’QOﬁX[:jle_:QO%ﬁl—'—E_:onl
[:’[106XE_:2:—]‘710%§2

— — —

5106Xﬁ2:E10§D2+E1052

Subtraktion der zweiten von der dritten sowie der viertem der ersten Gleichung ergibt

ﬁloﬁXE_l’z—E_:QOﬁXﬁl:—520551—52031—]?10252

ot
HQOVXEl_EloVXHQZ_EloaDQ_EloJQ—HQOaBl

Die linke Seite lasst sich zusammenfassen (siehe AnBangp dass folgt

VO(EQXHl) :—Ego—Dl—Egojl—Hlo—Bg

ot ot
Vo (E1 X HQ) — —Broo Dy~ Frojy— fho 5B (7.55)

Die Differenz der beiden Gleichungen ist das

Reziprozitatstheorem
Vo (B x iy~ By x ) + Byo 0Dy~ Byo oDy 4 flyo 0 By~ Hyo OB
(@] — o — —_ o — o — J— o —
1 2 2 1 1 815 2 2 815 1 1 at 2 2 at 1
= —FEi0jo+Eyoj; . (7.56)
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Auf Grund der volligen Symmetrie der Gleichungen in den Kaefnten 1 und 2 lasst sich
nicht unterscheiden, wie die Zuordnung der Felder erféltit.anderen Worten, im obigen
Beispiel lasst sich Sender und Empfanger nicht untersehedias Resultat ist das gleiche.
Diesen Umstand nennt man Reziprozitat und daher hat obigjeling den Namen.

Bildet man die Summe in7(55), resultiert eine

alternative Darstellung des Reziprozitatstheorems

W /4 4 4N 4 D= 4 s 4 D= oD
vo(EleﬁszHl)+EloaDﬁEzoaDﬁHloaBﬁHzoaBl
=—FEioj—FEyoyj (7.57)

die ebenfalls vollig symmetrisch ist. Setzt man higr = E, = E, H, = H, = H und
J1 = j» = j ergibt sich die Kontinuitatsgleichung der Energie, wieisiavorherigen Kapitel
bereits auf anderem Weg hergeleitet wurde. Die Darstel{drigy) wird als Ausgangspunkt
bei der Betrachtung zeitharmonischer Felder genommenspéeer im Abschnit8.1.7ge-
zeigt wird.

In linearen Medien vereinfacht sich die Darstellungen vérb§) etwas: es kanD; =
coe1 By, Dy = e9e2Bs, By = popn Hy und By = piopia Ho SOWie E 0 2D = 1/22(E o D)

undH o 2 B = 1/22 (H o B) verwendet werden. Damit ergibt sich

D fa on o o 10 L L
VO<E1><H2—E2><H1> +§a(50(52—51)E10E2+M0(,u2—,ul)H1OH2>
= _El OjQ + EQ Ojl . (758)

Wenn das gleiche Problem nur mit zwei verschiedenen Darstgtn beschrieben wird, ist

naturlichey = e; = e unduy = iy = p und die Gleichung vereinfacht sich zu

6O<E_I’1Xﬁ2—E_I’2X[:’[1> :_El sz—i—Eszl . (759)

Die differentielle Darstellung des Reziprozitatstheosetann mit Hilfe des Gauf3schen In-

tegralsatzes (siehe AnhaBy leicht in eine integrale Darstellung umgeformt werden:
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#(El Xﬁg—ﬁg X]'_j1> o dQF
Sv

s > R, B
+///E105D2—EgoaDﬁHloaBQ—HQoaBld?’r
AV

== /// _El OjQ + EQ Ojl dgT‘ s (760)
\%

und fir lineare Medien
#<51Xﬁ2—EQXﬁ1>O dQF
Sv
10 L LN
+ 201 (50(52—51)E1OE2+M0(,U2—,U1)H1OHQ)dT
A

== /// —_E_jl Ojg + _E_jQ Ojl dgT‘ . (761)
\%

In verlustbehafteten linearen Medien muss der Leitungss«tfﬁ bertcksichtigt werden. Es

ergibt sich

60(51)(]?24—52)([:)[1)

a — — — — — —
+a (50 (€9 —e1) Ey o By + g (o — p1) Hy o Hz) + (09 — 01)E;y 0 Ey

= —E1 032 - 52 Ojl ) (7.62)

#(Elxﬁfrﬁzxﬁl)odzf

Sv

+ @(80(52—51)E10E2+M0(M2—Ml)H10H2>+(0'2—01)E10E2d7“
J

:—///Elojz+ézojld3r . (763)
Vv
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Mit dieser Darstellung des Reziprozitatstheorems bediedglichkeit, die Feldverteilung
eines gestdrten Systems mit der Feldverteilung des umpest®ystems zu beschreiben. Bei-
spielsweise lassen sich die Feldverteilungen eines tbdhafteten Wellenleiters mit denen
des verlustfreien Wellenleiters darstellen, aber aucim&l®erformungen oder Einschliisse
im Dielektrikum lassen sich so erfassen. Das genaue Vorgshetwas gewohnungsbedurf-
tig und soll hier nicht weiter vertieft werden.

Interessant ist noch eine Betrachtung von eventuellenl@ueken bei ansonsten linearen
Medien. Dafiir bietet sich die ungewshnliche Darstellung= cocE + Py, B = jouH +
MOMQ, an. Unter Berucksichtigung dieser Quell- Polarisatioﬁgnund MQ resultiert an
Stelle von 7.58

§O<E_’)1><ﬁ2 — EQXﬁl)

0 L L L
+a (50 (€9 —e1) Ey o By + g (e — p1) Hy OHQ) + (09 —01)Ey 0 Ey

- 0 = = 0 = - 0 - — 0 -
=—Fko EPM + Eso0 @PQl — poHy 0 aMQz + poHz o EMQl
_El o} ‘;2 + EQ o jl . (764)

7.5 Potenziale und Eichtransformationen

Die Einfuhrung von Potenzialen dient zur Reduzierung dér dar Maxwellgleichungen.

Wegen
VoB{Ft}=0 (7.65)

existiert ein Vektorpotenzial {7, ¢}, so dass gilt

B{rt} =V x A{Ft} . (7.66)

Da nach dem Faraday-Gesetz nun
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— — a —
E+—A)= 7.67
V x ( + 5 ) 0 ( )

gilt, existiert einskalares elektrisches Potenziab,, {r, ¢}, derart dass

/T) (7.68)

ist. Man erkennt, dass das skalare elektrische Potedgziain statischen Fall in das bereits
bekannte elektrische Potenzidliibergeht. Das elektrische Feld ergibt sich aus den beiden

Hilfsfeldern, dem skalaren Potenzial und dem Vektorpatdmmeman

. . 9 -
E=—Vo,- 24 . (7.69)

Die durch .66 und (7.69 definierten Felder erflllen offenbar die homogenen Makwel
gleichungenT.14) und (7.16 bzw. (7.22 und (7.24). Im folgenden setzen wir homogene

lineare MedienD = ey E und B = o H voraus. Wir erinnern an die in Beziehung

—

Vx(VxA)=V(Vod)—AA | (7.70)

die komponentenweise zu verstehen ist. Einsetzen in diemolgene Maxwellgleichung
(7.13 ergibt

2

P oafa 0 -+
A—-V (V oA+ 550,uu0—(13e|) = —[ifio]

AA - 550##0@ ot

(7.71)

In leitfahigen Medien ergibt sich aug.@1)
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B B P - o fe - 0 .
AA = ppigo 7, A — eeoiptomm A =V (V o A+ piproo®e + aaouuoa%) = —[1HoJR
(7.72)
Einsetzen inT7.15 liefert
- 0 - 0
Ay +VosAdA=_2 (7.73)
ot €0

Zusammengenommen sind 71) bzw. (7.72 und (7.73 insgesamt vier Gleichungen anstatt
den bisherigen acht Maxwellgleichungen. Die Stromdightew. jx und die Ladungsdichte
owerden auch als Quellterme bezeichnet, da sie als AnregudeniDifferentialgleichungen
fur A und ®, verstanden werden kdnnen.

In quell- und stromfreien Gebieten kdnnen noch zwei weikotenziale definiert werden:

Dasskalare magnetische Potenziab,,,, mit

H =V, (7.74)

wie es bereits id.5.1eingefihrt wurde und dasektrische Vektorpotenzialﬁ, das wegen

V o D = 0 definiert werden kann. Es gilt analog #2u= V x A

-]l
Il
<
X
Bl

(7.75)

7.5.0.1 Eichinvarianz

Die Induktion 3 {7, ¢} andert sich nicht, wenn wir voA zu

A {7ty = A{Ft} + VA {7, t} (7.76)
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mit einer beliebigen skalaren Funktidn{+, ¢} Ubergehen. Damit sich auch das elektrische

Feld E bei der Transformation nicht verandert, miissen wir gledigvon ., zu

P, = Dy — %A (7.77)

Ubergehen. Die Funktiol heil3t auchEichfunktion. Die Transformationen7(76 und
(7.77) heiBerEichtransformationen. Bei Anwendung der Transformationen bleibt die Form
der Gleichungenq.71) und (/.73 unverandert. Die Gleichungen sind, wie man sagt, eichin-
variant. Eichungen werden verwendet, um die Gleichungeril) und (7.73 zu vereinfa-

chen. Die bekanntesten Vertreter sind digenz- und Coulomb Eichung.

7.5.0.2 Eindeutigkeit

Anhand der Eichinvarianz ist sofort ersichtlich, dass atie@Potenziale bis auf die Zeitablei-
tung einer Eichfunktion eindeutig sind, was in der Elekiati® zur Eindeutigkeit bis auf
eine Konstante fuhrt. Vektorpotenziale sind eindeutiganisden Gradienten der Eichfunk-

tion. Dies gilt gleichermal3en in der Statik und der Dynamik.

7.5.1 Coulomb Eichung

Zur Vereinfachung vonqd.73 wahlt man die

Coulomb Eichung

<
o
|
I
o

(7.78)

Dies ist stets mdglich. Falls namlidho A # 0 sei, wahle man die Eichfunktiohals Losung

der Poissongleichung

<L
O
|

AN = — (7.79)
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ersetzed durchA’ = A + VA und erhaltév o A’ = 0. Das skalare elektrische Potenzig]
muss entsprechend.7) modifiziert werden.

Mit der Coulomb Eichung wird aug (73 die

Poissongleichung in Coulomb Eichung

Ady {71} — — 201 (7.80)

mit demCoulomb Integral

By {7} = 4%60 / / / |7~{i :,}“ a3 (7.81)

als Losung im freien mediengeftllten Raudn, {7, ¢} ist das instantan€oulombpotenzial

der Ladungsdichte {7, t}. Deshalb spricht man von Coulomb Eichung. Fir das Vektorpo-

tenzial erhalten wir in Coulomb Eichung bei verlustloserdidéa nach 7.71)

2

0 -
% P — p1p0j - (7.82)

A= v
E€o o ot

AA - oo

Setzen wir auf der rechten Seife&1) ein und nutzen die Kontinuitatsgleichung, dann folgt

im freien Raum in Coulomb Eichung

. 2 . / t
AA-ng,WO%A u,uoj—MV///v Ve {1 (7.83)

7=

Das Vektorpotenzial ist demnach bei verlustiosen MedieGanilomb Eichung durch die
instantane Stromdichte bestimmt, allerdings tUber einermdgene Wellengleichung.
Nattirlich sindA und® in Coulomb Eichung beileibe nicht eindeutig, denn die Rmggei-
chung .79 hat unendlich viele Losungen. Man kann zeigen, dass di¢oGduEichung
nicht unabhéngig vom Bezugssystem ist, was sich fur die B#bag relativistischer Pro-

bleme als ungiinstig erweist.
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7.5.2 Lorenz Eichung

Die Lorenz Eichung fuhrt in verlustlosen Medien € 0) zu einer Entkopplung der beiden

GleichungenT.71) und (7.73. Man verlangt fur die

Lorenz Eichung

> o 0
VoA+ 550##05(1%1 =0 . (7.84)

Diese Lorenz Bedingung lasst sich stets erftillen. Fallslicn(7.84) nicht gultig ist, be-

stimme man die Eichfunktion als Lésung von

2

A (7.85)

> o 0 0
VoA-+ €€o,ulu0§<be1 = —-AA+ 880##0@

einer inhomogenen Wellengleichung ftif7, ¢). Wird nun®’ = ¢ — %A undA’ = A+ VA
ersetzt, ist erkennbar, dass die Lorenz Bedingung flr dieri?tale/f’, O’ erfullt ist.

Aus (7.71) und (.73 folgt in Lorenz Eichung

; 5 - 7

AA —ecoppio gz A = —fifto] (7.86)
82

Ay — e2opipo 55 Pt = —6—50 . (7.87)

Dies sind zwei entkoppeltengedampfte inhomogene Wellengleichungefiir verlustlose
Medien.
Werden die Verluste mit berticksichtigt, muss eine modifigi€&orm der Lorenz Eichung

verwendet werden. Die Gleichungen{2 und (7.73 werden durch die

modifizierte Lorenz Eichung

.- 9
VoA + Iu,uoO'q)el -+ 880#,&()5@61 =0 . (788)
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entkoppelt. Die eventuell erforderliche Eichfunktiarmuss der gedampften inhomogenen

Wellengleichung

S o 0 0 2
Vo A+ ppo®Pe + 880##05@1 = —AA+ MNO&A + 550##0@/\ . (7.89)
gehorchen. Die modifizierte Lorenz Eichung fuhrt auf die
gedampften inhomogenen Wellengleichungen
> 0 - 0* o -
AA = ppoo o A — ecoptpioz s A = —pipto] (7.90)
Ay — e Ly — ceoppn by — —2 (7.91)
el — HHo o el 0ftHo 2 e T 0 .

fur die Potenziale.

Die gedampften inhomogenen Wellengleichungen gelten in thestbehafteten linearen
homogenen Medien

Man kann zeigen, dass die Lorenz Eichung unabhangig vomgdeystem ist und sich des-
halb als Lorenz invariante Darstellung zur Behandlungtikettischer Probleme anbietet.
Naturlich liefert auch die Lorenz Eichung keine eindeutigg®tenziale, denn die inhomoge-
ne Wellengleichunga.85 besitzt eine Vielzahl von Losungen. In Lorenz Eichung zelen
sich die Maxwellgleichungen in homogenen Medien auf dig&eiinhomogenen Wellen-
gleichungen .86 und (7.87). Allerdings kann mary und ¢ nicht unabhangig vorgeben. Es
muss die Kontinuitétsgleichur@ 0j = —0p/ 0t erfullt werden.

Abkurzend wird in 7.86 und (7.87) haufig dieLichtgeschwindigkeit

1 Co Co

c= = = — (7.92)
VEMEHY  NEH T

eingefuhrt, mit der sich Licht im unbegrenzten Medium aagbt. Die Grol3e

1
v/ Ho€o

Co —
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stellt dabei die/akuumlichtgeschwindigkeit und

n=./cp

die Brechzahl des Materials dar.

7.6 LOsung der ungedampften Wellengleichung im freien

Raum

Nach (7.86 und (7.87) genligen das skalare Potenzigl und die kartesischen Komponenten

Ay, Ay, A, des Vektorpotenzials in verlustfreien Medien der

ungedampften inhomogenen Wellengleichung

1 02U {7 t
NI _E# Amg{Fty Ve {0 ALALAY . (7.93)

Hierbei ist der Quellterng{7, ¢} als Ladungsdlchtevertellung—g bzw. jeweilige Kom-
TEED

ponente der Stromdichteverteilufijgﬁf vorgegeben, und es gilt > 0. Ohne die Zeitablei-
™
tung, also furw /ot = 0, ist dasCoulomb Integral

o [z e

eine partikulare L6ésung vor7 (93, die fur den freien Raum gilt. Durch Probieren findet man

eine partikulare Lésung bei vorhandener Zeitabhéangigke#tse Losung heifl3t

retardiertes Potenzial

W {7, t}—/// q‘ ‘} d*r’ (7.95)




234 KAPITEL 7. MAXWELL GLEICHUNGEN UND WELLENGLEICHUNG

und ist im freien Raum gultig. Die Wirkung der Quelld+”, ¢} am Ort7” zur Zeitt kommt
zeitlich um |7 — 7’| /c verzogert am Aufpunkf an. Die GroRe ist als Ausbreitungsge-
schwindigkeit zu interpretieren. Die Quelleals Ursache fur das Fel erzielt demnach

eine spatere Wirkung. Das System verhalt sich kausal. agedt fur das

avancierte Potenzial

|r=7"]
C

7 g{'F’,t—i—
o

o

, (7.96)

das ebenfalls eine partikulare Losung des freien Raums ¥@3) (darstellt, die Wirkung
friher ein, als die Ursache passiert. Dieses nicht kausalealten ist unphysikalisch, und
wir werden avancierte Potenziale nicht weiter beachtes.dYancierte Potenzial erlangt im
Rahmen der Quantenphysik Bedeutung.

Dass .99 und (7.96 Losungen der Wellengleichung sind, rechnet man leichihpnaenn
manA - = —4rd® {7 — '} beachtet.

Ist die Quellfunktiong {7t} = g {7} zeitlich konstant fur alle Zeiteh < t,, dann ist auch

die retardierte Losung/(95 konstant fur < ¢,, dat — @ < to und folglich

U7t} = /7/ éilj' B3 (7.97)

fur ¢t < ty. Dieses ist die statische Lésung.

Wenn aul3erhalb eines Volumenbereicheg {7, ¢t} = 0 gilt, und innerhalb vork die Quelle
g{r,t} = g {r} furt < t, zeitlich konstant ist, dann ist die retardierte Losung(fit) mit 7
auBerhalbX’ und Abstandr— 7’| > ¢(t — to) immer noch gleich der statischen Losung. Die
Wirkung der Quelle ist an diesen Punkten wegen der endlidlisbreitungsgeschwindigkeit

¢ einfach noch nicht angekommen.

Das kausale Verhalten gilt selbstverstandlich nicht fi& aleancierte Potenzial.
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7.7 Allgemeine Losungen der ungedampften Wellengleichung

Oben wurde von verlustfreien Medien ausgegangen, da depiégsterm in den Wellen-

gleichungen fur verlustbehaftete Medien Probleme beinfiddén der Losung bereitet. Im
weiteren Text sollen nun auch Losungen fur verlustbetatedien gesucht werden. Wir
starten zuné&chst beim verlustlosen Fall, um uns dann an #é&rabrt gefundenen Lésungen

auch Losungen der gedampften Wellengleichung herzuleiten

7.7.1 Allgemeine LOsung der ungedampften inhomogenen Welhglei-

chung

Wenn in der inhomogenen Wellengleichu@g®d g{7,t} = §®{rF—"} -6{t—t'} eingesetzt
wird, ist die Losung die Greensche Funktion der Differdgt@chung. Fir Raumgebiete
ohne Randbedingungen im Endlichen findet manzaigéabhangige Greensche Funktion

des freien Raums

| —

C

- 1 7|
G{F, ¥ t,t'} = mé {t’ —tF } , (7.98)

wobei das Minuszeichen fir das retardierte Potenzial usdPtlasszeichen fir das avancierte
Potenzial verwendet wird. Man erkennt sofort, dass sichGteensche Funktion der Wel-
lengleichung multiplikativ aus der Greenschen Funktios elektrostatischen Problems und

dem Zeitfaktor mit der Deltafunktion zusammensetzt. Dastitlie

allgemeine Losung der ungedampften inhomogenen Wellengiaung

W{r t} = / / / / g{ VY -G{F 7 e,y At & . (7.99)

-0 —

Das retardierte und avancierte Potenzia®f und (7.96) resultieren sofort nach Zeitintegration
aus {.99.
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7.7.2 Losung der ungedampften homogenen Wellengleichung

Die

ungedampfte homogene Wellengleichung

1 62

AURL) — s

{7t =0 (7.100)

ist in Bereichen mit verschwindender Ladungsdichtg’,t} = 0 oder verschwindender
Stromdichtej {7, ¢} = 0 zu erfilllen.

Ohne Beschrénkung der Allgemeinheit kann man das Potealzi&bourierentwicklung

U{r, t} L /OO U7, £w} exp{Fiwt} dw (7.101)

:27T

—00

mit

{7, +w} = /OO U{r,t} - exp{Fiwt} dt (7.102)

schreiben. Nach Einsetzen in{0Q findet man, dass fiir jede Spektralkomponeh{e, +w}

die Helmholtzgleichung

2
AT{F, 4w} + j—ﬁ{ﬁ +w} =0 (7.103)

erfullt werden muss. Wir schranken zunéchst die Betraghauf sogenanntemonochro-
matischeWellen ein. Das heil3t, im folgenden wird nur eine expliziteisfrequenz, = '

zugelassen, das Frequenzspektrum ist also Dirac-férmig

U7, +w} = 2ruf{r} -6{w — '} . (7.104)

Diese Darstellung impliziert eine harmonische Zeitablgkegt. Lésungen der homogenen

Wellengleichung kénnen aber auch bei einer etwas allgemaiZeitabhéngigkeit gefunden
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werden. Sindf_ {¢} und f, {¢} beliebige zweimal differenzierbare Funktionen einerlezel

Phase, dann sind

v {F) = [ {i(wt — Ko F)} — f {+e) (7.105)

und

ARt = [ {Hwt+Fom) b = fi {6} (7.106)

vier spezielle L6sungen vof7 (100, wenn deMVellenzahlvektor k= (kx, ky, k,)T und die

Kreisfrequenzw die

Dispersionsrelation

kok= wppoeeg (7.107)

erfillen. Die Dispersionsrelation verkniipft die Konstanten aus demgweiligen Ansatz
zur Losung der Wellengleichung mit den Materialgrof3en in den Medium, in dem der

Ansatz gelten soll Hier findet dieNorm eines Vektors

K2 =k ok (7.108)
Anwendung, die im Gegensatz zuBetrag eines Vektors

k> =kok (7.109)

bei komplexen Vektoren sowohl einen Real- als auch einemgimisteil besitzt. Die Norm
von k kann in kartesischen Koordinaten durph||? = &2 + kI + k7 ersetzt werden.

Es hat sich eingeburgert, die Abkirzung

'Der Name Kreisfrequenz ist in diesem Zusammenhang etwefsifmend, weil eine Kreisfrequenz tibli-
cherweise im Argument harmonischer Funktionén,(cos, exp) auftritt, die hier ja zun&chst nicht unbedingt

vorliegen.
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w
WA/ IhoEor/ 1€ = o= k=mn-kg (7.110)

zu verwenden. Dabei wird ddakuumwellenzahl

k?o = W4/ oo (7111)
und dieBrechzahl
n = \/ue (7.112)

eingefuhrt. Umstellen vor7(11Q fahrt auf den Zusammenhang

w=kec |, (7.113)

der spater noch haufiger benutzt wird. Wird die Dispersielation herangezogen, ergibt

sich aus 7.107 mit (7.108 der Zusammenhang

k| =k=nk . (7.114)

In AnhangH wird gezeigt, dass zwei der vier Losungen redundant sindsandt immer nur
das Pluszeichen vor der Phasebericksichtigt werden muss.

Der Name Dispersionsrelation ist mathematisch gesehetgi@iezeichnung fur eine Sepa-
rationsbedingung. Gemeint ist tatsachlich, dass dieseBedg erflllt sein muss, damit ein
bestimmter Ansatz Losung der Wellengleichung ist. Ausefie&rund gehodren auch immer
der Ansatz und die Dispersionsrelation zusammen!

Es zeigt sich in der Praxis, dass die Dispersionsrelatisnifamer gleich aussieht. Etwas
verwirrend ist, dass es sich eingeburgert hat, die Abkigzari1Q zu verwenden, weil man

es gewohnt ist, den Betrag (die Norm) eines Vektors mit desiclgén Buchstaben ohne
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Vektorpfeil abzukiirzen. Die Abkirzung stammt historisak dem Vergleich der linken und
rechten Seite der Dispersionsrelation flr ebene Wellen.

Bei konstanter Phasg. = wt + k o 7 ist offenbar auch die Wellenelongatign konstant,
d.h. die Flachen gleicher Phase sind auch die Flachen kdasfa-Werte. Fir einen festen
Zeitpunktt = t, sind die Orte gleicher Phase, also auch die Orte gleicheewgbngation
durch die Bedingung

ko7 = const (7.115)

gegeben. Dieses ist die Gleichung einer Ebene senkrechi\il@nvektor k. Die Wellen-
front, gekennzeichnet durch gleiche Werte der Elongation, seatirecht auf. Betrachten
wir den gesamten Zeitablauf, so gilt fur das Orts-Zeit-\#tdn, d.h. die Bewegung von

Wellenpunkten gleicher Elongation

EL{rt} =wt £ kofi = const . (7.116)
In der Zeit dt¢ hat sich der Ort gleicher Elongation udr,, in Richtung vonk bewegt
w w
%] k
wobeik = || k|| = V'k o k verwendet wurde. Man hat
w

drp
dt

als Phasengeschwindigkeitder Welle zu interpretieren. Die Wellg, {wt +ko F} des
avancierten Potenzials bewegt sich in Richtung vanund wird daher auch alsickwarts

laufende Wellebezeichnet, die Welle des retardierten Potenﬁal{wt —ko F} bewegt
sich in Richtung vont+k und heilt daher auckorwarts laufende Welle Da die Wellen-

fronten Ebenen bilden, heil3en beide Losungemnind f - auchebene Wellen
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Wegen der Linearitat der Wellengleichung sind Superpms#in ebener Wellen, die die Di-
spersionsrelation/(107) erfullen, selbstverstandlich wieder Losungen der Wejleichung
(7.100. Wie in AnhangH gezeigt wird, gibt es viele verschiedene Funktionen, dre fu
f eingesetzt werden kdnnen. Im Folgenden wird gewohnlichZzéigabhangigkeit gemar

expq{iwt} gewahlt. Damit lautet die Losung der Wellengleichung

fe{rt} = Cy exp {i(wti%of')} , (7.119)

wobei immer nur der Realteil dieser dlarmonische ebene Welldezeichneten Form als
Lésung zu nehmen ist. Man spricht i von derSpektralkomponente da ihr Wert die
komplexe Amplitude der Welle bei der Frequenbzw. demAusbreitungskoeffizientenk

darstellt.

7.7.3 Eindeutigkeit der LOsung

Die Wellengleichung .93 hat unendlich viele Losungen. Die Summe aller Lésungen ist
auch wieder Losung der Wellengleichung. Eindeutigkeitkerst erzielt werden, wenn An-

fangsbedingungen vorgegeben werden. Es gilt:

Werden fur einen festen Zeitpunkt ¢, die WellenformW {7 ¢,} und deren zeitliche Al

Ieitung%llf {r, ty} fur alle Raumpunkte& vorgegeben, dann gibt es eine eindeutige L6sung

der Wellengleichungd.93 fur alle Zeitent > .

Zum Nachweis verwenden wir an Stelle der festen Zeitablgkegiexp{iwt} und wechseln-
der Vorzeichen bek die hier giinstigere alternative Darstellupg= C.y exp{i(ko7+wt)},

die gemal AnhanHl ja auch eine Losungskombination ist.

Wir betrachten zunachst Losungén der homogenen Wellengleichung. Als Ansatz zur L6-
sung der homogenen Wellengleichung wéhlen wir die Sumnel(dagral) aller Losungen

(H.22) in der modifizierten Form
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Uy, {7t} = /// C+ E ike(t=to) 4 C1_ {E} —ike(t— t0>> etk B3 (7.120)

wobei eine Zeitverschiebung utmgegeniber der Losun@.(19 eingefihrt wurde und die
KonstanterC,. wegen der Integration nicht mehr die gleichen sind! Physi&ha relevant ist
weiterhin nur der Realteil des Potenzialsi20.

Zur Bestimmung der Koeffizienten wéhlen wir zunachst altefeg\nfangszeitpunkt = ¢,

und bemerken, dass folgende zwei Gleichungen gelten:

U {rit=ty} = /// C+ +C_ {E}) oikoT 31 (7.121)
%\yh (Fit =t} = ///zk:c (c+ {E} — {E}) FRT SR (7.122)

Die Koeffizienten in 7.121 und (7.122 lassen sich durch komplexe raumliche Fouriertrans-
formation ermitteln. Fur den Ubergang von der bekanntettideen Fouriertransformation
wird hier lediglich die Zeit durch den Orf und die Kreisfrequenz durch den Wellenzahl-

vektork ersetzt. Am Beispield.12]) seien die Schritte kurz wiedergegeben:

Uy {7t =to} e~k 43y,

il [ et

= (Cy+C) Gppr (7.123)

also

1 o
Co+C_= E U {7, b}y, e T dPr (7.124)
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Entsprechend erhalt man

C, — g\lfh 3 e iRT @3y (7.125)

t=to

Damit erh&lt man durch Addition bzw. Subtraktion vah124 und (7.125 sofort die durch

die Randbedingungen festgelegten Spektralkomponenten

1
U ——\If ce TR 3 (7.12
CJF 2 ( n{r t} + Y w {7, t}) . e d°r (7.126)
1
~ = )} t ——\11 t ce TR 3 (7.127
c-{} = 57 ( - )|y @az)

Mit den so bestimmten Spektralkomponen(ép{l?} undC_ {E} ist die L6sung 7.120

der homogenen Wellengleichung vollig bestimmt. Diese Ibgserfiillt beliebige, vorgege-
ben Anfangsbedingungen, sie ist damit die allgemeine Lgsien homogenen Wellenglei-
chung.

Die retardierte Losung’..; (7.99 ist im freien Raum eine partikulare Lésung der unge-

dampften inhomogenen Wellengleichung

1 0?

AVR ) - — =

— U {rt} = —4drng{r,t} . (7.128)

Die Anfangsbedingungen des retardierten Potenzialsraute

At =t} = /// t|; jo'r’ 7 . (7.129)

und
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't —tp) — =
8\11 ¢ ‘%g 0 ¢ }t*t

TR t=t =t g3, 7.130
0} /// |7,_7, ‘ r ( )

Zur Erfullung vorgegebener Anfangsbedingungen sind dimAgswerte7.129 und (7.130
der retardierten Losung bei der Bestimmung der Spektraticomanter’, {E} undC"_ {E}
mit ¥, = ¥ — U zu bertcksichtigen. Die allgemeine Lésung der ungedamjufteomo-

genen Wellengleichung ist

U {7t} = ret+/// C+ {E}) R 3 (7.131)

Im Gegensatz zur Elektrostatik, bei der fur eine (bis aufskante Summanden) eindeutige
LAsung des Potenzials nur auf dem Rand eines Gebietesw. vV vorgegeben sein muss,
wird hier eine Vorgabe im gesamten Gebiet sowohl fur dasrizakals auch fir dessen

zeitliche Ableitung zum Anfangszeitpunkt verlangt.

Angemerkt sei hier noch, dass die Lichtgeschwindigkeiteveder vorausgesetzten homo-
genen Medien ortsunabhéangig ist.

In inhomogenen (ortsabhéngigen) Medien lassen sich dienRiatie nicht mehr durch die

Lorenz Eichung entkoppeln. Eine mdgliche Losung der homegéNellengleichung ist

dann von der Form
U7, t} = Wo{r} exp{ti(wt — kLw{T})} (7.132)
wobei Ly {r} das sogenannteikonal ist. Das Eikonal stellt in der geometrischen Optik den

Lichtweg dar. Im Falle ortsunabhangiger Lichtgeschwikdigidentifiziert man leicht durch
. 1 -
Vergleich Ly {7} = E(k o).
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7.8 LoOsungen der gedampften Wellengleichung

7.8.1 Losung der gedampften homogenen Wellengleichung

Als Ansatz zur L6ésung der

gedampften homogenen Wellengleichung

2

AV {7t} — MMOU%\I’ {r,t} — uuoseo%\ﬂ {rit}=0 . (7.133)

ist (7.119 ungunstig. Wir erinnern uns, dass es zwei weitere redurdaisungen der Wel-

lengleichung gibt und wahlen ab jetzt

fodr,t} = Cyp exp {i(wt +ko F)} : (7.134)

wobei jetzt das Minuszeichen fur die vorwarts laufende @ald das Pluszeichen fur die

rackwarts laufende Welle steht. Es folgt die

Dispersionsrelation fur verlustbehaftete Medien

kok = w’uueeo — ippoow = wppogo(e — z%) : (7.135)
0

Wegen der Verluste muss der Ausbreitungsvektor sowohhdmaginar- als auch einen Re-
alteil aufweisen. In7.92 wurde die Lichtgeschwindigkeit und die Brechzahl eingpefiFr

die hier verwendeten monochromatischen harmonischereati#illen bietet es sich an, als
Pendant dazu eine komplexe Lichtgeschwindigkeit und dgekdrige komplexe Brechzahl

zu definieren. Ausq.139 resultiert flrk das Ergebnis

k:onE:w\/u,uoso(e—ii):w 1L0€0 ,u(e—ii) . (7.136)
0

WE(
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Die Grof3ery = ﬁ ist wieder dievakuumlichtgeschwindigkeit. Mit der Definition einer

komplexen Brechzahl

n=ylu <5 - zi) (7.137)

WEe(

und derkomplexen Lichtgeschwindigkeit

1 1 Co

CcC = [—

v oo 5 n
yrle-ix)

folgt die Wellenzahl dem bekannten Zusammenhang kc = k¢, /n und die Dispersions-

(7.138)

relation hat wieder die Forn¥(107. Das Potenzial hat unter diesen Voraussetzungen in ver-
lustbehafteten Medien die Darstellung 19 und auch die allgemeine Losung behalt ihre
Gultigkeit, wie mit etwas Rechenaufwand gezeigt werdemk&esonders wichtig ist dabei
die Tatsache, dagswegen der Dispersionsrelation.{35 die Eigenschaft{w} = k*{—w}

hat.

In der Literatur findet man haufig eine zd.@9) und (7.138 konjugiert komplex definierte
Brechzahl und Lichtgeschwindigkeit. Das hangt damit zusam dass im Gegensatz zu

unserer Wahl gerade das negative Vorzeichen vor der Keegisénz genommen wurde.

7.9 Wellengleichungen fur das elektrische Feld und die ma-
gnetische Induktion

Wir untersuchen in diesem Abschnitt elektromagnetischedfén ungeladenen Dielektrika
mit o = 0 undj = 0. Fir lineare homogene Medien gelten auRerdem die Matksiatyin-

gen

B=uwH , Vp=0 (7.139)
D=¢ecggE , Ve=0 . (7.140)
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Damit lauten die Maxwellgleichungen

VoE =0 |, (7.141)
VoB=0 |, (7.142)
L OB

E=-22 7.143
L OF
VX B= Coipo - (7.144)

Dies ist ein System von linearen partiellen homogenen Bffealgleichungen fur die Felder

E und B. Durch Anwendung des Rotations-Operators folgt in kastdsn Koordinaten

LS L L , . OB PE
VXxVxE=V(VoFE)-AE = -V X — = —ecofillo—5 (7.145)
—— ot ot
=0
VxVxB=V(VoB)-AB = eeoupoV X —
—— ot
—0
0* 5
= —550111#0@3 (7146)

Dies sind homogene Wellengleichungen fiiund B. Die GroRe

n =z (7.147)

ist die bereits bei der Potenzialbetrachtung eingefiuihnéeltizahl. DidNellenausbreitungs-

geschwindigkeitist wie schon bei den Potenzialen

=1 (7.148)

n VEE o
wobeicy = 1/,/2o/10 die Vakuumlichtgeschwindigkeit bezeichnet.

Damit kann man die Wellengleichungen schreiben
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1 9% 5

AE———E=0 7.149
c? Ot? ( )

AB-———FB=0 . 7.1
2 ot? 0 (7.150)

Diese Wellengleichungen sind durch Rotationsbildung amshaxwellgleichungen hervor-
gegangen. Ihredsungsmengeann deshaligro3er seinals die der Maxwellgleichungen
Wir werden uns auf solche Lésungen vanl49 und (7.150 beschréanken, die simultan die
von den Maxwellgleichungen geforderten Kopplungen zwésch und B reproduzieren.

Es sei noch angemerkt, dass wegen den vorausgesetztentieea/.139 und (7.140Q fur
die Hilfsfelder H und D ebenfalls Wellengleichungen der Forih149 bzw. (7.150 gultig
sind.

Vergleicht man.149 und (7.150 mit den Wellengleichunger7 (90 und (7.9]) fir das ska-
lare Potenzial und das Vektorpotenzial, so ist zu beachtess in letzterem wegen.66) und
(7.69 eine Kopplung zwische® und B beriicksichtigt ist, wie es die Maxwellgleichungen
erfordern.

Wird ohmsche Leitfahigkeit- berticksichtigt, dass hei[§t7£ 0, ergibt sich firE wieder
die oben angegebene ungedampfte Wellengleichung mierdethtgeschwindigkeit, fur

B resultiert eine gedampfte Wellengleichung, die im Falttrmimonischer Felder auf die

bekannte komplexe Lichtgeschwindigkeit fhrt.
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Kapitel 8

Wellenausbreitung in Dielektrika

8.1 Ebene elektromagnetische Wellen

In nicht leitenden, ladungsfreien, stiickweise homogerelekirischen Medien isf = ¢ =
o = 0unde = const bzw. . = const. Da die FeldelZ und B homogene Wellengleichungen

erfullen, sind ebene Wellen

E{rty = f{lwtshon} = flae) (8.1)

und

Birty = g{ut® For) =gz} . 8.2)

die sich in Richtung vort ausbreiten, spezielle mogliche Ausbreitungsformen détefe
Hierbei hangen die Vektorfunktionefi= (fxs fys f2)T bzw. G = (gx, gy, 9.)* nur von einer

reellen Variablerg ab.

8.1.1 Transversaler Charakter ebener elektromagnetischidNVellen

Ebene elektrische Wellen der Forgh1) missen wegen der vorausgesetzten Ladungsfreiheit

die Maxwellgleichungen

249
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(8.3)

o T oc oy - oea: . ae T e Thige
g O 0 s
= Fhoge = Faelkof)

erfullen, wobei wir gemaf Ansatd.Q) £ = wt—EoFgesetzt und die Kettenregel angewendet

haben. Aus§.3) folgt

9

5 (Ko f)=0 (8.4)

Iy

und damit

Eof:EoE:const ) (8.5)

d. h. die Komponente vof in Richtung deeWeIIenausbreitungsvektorsE ist raumlich und
zeitlich konstant. Solche konstanten Anteile interessiems nicht weiter, und wir erkennen,
dass in ebenen Wellehi und & aufeinander senkrecht stehen.

WegenV o B = 0 schlieRen wir in entsprechender Weise, dass auch das Melgheiner

ebenen Welle senkrecht auf der Ausbreitungsrichtung.dishgilt also

Eok=0 und Bok=0 . (8.6)

Wird die Maxwellgleichung

VxE=—— (8.7)

(k x f) (8.8)
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und
dB +0q d oq a .,
=2 Bl T - A 8.9
T oe @t T T~ taewd) (8.9)
den Zusammenhang
k x f{g} = wg{&} + const (8.10)
oder
kxE=wB | (8.11)

wenn wieder raum- und zeitkonstante Anteile nicht beachéetien. In ebenen Wellen, die
sich in RichtungE ausbreiten, biIderfé,E und B ein orthogonales Rechtssystem, das in

Abbildung8.1dargestellt ist.

!
2
y
R} A -
Abbildung 8.1: Zum transversalen Charakter ebener B
elektromagnetischer Wellen _EE ey

In ebenen Wellen sind und B jederzeit senkrecht zueinander gerichtet und zugleick-sen
recht zum Ausbreitungsvektor. Dies ist Ausdruck des trarsalen Charakters ebener elek-
tromagnetischer Wellen. Welf ein Pseudovektor ist (Abschnftl.1), muss seine Richtung
mit Anderung der Ausbreitungsrichtung (riickwarts lautelelle) gedreht werden. Die
Transversalitat folgt offenbar addo E =0undVo B = 0, d. h. der Quellenfreiheit der
Felder.

Mit (8.11) kann die magnetische Induktion aus dem bekannten eletéisFeld berechnet

werden. Ist dagegen die magnetische Induktion bekanmnﬂtim!;aus(E X E) xk=wBxk
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IK|?E =w(B x k) . (8.12)

In linearen Medien gilts = p.0H und damit resultiert unter Verwendung der Dispersions-

relation in verlustbehafteten Medien

— 1 — —

i = ixE (8.13)
W Lo

— 1 — —

E = — Hxk (8.14)
wWeEY — 10

Da sowohl das Plus- als auch das Minuszeichen vor dem Atsbgsiwert in (8.1) bzw. in
(8.2 keinen Einfluss auf das Ergebnis haben, werden wir im falgamur das Pluszeichen
verwenden. In einem Teil der auf dem Markt verfigbaren Labhnler wird dagegen das
Minuszeichen verwendet, was bei der Einfuhrung komplexeleRtrizitdtskonstanten und
Brechzahlen zu konjugiert komplexen Werten fuhrt.

Fuhrt man den komplexéiellenwiderstand

7 = | —H (8.15)
WEeEEY — 10

ein , kann man&.13 bzw. 8.14) auch schreiben als

— 1 — —
— Z — —
E o= ZHxk (8.17)

(8.18)

Im verlustlosen Fall reduziert sich der Wellenwiderstantiche Schreibweise

Z:,/M:J@\/E:ZO\/E . (8.19)
[SX9N) o g 3

Der Faktorz, = , //;—g = 12072 wird alsVakuumwellenwiderstand bezeichnet.
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8.1.2 Monochromatische ebene Wellen und Polarisation

Monochromatische ebene Wellen besitzen eine harmoniseit@hangigkeit. Das elekitri-

sche Feld hat die Form

Ex {r,t} = Elrg cos {wt— kof+ gp} . (8.20)

Die Grol3ep heildt Nullphase. Wir benutzen wieder die komplexe Schreibgund haben

Ep {7t} = Re{EO exp {z <wt — ko F) }} : (8.21)

Der konstante komplexe Amplitudenvekigy = (Eo exp{igy}, Eoy exp{ivy }, o, exp{igpz})T
beinhaltet die Nullphase. Er wird dPhasorder elektrischen Feldstarke bezeichnet. Abkir-

zend schreiben wir

E{Ft} = Eyexp {z (wt —ko F) } : (8.22)
v . .. .o E X EO
Das zugehorige Magnetfeld erhalt man sofort @183 mit H, =
W Lo
A {71} = Hyexp {2 (wt — Ko F)} . (8.23)

Man erkennt, das&' und H gleichphasig schwingen, solange der Ausbreitungsvéktod
damit der Wellenwiderstand reell ist. Eine monochromatische ebene Welle zum Zeitpunkt
t = 0 istin Abbildung8.2fur den Fall, dasg in z-Richtung weist und die Nullphase= 0

ist, dargestellt.

Polarisation

Unter derPolarisation einer Welle versteht man die (zeitabhangige) Richtung tkddre
schen Feldstarkevektors, genauer: Die Figur, die der Eeldvektor an einem festen Ort
im Raum beschreibtAchtung: in der Physik wird héufig die Richtung des magnétsc

Feldstarkevektors zur Angabe der Polarisation herangezog
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Hp =H, - cos (k-z)

Abbildung 8.2: Linear polarisierte monochromatische ebérelle

Betrachten wir zunachst den Fall, dass die Nullphase farkdimponenten gleich ist, also

vx = ¢y =, = . Der Realteil des elektrischen Feldes hat dann die Daustgll

ER = (Eox, Eoy, EOZ)T cos{wt — koF+ 72) (8.24)

Der Weg, den die Spitze des elektrischen Feldstarkeve&toesnem festen Punkt im Raum
k o 7 = const durchschreitet, ist eine Gerade parallel zum FeldstakteueMan spricht
in diesem Fall von linearer Polarisation. Die Feldstarkeieing im Raum entlang? ist
dreidimensional in Abbildun@.2 fir den Zeitpunktt = 0 und ¢ = 0 dargestellt. Der
Abstand zwischen zwei Maxima oder Minima ist 8¥&llenlangeim Medium \,, definiert.

Es gilt der Zusammenhang

B 27
=3

Ist die Brechzahl des Mediums= 1 wie im Vakuum, spricht man auch von déakuum-

k

wellenlange die tUber die Vakuumwellenzahl
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_27T

ko = 3
definiert ist. Wenn eine Wellenldnge angegeben wird, istodistierweise die Vakuumwel-

lenlange.

Der Amplitudenvektot, steht zwangslaufig senkrecht duiwir wahlen als Ausbreitungs-
richtung diez-Richtung und habe = (0,0,k,)” = (0,0,k)7 und E, = (E,, E,,0)".

Damit ist

E {7t} = (Ey, Ey,0)" exp{i(wt — k2)} (8.25)

Die beiden AmplituderE, und £, sind im allgemeinen komplex mit den Phasenlagen=

pundpy, =p+9

Ey = |Ex|exp {ip} = Eoxcexp {ip} (8.26)

B, = |B,| exp {i(p + 6)} = Boyexp {i(p +6)} . (8.27)

Die reellen Feldkomponenten sind

Erx = FEoxcos {wt — kz+ ¢} | (8.28)

Egy = Egycos {wt —kz+p+6} . (8.29)

8.1.3 Uberlagerung monochromatischer linear polarisierer Wellen glei-
cher Ausbreitungsrichtung
Sowohl die x- als auch die y-Komponente des elektrischeddsegkbnnen als linear polari-

sierte Wellen aufgefasst werden, die sich zum Gesamtfeddatern. Bezuglich der relati-

ven Phasé und der Amplitudenverhéltnisse lassen sich mehrere Ralldié resultierende
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Polarisation unterscheiden.

1. Fall: § = +mm, me N,
Die Komponenten®, und £, schwingen gleichphasig oder gegenphasig. Fir einen
festen Punkt = z, bewegt sich die Spitze des Vektaksauf einer Geraden in der

x, y-Ebene. Der Winkedv zur z-Achse ist durch

_ EOy
tana = E— (8-30)

Ox

gegeben. Die Schwingung ist in AbbilduBd dargestellt. Sie idtnear polarisiert.

g 7T
Eoy— —— - |
|
Abbildung 8.3: Linear polarisierte Welle. a |
! | E—>
Schwingung der Feldstarke an einem festen : Eox X
Raumpunkt. -
2. Fall: § = :Eg +mm, m € Ny, Eox = EOy =
In diesem Fall gilt
Egr = By (cos {wt — kz + ¢} & F sin {wt — kz + ¢} éy) (8.31)

An einem festen Raumpunkt = 2z, bewegt sich die Spitze des VektoFs in der
x,y-Ebene auf einem Kreis mit Radids. Die Welle ist furd = —x /2 rechts zirku-
lar polarisiert, fir § = +7/2 links zirkular polarisiert . Die Angabe der Drehrich-
tung erfolgt bezlglich des Ausbreitungsvektors, det-Richtung zeigt. Abbildung
8.4 zeigt die Bewegung der Spitze des Feldstarkevektors fulevalisbreitung, wo-
bei diez-Richtung aus der Papierebene heraus zeigt. Im Raum beigbgtis Spitze

des Feldstarkevektors fur einen festen Zeitpunkt auf éiressformigen Spirale.
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1 f

Ey Ey
-5 \\6 +
Jaa Jaa\
€, E,— 1, E—
rechts zirkular Jinks zirkular

Abbildung 8.4: Zirkular polarisierte Welle. Die Angabe darehrichtung ist beztglich der

Ausbreitung (hier ire-Richtung) zu wahlen.

3.Fall: 6 = :Eg +mm, m € Ny, Fox # EOy
Dies bedeutet naci8(28 und 8.29

ERrx = Eox cos {wt — kz + ¢} (8.32)
Ery = FEoy sin {wt — kz + ¢} (8.33)
oder
Fi + Esy =1 (8.34)
E§.  EG, '

Die Spitze des Feldstarkevektors ist nach Abbild8rigflr z = konst in der Ex, E -
Ebene eine Ellipse, die achsenparallel liegt. Man spriohtelliptisch polarisierten
Wellen. Raumlich ergeben sich elliptische Spiralen um déelse fir feste Zeitpunk-

tet = konst.

4. Fall: ¢ beliebig, Ey, Eo, beliebig

Hierbei durchlauft die Spitze des-Vektors fur jedes = konst wieder eine Ellipse,
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EX
Abbildung 8.5: Elliptisch polarisierte Welle mit  -E,

Hauptachsen parallel zur bzw. y-Achse

die allerdings verdreht zu dem y-Achsenkreuz liegt. Durch eine Hauptachsentrans-
formation lasst sich dieser Fall in den vorher diskutiettbarfihren. Man spricht auch
hier vonelliptisch polarisierten ebenen Wellen. Abbildun§.6 zeigt die Bewegung

des Feldstarkevektors.

Eoy—

Ey
'EOX //
| ;
E—
Abbildung 8.6: Elliptisch polarisierte Welle mit belie-

biger Hauptachsenlage

Wir haben in unserer Diskussion jede Polarisationsfornzaues linear polarisierten Wellen
Ey = (Ey,0,0)7 und E, = (0, Ey,0)" zusammengesetzt. Man kann auch andere ortho-
gonal zueinander polarisierte Wellen wahlen, um beliekifptisch polarisierte Wellen zu
beschreiben. Beispielsweise bilden eine links zirkulad eme rechts zirkular polarisierte

Welle ein Orthogonalsystem der gewiinschten Form.
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8.1.4 Uberlagerung monochromatischer linear polarisiertr ebener Wel-

len unterschiedlicher Ausbreitungsrichtung

Im vorigen Kapitel wurde die Uberlagerung zweier orthodan@inander linear polarisierter
ebener Wellen gleicher Frequenz und Ausbreitungsrichaleg unterschiedlicher Amplitu-
den und Phasen betrachtet. Hier soll die Uberlagerung leéhgir Amplitude, Frequenz
und Phase aber unterschiedlicher Ausbreitungsrichtutegsucht werden. Dabei liegen die
elektrischen oder magnetischen Feldstarkevektoren aneer parallel. Dieser Fall tritt zum
Beispiel bei der Reflexion einer Welle auf. Die Uberlagerdageinfallenden und der reflek-
tierten Welle wére dann zu betrachten. Wir betrachten zmeiRichtung linear polarisierte

Wellen mit reell angenommenen Amplitudé&h = (Ey, 0,0)7 = const

E, = Eyexp{i(wt — ko 7)}
ERI = Re{El} = E(] Ccos {wt — El OF} (835)

und

Ey = Egexp{i(wt — kyo7)}

Fry = Re{ﬁg} — E, cos {wt - F} (8.36)

deren Ausbreitungsvektorén = (0, —ky, k)T undk, = (0, ky, k,)T lauten. Abbildund.7
und Abbildung8.8 zeigen die Geometrie.
Die magnetischen Felder der Teilwellen sind

— ]i]_iXE_:l EO
1= =

N7 o (0, kg, k)" expfi(wt — kyo7)} (8.37)

und
- k’_; X EQ EQ

Hy, = — 0k, —k)T (Wt — ko)) . 8.38
2 kaZ CU,U[/@( ) ) y) eXp{Z(w 1OT)} ( )
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N
<=

zZ —
Abbildung 8.7: k-Vektoren bei der Uberlagerung zweier
ebener Wellen Koy
5,
! g
Kl
H
L, >
Abbildung 8.8: Feldkomponenten bei der Uberlagerung E,
zweier ebener Wellen el > va
H2 K2
Die Uberlagerung ergibt
E = E, + Ey = 2Ey cos {kyy}exp{i(wt — k,2)}
= 2Eycos {kyy} exp{i(wt — k,2)}é (8.39)

und

. - 2F
H = H; + H, = (0,k, cos {kyy} , —i kysin {kyy})T O exp{i(wt — ky2)} . (8.40)

WLkt

Gemeint ist hierbei immer der Realteil, also

Er, = 2FEycos {kyy}cos {k,z —wt}
R 0 {kyy} { } (8.41)
ERy = FEr. =0

und
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HRJ: =0 )
Hg, = % cos{kyy} cos{wt — k,z} (8.42)
Eoky .
Hg, = % sin {kyy} sin {wt — k,z}
Dies istkeine ebene Wellemehr. Sie ist iny-Richtung eine stehende Welle, iARichtung
eine laufende Welle mit ddéthasengeschwindigkeit
w w

O I (8.43)

Weil die Welle nur noch in-Richtung lauft, wird diez-Komponente des Wellenzahlvektors
durch denAusbreitungskoeffizientenk, = 3 ersetzt, der im allgemeinen die Wellenzahl in
Ausbreitungsrichtung der Welle angibt.

Die Welle besitzt aul3er den transversalen Feldkomponditemd /, auch eine longitudi-
nale Feldkomponent#,. Sie ist in Bezug auf das elektrische Feld transversal jecioch

in Bezug auf das magnetische Feld. Man nennt solche Welesversal elektrische Wel-
len, abgekirzTE-Wellen. Manchmal spricht man auch véfWellen. Der Wellenzahlvek-
tor k, = ke.,, genauer gesagt dessen Einheitsvekfgrund die Ausbreitungsrichtung,
spannen die sogenannte Einfallsebene auf. Liegt dasisleierFeld senkrecht zur Einfall-
sebene, handelt es sich also um TE-Wellen, spricht man i©gé&k von s-Polarisation
Der Ausdruck ,transversal“ steht fur ,senkrecht zu“, hienkrecht zur Ausbreitungsrich-
tung. Fur die Angabe der Transversalitdt muss immer einletéRig definiert sein, beziglich
der die Felder transversal sind. In diesem Sinne heif3t fodigial dann auch nur ,parallel
zu*, also hier parallel zur Ausbreitungsrichtung. Wie wpé&sger bei der Reflexion an Grenz-
flachen noch sehen, kann auch der Normalenvektor auf diez€kiehe eine Bezugsrichtung
darstellen.

In &hnlicher Weise entstehen bei der Uberlagerung derrlipaarisierten Wellen

H, = Hyexp{i(wt — k1o7)} | (8.44)
[:iz = F[(] exp{z(wt — EQ o ’F)} (845)
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mit Amplituden Hy, = (H,,0,0)” = const und Ausbreitungsvektorely = (0, —k,, k,)”
und EQ = (0, ky, k,)T Wellen, die in Bezug auf das magnetische Feld transvensa) sicht
jedoch in Bezug auf das elektrische Feld. Solche Wellendmdifansversal magnetische
Wellen, abgekirzt M-Wellen, oderE-Wellen. Bei TM-Wellen liegt das elektrische Feld
parallel zur Einfallsebene, woraus in der Optik der Aus@nordolarisation resultiert.

TE- und TM-Wellen sind wichtig fir die Wellenausbreitungdielektrischen Wellenleitern
oder metallischen Hohlleitern, sowie bei der Reflexion aarzflachen.

Wir untersuchen die Phasengeschwindigkeit n&#3 fur TE- und TM-Wellen noch etwas

genauer. Aus der Dispersionsrelation bekommen wir

2

K= b+ k2 =+ 6 = ppuoesoe® = 5 (8.46)

wobeic die Ausbreitungsgeschwindigkeit im Medium bezeichnemiavird aus 8.43

w C

w
Ch:—: =
p
ﬁ W_2_k2 1_ky2€
c2 Yy w?

Diese Wellen haben eir@ispersion denn ihre Phasengeschwindigkeit hangt von der Kreis-

=2>cC . (8.47)

frequenzw ab. Die Phasengeschwindigkeit liegt tber der Wellenaitsimgsgeschwindig-
keit ¢ in dem betreffenden Medium.

Die Signalausbreitungsgeschwindigkeit der TE- und TM{@eist dieGruppengeschwin-
digkeit

2
1 Ve -k e
O A T (8.48)

C —_=

Cgr:%:(‘%/@w B w Cph

Die Gruppengeschwindigkeit liegt also unter der Wellebagisungsgeschwindigkeitim Me-
dium, wie es sein muss.

Den Zusammenhang zwischen Phasen- und Gruppengeschkaidignn man ganz allge-
mein aus der Dispersionsrelation gewinnen. Differennieies dritten und des letzten Terms

von (8.46 nachg ergibt
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2w 0w
28 = 205 (8.49)
und folglich
0
%a; = CphCgr = C (8.50)

Im Grenzfallk, = 0 erhalt man aus8(41) bzw. 8.42 ebene Wellen mit gleicher Gruppen-
und Phasengeschwindigkeit. Im anderen Grenzfall k, = 0 ergeben sich stehende Wel-
len, bei denen die Phasengeschwindigkeit unendlich graf® die Gruppengeschwindigkeit
jedoch verschwindet.

Die Uberlagerung der linear polarisierten monochromhtscWellen gleicher Amplitude,
Frequenz, Nullphase und Polarisation erzeugt im obigesyiaieine stehende Welle fiir das
elektrische bzw. magnetische Feld, wie es z. B8i89 zum Ausdruck kommt. Die Ampli-
tudenverteilung breitet sich in z-Richtung aus. Im Umkehhsss kann man eine Welle mit
beliebiger transversaler Amplitudenverteilung zunadusth raumliche Fouriertransforma-
tion nach stehenden Wellen entwickeln. Jede einzelne deestden Wellen kann man sich
als Uberlagerung zweier gleicher ebener Wellen mit unkeesiticher Ausbreitungsrichtung
vorstellen.

Aus der Fouriertransformation resultiert die Amplitudeund die Wellenzahl der stehen-
den Wellen beispielsweise i, k, und k,. Aus der Dispersionsrelation folgt damit sofort
die Ausbreitungskonstante irRichtungk, = |/k? — k2 — k2. Die Wellenzahlvektoren der
beiden Uberlagerten Wellen lauten alég = (&ky, £ky, k,)*. Die Amplituden lauten we-
gen 8.41) £, = 3 F.

Man kann also jede Welle mit beliebiger transversaler Atngknverteilung nach ebenen
Wellen entwickeln. Diesem Umstand werden wir im Zusammaghmait der Beugungstheo-

rie wieder begegnen.
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8.1.5 Energiedichte und Energieflussdichte in monochrométchen ebe-
nen Wellen

Die Energieflussdichte wird aus dem Poyntingvel&m& ER X FIR mit reellen FelderrﬁR
Hg berechnet. Das Ergebnis lasst sich relativ leicht findemnwex und H als Realteile
der komplexen FeldeE und H aufgefasst werden. Zur weiteren Erleichterung des Rechen-

ganges wird die Darstellung

E = E,exp{i(wt — kz)} = Ey exp{iwt}

Ey = Ep- exp{—ikz}ex (8.51)

und

H = H, exp{i(wt — kz)} = Hyexp{iwt}

Ho = Hy - exp{—ikz}é, (8.52)

verwendet, wobeH, = E,/Z benutzt wurde. Der Poyntingvektor lautet

S = Erx Hy = Re{E} X Re{ﬁ} (8.53)
1 o oo 1, = =
]_ — — — — — — — —
:Z(EXH—i—ExH*—i—E*xH—kE*xH*)
. - 1 ];: — — — — Z — — 1 — — )
Mt H=—--—xE= (k x E)bzw. E = —(H x k) = (H x k) wird unter
Z k WLk k WEEQ
Verwendung vori x (b x ¢) =b(doc) —c(dob)undwegenF ok = Hok =0

Exﬁ:%ﬁx(ﬁxﬁ) (8.54)
1 g — g 1 — — —
= — . (EoE) k= EoE) -k
k;Z( ° E) sy ° E)
/A
= T (HoH) -k (8.55)
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und es resultiert

5 1||EoE| +|EPk
S = Re{Z . T (8.56)

Solange In{E/k} = 0 gilt, ist die Amplitude vonS

1 EoE |EP| 1 _, 1 ,
S_QRe{ 7 +7}—§-E0 Re E(exp{zQ(wt—kz)}Jrl) : (8.57)

In den hier vorausgesetzten verlustfreien Medien gil{ B3 = 0. Mit obigen Vorausset-

zungen folgt

E? €€
S = 70 . cos? {wt —kz} = — -Eg - cos? {wt — kz} (8.58)
c

und damit die Darstellung fii§ im verlustfreien Medium

2

- F
S = 70 cos® {wt — kz}e, . (8.59)
Der Poyntingvektor charakterisiert die pro Zeiteinheitatueine Flacheneinheit hindurch-

stromende Energie. Die in der Welle gespeicherte Energigglist

W= We + W = %@\2 + %\ﬁ\?

2
EEn

Re{ﬁo : exp{iwt}}

2
Re{EO : exp{iwt}} ’ + %

= eeoE? = e E} cos® {wt — kz}

Isiehe aucl8.1.6
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Multipliziert man die Energiedichte mit der Wellenauskwegsgeschwindigkeit= 1/, /€110,
dann folgt

S=wc . (8.60)

Man kann, wie fur Flussdichten Ublich, also sagen, dasdelktremagnetische Energie einer
ebenen Welle mit der Ausbreitungsgeschwindigkeit trartggrowird (vergleichej = p - v).
Das Ergebnis legt die Definition von Photonen als Energietraahe.
Meistens interessiert man sich nicht fur die momentanedgtedichte oder Energieflul3dichte
sondern fir zeitliche Mittelwerte, die sich bei Mittelunbei eine Periodd” = 27 /w der
Schwingung ergeben. Die Mittelwerte

T/2

1

_ 1
U= / w{t} dt = §€€0E§ (8.61)

-T/2
und
T/2
1 1 2

?:? / S {t} dtzéz (8.62)

—T/2

ergeben ebenfalls die tibliche Beziehung

S=wc . (8.63)

Es ist zu beachten, dass dies Ergebnis nur unter der Votausgeverlustfreier Medien und
verlustfreier Wellenausbreitung gilt. Bereits der eimfaé-all der Totalreflexion wird so nicht
mehr erfasst.

Bei der Berechnung der Energiedichte und der Energieflaissdals nichtlineare Grof3en
hat man tunlichst mit den Realteilen der Felder zu rechnenFBldern mit harmonischer
Zeitabhéangigkeit stellt sich jedoch heraus, dass bei dezdBd@ung zeitgemittelter Grél3en

die komplexen Felder nutzbringend verwendet werden kdnnen
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Wir betrachten allgemeine komplexe Felder

a{r,t} = dao {r} exp{iwt}

und

b {7t} = by {7} exp{iwt}

und interessieren uns fur das zeitgemittelte Skalarproduk

T/2
Re{d} o Re{E} - % / Re{d} o Re{z?} dt

~T/2

Zunachst gilt

[JongEiob:—i-a:og—i-a;obﬂ

A~ =

Re{d} o Re{z?} -

Zeitmittelung liefert

dob=a*ob* =0
und
a_:*ob:a%o o bzw. dob* = dyob
Damit folgt

= 1r. - 1 (o o=y 1 g}
Re{d} o Re{b} = [ag; o by + o 0 b;;] - 5Re{a;; 0 bo} - 5Re{zio o b;;}

Ganz entsprechend findet man

~ 1 . 1 Lo
Re{d} x Re{b} - 5Re{@o x bg} — 5Re{a;; x bo}

267

(8.64)

(8.65)

(8.66)

(8.67)

(8.68)

(8.69)

(8.70)

(8.71)
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Diese Beziehung nutzen wir fir die komplexen Felder monaciatischer Wellen aug8 (51)
und @.52 und erhalten fur die zeitgemittelte Energiedichte mitdigordnung a = b=FE

oderd=0=H

| - - - -
W= We + Wy, = ZRG{&:OEO o B§ + ppoHp o HS}
1 — —
= ZRG{€€0|E0|2 + ,UMQ|HQ|2}

und fir den zeitgemittelten Poyntingvektor a8s7() mit (@ = £, b = H) erhalt man
S = 1Re{EO X Ifg} - %Re{ﬁ X If*} Der

2

zeitgemittelte Poyntingvektor

5= %Re{go} (8.72)

resultiert also direkt mit Realteilbildung aus dem

komplexen Poyntingvektor

So=FE x H* . (8.73)

Fiir die ebene Welle nacB.61), (8.52 kannE = (H x k)-Z/kbzw. H = (—E x k) /(kZ)
verwendet werden und es folgt nfito £ = 0 bzw. E o k* = 0 der komplexe Poyntingvektor

einer ebenen Welle

|E|*k* = ———|H|*k . (8.74)

Die Energiedichte ist

1 1 1
w = 1850‘E0|2 + ZNMO‘HO‘Q = §<‘5<‘30|Eo|2 (8.75)
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und die Amplitude des zeitgemittelten Poyntingvektorsdau

1 |Ep|?

S=57

(8.76)

in Ubereinstimmung mit§.61) und @.62 fur reelle Amplitudenr, die in 8.51) vorausge-
setzt wurden.
Interessant ist die Berechnung der zeitgemittelten Eadigite und Energieflu3dichte fur

die Gberlagerten ebenen Welléh39 und @8.40. Hierfur erhalten wir £, reell)

L2 2 (L k2sin? {k
W= <560 cos? (yy} + Fe 0k} Ky s yy}) E? (8.77)
wfufio w2 fufig
und mit
- 4B o g
So = cos{ky -y} - 0,ik,sin{k, -y}, k, cos{k, -y} (8.78)
W o
bekommen wir
= 2k, > 4
S = (0,0, 0 cos2{k;yy}) . (8.79)
Witfo

Zeitlich gemittelter Energiefluss erfolgt offenbar nurzfRichtung. In den Knoten der in
y-Richtung verlaufenden Stehwelle fliyy = (2m + 1)7/2, (m ganzzahlig), istS = 0.

Betrachtet man nun noch raumliche Mittelwerte folgt mit &gang vonk? = k2 + k:§

1 1 (k2 +k2)E]
W) = —ecen B2+ 22 VO B2 8.80
() Sec0 i + 5 o ecoEn (8.80)
und
— k k,c? 2
S) = —2 F? = e F2 22— = cegE2 - — = eeo B3y, 8.81
(S) i o = eco by - eeo B o eeoByce ( )

dann gilt fur das Raum-Zeit-Mittel der Zusammenhang

(S) = (@)cqr - (8.82)
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Das Verhaltnis der jeweils zeit- und raumgemittelten Ereghgssdichte und Energiedichte

ist die

Geschwindigkeit der Energieausbreitung

_ )
€= oy (8.83)

die auch als Signalausbreitungsgeschwindigkeit bezetohird. Fir Feldverteilungen, die
aus der Uberlagerung ebener Wellen gleicher Frequenzbetstist also die Gruppenge-

schwindigkeit das Malf3 fur die Geschwindigkeit der Energiew. Signalausbreitung.

8.1.6 Verlustfreie Medien

In der Diskussion nachB8(56 wird Im{Z} = 0 als Bedingung fur ein verlustfreies Medi-
um genannt. Davor wird der Fall |I{]€//€} = 0 gesondert abgehandelt. Es stellt sich die
Frage, ob ein imaginaré?sf[]r nicht verlustbehaftete Medien Uberhaupt existieramkall-
gemeiner gefragt: Wie ist der Zusammenhang zwischen \ferluslem Wellenvektor, dem
Wellenwiderstand und der Eigenschaft der Welle eben zl?sein

Wir betrachten fur ebene Wellen die Ausdruicke fur den Webé&tor und den Wellenwider-

stand,

[P0 (8.84)
EEp

WA/ IL0EE (8.85)

Z
k

wie sie am Ende vo8.1.1langegeben sind. Danach kdnnten sich, rein mathematisehgegs
komplexe Anteile in, unde gegenseitig aufheben, und zwar jeweils unterschiedli¢hund
k.

Die relative Dielektrizitatskonstante wird in 2.2.4 eingefuhrt. Spéater wird i®.2 durch

Gleichung 0.15 die komplexe Dielektrizitatskonstante definiert als
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i =¢ —ie" =z{w} . (8.86)

Eow
Der Versuch, auf dhnliche Weise ein komplexesinzufiihren, scheitert zunachst am Fehlen
eines magnetischen Analogons zur elektrischen Leitf@igk Diese hatten wir ir2.2 als
Proportionalitatskonstante zwischen elektrischem Feld elektrischem Strom eingefuhrt
(Gleichung 2.33). Wir mussen also nach einem magnetischen Analogon zukiristghen

Strom suchen. Die elektrische Stromdichte erscheint ifviiwellgleichung

VxH=j+=D |, (8.87)

S

aus der sich durch Divergenzbildung die Kontinuitatsgiamg herleiten lasst. Die analoge

"magnetische” Gleichung lautet:

— — 6 —
EFE=—-——B . .
V x 5 (8.88)

Hier ist nicht die Spur eines Stromes zu finden. Und

Vo (6 x E) ~Vo <_%§) (8.89)

fahrt Wegenﬁ o B = 0 auf die Trivialitit0 = 0. Die Quellenfreiheit des magnetischen
Feldes lasst sich aus dem Fehlen magnetischer Monopolérukgr. Analog kénnen wir
nun obigen Weg rtickwarts durchlaufen und erhalten als Ssfdigerung, dass stets gelten

muss

LeER | (8.90)

da keine magnetischen Monopole und somit kein magnetistinem existieren!
Damit kdnnen wir folgern, dass genau dann einen imaginaren Anteil hat, fallsnen ima-

ginaren Anteil mitbringt. Ist dies der Fall, so muss akdtir ebene Wellen einen imaginaren
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Anteil haben, der mathematisch fur die Abnahme der Ampéitddrch die Materialddmp-
fung sorgt.

Der Umkehrschluss, dass faflseinen imaginaren Anteil besitzt, sich die Welle sicherlich
in einem Medium mitZ ¢ R ausbreitet, ist jedoch nicht zulassig, wie man z.B. bei den

guergedampften Wellen 8.2.8sehen wird.

8.1.7 Reziprozitat fur zeitharmonische Felder

Bereits im Kapitel7.4wurde das Reziprozitatstheorem eingefiihrt. Angelehni@abdrstel-
lung des komplexen Poyntingvektors in Kapiel.5soll hier das Reziprozitatstheorem fir

zeitharmonische Felder in komplexer Schreibweise eirgéfierden. Wir gehen vory(57)

ﬁO(E_:lXﬁQ‘l“E_:QXﬁl) +

N L 0 = S 0 = S 0 = L L
FEio—Dy+FE,0o—D+Hjo—By+ Hyo—B; = —F{0jy—Fy,09
108t o + 20815 1+ 108t 2+ 20875 1 102 201

aus und verwenden konjugierte GroRen fur die Felder midi2dalso an Stelle VOR), wird

E; eingesetzt. Fur alle Feldgrof3en soll die Zeitabhangigkei{ —iwt} gelten; die entspre-
chende positive Kreisfrequenz wird wie schon im vorigen ikdpmplizit als konjugiert
komplexe Erganzung dazu gedacht (Realteilbildung). Diessetzung der Zeitabhéngig-
keit fihrt dazu, dass samtliche Produkte aus Feldgro3emnaetx 1 und Index 2 zeitlich

konstant sind. Zeitableitungen kénnen duretw bzw. iw ersetzt werden:

ﬁo(ﬁlxﬁ;+1§;xﬁl) —z’w(EloE;—5loE;+ﬁlo§;—§loﬁ;)
— —Fioji—Eioj . (8.91)

In linearen Medien resultiert

Vo (El x Hi + B x ﬁl) ~iw (50(52 ) By o B+ po(ps — ) H,y o ﬁz)
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— “ —»* -
=—Fyo0j;—Ejop

(8.92)

Im verlustbehafteten Fall folgt

Vo (E’l x Hi + E} x ﬁl) — W (50(52 —e1)Ey 0 ES + po(pe — ) Hy o ﬁ;‘)
-+ (0'2 + 01)51 e} E_:;
= —FEioji—Eloj

(8.93)

8.2 Reflexion und Brechung

Wir untersuchen das Verhalten von Wellen an der Grenzflastsehen verlustfreien Dielek-
trika. Eine einfallende ebene Welle erfahrt Reflexion uneldBung. Ohne Beschrankung der
Allgemeinheit wollen wir im folgenden annehmen, dass elmene Welle aus Medium 1 auf
eine Grenzflache zum Medium 2 trifft. Beim Ubergang von eimgtisch dichteren Medium
mit Brechzahln; in ein optisch dinneres Medium mit Brechzahl < n,; kann Totalrefle-
xion auftreten. Die Stetigkeitsbedingungen fur die Felteder Grenzflache bestimmen das
Verhalten der Welle.

Aus der Wellengleichung folgt eigentlich, dass auf beidee® der Grenzflache je eine hin-
und rucklaufende Welle angesetzt werden muss. Mit HilfeSletigkeitsbedingungen lassen
sich daraus zwei Gleichungen fur die vier Amplituden derléveaufstellen. Die Amplitude
der einfallenden Welle in Medium 1 wird als bekannt vorassg#, es bleibt also das immer
noch tberbestimmte System von zwei Gleichungen fir dreeldabnte. Die Randbedingun-
gen im Unendlichen, verschwindende Felder, sollten dieuh§sdann eigentlich eindeutig
machen. In verlustfreien Medien lasst sich diese Fordealiegdings nicht immer erfillen,
weil der Ansatz mit der nicht verschwindenden einfallendélle bereits gegen die Bedin-

gung verstoRt. Aus der Praxis, bei der alle Medien leichtdugte aufweisen, ist bekannt,
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dass eine einfallende Welle im Medium 1 nur eine von der Glé&clze weglaufende Wel-
le im Medium 2 bewirkt. Dieser vereinfachte Ansatz soll imiteeen untersucht werden.
Im Anhang ist die Diskussion fiir Reflexion und Brechung areei@renzflache zwischen
verlustbehafteten Medien aufgefuhrt. Die hier gewahltesi2dlung ist als Resultat der aus-
fuhrlichen Diskussion zu verstehen und stellt die wesemtin Schritte, die zum Ergebnis

fuhren dar.

8.2.1 Stetigkeitsbedingungen fur die Felder an der Grenzfighe zwi-

schen zwel Dielektrika

Wir setzen voraus, dass an der Grenzflache keine Oberfléchergen auftreten und auch
keine Oberflachenstrome flieRen. Der Normalenvektauf die Grenzflache zeigt vom Ge-
biet mit Medium 1 zum Gebiet mit Medium 2. Damit folgt soforedtetigkeit der Normal-

komponenten vo) und B sowie der Tangentialkomponenten vBrund H, also

Dyofi=Dyoii |, (8.94)
Byoii=Byoii . (8.95)

Bt = (it X Ey) x 7t = (it X Ey) X 7t = Egano (8.96)
ﬁtanl = (7 x FIl) X 1= (1 X F[z) X 7= Hino . (8.97)

Die Gleichungeng.94) bis (8.97) bilden die Grundlagen fiir die weiteren Uberlegungen.

8.2.2 Brechungs- und Reflektionsgesetz

Fallt eine Welle auf eine Grenzflache, so wird sie dort tedwegebrochen und teilweise

reflektiert. Wir betrachten ebene Wellen und benutzen deeBenungen aus Abbildur&9
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Medium 2
G fr—
2
€ My
V\X
Medium 1
c,=0 606

Mediengrenze

Abbildung 8.9: Zum Brechungs- und Reflektionsgesetz

Die Welle E;,, H;, falle vom Medium 1 aus auf die Grenzflache. Die Felder lauten

Ein {ﬁnu t} - Ein eXp{i(lgin o 7?_ wint)} ) (898)
. b x B .
Hi {7in, t} = % exp{i(kin o7 — wint)} . (8.99)

Hierbei bezieht sich der Index in (incident) auf die eirgallle Welle.

ki, ist die Grolle des Wellenzahlvektors der einfallenden \Welteésprechend gilt fr die
Grole der Wellenzahlvektoren der reflektierten Welleund der transmittierten Welle, .
Fiir die Normen der Wellenvektorén= ||%|| muss mit deiakuumlichtgeschwindigkeit

, derVakuumwellenzahl ky = w,/10go und derBrechzahln = /. nach der

Co =
_ €oMo _
Dispersionsrelation gelten

WNin

kin = Wy/EinColintto = = nink(] = kref (8100)

und
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Wty

kir = Wr/ExCofbtrfbo = = nyky (8.101)

da sich die einfallende und reflektierte Welle im Medium lbaagen und die transmittierte

(gebrochene) Welle im Medium 2 lauft.

Hin o
€in€o
des Mediums 1. Das Produk, Z;, kann durchwpug i, ersetzt werden. Fir die reflektierte

Der Wellenwiderstand der einfallenden Wellei&t = = 7, der Wellenwiderstand

und die transmittierte Welle geltéfyes = 71, Z, = Zs.

Die Anséatze fur das Feld der reflektierten und transmigiekt/elle lauten

Evet {7t} = Erer exp{i(ket 07 — weert)} (8.102)

Hees {7t} = % exp{i(Fref © 7 — Weft) } (8.103)
und

Ey {7t} = Ey exp{i(ky o7 — wyt)} (8.104)

Hy {71} = % exp{i(ky o 7 — wyl)} . (8.105)

Wir kdnnen ohne Beschrénkung der Allgemeinheit annehmass die Grenzflache disy-
Ebenez = 0 des Koordinatensystems darstellt und die Flachennormatee, zusammen
mit dem WeIIenvektorEin der einfallenden Welle diez- Ebene definiert. Bezlglich der
Richtungen VOrk,e¢ und Et, wollen wir zunachst nichts festlegen, sondern annehmess da
die von# und Ein bzw. 77 und Etr aufgespannten Ebenen mit dgy- Ebene den Winkeb,
bzw. ¢, bilden. Die Einfallswinkeb;,, Reflexionswinkeb,s und Transmissionswinkél,

werden wie Ublich gegen das Einfallsibgemessen. Mit = ¢, folgt aus

—

kin = kin + (cos{0i, }71 + sin{6;, }€y) (8.106)




8.2. REFLEXION UND BRECHUNG 277

% = exsin {0} + é,cos {0} (8.107)
Eref - . = . . =
= Ex SN {Orer } cOS {@ref } + €5 SIN {Oref } SIN {Qrer } — €, cOS {Orer} (8.108)
Etr — . — . . —
o = Gxsin {0 } cos { } + €y sin {0 } sin {¢r } + €, cos {0} . (8.109)
tr

Die Stetigkeitsbedingungen z.B. fiir das tangentigt€eld missen zu jedem Zeitpunkt
und an jedem Ort = (x,y, z = 0)T der Grenzflache erfullt sein. Das ist nur dann moglich,
wenn sich die Phasen der einfallenden, reflektierten umdnnétierten Wellen bet = 0

hdchstens um ein ganzzahliges Vielfaches ¥ominterscheiden, also

(Kino 7 — wint)| = (kref o F — wrest)|  +n27 = (ky o7 — wyt)|  +m2r (8.110)
0

z=0 z=0 z=

mit ganzzahligem, m gilt. Fur 7 = 0, t = 0 erhalten wirn = 0, m = 0. FUr7 = 0,¢ # 0

folgt

Win = Wref = Wiy = W . (8111)

Das heil3t, es findet bei der Reflexion und Brechung an einkeffiden) Grenzflache keine

Frequenzanderung statt. File (z,y, z = 0)7 # 0 ist dann noch zu erfillen

knoi| = lkefof| = kyof . (8.112)

z=0 z2=0 z=0
Mit den Bezeichnungeh;, = ]\Ein]\, ket = HErefH, ki = HEUH folgt mit (8.107 bis (8.109

aus derc-Komponente in§.112

Kinsin {0in} = kyef sin {Ores } cos {@ref } = ke sin {0y, } cos { ¢y } (8.113)

und fur diey-Komponente



278 KAPITEL 8. WELLENAUSBREITUNG IN DIELEKTRIKA

0 = Kyer sin {Oref } Sin { prer } = kip sin {0y } sin {, } . (8.114)

Fur 6., 0., # 0 folgt zwangslaufig

Oref = Py =0 . (8.115)

Dies bedeutet, dasién, Eref und Etr in einer Ebene liegen, namlich in der duré-h und

aufgespanntekinfallsebene Aus @.113 ergibt sich damit

kinsin {0in} = kpef sin {Orer } = ki sin {6y} . (8.116)

Die Wellenvektor-Komponenten parallel zur Grenzflache seiisalso gleich sein. In vekto-

rieller Schreibweise laute8(119

— —

7t % (kv — Kin) = 0 (8.117)

—

7i % (kg — kin) = 0 (8.118)

und ist somit unabhangig vom gewéhlten Koordinatensystem.
Mit (8.100 und @.10]) erhalten wir aus dem linken Teil vo®.L19 bzw. aus 8.117) das

Reflektionsgesetz

ein - eref (8119)

und aus dem rechten Teil vo8.016 bzw. aus 8.118 dasBrechungsgesetz von Snellius

sin {0} ke _ wpofopute _ Konw
sin {0y } Kin WHoEOHinEin Komnin
Sin {0in} Nt

sin {0, } g

(8.120)

Die Gleichung 8.119 ist also das Snelliussche Brechungsgesetz in vektartedereibwei-

se. Medium 2 heif3t optisch dichter als Medium 1, falls> n;, gilt. Wegen0 < 6,, < /2
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und0 < 0, < «/2ist danné,, > 6. Die Welle wird zum Einfallslot hin gebrochen. Ist
Medium 2 optisch dunner als Medium 1, alsg < n;,, dann erfolgt Brechung vom Lot
weg. Fur einen Grenzwinké|, = 0, mit

Toer

sin{fg } = — (8.121)

n

ist 0, = /2 und fird;, > 6, gibt es keinen reellen Winkél, des transmittierten Strahls
mehr. Es tritfTotalreflexion ein. 6, heiBtGrenzwinkel der Totalreflexion.

Der Zusammenhang zwischen den TangentialkomponentenalEmaahlvektoren ist durch
(8.117 und @.118 gegeben. Zur Berechnung der Normalkomponentenkygtbetrachten
wir (8.117 noch etwas genauer. Da die Tangentialkomponentem?iycnmd Fvef gleich sind,
folgt dass ihre Differenz nur noch in Normalenrichtung z€&iso keine Tangentialkompo-

nente - Komponente) besitzt)

—

6_;( o (k:ref - Ein) =0 . (8122)

Wir bedienen uns hier eines kleinen Tricks und multiplierer

(et + Fin) © (et — Fin) = (70 (et = Fin) ) (70 (Kt +Fin)) - (8:223)

—

Da beide Wellen im selben Medium laufen dilt,, || = ki o kin = Kyef © ket = ||Kref||> Und

damit

— — — —

(Eref + Ein) o (kref - Ein) = KRref © Eref - kin O Rin = 0 . (8124)

Vergleich mit 8.123 ergibt flr7n o <E,ef — Ein) #0

ﬁo@M+%):0. (8.125)
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Dies bedeutet, dass die Normalkomponenten der Wellenzigiolken der einfallenden und
der reflektierten Welle gleich grof3 sind und in entgegengesdrichtungen zeigen. Aus
(8.125 folgt wiederumsi o (Eref - Ein> = —2ii o ki, . Einsetzen in§.122 liefert

Fret = Kin — 2(7 0 kin)7T . (8.126)

Zur Berechnung der Normalkomponente Vﬁngreifen wir auf die Dispersionsrelation zu-
rick. Es gilt mit 8.117 und @.118 fir kc {Ein, E,ef, Et,}

Pk =k = k|2 =[x E|?+ (Rok)? = ||ii X kn|>+ (R0 k) . (8.127)

Dabei wurde die Darstellung

k= (Rok)d+(ixk)xi (8.128)

fur den Wellenzahlvektor der einfallende Welle verwendggt allgemein auch fir die beiden
anderen Wellenzahlvektord?nef und Etr gilt. Ublicherweise istEin und 7z bekannt. Durch

einsetzen vori = Et, in (8.127 und umstellen folgt

0 F = /12 — 17 % Finll2 = /K302, — |17 x 2

Wahlt man das Vorzeichen positiv, resultiert eine von dezr@flache weglaufende Welle,
die im Fall von Verlusten exponentiell abklingt, wie es pkgfisch zu erwarten ist. Es gilt

also

70 F = +\/ K2 — |77 X Fnll2 = +4/ 2% — (17 x K2 (8.129)

Grafisch ist dieser Zusammenhang in Abbild@g0dargestellt.

Fir weitere Berechnungen kann die Dispersionsrelation
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T [ IEx&
— ktr
A\ /<
0 proung 9 rad
in (nok;) tr (nok,)

ki = [nxk [I”+@mok )

K3 = [ x K P + (o k)

Abbildung 8.10: Grafische Losung zur Berechnung der Nornkalsponente voit,,. Die
Dispersionsrelation§127) ist eine Kreisgleichung mit Radius Gemal} den Stetigkeits-
bedingungen mussen die Tangentialkomponenten der Wahérektoren gleich sein. Sie
werden durch Projektion auf die Ordinate wiedergegebenKaunstruktion missen also die
beiden Kreise mit den Radign = niky und ks = noky gezeichnet werden. Der Wellen-
zahlvektor der einfallenden Welle wird unter dem Win&gleingezeichnet, und der Wellen-
zahlvektor der transmittierten Welle folgt durch tbergagles Ordinatenabschnittes beim

Schnittpunkt mit dem Kreis wie oben dargestellt.
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kan2 = k2 = |[7i © Kin||* + |77 % Kinl|? (8.130)

nach||i x ki,||2 umgestellt und in&.129 eingesetzt werden. Das Resultat

7o ky = +\/k§, — k2 4 || o ki||? lautet nach einsetzen der Dispersionsrelation

70 Ky = /K32 — ) + |17 0 i (8.131)

und verknupft die Normalenanteile der Wellenzahlvektadeekt miteinander. Geht man
hier auf die Darstellung mit dem Einfallswink), Gber, lautet die Darstellung vo8.130
bzw. @8.13)

ok = konin - cos{0in}

ioky = ko\/ntzr —nZ - sin{fn} . (8.132)

Oben haben wir angenommen, dass die Grenzflache durch denaNowektorn = ¢,
charakterisiert wird und die Wellenzahlvektoren ansanster noch einer- Komponente
haben. Spatestens bei einem verdrehten, fest vorgegeKenettinatensystem ist die obige
Darstellung ungunstig und es lohnt sich, neue Einheitewvektzu definieren, die parallel zur
Grenzflache liegen. Der Vektey soll in Richtung der Komponente des Wellenzahlvektors

parallel zur Grenzflache zeigen. Die Darstellungk?ﬂlautet dann entsprechend 21109

-

k= (iok)i+ (&, 0k, . (8.133)

Aus dem Vergleich von8.128§ und @.133 wird €}, durch umstellen gemaf3

(8.134)
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ZU

(8.135)

bestimmt. Die Wellenzahlvektoren haben also die Darsigllu

kin = (€, 0 Kin)@, + (7 0 kin) 7

= kinsin{6i, } €, + ki, cos{0in}70

= konin sin{6i, } €, + konin cos{0in }70
ket = (€, 0 ki), — (7t 0 ki)l

= kinsin{6i, } €, — ki, cos{bi, }7i

= konin sin{ b, } €, — konin cos{bi, }7i

ke = (€ 0 kin)é, + \/ k2n2 — k2n2 4 (7 o kin)2 7

= konin sin{6i, } €, + k:o\/n?r —n? sin®{0;,} 7t

8.2.3 TE-und TM- Wellen

Jede elliptisch polarisierte Welle lasst sich nach Abgtiéni.2in zwei senkrecht zueinan-
der linear polarisierte Wellen zerlegen. Daher kann diedRifh einer elliptisch polarisierten
Welle an einer ruhenden ebenen Grenzflache auf die beideia8ake von TE- und TM-
polarisierten Wellen zurtckgefihrt werden. Die Bezudugriag fur die Angabe der Trans-
versalitat ist hier die Normale auf die Grenzflache. Wir digdren im nachsten Abschnitt
den Spezialfall von TE-Wellen, bei denéh, senkrecht zur Einfallsebene (und damit paral-
lel zur Grenzflache) linear polarisiert ist Ui, folglich in der Einfallsebene schwingt. Die
Einfallsebenewird vom Normalenvektor auf die Grenzflachieund dem Wellenzahlvektor

der einfallenden Wellé;, aufgespannt. Im darauf folgenden Abschnitt behandeln amnd
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den anderen Spezialfall von TM-Wellen, bei detﬁ,nin der Einfallsebene linear polarisiert
ist und H;, senkrecht dazu (und damit parallel zur Grenzflache) schwing

Die Unterscheidung folgt dem Zusammenhang

(8.136)

Die Feldvektoren stehen senkrecht auf dem Ausbreitungsieler hier wieder in der Form
(8.133

k= (o k)it + (€0 k)&,

dargestellt wird. Dabei ist die Normalenrichtuficaus der Lage der Grenzflache bekannt,
die Darstellung vorg,, folgt (8.139. Bei der einfallenden Welle muss es sich nicht not-
wendig um eine reine TE- oder TM- Welle handeln. Das heil&sddle Feldkomponenten
auftreten konnen. Die Berechnung des TE- bzw. TM- Anteilsritiie Bedingungg.136 ist
sehr umstéandlich. Einen Ausweg findet man mit der Definitiea doch fehlenden dritten

Einheitsvektors

G =ixé, | (8.137)

der wiee; tangential zur Grenzflache liegt. Die Felder kbnnen jetztanallgemeinen Dar-

stellung

E = E,ii + E,é, + E.é,
(8.138)

H = Hy,it + H,é, + H.é,
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geschrieben werden. Der Vektdr steht per Definition senkrecht zuund wegen §.139
auch senkrecht zk, womit er in Richtung des E- Feldes bei TE- Wellen oder in Rioly des
H- Feldes bei TM- Wellen liegen muss. Die Definitidh136 lasst sich also zur Berechnung

der Felder in

Ere = (6,0 E)é, = Ergé,
(8.139)

ﬁTM = (5s o ﬁ)és = Htwmés

umformen. Es bleibt noch zu bemerken, dass das H- Feld deweke wegend = ,%Z(E X

E) die allgemeine Darstellung

[(5p o K)it — (i o E)gp] (8.140)

c
>
o
o
<)
%)
m
T
o)
o
o
)
-
_|
<
5
)
=
I

EalIN
o}
X
=

[(—e;, o B)ii + (7 o E)ép] (8.141)

ist.

8.2.4 Amplituden bei Reflexion und Brechung fir TE-Wellen

Wir betrachten TE-Wellen. Die einfallende Welle ist nachbAtlung 8.11 in y-Richtung

polarisiert mitE;, = Einéy.
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Abbildung 8.11: Reflexion und Brechung fir TE-Wellen

Das zugehdrige Magnetfeld wird gema31(4Q berechnet, wobei hiet = ¢, unde, = €

gelten. Fur das Magnetfeld der einfallenden Welle resultie

— Ein R — 5 . — .
Hi, = (€p 0 kin)1i — (i 0 kin)ep] = H,,
WHinfto

—

[(5p o Bin)it — (7 0 Ein)gp] (8.142)

1
k:in
Nimmt man an, dass die reflektierten und transmittiertedéNelicht parallel zur einfallen-

den Welle polarisiert sind, also

—

E = Eoit + Eéy + Eyé, = (Eoid)ii + (E 0 &)é, + (E 0 &,)¢,

gilt, lautet das zugehérige Magnetfeld wegén= ;L (k x E)

— (&0 E) (o k)&, + (8,0 E)(E, o k) ﬁ} (8.143)

Die Stetigkeit der Normalkomponenten véhund 5 verlangt
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—

(Eref o ﬁ)gref + (E:ef o ﬁ)gin = (E_;r o ﬁ>5tr

(ép © Eln)(és © Ein) + (ép © Eref)(és © Eref) = (ép o k:r)<€s © E_I;r) )

also wegen der tangentialen Stetigkeit vonach 8.1179 und 8.119

— —

€0 Fin+ 0Bt =0 By . (8.144)

Die Stetigkeit der Tangentialkomponenten vbrund H erfordert

€s © (Ein + EL) =& o B, (8.145)

€y 0 Epg = €, 0 Ey (8.146)

/% [(ﬁ 0 kin)(8 0 Epn)  + (70 kre)(€s 0 Eref)} (8.147)
— (o o) (@0 )

ui [(ﬁ 0 Firet) (€ © Eref)  — (& © Firef) (7 0 Eref)] (8.148)

]_ N bnd _ — N — . e
= [(n 0 ky)(&, 0 Ey) — (€, 0 kyy) (7t 0 Ey)
tr

aus den Gleichunge® (146 und 8.148 mit (8.144 folgt mit (8.6), (8.117 und 8.119

ngEtrZO ;

77IjoE‘tr:O )
6pOEjreFZO )
ﬁoEref =0

An der Grenzflache werden also keine neuen Polarisationen zeugtund die Stetigkeits-

bedingungen reduzieren sich nits = Eief - €, und Ey, = E, - & auf
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Ein+ Ef = Eyy (8.149)

— an — ]{:_»r
ne (Ein - Eref) - nok Etr (8150)
Hin Hir

WODbEI 7 0 kiy = —i1 0 kyes (8.129 beachtet wurde. Die Losung des Gleichungssystems fuhrt

auf die Reflexions- und Transmissionsfaktoren fir die Ampkn

Eref Etr Ein + Eref
— L op= T T el 8.151
: Ein 7 Ein Ein ( )
mit
- (Ein Etr)
no| ———
Hin Htr
TTE = - - (8152)
— kin ktr
nof{—+—
,uln ,utr
tTE =1 + TTE (8153)

Wegen 8.13]) hangt der Reflexionsfaktor nur noch von der Normalenkoraptmvonlgin

ab. Einsetzen vor8(131) in (8.152 und 8.153 ergibt

1 ﬁ m \/kQ . k:2 i o Ein)Q
rrE = Pl‘ “i (8.154)
— (1 0 ki) \/k2 —k2 (71 0 kin)?
Mm ,utr
(n ok n)
tre = 1 “'“ \/ (8.155)
k2 o k;
Mm )

Diese Darstellung ist unabh&ngig vom gewahlten Koordimsatstem und kann in dem oben

diskutierten Spezialfall mit den Winkel, undé,, geschrieben werden. Au8.(152 folgt
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e () - onin) 6156
e Ein e icos{fin} + 7= cos {0y} '
und @.159 ergibt
Lpincos {0in} — L\/n2 —nZ +n2 cos? {6,
rie = Lin { } Htr\/ t in in { } (8157)
ini” cos {bin} + i\/n%r —nZ +n? cos? {0}
Mit 1 — cos? {6, } = sin? {6;,} folgt daraus und mit§.153
1. NG 2 12 ¢in? 16
- o Min €08 {Oin} — - V/nZ — n2 sin {0} (8.158)
tnin cos {0} + i\/na —n?2 sin® {6}
. ﬁnin cos {6} (8.159)
TE ﬁnin cos {0in} + M% V/nZ — n2 sin” {6;,} .
Mit Z = % undn = ,/en findet man die alternative Darstellung
Zye cos {0} — Zin cos {0y }
= 8.160
"'TE Ziy €08 {bin} + Zin cos {0y } ( )
27y cos {6}
tte = 8.161
TE Zcos {0} + Zin cos {0y } ( )
Fur senkrechten Einfall (6;, = 0) folgen speziell
Nin Tor
re = b (8.162)
- _'_ -
Hin Hir
T
tre = 7 (8.163)
- _l’_ -



290 KAPITEL 8. WELLENAUSBREITUNG IN DIELEKTRIKA

Die allgemeinen Gleichungen vereinfachen sich unter Zermlhme des Brechungsgesetzes

fur Materialien gleicher Permeabilitat, = ., zu

Nin €08 {bin } — Ny cos {0y} sin {0y, —
TTE = =

in

Oin }
Nin €08 {0in} + Ny cos {0y} sin {0y + 05}

(8.164)

2N cos {6in } 2sin {0y, } cos {0in}
TE Nin €08 {0in} + N cos {6y, } sin {0, + 0y } ’ ( )

insbesondere fimichtmagnetische Materialieny;, = ., = 1. Das sind die Fresnelschen
Formeln fiir TE-Polarisation.
Es bleibt noch anzumerken, dass die Darstellung fur die Midgider der transmittierten

und reflektierten Welle mit

—

Ein - Ein " Cg, Eref - Eref " Cg, Etr - Etr ' Eg undgin = Eref = €1, Etr = &2

Zinkin
- Eﬁ [(5p o ki)t — (/o Ein)gp] (8.166)
Aot = Erefwlm0 [(gp o ki)t + (i 0 Ein)gp} (8.167)
Hy = Et,@ [(e; o kin)il — (if o Etr)e*p} (8.168)

lautet.

8.2.5 Amplituden bei Reflexion und Brechung fiir TM-Wellen

Die Behandlung der TM-Polarisation stutzt sich auf Abbiid&.12
In diesem Fall ist das magnetische Feld aller beteiligtehetgarallel zur Grenzflache mit
H = HE,. Wie im Fall der TE-Wellen entstehen keine neuen Poladsatichtungen.

Stetigkeit der Tangentialkomponenten vBnan der Grenzflache erfordert
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Abbildung 8.12: Reflexion und Brechung bei TM-Wellen

Hin + Href - Htr . (8169)

FUr die Stetigkeit der Tangentialkomponenten vomn der Grenzflache liest man aus Ab-
bildung8.12ab

Eincos{0in} — Eres cos {0} = Eyycos {0y} (8.170)

oder in vektorieller Darstellung

1 - 1 -
g_<ﬁ (¢] kin)(Hin — Href> = g_(ﬁ ¢] ktr>Htr . (8171)
n tr

Dies Ergebnis wurde aus der modifizierten Form der Gleicbar@®99), (8.103 bzw. 8.105

unter Verwendung von

—

. 7 .

(H x k) (8.172)
WEE

mit den Stetigkeitsbedingung.06 berechnet. Fur das elektrische Feld resultiert mit
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]—_jin :Hin'gsa ﬁref :Href'€Ss ]—_jtr :Htr'gs ur]df‘:in = Eref = €1, Etr = &2
=4 Zln — ¢ ¢ — —
L, = H,, T [(n 0 kin)(€s X 1) + (€ 0 kin) (€5 X ep)}
1 . .
— H, [ 70 kin) € — (€ 0 kin) i 8.173
. i o kin) €, — (€, 0 kin) 70 ( )
., 1 Lo L
Eref = Hof P [— 70 kin) € — (€ © Kin) n] (8.174)
., 1 Lo L
Be = Hyo [(n 0 k) €, — (&, 0 ki) 70 (8.175)
und daraus wegeB(96) (8.171). Aus (8.96 und @.171) ergeben sich die Amplitudenreflexions-

und Amplitudentransmissionsfaktoren mit ahnlichen D&bniwie bei den TE- Wellern§.151)

fur TM-Polarisation

- (Ein Etr)
o | —— —
Hre €in Etr
rom = NV (8.176)
Hin — (k:in ktr)
no | — —
€in Etr
Hy
trm = Hf =1+ rmmwm (8.177)

Hier muss darauf hingewiesen werden, dass in vielen Lehdraicdas Verhaltnis der Am-

plituden der elektrischen

Feldstarke anstelle der maggtetn Feldstarke zur Definition der

Reflexions- und Transmissionsfaktoren herangezogen Bedn Reflexionsfaktor ergibt

sich daraus ein Fakter1 und beim Transmissionsfaktor der Fakiyf/ Z;,.

Wird wiederii o &y, aus 8.13] verwendet, ergibt sich

™™ =

1
—1 0 ki —
gln

—

1 =
_\/k;g, R 1 (7o Fip)?
+ \/k Ein)Q

(8.178)

—’I’L o kln
€in
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2

—1n o ];:in
trm = Ein . (8.179)

- 1 -
—1n o kin + —\/k?r — k2 + (1io kin)?
€in Etr

Etwas anschaulicher lassen sich die Reflexions- und Trasgsmsfaktoren mit Winkeln aus-

dricken:

R Zincos{0in} — Zy cos {0y }
™= Zin cos{bin} + Zy, cos {6y }

(8.180)

B 27, cos {0}
" Zincos {0} + Zy cos {0 }

lTm (8.181)

Umformenvon 8.17§ und 8.179 mitn; = /&1 ,Z; = /2100 = Zo'* ergibt

_— ini” cos {6} — 6%r\/ntzr —n? sin® {6, } (8.182)
™ %nin CcOS {ein} + s%r\/n%r - nizn Sin2 {Hin} |

o 25 7in €08 {0n} (8.183)
™ inin COS {ein} + %tr\/ntzr - ni2n Sin2 {ein} . |

Bei senkrechtem Einfall resultiert

Nin __ Tur
Zin_Ztr_

— — &n__ew 8.184
M Zn+Z. mrm (8189

FOr i, = e, folgt

N COS {0in} — Nincos {0y} tan {0y — Oy }
Ner €08 {0} 4+ nincos {0,y tan {0y + 0}

(8.185)

™™ =

insbesondere auch fialchtmagnetische Materialienj;, = p, = 1.
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8.2.6 Diskussion der Reflexionsfaktoren

Zur Veranschaulichung des Verlaufs der Reflexionsfaktaried eine Darstellung gewahlt,
bei der die Reflexionsfaktoren in Abhangigkeit vom Einfailskel aufgetragen werden.

Fir senkrechten Einfafl = 0 resultiert

k:in ktr [ Sin o /i
Hin Hir Hi Her

TTE = =

kin k r €in Etr

PR T e

Min Motr Hin Mtr
Fin ke Pin [t [En  [Eu
r _ Ein Etr _ €in Etr _ Hin Hir —
T™M ﬁ N & Min . & i . i TE

€in Etr €in Etr Hin Hir

Die Reflexionsfaktoren sind also entgegengesetzt gleioR.gbas bedeutet, dass dig

m

=]

und

Felder der einfallen den und der reflektierten antiparatiethen, wenn di&-Felder parallel
sind und umgekehrt.

Fallt die Welle von der anderen Seite auf die Grenzflachesctaen die Werte voa und x
und das Vorzeichen wechselt einfach.

Im weiteren wird ohne Beschrankung der Allgemeinheit angemen, dass die Brechzahl
auf der linken” Seite kleiner als auf der anderen Seite dem@flache ist.

Fallt die Welle von ,links" auf die Grenzflache, sind die Reftensfaktoren fur alle Winkel
0 < 6 < 90° reell. Im Sonderfall des parallelen Einfals= 90° wird 7i o k;?n = 0 und
beide Reflektionsfaktoren nehmen den Weitan. Das bedeutet, dass sich die einfallende
und reflektierte Welle gerade ausléschen werden, was atldigrist, weil eine ebene Welle
nicht in einem Halbraum existieren kann, obwohl sie es isele Grenzfall misste. Hier
sind die Grenzen des Modells erreicht.

Die Reflektionsfaktoren fallen monoton gegen diesen Grenizvida einer der beiden bei
senkrechtem Einfall gré3er als eins ist, muss er eine Mllksaufweisen. Der zugehoérige

Winkel heifl3t Brewsterwinkel.
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Fallt die Welle von der ,rechten” Seite auf die Grenzflaclsézu beachten, dass die Refle-
xionsfaktoren nur bis zum Grenzwinkel der Totalreflexigpsin{fgr} = n, reell bleiben.
Beim Grenzwinkel der Totalreflexion wirglo k; = 0 und beide Reflektionsfaktoren nehmen
den Wert 1 an. Auch hier gibt es wegen der Monotonie bei einenbeiden Reflektionsfak-
toren eine Nullstelle. Wegen der Zeichenumkehr beim Seiehsel handelt es sich um den
selben Reflektionsfaktor wie beim Einfall von ,links“. Dieeffaufe sind in den Abbildun-
gen8.13und8.14jeweils fur Vakuum auf der linken Seite und ein unmagnetsdbezw. ein
magnetisches Medium auf der rechten dargestellt. Intenésst hier, dass bei der speziellen
Konstellation mit magnetischen Medium auf der rechteneSaitnmehr ein Brewsterwinkel

fur die TE-Polarisation existiert.

Der Reflexionsfaktor ohne Brewsterwinkel ist vom Betrag iieer den gesamten Verlauf
immer grofRer als der mit dem Brewsterwinkel, was auch denldinbgen8.15und8.16zu

entnehmen ist.

1

)
|

¢e=1,5

0,8

0,6
0,4

0.2 I'te

0
Irm Itm

-0,2
04 Ite
-0,6
-0,8
-1
90 80 70 60 50 40 30 20 10 O 10 20 30 40 50 60 70 80 90
Abbildung 8.13: Reflexionsfaktoren bei unmagnetischenibtedls Funktion des jeweiligen

Einfallsswinkels. Links ist Vakuum, rechts ein Medium mit 1,5
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1
¢=1,5
p=2

0,8
0,6
0,4

0,2

0
-0,2
-0,4
-0,6

-0,8

-1
90 80 70 60 50 40 30 20 10 O 10 20 30 40 50 60 70 80 90
Abbildung 8.14: Reflexionsfaktoren bei Vakuum auf der linkgeite und einem magneti-
schen Medium mix = 2 unde = 1,5 auf der rechten Seite als Funktion des jeweiligen

Einfallsswinkels.

08 08
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0,4 0,4

0,2 0,2

0 0

90 80 70 60 50 40 30 20 10 O 10 20 30 40 50 60 70 80 90 90 80 70 60 50 40 30 20 10 O 10 20 30 40 50 60 70 80 90

Abbildung 8.15: Betrage der Reflexionsfak- Abbildung 8.16: Betrdge der Reflexionsfak-
toren bei unmagnetischen Medien als Funktoren bei einem magnetischen Medium auf
tion des jeweiligen Einfallsswinkels. der rechten Seite als Funktion des jeweiligen

Einfallsswinkels.

8.2.6.1 Brewster-Winkel

Zur Berechnung des Brewsterwinkels wird fur die Normalkomgnten der Wellenzahlvek-

toren die Darstellung
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nok

= \/5,u — Einflin S {010 }
ko

verwendet. Fur did E-Welle ergibt sich aus der Bedingung

noky 10k

Hin Hir

=0

Oin=0B TE

\/f‘?inuin — Min€in SiHQ{HB,TE} _ \/5tr,utr — Min€in Sinz{eB,TE}
,uin Htr
Nach Umstellen resultiert

Hin€in Sin2{9B,TE} = %(‘%nutr - 5tr,uin)

tr in

und mit Hilfe vonsin?{z} + cos?{z} = 1

& ginutr - gtrﬂin
Min gtrutr - ginuin

In unmagnetischen Medien resultiesh?{0s tr } = —1, was nicht mdéglich ist. Es gibt also

taHZ{QBJ‘E} =

keinen Brewsterwinkel fUf E-polarisierte Wellen in unmagnetischen Medien.
Fir TM-polarisierte Wellen resultiert mit dem selben Vorgehen

Etr EtrMin — Einfhtr
tan{fp py } = —x StrHlin = Sinflr

Ein gtrutr - ginuin
In unmagnetischen Medien ergibt sich der bekannte Zusatnamgn

tanz{GByM} = &

mn

In diesem Fall stehen die Wellenzahlvektoren der reflaietieuand der transmittierten Welle

senkrecht aufeinander, oder mathematisch ausgedrutkt gil
91n + 91;1« = 7T/2

Interessant ist noch der Zusammenhang

Fin tan*{fp v} = i tan*{0p e} |
Etr [or

aus dem man direkt ablesen kann, dass jeweils nur eine déerb&olarisationen einen

Brewsterwinkel besitzt.
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8.2.7 Intensitatsreflexions- und Intensitatstransmissiosfaktoren

Einfallende, gebrochene und reflektierte Wellen trangg@m Energie. Die Energieflussdichten
sind durch zeitgemittelte Poyntingvektoren gegeben. Biggemittelten Poyntingvektoren
ergeben sich im Bereich 1 zi = TRe{(Ein + Eref) x (Hjy + Hy)} = ST.n + ?ef und im
Bereich 2 auss, = iRe{E, x H;} = S,

Hier interessiert uns gerade dieser Energietransportdieé&renzflache, also i+ Richtung

an der Stelle”o 77 = 0. Wir definieren den

Intensitatsreflektionsfaktor
R— OO (8.186)
ﬁ O Oin
und den
Intensitatstransmissionsfaktor
o E’ltr (8.187)
7o Sin
Es gilt
E,n onl = kincos {6}
Kyt 01 = —kin 0 11 = —kiy COS {6in} (8.188)

Etr 07 = ki cos {0y }

Das Minuszeichen fur das Ergebnis von k¢ bedeutet, dass der Energietransport in nega-

tiver ri-Richtung erfolgt. Damit folgt

Ewl* _ |Eer|”

fire = ||Ei:||2 N ’ | = el (8.189)
Hes|* | Heet |

Ry = |\ Hinf\L = ‘ | =l (8.190)
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also allgemein

R=|r? (8.191)

und

Re{ﬁtroﬁ} , Re{]gtroﬁ}
Hir Er Htr
Tre = ——— : ) : =z el (8.192)
Re inomn Re inon
Hin Hin
Re{];tr Oﬁ}
Etr H. |2
Trm = v ) He® (8.193)

Leider lasst sich fuff g und 7y keine einheitliche Darstellung wie i8.(91) finden. Zur
Abhilfe definieren wir die Reflexions- und Transmissionsfa&n fiir tangentiale Feldampli-
tuden nach Tabell8.1

Mit den in 8.1 angegebenen Reflexions- und Transmissionsfaktoren kaknerd 7" allge-

mein wie folgt dargestellt werden

Rre = —Re{re e 1y 7e}
Rm = —Re{’f’E,TM '7’:|,T|v|}
Tre = Re{TfE,TE 'ti:,TE}

Trv = Re{tgm 'tﬁ,TM} :

also folgt

R = —Re{rg -1} (8.194)
T = Re{te -1} (8.195)
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Tabelle 8.1: Transmissions- und Reflektionsfaktoren fiigémtiale Amplituden der elektri-

schen und magnetischen Feldstarke an der Grenzflache.

TE ™
., > (ki ke .,
flo (o — fuw
_ Loref O €Cg o (Hln e )  Lref O €p o
Te | = =5 — = - — T'TE == 5 T~ ~THT™
Ein O €4 o <ﬁ ﬁ) Ein 0 €p
Hin Har
- B P R
le) Min tr
Href O €p ref © €5 n ( in 5tr>
TH = = -~ = —TETE == - z z =TT™m
Hinoep Hin o€ no <i l)
€in Etr
— 5 — — kt
. Etroes Etroep nog_t:
te| ==——=1+regre=1+re == =thm
Einoes Einoep noa_.'”
in
7 — = ktr - —
7l o H
tr © ep 1z tr © €5
ty == =tgTE" E” ==——=1l4+rmmm=1+7mMm
Hinoep ﬁou—'" Hinoes
1n

Die Reflexions- und Transmissionsfaktoren sind in diesast@dung sehr einfach. Leider

wird der Transmissionsfaktor nach dem Einsetzen etwas koienp und sobald die Medien

verlustbehaftet sind, komplett undurchsichtig.

In verlustlosen Medienresultiert das anschaulich zu erwartende Ergebnis

R+T=1

Y

(8.196)

also die Summe aus reflektierter und transmittierter Lagptst gleich der einfallenden Lei-

stung.

8.2.8 Totalreflexion

Beim Ubergang vom optisch dichteren ins optisch diinnereitwed;, > n, tritt auf Grund

der Stetigkeitsbedingungen der Wellenzahlvektoren fafdiswinkel6;, > 6, in verlust-

losen Medien Totalreflexionein. Grafisch ist dies in Abbildung.17dargestellt.
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normale Reflexion

T €, 0%,

e d
(mok,)

tr

ap

=
~

e
[}

' 53‘

'
ﬁCD

Totalreflexion

T (_e.p 0 T(.in)

n

T

— -

(ep ) kin)2 + (_ﬁ o_T(in)2

~
S}
Il

Abbildung 8.17: Grafische Auswertung der Stetigkeitsbgditgen fur die Wellenzahlvekto-
ren. Oben istder Fall fir normale Reflexion dargestellt.d/ﬁli,rcalgin = ko istder Grenzwinkel
der Totalreflexiort, = 6, erreicht. Fur gro3ere Winkél, gibt es Totalreflexion und die

Auswertung geschieht nach dem unteren Bildteil.
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0 heiBtGrenzwinkel der Totalreflexion. Nach dem Brechungsgese®z120 gilt 7= sin {0g} =
1 und fiir Winkel@;, > 0,,
Din

n” sin {0} >1 . (8.197)

i
tr

Sin {etr} -

Diese Bedingung kann fur reelle Winké}l nicht erfullt werden. Jedenfalls wirebs {6,, }

rein imaginar, denn

ni2n i 02 ; ni2n s 2
cos{by} =4/1— 3 sin {0} =i 3 sin {0} —1 . (8.198)

tr tr

Etwas allgemeiner lasst sich der Fall der TotalreflexionAngbreitungsvektoren darstellen.

Wegen des Snelliusgesetzés< (k, — ki,) = 0, das auch in der Form, o (ky — kiy) = 0

geschrieben werden kann, resultiert in kartesischen Koateh

(ko) = k2 — (kyoen)? = k2 — (kno&)? . (8.199)

Sobald die Tangentialkomponente des Ausbreitungsveltarginfallenden Welle;, o K
groRRer als der Ausbreitungskoeffizient fur die transnigidVelle k., = k., wird, resultiert
fur die transmittierte Welle eine imagindre Komponente oriNalenrichtung und es tritt

Totalreflexion ein. Das Vorzeichen wird so gewabhlt, dass sine abklingende Welle ergibt.

kg 0 71 = +¢\/(an o) — ki . (8.200)

Der Grenzfall ist durch

(kim0 &) L =k (8.201)
gr

gegeben. Einsetzen ergibt

Nin - sin{fg } = nee (8.202)
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8.2.8.1 Totalreflexion in unmagnetischen Medien

Im folgenden soll die Totalreflexion in unmagnetischen Medi;, = 1, = 1 betrachtet
werden. Genau genommen reicht es, wennuiue ., erfullt ist. Fur TE-Wellen folgt aus
(8.169

Ere in eln - 2 eln r
e — ( f) i cos {Oin} — i /2, sm2 {00} — n . (8.203)
Ein )1 nincos {0} +i \/nm sin® {6, } — n

Im Z&hler und Nenner stehen zueinander konjugiert kom@ekden, also isfrreg| = 1. Mit

dem Phasenwinketrg kann man schreiben

rre = (Ef) = TiTE (8.204)
Ein TE
wobei
\/n2 sin? {6} — ni
t = n 8.205
anfiire) = YRR R (8.205)

gilt. Entsprechend finden wir fir die Totalreflexion von TMellén mit 8.182

Hef n%nin CcOS {ein} — \/ntr sin” {e'n} ntr
rTM = ( . ) ! | o
Hin ™ n%nin COS {Gin} +1 n%\/nin Sin2 {ein} - ntr

Auch hier haben wifrry| = 1 und schreiben

Hre —1
v = ( f) = ¢ 12w (8.207)
Hiy ™

mit

n2 \/n? sin® {6} —n2  n?
tan{yrm} = —5 V1, {fin} = e = n—g’ tan{ire} . (8.208)
tr

ng, Nin €08 { i }

Bei der Totalreflexion wird die Welle mit

R=1 (8.209)
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reflektiert, aber es erfolgt ein Phasensprung-u2arg bzw. —21y. Der Phasensprung ist
wegen 8.208 fur die TM-Welle gro3er als fir die TE-Welle. Eine linear@aosierte Welle,
deren Schwingungsrichtung nicht mit der einer TE- oder TH&/zusammenfallt, wird
nach der Totalreflexion elliptisch polarisiert.

Die Ausbreitung der transmittierten Welle erfolgt mit demshreitungsvektor

ke = (kg sin {0y}, 0, ky cos {0, })" . Die Welle hat die Form

By = Eyexp{i(z - ky sin {0u} + 2 - ky cos {0y} — wi)} (8.210)

2 .
= FEyp-exp{ —z -kt,\/% sin? {0i,} — 15 -exp {z (:c -ktrh sin {6, } — wt)}

tr Tt

Dies ist eine inz-Richtung exponentiell abklingende Welle. Das zugehdoMggnetfeld
H, = (Etr % Etr> (kw Zy,) ist mit dem elektrischen Feld nicht mehr in Phasel;gaomplex

ist.

8.2.8.2 Energiefluss senkrecht zur Grenzflache

Die Energieflussdichte der transmittierten Welle senkrecin Grenzflache im zeitlichen

Mittel ist fur TE-Wellen

— —_ 1 — —
(Swoii) = (Su)re = sRe{Bre x figpo =0 (8.211)

denn fir TE-Wellen mit derz-Ebene als Einfallsebene ift, = (0, Ety,O)T und damit

Str — (Etr X ﬁ;) ¢} 52 = _EtyHtX Und

I 1
Hy = A (ktr X Etr) 0 e = _Z_trktr cos {0 } Eyy (8.212)
1 [
= —ZZ—tr oy sin? {0} — 1Ey

Entsprechend findet man auch fir TM-Wellen
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(si o ﬁ)TM —0 . (8.213)

Der Intensitatstransmissionsfaktor ist also bei der Tetlaixion identisch Null

T=0 |, (8.214)

was nach®.196 auch zu erwarten war. Es gibt zwar eine exponentiell agkimle Welle im
Medium 2, aber im zeitlichen Mittel keinen Energiefluss is 8&edium hinein. Man spricht

in diesem Zusammenhang vquergedampften Wellen

8.2.8.3 Totalreflexion in magnetischen Medien

Die hier gefundenen Zusammenhéange, die fir unmagnetiseteridlien hergeleitet wur-
den, gelten mit kleinen Modifikationen ganz allgemein firwstfreie (magnetische) Mate-
rialien. In vektorieller Schreibweise ist der Amplitudefiektionsfaktor durch8.152 bzw.
(8.179 gegeben. Im Z&ahler und Nenner stehen zueinander konjugieiplexe Zahlen, so
dass gilt

rrel = [rmm[ =1 . (8.215)

Die Phasenspringe resultieren aus

ik o . ke 0 71)2 — k2
onng) — 0T i f ok (5.216)

in OT HMer  Htr kinom

und

_.k_)r 0 in in k;n o 1)* — k%’
tan{Umy} = —ow°f Sin_ 5—\/( oAy k (8.217)

kinoml Eu  Etr kinom

2
HtrEin Zt"
= Ao et = (25 tan{®

HinEtr an{ TE} (Zin) an{ TE}
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Wegen|r| = 1 resultiert sofort aus3(194

R=1 (8.218)

und mit 8.199

T=0 . (8.219)

8.2.8.4 Bemerkung zur Kausalitat

Im Abschnitt8.2.8wurde die Totalreflexion einer ebenen Welle an einer ebenenzda-
che berechnet. Dabei zeigt sich, dass senkrecht zur Grelmefkieine Energie transportiert
wird. Betrachtet man das Ergebnis genauer, so stellt mandass sich eine Welle entlang
der Grenzflache ausbreitet, deren Amplitude in das Mediumaihiexponentiell abnimmt.
Sie wird als sogenannte quergedampfte Welle bezeichnettelissich nun die Frage, wo
diese eigentlich herkommt. Schlie3lich wird die Energie elafallenden Welle vollstandig
in die der reflektierten Welle Gibertragen, sonst ware dedAwsk "Totalreflexion” reichlich
sinnlos.

Um das Ratsel zu [6sen mussen wir beachten, dass wir ersiengmendlich ausgedehnten
Wellen sowie einer unendlich ausgedehnten Grenzflachehasgind zweitens in der Rech-
nung das Gefuhl einer zeitlichen Abfolge vermittelt wircglahe nicht existiert. Eigentlich
I6sen wir fur den vorgegebenen Gesamtraum, der durch diez@i&ehe in zwei unendliche
Halbrdume geteilt wird, die Wellengleichung. Diese Lésbedingt eine Feldverteilung, die
in die Anteile quergedampfte Welle, reflektierte Welle unmdfadlende Welle zerlegt wer-
den kann. Jeder dieser Anteile fur sich hat die Eigensahafieer ebenen Welle, bis auf
die Tatsache, dass sie nicht unendlich ausgedehnt sindesojeweils nur in begrenzten
Raumbereichen existieren. Dies ist die Begriindung fur @jenglich unzuléssige ubliche
Betrachtungsweise, dass die einfallende Welle die refigkt\elle und die quergedampfte

Welle erzeugt. Die einfallende Welle hatte namlich als eb@rfelle mit unendlicher Aus-
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dehnung Uberhaupt nicht alleine existieren kénnen, ohmaus den Maxwell-Gleichungen

entstandenen Stetigkeitsbedingungen zu verletzen.

8.2.9 Zusammenfassung

Wie wir gesehen haben, lassen sich Reflexion und Brechungpanrahenden Grenzflache
mit einigen wenigen Grundgedanken beschreiben. Zunéahstkonstatiert werden, dass es
zu keiner Frequenzanderung an der ruhenden Grenzflachet@rh]). Die Einfallsebene
wird durch den Wellenzahlvektor der einfallenden Welle wieth Normalenvektor auf die
Grenzflache aufgespannt, im Sonderfall senkrechter Inzidegradiert die Flache zu einer
Linie. Weder die reflektierte noch die gebrochene Welleags#n die Einfallseben8.(19

und damit lasst sich die Beschreibung der Reflexion und Breglals zweidimensionales
Problem auffassen. Fur die Wellenzahlvektoren gelten @fielRionsgeset83(117 und das
Brechungsgesetz von Snelli&118. Sie gehen von der Forderung aus, dass die Tangenti-
alkomponenten der Wellenzahlvektoren der einfallendeftektierten und der gebrochenen
Welle gleich grol3 sind. Daraus folgt die bekannte AussageR#élexionsgesetzes, dass der
Ausfallswinkel gleich dem Einfallswinkel ist, wobei die kel stets gegen die Flachennor-
male gemessen werden. Die DispersionsrelaBob/) verkniipft Normal- und Tangential-
komponenten der Wellenzahlvektoren, so dass die Normalkoente des Wellenzahlvek-
tors der gebrochenen Welle a@&31) bestimmt werden kann. Die Normalkomponente des
Wellenzahlvektors der reflektierten Welle ist wegen desdRefhsgesetzes entgegengesetzt
gleich grof3 wie die der einfallenden Wel& 125. Aus der Summe dieser Erwagungen sind
somit alle Wellenzahlvektoren bei Reflexion und Brechungckd/orgabe der einfallenden
Welle bekannt.

Diese Aussagen gelten fiir alle Wellenformen, die sich eatéendexp{k o 7 — wt} aus-
breiten. Weitere Aussagen zur Leistungsaufteilung undAteplituden der Wellen haben
wir nur fir ebene Wellen als wichtigsten Vertreter der Wekearbeitet.

Die Zusammenhange fur die Feldstarkeamplituden der Weligaben sich aus den Stetig-

keitsbedingungen an der Grenzflache. Es wird nach Wellegrscttieden, die jeweils kei-
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ne Feldkomponente senkrecht zur Grenzflache aufweiserenthoh TE- und TM- Wellen.

TE- Wellen haben kein&- Feldkomponente in Normalenrichtung zur Grenzflache. Deéme
sprechend gehen auch nur die StetigkeitsbedingungendiNalimalenkomponente der ma-
gnetischen Induktion in die Formeln fur TE- Wellen ein. Imgéasatz dazu haben TM-
Wellen nur eineE- Feldkomponente in Normalenrichtung und die Stetigkeitshgungen

fur de Normalenkomponente der dielektrischen Verschighsind zu bertcksichtigen. Zur
Charakterisierung werden normalerweise die Reflexiond-Twansmissionsfaktoren fur die
Amplituden des elektrischen Feldes der TB-162 und TM- Wellen 8.17§ angegeben.

Daneben existieren auch die entsprechenden Faktorengfiiamjentialen elektrischen und
magnetischen Felder der TE- und TM- Wellen (Tab8I. Die Intensitatstransmission und
-reflexion errechnet sich aus dem Verhéltnis der Uber dieflé&che transportierten bzw. an
ihr reflektierten Leistungsdichte zur einfallenden Lemgtsdichte und wird als Intensitats-

Reflexionsfaktor8.199 bzw. Intensitats- Transmissionsfakt8t199 angegeben.

8.3 Skalare Beugungstheorie

Bis hierher haben wir die Ausbreitung ebener Wellen und iarhelten an Grenzflachen
betrachtet. Diese Wellen sind im Raum unendlich ausgedatas unserer Erfahrung von

z.B. Lichtstrahlen widerspricht. Im folgenden wollen werguchen, die Abstrahlung einer
begrenzten Quelle zu betrachten, wie es z.B. bei dem Lrelisaus einer Taschenlampe
vorkommt. Zunachst versuchen wir die Feldentwicklung in Beene der Quelle (also am
Austrittsfenster der Taschenlampe) nach ebenen Wellemetndchten deren Uberlagerung
in einiger Entfernung zur Quelle. Das Verfahren wird in @neeiteren Abschnitt auf seine

allgemeine Gultigkeit hin untersucht.

Wie wir sehen werden, ist das Werkzeug der skalaren Beuthemse in den angegebenen
Naherungen nur fur sehr kleine Quellen geeignet, was furBggspiel der Taschenlampe
erst in einiger Entfernung erfllt ist. Dort sind die Felddyer Ublicherweise schon weit
abgeklungen, was in unserem Beispiel bedeutet, dass @l Séthr schwach wird. Als Aus-

weg werden wir die sogenannte paraxiale Wellengleichungléin freien Raum herleiten
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und Losungen der Differentialgleichung suchen. Es zegjt, slass wir mit Hilfe dieser L6-
sungen dann den Lichtstrahl recht gut beschreiben kénreeshthilig ist dabei nur, dass wir
Beugungseffekte, die wir mit der skalaren Beugungsthdmsehreiben kdnnen, hier nicht
mehr sehen werden. Es liegt also an dem Ziel, welche derm&eidahren man anwendet.
Im Rahmen der Beugungstheorie wird angenommen, dass sicheald im wesentlichen
wellenférmig inz- Richtung ausbreitet. Der Zusammenhang zwischen dem Ewddas in
der Ebene: = 2z, hierzy = 0, und einer beliebigen anderen, dazu parallel verlaufenden
Ebenez = const. wird hergeleitet. Es stellt sich heraus, dass es eine eiiggeBeziehung
zwischen den Feldern in beiden Ebenen gibt, wenn man vatatisdass sich die Wellen nur
in positive oder nur in negative-Richtung ausbreiten. Dies ist eisrahlungsbedingung
an die Wellen. Im allgemeinen Fall benétigt man fir eine euije Beziehung die Kenntnis
des Feldes in der betreffenden Ebene const und zusatzlich die Kenntnis der partiellen
Ableitung senkrecht zur Ebene, alsoztiRichtung.

Wellengleichungen gelten fir das skalare Potenjalas Vektorpotenziall und die Felder
E und . In der skalaren Beugungstheorie wird hier reprasentaidsbreitung nur einer

Komponente der Vektoren bzw. das skalare Potenzial diesuti

8.3.1 Monochromatische Wellen

Monochromatische Wellen besitzen eine harmonische Zwitagigkeite™?, aber im allge-

meinen eine beliebige Ortsabhangigke{t~}. Wir kbnnen schreiben

V{7 t} = u{r}exp{iwt} (8.220)

und meinen damit wie Ublich den Realteil. Dieser Ansatz zZisung der Wellengleichung
wird im tbrigen auch in der Quantentheorie zur L6sung der@&thgergleichung verwen-
det. Die GroRel reprasentiert z. B. dig-Komponente der elektrischen Feldstaikér, ¢} =

E, {7, t}. In quellenfreien, also ladungsdichtefreien und strotmigiteien Bereichen lautet

die Wellengleichung
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. 1 d*W {7t}

Einsetzen von&.220 liefert fir monochromatische Wellen di¢elmholtzgleichung

(8.221)

Au {7} + K u{r} =0 (8.222)

mit k? = w?/c?. Der ortsabhéngige Teil monochromatischer Wellen hat @emdie Helm-
holtzgleichung 8.222 zu erfillen.

Nicht-monochromatische Wellen lassen sich durch eindicetFourier Transformation als
Uberlagerung monochromatischer Wellen darstellen. Jegiguenzkomponente, d. h. jede
Spektralkomponente, hat dann eine Helmholtzgleichund-dem @8.222 zu erfillen. Wir
machen uns jetzt die Erkenntnis zunutze, dass die cosmmigf® Amplitudenverteilung in
einer Ebene als Uberlagerung zweier ebener Wellen gedeeatden kann, die unterschied-
liche Ausbreitungsrichtung haben. Bei beliebiger Form Aeplitudenverteilung misste
zunachst eine raumliche Fourierzerlegung nach cos-Famti erfolgen um dann die Am-
plituden der ebenen Wellen zu berechnen. Diese beidenttgciwerden im folgenden bei
der Ermittlung des Raumfrequenzspektrums mit komplexeriEdransformation zusam-

mengefasst.

8.3.2 Bestimmung des Raumfrequenzspektrums

Wir ordnen dem ortsabhangigen Feldz, y, z = 0} = uy {xo, yo} in der Ebene = 0 durch

die zweidimensionale ortsabhangige Fouriertransfomati

Up {ve, 1y} = // uo {0, yo } exp{i2m (o + 1yyo) } dxg dyo (8.223)

mit Raumfrequenzy,, v, (Einheit [%]) dasRaumfrequenzspektrumU {vy, v, } = U {1y, vy, 2 = 0}
zu. Der Index “0" deutet an, dass hier die Grof3en an der SteHe 0 gemeint sind. Die

Fourier-Rucktransformation
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up{z,y} = // Up {vx, vy } exp{—i2m(vexo + vyy0) } diy dy, (8.224)

gestattet die eindeutige Berechnung des Feldes aus denfieguenzspektrum. Die Raum-
frequenzen sind das Analogon zur Ublichen Frequenz, diecalgertransformierte der Zeit
aufgefasst werden kann. Der Ausdruck Frequenz steht alstré@mgeren Sinne fur das Wort
Zeitfrequenz und entsprechend steht das Wort Frequenzspegenaugenommen fiir Zeit-
frequenzspektrum. Jeder der drei Raumrichtungen wirdRénenfrequenz zugeordnet. Man
kann aber auch statt der kartesischen GroR3grund z zum Beispiel auch den Radigan
Zylinder- oderr in Kugelkoordinaten wéahlen und erhalt entsprechende Raguénzen.
FUr das Raumfrequenzspektrum einer ortsabhangigen Gitill#ag gleiche wie fir das
(Zeit)Frequenzspektrum einer zeitabhangigen Variallerschneller sich die Gré3e mit der
Zeit bzw. dem Ort &ndert, desto héher sind die darin enthatteeit- bzw. Raumfrequen-
zen. Dies kann unmittelbar verstanden werden, da ja diet&pekit demselben Forma-
lismus berechnet werden. Der wesentliche Unterschiedcheisden Spektren ist, dass das
Zeitfrequenzspektrum eindimensional ist (nur yoabhangt), wahrend das Raumfrequenz-
spektrum bis zu dreidimensional sein kann (wir betrachteweiteren aber nur zweidimen-

sionale Raumfrequenzspektren).

8.3.3 Ausbreitung des Raumfrequenzspektrums

Eine entsprechende Entwicklung wie fiir die Ebene- 0 kdnnen wir fur jede beliebige

Ebenez = const durchfuihren. Wir schreiben gem&R %24

u {x,y} =u{r,y,z} = // U, {vy, vy} exp{—2mi(vxx + vyy)} di dv, ,  (8.225)

wobei U, {vy, 1} = U {w, 1y, 2z} das Raumfrequenzspektrum in der Ebene const be-
zeichnet. Zur lllustration dienen Abbildur8y18und Abbildung8.19
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2o, Sy
X,y Vy s Vy
Ug (X, ) u, (x,y)
Abbildung 8.18: Feldverteilungen und Ug (Vy» Vy) U, (v Vy)
Raumfrequenzspektren in den Ebenen Z—>
z=0undz = const
z=0 z = const

(X01y01 0)

u(x.y,z)

Ug(Xg:Yg) = u(Xy.¥o.Z2=0)
z=0 Z = const

Abbildung 8.19: Geometrie zur Beugung
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Das Feldu {x, y, z} muss die Helmholtzgleichun®222 erfiillen. Benutzung vong;229
zur Berechnung der partiellen Ableitung@tydz* und 9? /0y? fuhrt auf eine gewdhnliche

Differentialgleichung fur das Raumfrequenzspektrum

d2
@U {v, vy, 2} + (K* — 4n*? — 47T21/y2)U {vi, vy, 2} =0 . (8.226)

In dieser Differentialgleichung sing, undy, als feste Parameter anzusehen. Die allgemeine

Lésung von 8.229 ist

U Ave, iy} = UA{v, vy, 2} = Up {ti, vy fexp {—ik,2} + U {vy, vy }exp {ik,2} (8.227)

mit

k, = k? — k2 — k3 =k — (271,)* — (2714)° (8.228)

undk, = 3, wobei der

Phasenkoeffizient

5= \/ k2 — (2m)?2 — (2m0)? (8.229)

auftritt. Der erste Term beschreibt eine Welle, die sich asifive z-Richtung ausbreitet,
der zweite eine in negativeRichtung laufende Welle. Legt man d&trahlungsbedingung
zugrunde, dass durch die experimentelle Situation votggEgaur in positivez-Richtung
laufende Wellen vorkommen sollen, dann muss ige= 0 verlangen. Damit ergibt sich ein
aul3erst einfacher Zusammenhang fur die Raumfrequenzspektzwei zueinander paral-

lelen Ebenen

U, {vi, vy} = Up {vi, vy } exp {—ik,2} . (8.230)

Dieses Resultat zeigt, dass fur Raumfrequenzen mit
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ATV] + 4mPu) < K (8.231)

der Effekt der Ausbreitung tber die Streckeinfach in einer Phasendrehung der Kompo-
nenten des Raumfrequenzspektrums besteht. Da die eberlemkdenponenten verschie-
dene Ausbreitungsrichtungen besitzen, werden die umiedicchen Phasenverzdgerungen
verstandlich.

Fir Raumfrequenzen mit

AT*V] + 4mPu) > K (8.232)

ist eine andere Interpretation erforderlich. Jetzt wirel Quadratwurzel in§.230 imaginar

und das Raumfrequenzspektrum klingtiRRichtung ab

U, vy, 2} = U {1y, 2 =0} exp{—%z} (8.233)

mit positivem

Intensitats-Dampfungskoeffizienten

% — ik, = \/47r2yx2 +Am2 — k2 (8.234)

Diese Raumfrequenzkomponenten werden bei ihrer Ausbigeistark gedampft. Man be-
zeichnet Wellenkomponenten, di8.232 erfullen, alsevaneszente WellenDas gesamte
Raumfrequenzspektrum setzt sich offenbar aus ausbrsitifmgen und evaneszenten Kom-
ponenten zusammen. Der Faklip'rn (8.233 verschwindet, wenn man die Leistungsiber-
tragung betrachtet. Es resultiert, dass die Leistungeryif —az} abklingt, « ist also ein
Leistungs-Dampfungsfaktor. Zusammengefasst gilt alsdigiWellenzahl in z-Richtung

k, = P fr k20 (8.235)

—i§ fur k2 <0

mit k, aus 8.229 sowies und 5 aus 8.229 und @.183.
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8.3.4 Exakte Form des Beugungsintegrals und Fresnel-Nahang

Bei vorausgesetzter Strahlung in positivRichtung ist 8.230 ein exaktes Resultat. Fourier-

Rucktransformation vorg(230 ergibt

u{z,y, 2z} = // Up {vx, vy } exp{—ik,z} exp{—2mi(1ix + vyy)} diy dyy . (8.236)

Driickt man nun nocl/y {1, v, } vermoge 8.223 durch das Feld {z,y, = = 0} = u, aus,

so hat man nach Vertauschung der Integrationsreihenfalge d

Beugungsintegral

w{z,y, 2} = /7u0 /7exp{—zz\/k:2—(27rl/x)2 (27r1/y)2}

(8.237)

exp {—2m[v(x — xo) + vy (y — yo)|} dws diy | dzo dyo

Dieses exakte Beugungsintegral ist ein FaltungsinteDialinnere Fourier-Transformation

lasst sich ndherungsweise berechnen, wénfy,, v, } nur Raumfrequenzen mit der

Fresnel-Naherung

(271)% + (2714)? < K (8.238)

enthalt. Es handelt sich also yraraxiale Strahlen (=Strahlen, die sich nahezu parallel zur

z-Achse ausbreiten) mit, ~ k. In diesem Fall kbnnen wir approximieren
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omy?  2miu?
ke = (k2 = 4m22 — 47202 k(l— - k2y>
2m

=k— ol (v +13) (8.239)

und erhalten fir die innere Fourier-Transformation8r2@7)

// e~k exp {W% (yf + Vy2) z} exp {—i2m (i (x — zo) + 11 (y — yo))} doi diy

= —e¢ *exp {—z2£ ((z —20)* + (y — yO)Q)} , (8.240)

1272 z

wobei nur die Fourier-Transformierte einer GauR-Kurezel berechnen war.

: . : 2
Mit (8.240 erhalten wir aus&.237) mit der Wellenlange\ = % die

Fresnel-Naherung des Beugungsintegrals

w{z, y,z}—— //uoexp —z (x—xo) +%(y—yo)2>} dao dyo .

(8.241)

Sie lasst sich weiter umschreiben zu

—1 .
ufe,y, 2} = e e R //u exp {~in (@)}
(8.242)

2
* exp {ZE(IWO + ?/?/0)} dzg dyo

/OO exp{—7f?} exp{+i2nft} df = exp{—mt’}
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Die Verteilungu {z,y, z} des Feldes erhalt man demnach abgesehen von einem Phasen-
. —1 . . .
faktor und einem konstanten Vorfakte,y durch Fourier-Transformation der Verteilung
IAZ

ug exp{—iy= (g + y5)} nach den Raumfrequenzehund L.

Huygens-Formalismus

Beim Huygensschen Prinzipwerden Orte mit

2> (v —0)* + (y— ) (8.243)

betrachtet, das heil3t, es handelt sich um achsnahe OrteidDidie sogenanntduygens-

naherung. Nach Abbildung8.19 gehen von jedem Quellpunkt, v, in der Ebenez = 0

Kugelwellen
e~ tikr efik\/(:cfmo)QJr(yfyo)QJer o~ tkz T ) T )
~ ~ i — 10)? — i (y — 8.244
. - —exp {—ig-(e @)’ —i=(y — )’} (8.244)

mit der differentiellen Amplitudeu {zo, yo, 2 = 0} dz dy, aus, die sich in der-Ebene
mit Koordinatenz, y additiv Uberlagern. Dies ist das Huygenssche Prinzip inFdesnel-
N&herung. Zusatzlich tritt noch ein Fakt{z_a% auf, der in der urspriinglichen Huygensschen
Formulierung nicht vorgesehen war, der aber nach der Alsigiaus der Wellengleichung
zwingend erforderlich ist. Das nahezu identische Ergettaiget darauf hin, dass die Feld-
verteilung in der Nahe der Achse (fast) nur durch paraxialehfen erzeugt wird, oder an-
ders gesagt: die Feldverteilung in einem Punkt wird nur llutie Wellen beeinflusst, die
von der Quelle auf den Punkt zulaufen. Als zweites gewinnt gha Erkenntnis, dass die

Huygens- und die Fresnelnaherung aquivalent sind.

8.3.5 Beugung in Fraunhoferndherung

Die Berechnung des Beugungsintegrals kann unter eindaméden Bedingungen weiter

vereinfacht werden. Fir Abstande
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2> g(xg +3) (8.245)

das heil3t, die Ausdehnung der Quelle ist klein gegen deadigten Abstand der Aufpunk-
te von der Quelle, kann man den Phasenfaktor im Integrad.B¥4@ gleich Eins setzen und

erhalt die

Fraunhofer- oder Fernfeldnaherung

e | 2
u {;p’y’ Z} = %ezkze_lx(ﬂ—i—y?) // Ug €XP {Z}\—Z(I‘ZL‘O + yyo)} d{L‘Q dyo . (8246)

Bis auf einen unwesentlichen Vorfaktor ist das Fernfeldraiarier-Transformierte der Nah-
feldverteilung nach den Raumfrequenzgrund {-. Flr paraxiale Strahlen ist die zeitgemit-

telte Energieflussdichtg, in z-Richtung proportional zi{u {x, y, z} |?, also

Soc|u{z,y, 2} >, (8.247)

so dass der Phasenvorfaktor vor dem Integra8i246 fur Energiebetrachtungen keine Rolle

spielt.

Beispiel 8.3.1: Beugung an einer Kreisscheibe
Als Beispiel betrachten wir die Fernfeldbeugung an einezigscheibe, die wie in Abbildung
8.20dargestellt, mit einer ir-Richtung laufenden ebenen Welle beleuchtet werden mége.
Unmittelbar hinter der Lochscheibe mit Raditysn der Ebene: = 0 kann man fir das Feld
ansetzen

uy = u(xg, Yo,z = 0) = i far oy < 7% (8.248)

0 sonst

Hierbei wird angenommen, dass die einfallende Welle deri@fedes Loches ungehindert

passiert und auf3erhalb des Loches durch die Blende vollkenabsorbiert wird.
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—
<—>

Yo Z = const

o sl (/.
= ﬂ —> &

X —>

e/

Abbildung 8.20: Beugung an einer kreisrunden Lochscherizkresultierende Intensitats-

verteilung

Fourier-TransformatiofF{x}) ergibt mitzy = rocos {0}, yo = rosin {¢o}, x = rcos {p},

y = rsin{p}

y 27
]:{Uo} = //U {$o, Yo, 2 = 0} exp {ZE(WUO + yyo)} dzo dyo

To 27
= //ﬁexp {iQW:—O(SC cos {go} + ysin {gpo})} ro dgg drg
z
00
ro 2w
- ﬁ//ro exp {iQ?TT—T(COS {¢} cos {po} + sin {¢} sin {cpo})} deo drg  (8.249)
z
00
T0 1 2T 5
. 27ror
= 27ru/r0 %/exp {z )\; cos{@o—w}} deg | dr
0 0

)
2
= 277'11/7”0J0{ WTOT} dTQ s
Az
0

wobei bei der letzten Gleichheit die Besselfunktigreingefiihrt wurde. Fur die weitere

Auswertung benutzen wir die Identitat
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/ Eol€} de = x, () (8.250)
0
und erhalten
J 27TrTg
Fluo} = 2mita =521 } (8.251)

Az
Nach @.249 ist damit das Fernfeld

= 8.252
u {Tv ¥, Z} ZAZ 27;7;7“0 ( )
Abbildung 8.21: Verlauf der Funktion
221177} Der Intensitétsverlauf im Beu-
5 8
gungsscheibchen eines kreisrunden LOTTNk
ches ist proportional zum Quadrat dieser .
- oV
Funktion. 03] , : , . |

x

Die Fernfeldverteilung ist also maf3geblich durch den Fakio{z}/x, also Besselfunktion
Jp geteilt durch ihr Argument, bestimmt. Fir die Energieflusiste ergibt sich die Propor-

tionalitat

N 2
omiga\* [ { B
So<|u{:p,y,z}|2:< /\ZO ) ( QW;‘(f J . (8.253)

Az
Diesen Intensitatsverlauf im Beugungsscheibchen bezstichan alAiry-Profil . Die erste

Nullstelle im Beugungsbild findet man beim Radius

l‘néi Az

- T2 7’0 2T0

(8.254)

im Fernfeld Beugungsbild. Dabei ist; die in (5.117 definierte erste Nullstelle der Bessel-

funktion erster Ordnung. Der Intensitatsverlauf der Bengyan einer kreisrunden Apertur
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2
ist die Airy-Funktion[Q Jl{”}} . Die Wurzel der Airyfunktion ist in Abbildur§j21darge-

T™r

stellt.

8.3.6 Allgemeine Formulierung der skalaren Beugungstheae

Die Beugungstheorie kann auf den allgemeinen Fall zurifckgewerden, dass das Feld an
einem beliebigen Raumpunkt eindeutig ist, wenn auf der lnagen Flache an jedem Punkt
sowohl das Feld als auch die Normalenableitung bekannt ZmdBerechnung l&sst sich

das Greensche Theorem

/ / / GV —uVG dPr = ﬂ (GVu—uVG) o &% (8.255)
\Y

Sv
vorteilhaft verwenden. Wenn man sowdhlals auchu als komplexe Funktionen des Ortes
auffasst deren erste und zweite partielle Ableitungentiexen mussen, liegt es nahe, den
GroRRen auf der rechten Seite die Bedeutung einer GreenstimaionG und eines Feldes
u zuzuordnen. Sowohl fiE als auch furu gelten auRerhalb des betrachteten Punktes die

Helmholtzgleichungen

VG + KG =0
~ (8.256)
Viu+ku =0
Wir konstruieren ein Volume®’, dass den Aufpunkt nicht enthalt, indem wir eine Kugel
mit Radiusz zentrisch um den Aufpunkt legen, wie in Bigl22 dargestellt ist. Fur dieses
neue VolumerV’ resultiert dann sofort auf der linken Seite véi2559 nach Einsetzen von

(8.256

/ / / GV2u — uV3G &Pr = — / / / (Gk*u — uk?G) d*r =0 (8.257)
V/
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_>
SV

Abbildung 8.22: Konstruktion eines Volu-

mens, das den Punktnicht enthalt durch o

umschliel3en des Punktes mit einer Kugel P

vom Radius.

und somit

# (VU —uVG)o d2F=0 . (8.258)

Sy
Die neue Oberflach®&y: ist nur die Summe aus, und .S, (Sy: = Sy + S.) die jede fir sich
geschlossen sind. Die Orientierung ist firweg vom Aufpunkt und fus. zum Mittelpunkt
der Kugel.
Aus (8.259 folgt damit

# (GVu —uVG) o d*7 = — # (GVu —uVG) o d* (8.259)
Sv Se

wobei zu bemerken ist, dass der Aufpunkt in der linken Flgalenthalten ist.

Die Greensche Funktion des freien Raums ist eine Kugelnfelhdtion

exp{—ik‘f} - Fq‘}

G{7,, 7y} = (8.260)

AT| Ty — T

mit dem Gradienten

3 1 k|7, — |} =
VoG = (—ik - ) i e St 1 A Y (8.261)

Fp_Fq‘ 4W|Fp_Fq|
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und dem Richtungsfaktor

Vglry — 7| = —FJ’ - F“| (8.262)
p q

Fir das Integral auf der rechten Seite v8m269 liegen alle Aufpunkter, auf der Kuge-
loberflache, so dass, — 7| = ¢, V4|7, — 74| = —i., und d*7 = d*r -7i.. Hier zeigti.
zum Kugelmittelpunkt. Fir gentigend kleine Radiesind « und Vu konstant, so dass die

Integration Uber die Kugeloberflache

_exp{—ike} 2

0 =0 € 4re

Se Se

lim (P (GVqu — uVyG) o d*F = lim [ﬁqu ol +u (—z’k - 1)}
(8.263)

zur Multiplikation mit der Oberflache der Kugsl = 4re? wird

lim (P (GVqu — uVG) o d*F = lim 4 [un o i +u (—ik - —)] oxpizike}
e—0 e—0 g

Se

= lir% —u{ry} = —u{r,} (8.264)

Einsetzen in§.259 ergibt

{7} = # (G 7 Vqulr} — wlr} VoG i i} o ' (8.265)
Sy
Tatsachlich soll das Potenzialbzw. dessen Gradieftu ja nur auf einer kleinen Flache
auf Sy existieren. Dies kann man sich so vorstellen, dass das Eebth @inen Ausschnitt in
einer unendlich ausgedehnten Platte einfallt. Im geoswdtan Schatten der Platte soll das
Feld verschwinden, € {Sy —c}: u =0, Vu = 0 und in der Offnung genau so sein,
wie es ohne Platte ware. Dies sind die sogenannten Kircédtodh Randbedingungen. Lei-

der haben sie den Schonheitsfehler, dass die Forderungleatkimultanen Verschwinden
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von u als auchVu auf Sy — o zur Folge hat, dass tiberhaupt kein Feld &ufexistieren
kann. Dies folgt aus der allgemeinen Potenzialtheoriepdmgagt, dass bei gleichzeitigem
Verschwinden des Potenzials und dessen Ableitung auf eemetichen Flachenstlck, das
Potenzial auf der gesamten Flache und in dem darin eingessghiem Raum verschwindet.
Abhilfe schafft hier die Spiegelungsmethode. Wir kongran uns einen zweiten Aufpunkt
wie in Abbildung8.23gezeigt. Wegen der Reziprozitat der Greenschen Funktikdenen
wir Quelle und Aufpunkt in Gedanken vertauschen (tausghend s, in den Gleichungen).
Wenn wir erreichen, dass die Greensche Funktion hinter demr8 verschwindet, brau-
chen wir keine Forderung aViu zu stellen, da dann iIrB(269 der erste Term im Integral

verschwindet.

Abbildung 8.23: Vertauschen von Auf-
punkt und Quellpunkt und Einfliigen eines
virtuellen Quellpunktes bei?p mit Hil- B - T

fe der Spiegelungsmethode. Durch den

virtuellen Quellpunkt wird der Einfluss

der Blende erfasst und die Greensche

Funktion kann allgemein formuliert wer-
den, ohne dass Randbedingungen verletzt
werden. Nach errechnen der Greenschen

Funktion werden Quell- und Aufpunkt

wieder zuriickgetauscht (tauschg mit

Tp)-

Die Greensche Funktion

gt = OP{ZikIT, —7il} | exp{ikiT, = 7)) (8.266)

Am|ry — gl 47T|7:“:p — Tg|

erfullt genau dann diese Forderung, wenn das Minuszeicaemendet wird, und es andert
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sich nichts an den vorherigen Uberlegungen. Das Oberflatément auf ist d°7 = d°rii,
und|7, — 7| = |7, — 7| aufo.

Fur den Gradienten vo@d = G~ resultiert damit

6qG - _ (—'lk |T 1 T |) eXp{_Zk‘FP _ FCI|} . (FP _ Fq_? _ (_,:FP B Fq) ) (8267)
q

4r|7y — 7| |75 — 74
Einsetzen in §.265 ergibt mit der Aufteilung vorSy in Sy = S; + S,, wobei zu beriick-
sichtigen ist, dass nur auf den Ausschaitin S; das Feld als bekannt vorausgesetzt wird

und ansonsten fif, € S; :  u{ry} = 0 gelten soll,

iklE — 7 ") o,
ulfe} = 2// i} xpi-iklrp —ral} (T —Tq) 0Ty 42

+ / / (GVqu — uV,yG) o d*7 (8.268)

Es bleibt hier noch das Integral Gbgr zu |6sen. Nehmen wir an, dass es sich dabei um eine
Kugeloberflache mit sehr groliem Radiy$andelt, die um den Aufpunk}, zentriert ist. In

diesem Fall wirdry, — 7, = r; undr; ist parallel zud?7. Istr; = |71| zugleich noch grof3

gegeni,
lim Tp —Tq=T1 (8.269)
|71 |—00
so dass
. ) 1 ™
lim V G= lm (—k—— | -G-— (8.270)
|71 |—00 |71 | —00 (a1 (a1
und damit

| I}m // (GVu — uV@G) o d2S = lim //G (%Hkuﬂ) o d%F
71| —00 r1—00 I8
S1
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(8.271)
= lim //m -G <ﬁuo N +iku) ry d%r
r1—00 T
S1

wobei

lim 7 -G = exp{—ikr} (8.272)

r1—>00

wird. Wir wollen im weiteren annehmen, dass die SommertidsStrahlungsbedingung

lim <§uo n +iku) ry — 0 (8.273)

r1—00 T’l

fur alle Punkte aub; erfullt ist. Dies gilt zumindestens fur eine Kugelwelle unit kbnnen
uns nach dem Huygensschen Prinzip vorstellen, dass sidrettieerteilungu als Linear-

kombination von Kugelwellen auffassen lasst. Unter diegmaussetzungen resultiert

. 1 . , 1 exp{ —ik|r, — 4|} (Th —T4) 07,
u{r,} = %// u{ry} - <—zk o ) : P Tall 1P~ T d*r
p

_Fq| |7?p_7?q| |rp_Fq|

(8.274)

Fur groRe Abstand& = |, — 74| zwischen Aufpunkt und Quellpunkt ergibt sich die be-

kannte Naherung

. —1 L. exp{—ikR Roi
u{"’p}:K//u{rq}- {R b e a?r (8.275)

wobeik = &, 71 = —ii, und R = 7, — 7, eingesetzt wurde. Das Oberflachenelemiend®r

ist in dieser Schreibweise zum Aufpunkt gerichtet, so dassSkalarprodukg o 77 positive

Werte ergibt. Haufig wird&.279 auch in der Form
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u{r,} = / / h{7,, Ty} -u{ry} d°r (8.276)

geschrieben. Aus dem Vergleich resultiert Alir

L . exp{—ikR} _ﬁoﬁ
h{ry, g} = Y- 7 (8.277)
8.4 Paraxiale Naherung der Wellengleichung
Wir gehen von der Wellengleichung
AE + K*E =0 (8.278)

fur harmonisch zeitabhangige Felder aus und bemerken dia$8ellengleichung fur jede
Komponente vorE gleichermaRen gilt, als auch fur die Amplitudé = E. Dies fiihrt auf

die skalare Wellengleichung

AE+EE=0 . (8.279)

Nehmen wir an, dass sich die Welle vorwiegend #Richtung ausbreitet, konnen wir den

Ansatz mit einer Bloch-Welle

E=u{x,y,z} - exp{—ik(z — 20)} (8.280)

wéhlen. Einsetzen irB(279 ergibt fur die Amplitude u die Gleichung

d
Au—i2k—u=0 . (8.281)
dz
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Ein Lichtstrahl weitet sich im Laufe der Zeit nur allméhlielf. Dies bedeutet, dass die
zweite Ableitung nach: in (8.28]) gegen die anderen Terme vernachlassigt werden kann,

also

d? d? d? d
o, 2k . 8.282
=t s { " dz“} (8.282)

Mit (8.282 kann 8.28]) in der sogenannten paraxialen Naherung

d? d? d
geschrieben werden. Fasst man nun né%lfg + dd—;> = v2 mit V. G + diy €,

zusammen und schreibt= z -¢€; + y - €, folgt die Ubliche Darstellung far dlparaxiale

Wellengleichung

V2 u{s, 2} — ideiu{§, 2y=0 . (8.284)
z

Aus der Fresnel- bzw. Fraunhofer Naherung wissen wir, dasisien Ausdruck der Form
exp {—zk%} = exp {—zk%} enthalt, wobei%q = Az, alsoq = 7z zu setzen ist. Als

Losungsansatz kann man nun die Variation der Konstantesoieen, also

w{z,y, 2} = u{z,y} = A{z}- exp{ kH2;H } : (8.285)

Einsetzen in die paraxiale Wellengleichung fahrt mit

=112

Veu, = Vs (A exp{ %}) L (8.286)
q

Viu, = [ k” ”) ] (8.287)

L HsE
8.288
{ 4. <, (8.288)
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auf

=0 . (8.289)

RISV (4, )2k (4, A
2q dz? “A dz q

Diese Gleichung lasst sich fur beliebige Punfdtey, z) nur erfillen, wenn gleichzeitig Real-

und Imaginéarteil verschwinden, also

0
—q =1 8.290
5.7 ( )
und
0 A
A+ =0 . (8.291)
0z q

Die erste Differentialgleichung fuhrt auf

q=q+= (8.292)

mit ¢o = ¢{z = 0}, was im wesentlichen mit dem vorher gesagten UbereinstifaimtA
findet man durch probieresd = AO%O.

Tatséachlich sollte in: ja noch eine weitere Abhangigkeit vanundy enthalten sein, die in
den Fresnel- und Fraunhofer-Naherungen in den Integ@acisen zu finden sind. Wie wir
bereits wissen, kann man die Integralausdriicke zuminde#n Fraunhofer-Néaherung als
Produkt zweier Funktionen, die jeweils nur verindy abhangen, schreiben. Versuchen wir

also, auch diese Erkenntnis zu verwenden und setzten

u=h{io5} u, . (8.293)

Also
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(8.294)

g 2
E= h{ﬁo§}-A{z}-eXp{—ikus+u } .

2q
Einsetzen in die paraxiale Wellengleichur@2849 ergibt mit 1 A = %A-%q =24

(wegen 8.290)

2V My © Ve iy + Uy V2 B — 12k —hpy —i— | = A+ =) hpn| =0
) ) dZ ) A aq q )

(8.295)

Erinnern wir uns an die Fraunhofer-Naherung, dann wétev, -éx + v, - €, undh,, ,, ware

als Produkt separierbar in

h{v o5} = hp{vg-a} -ho{vy -y} = hin{z, y} . (8.296)

Die Raumfrequenzen waren-abhangig mit, = { undv, = {2, d.h. auchh,,, ist

z—abhangig.

8.4.1 Hermite-Gaul3-Wellen

Fur die Auswertung mussen wir uns auf ein Koordinatensysésttegen. Wegen der Aus-
breitung inz—Richtung denkt man hier automatisch an Zylinderkoordimaté s’ = ¢ - €,,
und hy,pe = hy, {pﬁ} -h,, {®}. Etwas einfacher ist aber die Auswertung in kartesischen

Koordinaten bei denen wir

S R B

setzen. Fur&.299 bendtigen wir

Ve himn = honm ! M* L {”i} 2 (8.298)
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H T _d
wobelh;n{p—} = 4¢hm

X

undh;, entsprechend die erste Ableitung vionist. Weiter-

Px

hin bendtigen wir

. 1 h/ h//
2 = R (i 12 2
Vilhmn = hmn < 22 o + — h ) (8.299)
und
d x hl d y h d
B = —hn [ — L. . 8.300
am ’ <p§h &P e, ) (8.300)

Gleichung 8.293 ware mit einem Produktansatz separierbar, wenaus 8.285 ebenfalls
als Produktu, = u,{z}-u,{y} geschrieben werden kdnnte. Einfach ist dies fiir die Ex-
ponentialabhangigkeit wobei wir auch gleich noch beriatitgjen kénnen, dasgfir die
z— und y—Richtung unterschiedlich sein durfen. Bleibt naéh= A,{z} - A,{z} und wir

kdnnen schreiben

Uy = Uy U 8.301
y ( )

mit

ux = A2} T {pi} - exp {zkf—z}
uy = Ay{z} hy {p%} - exp {zkf—;} (8.302)

Da (8.290 weiterhin gelten soll, missen wir dies auchdiiundg, annehmen, a|5§1;qx =1
und-Lg, = 1 und damit-L A, = dinAX und-L 4, = d%Ay-

Nach einsetzen irB(299, kiirzen umu, und sortieren folgt

1 , D d 2k d A
R =2k [ — —p R | —i— - [ — A+ =
B, 'p>2< [ m <qx dzp ) m] ZAX (dpx * px)
d

1 , P 2k d A,
+ - ! —i2ky <—y ——p ) h'n} — i - (—A + ) 0
I, -pg l q dz” A, dpy Dy

(8.303)
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Der Ausdruck in eckigen Klammern erinnert stark an die

Hermitesche Differentialgleichung

ff=t-f"+m-f=0, m € Ny (8.304)
die umgeformt
1 /! /
?(f —t-fY+m=0 (8.305)

lautet und deren Losunfj= H,,{t} die Hermiteschen Polynome

0 =t (8.306)
Hun = t- Hm— Hpm—1

sind. Die Hermiteschen Polynome sind zueinander orthdgoitdem Gewichty? = ﬁl_n! - exp {—%}

so dass die Orthogonalitatsrelation

17 2
_ exp 5 Hpy - Hy dt =05 (8.307)
gilt. Erweitern wirt zui in (8.309 oder 8.309, lautet die Differentialgleichung (f” - if’) =
—m. Wir nehmen an, das,, bzw.h,, in (8.303 hermitische Polynome mit Argumeﬁ{ bzw.

p% sind. Einsetzen der Eigenscha8t304 in (8.295 ergibt

m 2k d A n 2k d A
SR Ll —%ﬁ—%———%(—%ﬁ—%zo (8.308)
@ A <dqx &) @ Ay \dg 7 g

mit der Bedingung
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d
R (ﬁ - —px) (8.309)
Dx G dz
1 d
=%k (1& - —py) . (8.310)
Py q  dz

Die beiden letzten Differentialgleichungen kénnen zuniaien Typ

d P 1
—p== 8.311
dzp q + 12kp ( )

umgeformt werden. Betrachtet man nur den zweiten Term aufed@iten Seite, wirde man
eine Proportionalitat zy/q vermuten. Versuchen wir es mit= . /p, ¢ und setzen diesen

Ansatz in 8.31]) ein, resultierpy = i und damit

p= \/g . (8.312)

Aus (8.308 resultieren mit8.312 nach umstellen zwei Differentialgleichungen der Form

d ¢ A
“A=(--1)Z 8.313
dg (2 ) q ( )

die im Spezialfall fury = 0 in (8.29]) Ubergeht. Die Losung ist

£
A=A, (i) (8.314)
qo

mit willktrlich wahlbaren Konstanted, undg.
Wir haben damit eine Ldsung fur die Amplitudenverteilung der paraxialen Wellenglei-

chung. Benutzt mar8(319 in der Formg = ikp? und wahlt versuchsweise

Gox = qoy = —Po = 7 (8315)
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resultiertp, = p, = p und damit

1 2 2
Unp = Ay Ay - (k-p)™ " Hy, ZL H, L exp Tty (8.316)
’ p p 2 p?

mit beliebigen Kombinationen vom undn, so dass auch die Summe

2,2
U—ZZAmn k-p)mtrt Hm{—} Hn{%} .exp{—x2?;g } (8.317)

m=0 n=0
eine Losung fur die paraxiale Wellengleichung ist. Wie aas Mathematik bekannt ist,
bilden dieH,,, und H,, ein vollstandiges System und damit haben wir8mB(L7 eine voll-
standige Losung gefunden.

Die Koeffizienten4,, ,, ergeben sich aus der Amplitudenverteilung in einer Elemét

4 m—n
A, = ) //u o d 2o, i 2L de dy (8.318)
’ 7m' m‘p p

—00 —0o0

In (8.319 haben wir, nur weil es praktisch wag, = g0y = —po gewahlt. Damit verliert man
aber sofort den Freiheitsgrad, dass sich die Wellen in delebdRichtungen unterschiedlich

ausdehnen. Dankbar wére auch die Wght iz, so dass

q=1z0+ 2 (8.319)
und aus 8.312
p= % - z% (8.320)
resultiert. Mit verschiedenen Wertgg, = —izy, undqe, = —izy, ergeben sich dann auch

verschiedeng, undg, und die L6sung&.317 nimmt die Form
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u= i i Appn U, * Uy, (8.321)

m=0 n=0

mit

m
_ (kp? 21 T Vx - 2—20
U = (50 ‘Hm {5 exp ( —i552)
n_1
NN AR y vy ;Z2—20
Uyp = (Ty Ho Q£ -exp (§ —i552)

an. Die Amplituden folgen wie oben mittels Orthogonalekliing. Zusammengefasst er-

(8.322)

gibt sich das elektrische Feld in paraxialer Naherung

k-p? 271 x x?
E:;;Amm- ( - ) : Hm{p—x}-e><p{—2—p3 : (8.323
) w{pees,
H,< = pexp{—=—=1}  exp{i(wt — k,
o J el elitet — k)
mit
1 .
B o= o i2)
1 .
pf, =z (z0y —i2) . (8.324)

Die sogenanntRayleighlangezo, bzw. z, ist frei wahlbar aber konstant.

Die AmplitudenA4,, ,, ergeben sich aus der Feldverteilung an einem festen Ort

E{z} = E{x,y} - exp{i(wt — k;)} (8.325)

mit Hilfe der Orthogonalentwicklung zu
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(k-pz)“%” . (kp)l % oo
Amn _ Z0x 20y . / / E{x’ y} Hm £ Hn £ dx dy .
7 71-"’n!'n!'px'py Px

—00 —0OQ

Interessant ist dabei, dass die Wellen offensichtlich imimaasversal gauf3férmig abklingen

und ansonsten an jedem Punkt auf detAchse das gleiche Verhalten zeigen. Eigentlich
sollte doch die Aufweitung des Strahls bestimmt werden.LbB®&ung zu diesem scheinbaren
Schonheitsfehler finden wir in der Tatsache, dass geha®1) bzw. 8.312 der Fleckradius

p von z abhangt. Bereits irB(290 hatten wir eine lineare Abhangigkeif-} angenommen,

wobei zu bemerken ist, dass higrein reell ist. Das bedeutet wegeh 312, dass wir ein

q qo + 2 — 20 v %
L B L (ke N N 8.327
b "% \/ Tk \/k Tk (8.327)

haben, das wurzelférmig vanabhéngt.

komplexes

Wenn wir das Argument desxp —Terms in 8.322 in Real- und Imaginarteil aufspalten,

erkennen wir, wie weit sich die Welle in transversaler Riely ausdehnt. Setzen wir

1 1 k
— 4 .32
2p% w? + “OR (8.328)

und vergleichen mit8.320, resultiert

1 k 20

1 _k_a_

w2 a (8.329)
R 2+

Umformen ergibt

1+ (230)2] (8.330)
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mit reellem Fleckradius

[ 2 /

und Krimmungsradius der Phasenfront

2
=20, (8.331)
> ]{ZZO 20

2

2
R:z—°+z:z{1+<@” . (8.332)
z z

Die exp-Funktion in 8.322 lautet also

2 t\? kt?
exp{—2—pz} :exp{— (E) }exp{—z ﬁ} ) (8.333)

Der erste Faktor enthélt ein rein reelles Argument. Hiededtres sich um die Gauf3-Funktion,
von der auch der Name der Welle herriihrt. Die Amplitude nimmitgro3er werdendem
Abstand von der Achse exponentiell ab. Wird der zweite Faktsammen mit dem Aus-
breitungstermexp{—ikz} betrachtet, ergeben sich sphérisch gekrimmte Phasesironit
Krimmungsradiug?.

Abschlie3end wollen wir noch die Ausbreitung einer solckegenwelle des freien Raums
(in paraxialer Naherung) untersuchen. Wir beach8827) und wollen uns auf die Vaku-

umwellenzahk, beziehen, so dass niit=n - k

9 _ 5tz (8.334)
n

gilt. Die Ausbreitung vorz; nachz, = z; + L transformiert dann vorﬁ}1 nachz—z, wobei
wir gleich angenommen haben, dass auch die Brechzahl in deenrPunkt geandert sein
kann. In einem homogenen Mediumist= n, und es gilt die Transformatioﬁ = Z—ll + L.
Wenn man beispielsweise Linsen oder Blenden auf dem Wegyvaoachz, einbaut, kann

man zeigen, dass allgemein gilt
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@ _AntB (8.335)

Diese recht unhandliche Darstellung kann auch in Matridersbweise mit

[ - ™ (8.336)
1 C D 1

Uberfuhrt werden. Die Matrix lautet also fur ein homogenesdMm mit der L&nge L

AB = b : (8.337)

C D 01
Interessant ist, dass diese Matrix-Darstellung verwenaetlen kann, um das Feld an ei-
nem beliebigen Punkt in einem optischen System zu berechfemt man das Feld bei
z = 0, kann man mit§.329 eine Feldentwicklung vornehmen und die Amplitudép ,,
bestimmen. Das Feld in einer beliebigen Ebene 0 resultiert dann durch errechnen des
Koeffizientenp, der aus 8.321) und 8.322 mit (8.339 hervorgeht. Die bendtigten Werte
fur  konnen Uberg.339 bestimmt werden, wenn man flr jedes Element im Strahleggan
eine ABC D—Matrix definiert und alle Matrizen entsprechend miteinamdaltipliziert. Da
es sich bei den Eigenwellen i.626 um sogenannte Hermite-Gaul3-Wellen handelt, spricht

man in diesem Zusammenhang auch von Gaul3-Optik.

8.4.2 Laguerre-Gaul3-Wellen

Bereits in der Diskussion voi8(295 hatten wir festgestellt, dass es sich anbietet, auf Zylin-
derkoordinaten Uberzugehen. Die Ergebnisse bei den He@aui-Wellen legen nahe, auf
p normierte Achsabstéandezu verwenden. Erinnern wir uns an die Orthogonalentwiaglun

in Zylinderkoordinaten, ware der Ansatz

[— {Q} - exp {ing} (8.338)
p
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mit

§=0-¢, (8.339)

naheliegend. Einsetzen i8.295 fuhrt unter Verwendung vor8(311) und @.313 auf die

Differentialgleichung

Qh;{g}+<1—<g))h’m{g}]—nﬂ—’w-gzo . (8.:340)
p " p p o p

die stark an die.aguerresche Differentialgleichung

1
fi

ry' +(1+a—x)y +my=0 (8.341)

erinnert. Die Losunda, m} € N sind Laguerresche PonnomeLS,?){a;} mit den Eigen-

schaften
L {z} =1
Li'{z} =1+a-= (8.342)

Lih{e} = 27 (@ +a+2m—2)- Li{a} - (e +m) - L {=})

Die Laguerreschen Polynome sind im InterJalloo) orthonormal

(e}

/ L& L Jwl? dz = 6y (8.343)
0

wenn das Gewicht

BRI C o

m
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verwendet wird. Versucht man an dieser SteBe295 mit dem Ansat#,,, ,, = L9z} - exp{ing}
zu l6sen, stellt man fest, dassundm von £ abhangen missten, was ja nicht sein darf. Er-
innert man sich dann an die Losung in kartesischen Kooreimast dort die Losung fun
bereits orthogonal zu den Hermiteschen Polynomen. Diengibier kdnnte also eine ahn-
liche Form aufweisen. Nun steht im Gewicl®t3449 exp{—z}, was mitexp {—% (Q)z}

p
gleichzusetzen wéare. Wir mussen also den Ansatz

~

-1

u= Z Apn (i) b L} - exp{—xz} - exp{inp} (8.345)
- do
mit
2
et <Q> (8.346)
2\p

undq undp aus 8.319 und @.320 versuchen. In der paraxialen WellengleichuBg284

wird der Laplaceoperator verwendet, der hier in Zylinderkiinaten

- ? 1d 1 d&

e+ 8.347
Vis g T o T 2 i ( )
geschrieben werden muss und mit der SubstituBa®d® unter Berlcksichtigung voi8(327)

ZUu

=y 2 ? 4 1 &
o 2 ( d 1 4 8.348
Vs p? <x daz? * dz * dx dch) ( )

wird. Durch die Substitution8.349 wird auchx von z abhangig, so dass

d —1
—

= — 8.349
dz ikax ( )

Verwendung findet. Berlcksichtigen wir noc®.313, wobei wie vorher bereit%q =1

gesetzt wird, resultiert mit der Abkirzung= Lgﬁ‘){x} aus 8.289
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" . / l 2 E 2 - _f _
w4 (142 x)y—l—(x / (2) 2—5)y=0 . (8.350)

was furt = =4 die Form 8.34]) annimmt. Es ist zu beachten, dass- 2¢ € N, sein muss
und damit ergibt siclv = 2t = n. Der Exponent in (8.349 ist frei wahlbar und ergibt sich
aus der Bedingungn = —2¢t — £ = —n — £ € N, aus der Ordnungn der Laguerreschen
Polynoms zu = —2(m + n).

Die Losung der paraxialen Wellengleichung in Zylinderldinaten ist also

£ e () ()

m=0 n=0 O

0’ 0*
L(n) {2p2} - exp {_2_192} . eXp{ingp} . (8351)

Wegen 8.343 und @.349 konnen die Amplituden der Mode#,, ,, aus der Feldverteilung
an einer beliebigen StelleE = E{p} - exp{i(wt — kz)} mit

Am,n -

S // E{o} - exp{—ing} - (\@L_p)

(™) {1+ n}
2 2
LM {;—pz} d (29_p2) dy (8.352)

bestimmt werden. Hierbei ist wie in kartesischen Koorddapt = + (2, —iz) zu setzen und

1
k
das elektrische Feld lautet

D 3 DI (. B (A R

S -exp{inp} - exp{i(wt — k,)} . (8.353)
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Kapitel 9

Wellenausbreitung in elektrischen

Leitern

Wir betrachten homogene, isotrope, elektrische LeiterLmitfahigkeitc # 0. Makrosko-
pisch sollp = 0 gelten, also sogenannte Ladungsfreiheit. Genau genomerescht La-
dungsneutralitat der freien Ladungstrager. Wegen deusgesetzten Homogenitat und La-

dungsfreiheit sindiffusionsstréme

—

jo = —DyVo (9.1)

mit D, als Diffusionskonstante zu vernachlassigen, &fgo= 0. Es bleibt nach dem ohm-
schen Gesetz eine direkte Proportionalitat zwischen Stidmte Konvektionsstrom) und

elektrischer Feldstarke

je=0k . (9.2)
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9.1 Die Wellengleichung fir homogene leitfahige Medien

Wir beschreiben das leitfahige lineare Medium durch diegvlatparametet, 1 undo und

haben die Maxwellgleichungen

ﬁoézﬁouuoﬁzo , (9.3)
_ . 0B OH
VXE=—2r=—pog" (9.4)
VxH=cFE+ 550%—5 , (9.5)
. 1 =
V(VoE)=—Vp=0 . (9.6)
ISrSN)
Nicht ganz selbstverstéandlich ist die Forderufig), die fur
= _ o _
VoE=-—"2"-=0 |, (9.7)

das heil3t fir Medien ohne freie Ladung, also fur Ladungstrégutralitat, immer erfallt ist.
Aus Abschnitt 2.5.2 ist bekannt, dass ein anfangs ungetad€drper mito(r,t = 0) =

0 sicher fur alle Zeiten ungeladen bleibt, als@”,¢) = 0 gilt fur alle Zeitent. Deshalb
erscheint 9.7) fur homogene Medien sinnvoll. Aber selbst bei geladenetelia muss die
Ladung nur homogen sein, u.@) zu erfullen. Die Ableitung einer Wellengleichung erfolgt

ahnlich wie in Abschnit7.9. Wir haben

VXx(VXxE)=V(VoFE)-AE =-V x oB = —u,uoaa— — uuoga‘oa— . (9.8)
——— ot ot ot?
=0

Dies ist eine homogene Wellengleichung, die man als

Telegraphengleichung

AF — ——— _ — =0 9.9
Koo ot ) ( )

bezeichnet. FUr das Magnetfeld erhalten wir entsprechend

— — — 1 — — — —
VX (VxH)=—V(VouuH)-AH
fho



9.2. LOSUNGEN DER TELEGRAPHENGLEICHUNG 345

—

. . . OF
_ E il
oV X E + €4V x BT
(9.10)
) S Ci |
oder
- 10°H OH

Die Wellengleichungen fur das elektrische und magnetiseteé haben dieselbe Form.
9.2 LoOsungen der Telegraphengleichung
Wir fragen nach monofrequenten Losungen der Telegrapbmiging 0.9 der Form

E{7 t} = E,(7) exp{iwt} . (9.12)

Einsetzen in9.9) liefert die Helmholtzgleichung

2
AE,(T) + (ucj—Q — iwu,uoa) 2(7) =0 (9.13)
bzw.
AE, + witoeopt(e — ii)ﬁa =0 . (9.14)
WEeo

Wir fihren nun ein&komplexe relative Dielektrizitdtskonstante

Fme—i— =& — i = Fw) (9.15)
oW

ein, die fur Isolatoren mi# — 0 in die normale relative Dielektrizitatskonstantébergeht.

AulRerdem definieren wir eine komplexe Phasengeschwindigg&e\Welle gemaf3
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1 Co

¢ = = ) 9.16
V EEolto N EM (9.16)
Damit kénnen wir schreiben
- w2 -
AE,(7) + ?Ea(fr?) =0 . (9.17)
Die Helmholtzgleichung wird gel6st durch ebene Wellen
E.(7) = Ey exp{—ilgof} (9.18)

mit komplexem Ausbreitungsvektor k, der auchkomplexer Wellenzahlvektor genannt
wird.

Einsetzen in die Helmholtzgleichung ergibt &#@mplexe Dispersionsrelation

2

|y/5’|12:/5’o/§:k§+k§+k§=°g—2 . (9.19)

Einfache Losungen der Telegraphengleichung sind folglich

E{F,t} = Eyexp {iwt _iko F} (9.20)

mit komplexemE.
Es werde angemerkt, dass nun die Verlustleistuig|® existiert, die sich in Joulescher
Warme aul3ert (vergleiche Verlustleistung am Widerstand U?f).

Fir die weitere Diskussion fuhren wir wie tblich elk@mplexe Brechzahl

N=\/JE =T —IK (9.21)
in vollkommener Analogie zur Maxwellschen Relatian= ,/uc in verlustfreien Medien

ein. Dieverallgemeinerte Brechzahln und derExtinktionskoeffizient « sind reelle Gro-

Ben. lhre Bedeutung wird durch die folgende Rechnung klanaghst haben wir

UE = T° — K* — 2K (9.22)
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und durch Einsetzen vo® (15 folgt

n? —in-2- =m— K2 kT (9.23)
oW

Das bedeutet fur Real- und Imaginérteil

n® =7’ — K? (9.24)
und
RO _onm . (9.25)
EoW
Hieraus erhalt man
= an + 1n‘1 + 1714 o) (9.26)
2 4 4 E€QW '

U)+1 . 9.27)

1 2
K2 = on’ 1+(“:>—1 . (9.28)

Firo = 0 ist auchs = 0.

3 9 it sich2 — .2 i no o
Fir den FaII@ — oo ergibt sichn” = x* und damit) — —2— (1 —1)

Die Dispersionsrelatiorf(19 lautet mit ©.21)

w2

@+@+@:§ﬁ. (9.29)
0

Speziell fur eine int-2-Richtung laufende Welle igt> = /{:3 = 0, und wir schreiben
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E{7,t} = Egexp{iwt — ik,z}

(9.30)
= : W _ w
= FEyexp {zwt — z—nz} exp {——/{z}
Co Co
= FEy - exp {iwt — (ﬁ ﬁz) } exp {—E} ,
Co d
mit der sogenannteskin Eindringtiefe
q=0 (9.31)
WK

wobei wir uns auf in positivez-Richtung laufende Wellen beschrankt und bei
k, = ifn das positive Vorzeichen genommen haben. Die W&I8(j breitet sich inz-
C

Richtung mit der

Phasenkonstante
8 =Re{k,} = 7 = 2m- (9.32)
Co )\0
aus und klingt mit dem
Intensitatsabsorptionskoeffizienten
2 4
a=2mik)="k=""0 (9.33)
Co )\0
ab, wobei)\, die Vakuumwellenlangebedeutet. Wir schreiben die Welle
E = Eje2* exp{iwt —ifz} . (9.34)

Die Phasengeschwindigkeit, der Welle ergibt sich aus

Bz — wt = const . (9.35)
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Das bedeutet

dz w ¢

P Ik

Damn > n ist, nimmt die Phasengeschwindigkeit mit zunehmenderfadt@gkeit ab. Nach

(9.36)

(9.32 ist auch die Wellenlange kleiner als im Isolator.

9.3 Zusammenhang zwischen elektrischem und magneti-

schem Feld und Energiefluss in leitfahigen Medien

Nach @.11) gilt fir eine ebene Welle im verlustbehafteten Medium

= ExE . (9.37)

Fiir eine linear polarisierte in-Richtung laufende Wellg = (0,0, k,)

—

E = (Ey,0,0) exp{iwt — ik,z} = E, - (9.38)

bedeutet dies

—

H = (0, Hy, 0) exp{iwt — ik,z} = H, - € (9.39)

mit

H, , (9.40)

a Hiow  HpoCo
wobei derkomplexe Wellenwiderstand

Z:M@@:ZN/_ (9.41)
EEn

(7 — ir) bzw. Z komplex sind, sind= und A nicht mehr in

_ ksEy kg E
Z

M ™

eingefuhrt wurde. D&, =

w
co

Phase. Die Polardarstellung der komplexen Brechzahl
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nN=mn—ik = Vi’ + Kk2e ¥ (9.42)
mit tan ¢ = —x /7 fuhrt auf
—9 2 _ E
Hy= Yt pemie . Lz (9.43)
HitoCo A
Magnetisches Feld/, und elektrisches Feld, sind also um den Winkeb phasenverscho-
ben. Fiir—— — oo, alsoi? = «2, erhalt many = IR}
E€QW 4

Fuar die zeitlich gemittelte Energieflussdicr_ﬁe: (0,0,5,) ist

E,
S, = _Re{E Hr} = —Re{| Z| } : (9.44)
Nun gilt
1_ Veln—in) (9.45)
Z 11+/1ho
und damit
S, = E,[? LT N A T 9.46
ZM,uOCO‘ = 21 0Cph p{ d} ( )

Die zeitlich gemittelte Energiedichte ist

1
W = We + W :—Re{ED*+BH}_ (g0l Ex|? + ol Hy|?)

(9.47)
1 2 4 | Ex |2 1 €0, 2 2
= Z»5»30|EX| 4,uu0 7 1 ggo + ;(n + k%) | | Ey
Fur den Klammerausdruck folgt mi®@24) undn? = s
€0,_9 9 €o 2 9 280%2
egg+ —(R° 4+ K°) = eeg+ —(2n° —n°) = egg + — g
H H
(9.48)

20 2 P
HCRy  HH0CR, O
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Damit schreibt sich die Energiedichte

n? non 2
- EPP==1 EXQeXp{—2—} . (9.49)
Q/LIM(]C% | | Co 2,&,&000 ‘ 0 ‘ d

Im zeitlichen Mittel fallen Energiedichte und Energiefldehte exponentiell in-Richtung

gl

ab, und es gilt der bekannte Zusammenhang

(9.50)

NCol
I
gl

3E

9.4 Eindringtiefe und Skineffekt

Abbildung 9.1: Dampfung einer Welle in einem leitfahigendiem

Wir wollen den exponentiellen Abfall der Feld&t und 7, noch etwas genauer diskutieren.

Mit dem Abklingen vonFE, ist wegen

(9.51)

Jx = 0By
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unmittelbar auch ein Abfall der Stromdichte verbundenltfgihe Welle nach Abbildung

9.1aus einem Isolator auf ein leitfahiges Medium, dann klingeldstarke und Stromdichte

unterhalb der Oberflache rasch ab. Na@i8Q und mitk, = ﬁ(ﬁ — 1k) schreiben wir fur
Co

eine inz-Richtung linear polarisierte Welle

E, = Ea{%m cos {ﬁﬁz — wt} (9.52)
Co

und

jx = 0Ee "™ cos {ﬁﬁz — wt} . (9.53)
Co

Mit (9.43 folgt fur das Magnetfeld

H, = H,e < Zcos{gﬁz—thrgo}
Co

VP + K2 e, {w_ }
= ——F,e 0" cos —nz—wt+ ¢
HfoCo Co
Die GroRRern und < sind durch 9.27) und ©.28 bestimmt. Fur das Amplitudenverhéltnis

der magnetischen und elektrischen Felder gilt

@ va! +
—a ‘ %) (9.54)
a ,MM(]CO €€0w '

Die magnetische Feldstarke nimmt relativ gesehen mlteytmigr Leitfahigkeit zu. In9.54)

bezeichnetZ den reellen Wellenwiderstanid =  /£22.

Das Abklingen der Felder ist durch den Extinktionskoeffitémn ~ festgelegt. Wir kbnnen
zwei Grenzfélle unterscheiden, ndmlieh< weeg undo > weeq. Im ersten Fall domi-

niert in der Wellengleichund@(9) bzw. der Helmholtzgleichun@®(13 der von der Verschie-
bungsstromdichte herriihrende Term, im zweiten Fall derdemKonvektionsstromdichte
verursachte Dampfungsterm.

Im ersten Fall beobachtet man wellenartiges Verhalten.(8128 folgt naherungsweise fir

weeg > 0
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1 no

~

2 EEQW

(9.55)

Die Dampfung der Welle erfolgt mit dem Intensitatsabsanmmgkoeffizienten

2
=20 N7 o /_M,Uo =07 . (9.56)
Co EE€0Co €€

In diesem Fall sind die betrachteten Frequenzeso hoch, dass die oszillierenden elektri-

schen Felder nicht schnell genug durch Ladungsbewegurmapénsiert werden kénnen,
und es entstehen praktisch keine Raumladungsfelder. Dilevdesbreitung erfolgt zwar
gedampft, aber sonst dhnlich wie in einem Dielektrikum.

Im anderen Grenzfalt > wee ist die Leitfahigkeit so grof3, dass Ladungsbewegungen vor-
kommen. Das heil3t, dass elektrische Strome so fliel3en, dasdekirische Feld der Welle
kompensiert wird und eine Abschirmung des Feldes erfolggs&s Verhalten ist typisch fir

einen elektrischen Leiter. Wir erhalten a@s29

n o ou
~— = ) 9.57
" \/ﬁ\/ssow \/2w50 (9:57)
Die Dampfung erfolgt mit
o _wh_[foppow
5 " 5 . (9.58)

Der Abfall der Feldstarke auf delye-ten Teil definiert die

2 2
d=2==,/ . (9.59)
a O fijow

Fur Kupfer mite = 5.7-10"A/(Vm) und = 1, pp = 47 -107"Vs/(Am) erhalt man bei

Skin Eindringtiefe

der Frequenz /2w = 1000 Hz die Eindringtiefed = 2.1 mm. In dieser Entfernung von der
Oberflache ist die Intensitéat des Feldes auf désnten Teil, also ca37%, des Wertes an
der Oberflache abgeklungen. Gemars9 verringert sich die Eindringtiefe mit wachsender

Frequenz und der Leiter verhalt sich fast wie ein idealetdrei
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Erst bei gentigend hohen Frequenzen: weey gehen die typischen Leitereigenschaften
allmahlich in Isolatoreigenschaften tber. Diese Freqgernizgen bei guten Leitern extrem
hoch. Benutzt man die angegebenen Werte fur Kupfer fir eifobegAbschéatzung, dann
kommt man aufu /2 ~ 10'® Hz, also in den Frequenzbereich der Rontgen-Strahlung. Be-
trachtet man den Stromfluss durch einen Draht mit kreismm@eerschnitt von Radius

und endlicher Leitfahigkeit, findet man nach gehoriger Recly, dass der Drahtwiderstand
im Grenzfall kleiner Frequenzen, aldo= > >> a, dem Gleichstromwiderstand entspricht.
Bei hohen Frequenzer (< ) hingegen werden die Stromfaden aus der Mitte herausge-
drangt und der Stromfluss erfolgt im wesentlichen in eindri@t am aul3eren Rand. Die-
ser Effekt hei3Stromverdrangungseffekt oder auchSkin Effekt. Die Schicht, in der der
Stromfluss hauptsachlich erfolgt, hat die Dickevoher auch der Nam@kin Eindringtiefe

ruhrt.



Kapitel 10

Wellenausbreitung in Wellenleitern

Wellenleiter sind Gebilde, bei denen die Materialkonstant = c{z,y}, p = pu{z,y}

und o = o{z,y} nicht von derz-Koordinate abhangen. Solche Strukturen erlauben die
Wellenfiihrung inz-Richtung. Beispiele sind Hohlrohrwellenleiter der Mitwrellentechnik,
integriert-mikroelektronische Streifenleitungen, K@dkabel, Glasfasern und integriert-optische

Wellenleiter. Abbildundl0.1zeigt das Schema eines Wellenleiters.

< —p

L—\ ____________________________ z—

y\ E=¢E (X,y) ,0=0 (va)
H=H(xy)

Abbildung 10.1: Schema eines Wellenleiters

355
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10.1 Grundgleichungen fir Wellenleiter

Wir legen einen allgemeinen Wellenleiter nach Abbilddriigl zugrunde mit = {z,y},
uw = pf{z,y}, o = of{x,y}. Wir nehmen an, dass keine Raumladungen vorhanden sind,
o = 0, und das ohmsche Gesetz= cE gultig ist. Die Maxwellschen Gleichungen lauten

damit

V xE = —u,uoaa—[j , (10.1)
VxH=0F+ 550%—5 , (10.2)
Vol(eggE) =0 | (10.3)
Vo (upuoH) =0 . (10.4)

In Bereichen, in denen{z,y} = ¢ = const und u{z,y} = u = const sind, folgt aus den

letzten beiden Gleichungen

VoE=0 ,VoH=0 . (10.5)

Wir wollen fiir unsere weiteren Uberlegungen annehmen, 459 giltig ist.

Zur Lésung der Maxwellgleichungen suchen wirziRRichtung laufende Wellen der Form

E = E{x, y}exp{iwt — ik,z} (10.6)
H = H{z,y} expliwt — ik,2} . (10.7)
Damit erhalt man wegefi/0z = —ik, und9/0t = iw aus den Maxwellgleichungen der

Reihe nachi = const) fur die kartesischen Komponenten
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E, . :
88 +ik, By = —iwppoHy (10.8)
Y
0L,
rr — ik, Py = —iwppoH, (10.9)
0E, 0E,
— = —twppoH, (10.10)
ox dy
H
aa 2 +ik,H, = (0 +iweeg)Eyx (10.11)
Y
H, . :
—68 —ik,Hy = (0 +iweeg)Ey (10.12)
x
OH, 0H, :
6—; ~ oy (0 +iweeg)E, (10.13)
OE, O0E, .

—ik,FE, =0 10.14
ox * dy ! ( )
H, H,

0 +6 Y —ik,H, =0 . (10.15)
ox oy

Aus den Gleichungerl0.8 und (10.12 kann mank, und H, als Funktion von/, und E,
berechnen. Aus den Gleichungd®(9 und (10.11) bekommt mant, und H, als Funktion
von E, und H,. Man fuhrt zur Abkirzung

ki = wlesoppto — k2 —iwoupy = k* — k2 — iwo g (10.16)

ein, wobei mark, als Ausbreitungskonstante in Querrichtung interpreti&ann. Man spricht

auch vomtransversalen AusbreitungskoeffizientenDamit kann man schreiben

E, = k;i% (—i kz% — iwu,uoa;ylz) , (20.17)
E, = kig (—z’ k28£Z +wuuo%) , (10.18)
H, = k:i/% ((a + iwseo)aa—ﬁgjz —ikz%) , (10.19)
H, = k:i% ((—a - iwaao)aaiz - ikza(,gz) (10.20)
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Einsetzen dieser Ausdriicke i1Q.14 oder (0.15 liefert

0PE, O0°FE, 5
92 + oy +kyE, =0 (10.21)
und Einsetzen in1(0.10 oder (L0.15 ergibt
0’H, 0°H, 5
52 7 +k,H, =0 (10.22)

Diese beiden zweidimensionalen Helmholtzgleichungeteh@égan auch durch Einbringen
der Ansatze 10.6 oder (L0.7) in die Telegraphengleichungen flirund H direkt erhalten
kénnen. Die Bestimmung der Feldverteilung in einem Wedgat ist damit zurtickgefihrt
auf die Losung der beiden Helmholtzgleichung#@.21) und (10.22 fir die FelderE, und
H,. Die anderen Komponenten ergeben sich 40s1() bis (10.20.

Da die Maxwellgleichungen ein lineares Differentialglaiassystem bilden, kann man jede

L6ésung zusammensetzen aus drei Typen,

denTEM-Wellen mit £, =0undH, =0 |, (10.23)
denTE-Wellenmit £, =0undH, #0 , (10.24)
und denTM-Wellen mit £, #0undH, =0 , (10.25)

wobei die Transversalitat auf dieRichtung als Ausbreitungsrichtung der Wellen bezogen
wird. FUr rein transversale TEM-Wellen folgt afis = 0 und H, = 0 dann nicht zwangslau-
fig auch das Verschwinden der tbrigen Feldkomponenten, wentransversale Ausbrei-

tungskoeffizienk, verschwindet. Als Bedingung gilt demnach fiir
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TEM-Wellen

K — k2 —iwoupy =0 . (10.26)

Wir werden spater auf TEM-Wellen zuriickkommen.

10.1.1 TE-Wellen in Wellenleitern

Fiar TE-Wellen istE, = 0 fur H, gilt die WellengleichungX0.22. Die tbrigen Feldkompo-
nenten lauten nacii(.17 bis (10.20

1 0H,
E, = —zk—g W Lo oy (20.27)
1 0H,
E, = I3 WhHto— = (10.28)
p
k, OH,
H, = —i— : 10.29
Zkg Ox ( )
k, OH,
H, = —i— 10.30
y Zkg ay ( )

Offenbar muss:, # 0 sein, damit keine unendlich gro3en Feldkomponenten aeftreind

es

EreoHwe =0 (10.31)

d.h. E und H stehen uiberall aufeinander senkrecht.

10.1.2 TM-Wellen in Wellenleitern

TM-Wellen sind transversal bezuglich des MagnetfeldesgiEsH, = 0 und fur E, die

Wellengleichung10.27). Die tubrigen Feldkomponenten ergeben sich zu

_iEaEZ
k:% or

E, = (10.32)
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Auch hier giltk, # 0 und

d. h. auch bei TM-Wellen stehdi und F aufeinander senkrecht.

k, OF,
B, = —i-2 ,
k3 Oy
Ho— (a+z’2ws€0) 0E, |
k2 Ay
H, - - (0 +iweey) OF,
k2 Ox
Etwo Hmu=0 |

10.1.3 TEM-Wellen in Wellenleitern

(10.33)
(10.34)

(10.35)

(10.36)

Hierfur gilt £, = 0, H, = 0undk, = 0. Ausk, = 0 resultiert direkt* = k2 — iwo o FUr

die anderen Feldkomponenten resultiert ndéh§ bis (10.19

Dies bedeutet

%—aEX—O
Ox oy
OB, 0B,
or oy
%_8[{)‘_0
Ox oy
OH, OH,

=0
8x+8y

(10.37)
(10.38)
(10.39)

(10.40)
(10.41)

(10.42)

(10.43)

(10.44)
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In TEM-Wellen steher und H tberall aufeinander senkrecht und beide Fellemd A
sind quellenfrei.

Es sei noch angemerkt, dass TEM-Wellen nicht in allen Widigsrtypen auftreten kdnnen,
weil die Randbedingungen an den Grenzflachen bei dieseneftigh nicht erfillt werden
kénnen. Zum Beispiel treten TEM-Wellen in Koaxialleiteraf.anicht dagegen in metalli-

schen Hohlleitern wie z. B. Rechteckhohlleitern.

10.2 Rechteckhohlleiter

Wir behandeln ideale Rechteckhohlrohr-Wellenleiterzkdechteckhohlleiter, nach Abbil-
dungl0.2 die ein verlustfreies Dielektrikum mit = 0 enthalten und auf3en eine unendliche
Leitfahigkeitc = oo aufweisen. Damit im Hohlleitermantel keine unendlich gno/&trome

flieBen, muss man an den Grenzflachen die Randbedingung

Eian =0 (10.45)

Rand
verlangen. Damit steht’ auf der Randflache senkrecht. Nun gibt es zwei Moglichkeiten
Entweder es verschwindet auch die NormalkomponenteA/oader bei nicht verschwin-
dender Komponent&,,.,, muss die Normalkomponente véh verschwinden, denfi und
H stehen Gberall senkrecht aufeinander. Es gilt also dieeveeRandbedingung fur TEM-,

TE- oder TM-Wellen

Eiom =0 oder Hym=0 . (10.46)

Unter Beachtung dieser Randbedingungen suchen wir Losutege\Wellenleiterproblems.

10.2.1 TE-Wellen im Rechteckhohlleiter

Im verlustfreien homogenen dielektrischen Innenraum dei$aWeiters gilt die Helmholtzgleichung
(10.22



362 KAPITEL 10. WELLENAUSBREITUNG IN WELLENLEITERN

y
H
- = s' __45 -
b kkk___l_kl O-:oo
Abbildung 10.2: Rechteckhohlleiter mit ide- 2 I X —>
al leitenden Wanden 7
x
0*H, 0O°*°H.
z 2+ KH, =0 10.47
Ox? + oy? R ’ ( )
und wie ublich ist fUrTE-Wellen E, = 0. Der Separationsansatz
H, = X{z}Y{y} exp{iwt — i k,z} (10.48)

fuhrt auf L6sungen der Form

H, = (Cy sin{kex} + Cy cos{kyx})(Cs sin{kyy } + Cy cos{kyy}) exp{iwt — i k,z} (10.49)

mit noch zu bestimmenden Konstantén C5, C3 undC}. Aus (10.27 und (10.28 folgt

W .
E, = —i 'Zfo [(Ch sin{kez} 4+ Co cos{ker})
o

- (Csky cos{kyy} — Cukysin{kyy}) exp{iwt — i k,2}]

und

W .
E, =i ggo [(Chky cos{kyx} — Cokysin{kez})
o

- (Cysin{kyy} + Cycos{kyy}) exp{iwt — i k,z}]

(10.50)

(10.51)
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Die Randbedingund;,, = 0 erfordertEy (z =0, y,2) =0fur0 <y < bund Ey(z,y =
0,2) = 0fur0 <z < a. Damit folgt aus (7.3.7§, kx = 0 und aus (7.3.6)';k, = 0. £, und
E, haben damit die Formk( # 0, k, # 0 angenommen)

E, = Cs cos{kyx} sin{kyy} exp{iwt — i k,z} (10.52)

E, = Cgsin{kyx} cos{kyy} exp{liwt — i k,z} . (10.53)

mit neuen Konstantefi; undCj. Die Randbedingungeh, (z = a, y, 2) = OundE,(z, y =

b, z) = 0 sind nur zu erfillen, wenn

2
ky = %T bzw. \, = Ta mit [ ganzzahlig (10.54)
und
2
ky, = % bzw. A, = Ea mit m ganzzahlig (10.55)

gilt. Hierbei wurden die Beziehungdn = 5* undk, = 3* ausgeniitzt, wobel, und .\, die
Wellenlangen inc- bzw. iny-Richtung sind. Es kommen also nur diskrete Wellenzahlen vo

die noch die Dispersionsrelation

w2

ki = k2 + k;? = wupocey — k2 = = — k? (10.56)

c2 z
erfillen mussen, die sich durch Einsetzen vbd.49 in (10.47 ergibt. Dieses Ergebnis er-
innert stark an die Orthogonalentwicklung in kartesisckeardinaten. Mit den Konstanten

Cre lauten damit die Feldkomponenten flE-Wellen

H, = Crgcos{kex} cos{kyy}exp{iwt —ik,z} (10.57)

E,=0 |, (10.58)
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. W

E, =1 K2+ k:2 O Cre cos{kya} sin{kyy}exp{iwt —ik,z} (10.59)
E, = z’kaMZ:Q Cresin{kex} cos{kyy} exp{iwt —ik,z} (10.60)
ke,
Hy = kQ K2 ——— Cresin{ker} cos{kyy} exp{iwt —ik,z} (10.61)
y = k;2 k;2 Cre cos{ker} sin{kyy} exp{iwt —ik,z} (10.62)
y

wobei &, und &, durch (10.54 und (10.59 gegeben sind uné, sich aus 10.59 berech-

net. Jede Wellenform ist durch zwei ganze Zahlen gekennzeichnet. Die Bezeichnung
ist TE;,,-Welle. Indizesl = 0 und m = 0 gleichzeitig sind nicht moglich, da alle E-
Feldkomponenten verschwinden. Es gibt also kdiig,-Welle. Die Aussage kann mathe-

matisch durch

l+m>0 (10.63)

beschrieben werden.

Aus (10.56 folgt fur die Phasengeschwindigkeit der Hohlrohrwelle

Cpp = k_z = \/w_z At st (1064)

c2 a? b2

wobei noch 10.54 und (0.59 beachtet wurden. Fur die Gruppengeschwindigkeit gilt

ow 2
.= = — 10.65
‘e ok, Cph ( )

wobeic = cy/,/pe die Ausbreitungsgeschwindigkeit im Dielektrikum bezeieh Wir be-

trachten noch di€reiraumwellenldnge A im unbegrenzten Dielektrikum gemani

o\’ w2 )
) T @ = W HHeEEo (10.66)

und die in Ausbreitungsrichtung im Wellenleiter gemessafedienlange),
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2 42 l22 2.2
_ﬂ:kz#i__ﬂ_m | (10.67)

A, = . (10.68)

Fir die Grenzwellenlange

2

2 m?
VT

ist die Hohlrohrwellenlange der Wellenforinm,, d. h. der ModeTE, ,,, sogar unendlich. Fur

A= Agrim = (10.69)

groRere Wellenlangen, d. h. kleinere Kreisfrequenzen

2me _ 2me [2 N m?2
W= — < Wy = — =TC\| — + —
A & Agr a? b2

ist die ModeTE, ,,, nicht ausbreitungsfahig. Sie wird nact0(67) mit imaginareny, expo-

(10.70)

nentiell abklingen. Fir Abmessungern> b besitzt die ModeTE, die kleinste aller mogli-

chen Grenzfrequenzen

e
(Wer)TEY = i (10.712)
Die zugehorige Grenzwellenlange ist
Agr =20 . (10.72)

Die nachst héheren ModélrE,, und TE;; haben Grenzfrequenzen

2me
(wgr)TEQO = 7 = 2<wgr)TE10 (1073)

und

1 1
(Wer)tEn =7CY| 5+ 15 = Z—;an + b2 (10.74)
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und dieTEy;-Mode hat die Grenzfrequenz

c a
(wgl’>TE01 = ? = (wgr>TE10 : 6 < (wgr)TEu- (1075)

Der Frequenzbereich, in dem nur dig;o-Mode ausbreitungsfahig ist, wird dur@hg, ) rg,, <
w < Min{(wgr)TEy » (Wer)TE, + DEStIiMmt. Der maximale Frequenzbereich ergibt sich aus
der Bedingungwgr)te,, < (wer)TE,, fUr das Seitenverhaltnis > 2. Der Wellenleiter ist

dann im Frequenzbereich

T€ < <ol (10.76)

a a

einmodig, d. h. es ist nur di€E;,-Mode ausbreitungsfahig.

Die an den Oberflachen vorhandenen normalen elektrischetangentialen magnetischen
Felder rufen dort Flachenladungen und Flachenstréme heliecaus den Randbedingungen
berechnet werden kdnnen und sich mit den Feldern zeitlider#n Strome und Ladungen

mussen selbstverstandlich die Kontinuitatsgleichunijleri.

10.2.2 TM-Wellen im Rechteckhohlleiter

In diesem Fall giltH, = 0 und im homogenen verlustfreien Innenraum des Hohlleitds g

die Helmholtzgleichung

0*E, 0O°F,
+
0x? Oy?

2 _
+E2E, =0 (10.77)

Der Separationsansatz

E, = X{z}Y{y}exp{iwt — i k,z} (10.78)

fuhrt auf Losungen der Form

E, = (Cysin{kezr} + Cy cos{hyx})(Cssin{kyy } + Cy cos{kyy}) exp{iwt —i k,z} (10.79)
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mit KonstantenC;, C5, C3, Cy. Die Randbedingungef,(z = 0,y,2) = 0 und £, (z,y =
0,2) =0fur0 <y < bbzw.0 < x < a erfordernCy = C; = 0. Damit erhalt man

(Ctm = const) die Felder

E, = Crusin{k.x} sin{k,y} exp{iwt — i k,z} (10.80)
H, =0, (10.81)
ke, ky
E, = k;2 e ———Crmcos{kyr} sin{kyy} exp{iwt —ik,z} | (10.82)
. kyky _ . .
by = Ty 2 Crmsin{kr} cos{kyy} expliwt —ik,z} | (10.83)
Hy = :fio/;é Crmsin{kyx} cos{kyy} exp{iwt —ik,z} | (10.84)
ky
H, = ;}2560 % Crm cos{kxz} sin{kyy} exp{iwt — i k,z} . (10.85)

Die Wellenvektorkomponenten haben wegen der zu erfulleR#dbedingungen bei= a

undy = b wieder diskreten Charakter

b= — k= (10.86)

wie bei TE-Wellen. Auch die Dispersionsrelatioh0(56 behalt ihre Gultigkeit, so dass
alle Uberlegungen zur Ausbreitungsgeschwindigkeit, rafiiwellenlange, Grenzfrequenz
u.s.w. ganz genauso gelten wie im Falle von TE-Wellen.

Offenbar muss mah+# 0 undm # 0 wahlen, damit in 10.80Q bis (10.85 nicht alle Feld-
komponenten verschwinden. Es gibt also kelid,,-, TM;o- und TMy;-Wellen. Dies be-

deutet in anderer Schreibweise, dass

l-m >0 (10.87)

sein muss. Die Welle mit der kleinsten Grenzfrequenz istraeah dieTM;;-Welle. Ihre

Grenzfrequenz ist durcHl (.74 gegeben. Die Uberlegungen zur Einmodigkeit eines Wel-
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lenleiters lassen sich damit sehr einfach auf den Fall dussie dass gleichzeitigE- und

TM-Wellen vorkommen.

10.2.3 TEM-Wellen

In Rechteckhohlleitern gibt es keifi&eM-Wellen. Dies kann man folgendermal3en einsehen.

Wellenleiterwellen sind von der Form@.6),

E{z,y, 2t} = E{z,yyexpliwt —ik,z} . (10.88)

Fur TEM-Wellen istE, = 0, also aucht, = 0. Wegen (0.39 gibt es eine zweidimensionale

Potenzialfunktionb(z, i) so dass

” 3@(3:, y)
Efx,y}=— 10.89
{z,y} e ( )
und
n aqs(xv y)
Bw.yh = ——5, (10.90)
gilt. Aus (10.40 folgt eine zweidimensionale Laplacegleichung dtir
Pd PD
ot e 0 . (10.91)

Fur festes: undt ist & auf dem gesamten einfach zusammenhangenden Wellerdaiiesi-
ne Konstante, denn die Feldstarkevektoren stehen Uberddtecht auf dem idealen Leiter.
Die eindeutig bestimmte Losung der zweidimensionalen aaggleichung zu der Randbe-

dingung®(Rand)= const ist aber

>

® = const (10.92)

und demnach folgt

E{z,y} = BE{z,y} =0 . (10.93)
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Diese Uberlegungen kann man sofort auf alle Wellenleitéemfach zusammenhangenden
ideal leitenden Wanden Ubertragen. Sie gelten dagegenfiirctWellenleiter mit mehrfach

zusammenhangenden Berandungen.

Abbildung 10.3: Parallelplattenleiter

Zum Beispiel gibt es bereits beim Wellenleiter mit unenubcisgedehnten parallelen Platten

nach Abbildundl0.3keine Beschrénkungen filf,, so dass die ebeneEM-Welle
E = (E,,0,0)" exp{liwt —ik,z} (10.94)

H = (0, H,,0)" exp{iwt — i k,z} (10.95)
eine mégliche Lésungsform darstellt. Fiir festeand ¢ ist das Potenziab auf jeder der

beiden Platten konstant, aber die Potenzialdifferenzciveis beiden Platten ist

d=Fa . (10.96)

Diese Potenzialdifferenz schwankt mitind¢ gemar

d = Pexpliwt —ik,z} . (10.97)
Neben denfrEM-Wellen gibt es noch alle TE- und TM-Wellen des Rechtecklautelrs als

mogliche Ausbreitungsformen im Parallelplattenleitezi Btzteren Wellen hangt die Poten-

zialdifferenz
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a

o = /Ex(x,y,z,t) dx (10.98)
0
zwischen zwei gegenuberliegenden Punkten, ) und(a, y, z) auf dem Wellenleiter auRer

von z undt noch vony ab.

TEM-Wellen gibt es aulRerdem beim Koaxialkabel oder beim Rekhtehlleiter mit Innen-
leiter, die schematisch in Abbilduntp.47dargestellt sind. Hierbei sind die Berandungen
offenbar nicht einfach zusammenhangend, so dass sich imelBbe= const Potenzialdif-
ferenzen zwischen verschiedenen Teilen der Berandun@gaerfbund damif EM-Wellen

existieren koénnen.

NN ///
? N
y ~~
o, B 2d
A

70T T VAN

/7 TN

Abbildung 10.4: Koaxialleiter (links) und Rechteckholitiée mit Innenleiter (rechts) als Bei-
spiel fur TEM-Wellenleiter

Man kann zeigen, dass im Koaxialkabel als GrundmodeTiiM-Wellen als Ausbreitungs-

formen vorkommen.

10.3 Orthogonalitat, Feldentwicklung und Stérungen

Die gefuhrten Wellen eines Wellenleiters sind im Sinne deziprozitat zueinander orthogo-
nal, solange sie verlustlos gefuihrt sind. Aber auch fir doel&h in verlustbehafteten Medien
lasst sich eine Entwicklung nach den Moden angeben. AusgleVten dem Reziprozitats-

theorem flr zeitharmonische Wellen in linearen verlustftesten Medieng&.93

Vo (El w Hi+ B % ﬁl) +—iw (50(52 ) Bro B+ pio(ps — ) H o ﬁQ)
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—+ (02 +O'1)E_11 OE; = _El O;; — E_:; Ojl

kann fur Wellen, die sich in- Richtung geméa@xp{—ivz} ausbreiten, ein Ansatz der Form

Ey =Y En{z,y}expli(wt — ym2)} (10.99)
H, = Zm: Hyp{z, y} exp{i(wt — ymz)} (10.100)
Ey = zm: Ep{z,y} exp{i(wt — 7,2)} (10.101)
H, = i Hy{x,y} exp{i(wt —,2)} (10.102)

gewahlt werden. Die Feldamplituden hangen dabei nur voredeAusbreitungsrichtung
transversalen Amplituden, y ab. Mit dem transversalen Nablaopera‘ﬁ'}r: a%@ + a%éy

resultiert fr eine Paarung, p

—i(Yy — Ym) (Em X ]—7; + E; X ﬁm> o &, exp{i(y, — Ym)2}
+V, 0 (Em X ﬁ; + E; X FIm> exp{i(y, — Ym)?}
—iw (80(52 — €1)Em 0 B} + po(piz — 1) Hy 0 ﬁ;) exp{i(y, — ym)2}
+(02 + 01)Ey, 0 Ey exp{i(y) — Ym)2}
= —E, o j; exp{i(wt — ym2)} — E; o j1 exp{—i(wt — 73 2)}
Nach Integration Uber die Querschnittsflache bleibt untewéndung des Divergenzsatzes

(B.19) fUr Felder, die in grof3er Entfernung von der z- Achse verschwinden

exp{i(7) — VYm)?} // [z(’ym -7,) (Em X ﬁ; + E; X ﬁm> 0 e,

p

+ —iw (go(ag — gl)ﬁm ) E; + po(pe — ul)ﬁm o FI*) + (o9 + al)ﬁm o El’j} dx dy

- // [Em o 15 exp{i(wt — ymz)} + E; o 1 exp{ —i(wt — ’y;z)}} dzdy . (10.103)

—00
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Zur Diskussion soll zunéchst von Medien ohne Quellen awsggen werden. Dann reduziert

sich obige Gleichungl(.103 auf

// [—i(vm -7,) (Em X ﬁ; + E; X ﬁm> 0 &, + (09 + 1) B o E;
— iw (50(52 —e)E, 0 E; + pio(pi2 — p1) Hpy © ﬁ;)] dzdy =0 .(10.104)

Wenn sowohl die Feldet: undp Lésung zum selben Problem sind, unterscheiden sich die
Materialgrof3er; unde, sowiep; und g, nicht und (L0.104 vereinfacht sich fur verlustlose

Medien weiter zu

//(vm — ) (Em x H* + E* x ﬁm) og,drdy =0 . (10.105)

Dies bedeutet, dass Losungen der verlust- und quellfreiarvidligleichungen desselben

Problems mit unterschiedlicher Ausbreitungskonstapte: +, zueinander orthogonal sind:

// (Em x H* + E* x ﬁm) o, dedy=0 . (10.106)

—00

10.3.1 Feldentwicklung in verlustlosen Medien

Unter der Annahme, dass alle linear unabhangigen Lésurgedalxwellgleichungen von-
einander unterschiedliche Ausbreitungskonstanteaben, man sagt, sie seineicht ent-
artete Losungen stellt das Integrall0.10§ den Leistungstransport der Lésung= p in
2- Richtung dar. Hier isE), x f[; + E; x H, durchQRe{Ep X ﬁ;} zu ersetzen:

Pp://Re{pr *;}oe;dxdy . (10.107)
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Obiges Integral kann als Skalarprodukt betrachtet und ntwigklung einer vorgegebenen

Feldverteilungﬁl, H, herangezogen werden. Dabei gilt die Orthogonalrelation

[e.9]

. . . . 0 furm # p
// (B x My + By x ) 0, dvdy = 2P, =
2P, furm=p

— 00

Die Feldverteilung kann in dem betrachteten Abschnitt voRem induziert worden sein.
Als Beispiel sei eine von auf3en auf die Stirnflache eines ahfditers einfallende Welle
genannt. Die Felder im Wellenleiter sind Uber die tangésmi&tetigkeitsbedingungen mit
denen aulRerhalb direkt verknupft. Wir die Reflektion vehtéssigt, sind bei ladungs- und
stromfreien Grenzflachen beide Feldverteilungen gleich iuzierten FeIdeE’l, ﬁl wer-

den nach den Losungen der Wellengleichung im Wellenlegerdf3 der Reihe

Z m B exp{i(wt — ymz)} (10.108)

H, = Z U H o exp{i(wt — Ypm2)}
entwickelt. Die Amplitudenfaktorea,, der Felderﬁm, ﬁm ergeben sich somit zu
o [[ (B x iy 4 By x ) 0 ,drd
— (@]

—00

Die Amplitudenfaktoreru,, sind eng mit dem sogenanntémregungswirkungsgrad 7,,

fur die Losungen der Wellengleichung verknipft. Er ist defindurch

Leistung in Mode m

= 10.109
g Gesamtleistung im Feld 1 ( )

Die Leistung in Moden, die durch das Feld 1 angeregt wurde, resultiert zu



374 KAPITEL 10. WELLENAUSBREITUNG IN WELLENLEITERN

1 . . . .
Pun =5 [ [ (@) x (@37 4 (05,5 % (enfL)) €, dadly
= |am|* P (10.110)

wahrend die Leistung in Feld 1 durch

+oo
P = // Re{E1 X ﬁ;} o &, dz dy (10.111)

—00

gegeben ist. Wird in10.110Q a,, durch @0.109 ersetzt, resultiert fur den Anregungswir-

kungsgrad zunachst

2
+oo , . 5 .

I (Byx iy, 4+ B, < i) o, dudy
P |

P
- o, P = =™ (10.112
n P, ‘a ‘ P, |2pm|2 P ( )

Hier kann der Wirkungsgrad noch negativ werden, wenn ndndine Mode die Leistung
entgegen der- Richtung transportiert®,, < 0). Durch Betragsbildung lasst sich dieser

Zustand heilen. Dann ergibt sich nach kirzen|iy|

2

I (Brx iz, + By, < ) 0, dudy

| = (10.113)

[I 2Re{ Ey x Mz, } 0 &, dudy

IJ 2Re{ £y x i} } o, dzdy

10.3.2 Feldentwicklung in verlustbehafteten Medien

Etwas schwieriger gestaltet sich die Feldentwicklung féiMustbehaftete Medien, da hier

die einzelnen linear unabhangigen Losungen nicht mehnander orthogonal sind. Unter
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der Annahme, dass wieder die Feldeund 2 Losungen desselben quellfreien aber jetzt

verlustbehafteten Problems mit = 0, = ¢ sind, resultiert ausl(.104
—+o00
// [—i(ym —7) (Em X ]—7; + E; X ﬁm> 0 &, +20FE, o E:’;} drdy = 0(10.114)

Die Feldentwicklung nachl0.109 erfolgt jetzt dadurch, dass das Integflo £, 0 £ da dy

genauer untersucht wird. Einsetzen vaf.10§ und Umformen vonxo.1°f4 ergibt

2//Uﬁloﬁgdxdy:2//02amﬁmoﬁzdxdy

_ Zam//%—émoﬁ;dxdy

= iZam(’ym—fy;)// (Em X ﬁ;+§; X ﬁm> oé,dxdy

—00

(10.115)

Dieser Schritt wird fuir alle méglichen Losunggrer Wellengleichung durchgefuhrt. Dann

resultiert die Matrixgleichung

(M p)(am) = (1) (10.116)

wobei die einzelnen Elemente der Matfi},, ,] und des Anregungsvekto(s,) aus den

bekannten Lésungeh,,, H,,, E,, H, der Maxwellgleichungen zu berechnen sind:

M = i(Ym — ) // (Em x H* + E* % Flm) o &,dxdy (10.117)

—00
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I, = 2// oE o Efdrdy . (10.118)

Die Amplitudena,,, der Feldentwicklung stehen direkt in dem Amplitudenvektor) und

werden mittels Matrixinversion berechnet.

10.4 Berechnung der Felder aus Vektorpotenzialen

Wir wollen hier ein Verfahren angeben, mit dem die Felder @ciiReckhohlleitern aus Po-

tenzialen berechnet werden.

10.4.1 TM-Wellen

Zunachst sollen solche Wellen betrachtet werden, bei ddasmmagnetische Feld senk-
recht zur Wellenleiterachse{Richtung) stehen, also TM-Wellen. Die Ausbreitung mége

in z—Richtung erfolgen. D& senkrecht au, steht, resultiert fird sofort der Ansatz

A= Z Apn{z,y} - exp {i(wt — kpmnz)} 6 (10.119

Wie schon bei der Orthogonalentwicklung in der Elektroktag&hlen wir einerProduktan-
satzfir A, diesmal allerdings mit komplexerp-Funktionen stattin undcos und versuchen

1 B B s
es mitk, = m”= undk, = nj

A= <A17m exp {imﬁg} + As  exp {—imﬂg }) :
: (Agm exp {mﬁ%} + Ay exp {—ZTL?T%}) . (10.120)

Dieser Ansatz furd erfillt die Wellengleichung, wenn die Dispersionsrelatio



10.4. FELDER AUS VEKTORPOTENZIALEN 377

2 2
k= 3%+ (mwl) + (ml) (10.121)
x b

erfullt ist. Der Ausbreitungskoeffiziertt folgt also aus

2 2
kzmmn = +\/ k2 — <m7rl) — <m1) (10.122
T Y

wobei Ausbreitung in positive—Richtung vorausgesetzt wurde. Auf den Wellenleiterwan-

den muss das tangentiale elektrische Feld verschwindesn dfaser Stetigkeitsbedingung

folgen die Bestimmungsgleichungen fiy ,,,, A ,,, As,, undAy,,. Es gilt

[

E=—i% [6(6 A) - AL (10.123)

w

und mit der Wellengleichung

B=_i& [V(v A+ kZA}
w
2 0? 0? 0?
= —j— |——Aé, + —— Aé; — A+ KA )el| . 10.124
w [8:682 6X+8y82 ey+(822 Tk )ez} (10 )

Die z—Komponente lautet also

E,=¢é ol =i—
w

m
' E E m— kz,m,n
a
m n

: (Al,m - exp {imﬂz} — Ay - €Xp {—imw%})

a

. (Ag’n - exp {mw%} + A 4, - exp {—mw%})
cexp {i(wt — kymnz)} - (10.125)
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Da sich im folgenden in den Klammertermen oft nur das Votrmaicandert, wird zur Ver-
einfachung der Darstellung auf die Ausformulierung, wig10.125, verzichtet und die

y-Komponente ist dann

[

E,=¢e o= 1—

> Z”%km" (oot ) o) exp {i(wt = Fymn2)}
" (10.126)

Die z-Komponente ist

(K =k ) (oo ) (o) exp {i(wt — kpmnz) }

(10.127)

Das tangentiale elektrische Feld auf den Wandenybei 0 undy = b ist £, und FE,.

Betrachten wir nuf,, resultiert auds,{y = 0} 20

i i m ( T ) (AB,n + A4,n) = 0 (10.128)

m=0 n=0

und aust, {y = b} =0 folgt mit exp {£in27} =1

Z Z m(...—...)(Asn + Asp) - exp {inm} =0 (10.129)

m=1 n=1

Vergleicht man mit der Bedingung fur die-Komponente bej = 0 undy = b

i i (oot ) (Asp + Ag) [(%)2 + (%)1 (10.130)
i i (o4 ) (Asp + Agy) exp {inm} [(%)2 + (%)2] (10.131)
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stellt man fest, dass der erste Faktor in den Summen nur datien vier Gleichungen Null
ergibt, wenn sowohl{, ,, und A, ,,, verschwindet. Dies ist die (nicht gesuchte) Trivialldsung
mit dem Resultal = 0. Auf der anderen Seite Iasst sich eine Losung finden, wenn=

— A, ist. AulBerdem muss: # 0 sein. Mit der gleichen Diskussion fur das tangentiale Feld
beiz = 0 undz = aresultiertd, ,, = —A, ,,. Zusammenfassen des Produkies, - A, =

1 -
5 Am.n €rgibt

A = Appsin {mwg} sin {mr%} . (10.132

Der Fall, dassn odern gleich Null ist, alsom -n = 0, ist auszuschlie3en, da dann sowohl
E = 0 als auchH = 0 werden weil4,,,, = 0 wird. Es gilt also die bereits bekannte

Nebenbedingung: -n > 0 fur TM-Wellen. Die Felder lauten dann

S nmw x Yy o T™m T . y\ -
ZZ mon ( sin {mw }cos {mr }ex — —— o8 {mﬂ—}sm {mr—}ey>

— = a b a a b
~exp {i(wt — kymn2)} (10.133)

2 o0 [e.9]

_ —z— Z Z Apnexp {i(wt — kzmnz)}

mlnl

< mm - kymn { IE} ) { y} .

—i——2" " cossmm— psins nws b ey
a a b

b4

} @) (10.134)

NTkymn

. x
+ — —— sIn {mﬂ—}cos {mr
b a

+ (k kfm n) sin {mﬂz} sin {mr

a

e o
<

10.4.2 TE-Wellen

Betrachtet man TE-Wellen, so wird das elektrische Vekttepzial F' zur Berechnung her-

angezogen. Mit dem gleichen Ansatz wie fir das magnetisek®Ypotenzial gilt
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F=—ceg Y Fn{z,y}-exp{i(wt — kymnz)} & (10.135

und

F’m (F1 m €XP { g} Fy , exp {—imﬂg}) .
: (Fg’n exp { ' %} Fy,exp {—mw%}) . (10.136)

—

Das elektrische Feld ist dann niit = —V x F

o, 1 0 - 0 =
E=— E —F, . 6x— —F, e .
Ep (8y m.nEx 9 mmey) (10.137)

und damit in vorher eingefihrter Kurzschreibweise bezigl0.136

mg—&] ZO ZO )= )exp{i(wt — kymnz)}  (10.138)
mg—% ZOZO )G+ exp {i(wt — Eymnz)} (10.139)

Die Stetigkeitsbedingungen hei= 0, z = a, y = 0 undy = b erfordern

Z Z ) (Fyp — Fi) n =0 (10.140)
Z Z ) (Fsp — Fin)exp {—nz} -n =0 (10.141)
ZZ (Fiom = o) (... sm =0 (10.142)
i zn: (Fiom — Fon) (... + .. )exp{—ma} -m =0 (10.143)

Dies lasst sich nur erfillen, wenh,,, = F;, und Fs,, = Fy,, ist. Ausklammern und

ersetzen vott ,, - F3,, = 5 F,,,., €rgibt
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Fon = F,, pcos {mwf} cos {mr%} ) (10.144

a

Der Fall, dass gleichzeitig, undn gleich Null werden, alsen + n = 0, ist auszuschlieRen,
da dann keine Felder existieren, wﬁlortsunabhangig wird. Es gilt also die Nebenbedin-

gungm + n > 0. Die Felder lauten

_ 1
= =3 it~ )

: (T cos {mwz} sin {mrg} ex + LI {mﬂz} cos {mry} e}>(10.145)
b a b a a b

é = —iWMMO Z Fm,n - exXp {i(Wt - k;m,nz)}

m,n

<,kz,m,nm7r . { x} { y} .
I————SIN § TTT— ¢ COS { NTT— ¢ Ex
a a b
ﬂ'y
b

.k:z,m,nnﬂ- € . —
—+1 b COS 4 MmT— ¢ SIN SN €y

+(k* = k2 ) cOS {mwz} Cos {mr%} e}) : (10.146)

a

a

10.5 Eigenwellen eines Rundhohlleiters

Wie wir im vorigen Abschnitt sahen, eignen sich die Potdeziaund F zur Berechnung
der Eigenwellen eines Wellenleiters. Der von der Orthotgrtavicklung bekannte Ansatz
in kartesischen Koordinaten flhrte mit geringen Modifigagn zur Losung beim Rechteck-

hohlleiter. Hier wollen wir nun das gleiche Verfahren aufen Rundhohlleiter anwenden.
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10.5.1 TM-Eigenwellen
Wir wahlen den Ansatz

A=3"3" A afo}exp {i @t + mp — 9o — kamn)} € (10.147)

mit

Avn = Avun I {ﬁm n‘)} 4 Asun Now {ﬁm,n - g} (10.148)

Die homogene Wellengleichun§A + k2 A = 0 ist erfiillt, wenn die Dispersionsrelation

K = k2 ("'m’”)z (10.149)

zm,n
a

gilt. Dies ist eine Bestimmungsgleichung fir den frei wéanén Ausbreitungskoeffizienten

in z—Richtung

2
e (10.150

a

Das elektrische Feld folgt aus

N 2 - = )
F— EV (v x A)
— Zc_wﬁ (zai/leg A%)
2 2 2
B zc_w B&i@z v 8@8 D092 % (%A AA) }
- B%A 838 A+ (K —12,) AZ} (10.151)

Einsetzen des Ansatzes ergibt fur die Tangentialkompenent
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. 21
G0t =L o Z Z MKz Amon €Xp {7 (WE+ Mm@ — 0o — kzmn2)} (10.152)
und
ok = iw Z Z k) * A exp {i (Wt +me — 9o — kzmpnz)}  (10.153)

Auf der Metallwand ¢ = a) muss das tangentiale elektrische Feld verschwinden.udara

resultiert wegen

- sz k:zmn AanNm{/{mn} eXp{ }—0 (10154)

zwg

o=a

und

& ok :;ZZ K2,0) Asn No {Fmn} -exp{...} =0 (10.155)

o=a

dassAs,,,, = 0 sein muss, ansonsten lassen sich nicht beide Stetigkditgfumgen gleich

zeitig erfillen. Das magnetische Vektorpotenzial laugshdach

= Z Z Apn Im {/@m,ng} - exp {7 (mp — @o) } exp {i (wt — kzmn2)} (10.156)

mit

o = /K2 — (522)? fUr K, < k-a
i, (*52) "= (10.157)

kzm,n -

. . 2 .
) (”’”’”) — k2 fur Ky, >k-a

Eine TM-Welle ist im Hohlleiter ausbreitungsfahig, werp,,, < k-a wird. Die Felder

lauten
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oo
—

B Z A - exp {i (W — kzmp - 2) } exp {i (my — o)}

B m=0 n=1
. {% . {,{m,ng} & — ?%Jm {,{m,n-g} e;,] (10.158)

3 Umor {3 =Jmpr {. ) Tt

J

und

E= =33 Apuexp {i (@t — k- 2)} exp i (me — o)}

w
. kzm,n "Rm,n Km0 % —
i (e {0 s o))

kzmn' - m,n 2 -
—ZJ Jm{/‘im,ng}ew"i_alm{ﬁm,ng} (l{ : ) '62:| (10159)
0 a a a

Fur die Grundwelle ist» = 0 undn = 1. WegenJ_, {z} = — J; {z} lauten die Felder dann

n

einfach

Boy = Ao exp {i (wt — kzmnz — 0)} % T {%0,15} & (10.160)

und

2
— C .
EO,l = EAOJ exp {'l (Wt — kzm,nz - 800)}

k, . ? -
. [Z 0,17%0,1 J1 {Ho,lg} €o + <@> Jo {Ho,lg} 62} (10.161)
a a a a

10.5.2 TE-Eigenwellen

Zur Berechnung der TE-Welle verwenden wir den Ansatz

F=—ceoy > exp{i(wh— kamn2)} exp {i (me — po)}

: (Fm,n,l T {nm,ng} 4 Fpna N {nm,ng}) & (10.162)
a a
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Auch hier ist die Wellengleichung erfillt, wer(rf%)2 + k2, = k*wird. Das tangentiale

z,m,n

elektrische Feld auf der Hohlleiterwand muss verschwin@enZ nur eineg- und einey-

Komponente aufweist, lautet die Forderung

€5 O E =y
o=a
= — Z Z exp {i (wt — kzmnz)}exp {i (me — ¢o)} (10.163)
0 0 0 0
' (Fm,n,l ' 8_9 Jm {Kvm,na} ’g:a + Fm,n,Q ' 8_Q Nm {Hm,na} g:a>

Mit dieser Forderung kann noch keine Bestimmung won,, F,,, .1 und F,, ,, » getroffen
werden. Das Feld begi = 0 darf nicht divergieren, da sonst der Poyntingvektor diwestg
und damit unendlich viel Leistung transportiert wird. Ausser Uberlegung folgk,,, ., » = 0

und damit sofort

Km

= B g e Y =0 (10.164)

o=a a

d 0
TR G

Die k., sind also die Nullstellen der ersten Ableitung vbn Zu beachten ist, dass fir alle

Besselfunktionerj,, auerJ; \,,; = 0 ist. Fir das Potenzial folgt also n#t,, ,, 1 = F,,..,

Fm—ezg 30 e {i (@t — hamn2)} exp {i (mo = 90)} o {2 6

m=0 n=1

(10.165)

mit

B = /K2 — (E22) fOr ka > K,

(10.166)

kzm,n = » B . N2 ) .
— 0y, = —1 ( : ) —k far ka < Ky

Die Felder haben die Darstellung
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E = Z Z Frnexp {i (wt — kzmnz) }exp {i (me — @)}

. {z@ Jm{nm’ng}e‘é _ Rm,n J%{Hm’ng}e—;} (10.167)
0 a a a

- 1
B=— Fon (Wt — kymn ) — 10.168

_w;; i eXp {i (W — ki n2)} exp {i (mep — 00)} (10.168)

kzmn m,n = kzmn . mon 2 .
. [_i_ wma L B gy Mhma g (o 0o () Jm{ﬁmmg}ez}
a a 0 a a a

Zur Berechnung vo3 siehe auch FuRndte

10.6 Hohlraumresonatoren

Hohlraumresonatoren entstehen, wenn Hohlrohrwellenrl@itn Anfang und Ende mit lei-
tenden Platten abgeschlossen werden. Die Hohlrohrwellessem dann in der Anfangsebe-
nez = 0 und Endebene = d zusétzlich noch die Randbedingungep{z = 0} = 0,
E{z =0} =0undE,{z = d} = 0und E,{z = d} = 0 erflllen. Man kann dies einfach
dadurch erreichen, dass man zwei in positive und negatRehtung laufende Hohlrohr-

wellen mit geeigneter Phase tUberlagert

_, 2 1
E{z,y,z,t} = E{x, y}é (exp{iwt — i k,2} + exp{iwt + i k,z}) (10.169)

!Die ersten beiden Komponenten wurden ais B = V x E bestimmt. Fir die- Komponente gibt es zwei
Méoglichkeiten: Im ersten Fall wird die- Komponente ebenfalls wie zuvor berechnet. Es ergibt sicindlie
Differentialgleichung —1/p)?[(km.np/a) Jou{immnp/a}t + (Kmnp/a)? oA kmnp/at +m? Jm{kmnp/a}].
Durch Erweiterung um den Summanden,, »p/a)? Jm{rm.np/a} entsteht daraus die Besselsche Differen-
tialgleichungz?y” + 2y’ + (2> — m?)y = 0, womit obiges Ergebnis geklart ware. Der andere Weg ver-
wendet den Zusammenhahy= (1/20)V x F, der in die vorige Gleichung eingesetzt wird. Es resultiert
(—iweeg)B = V x (V x F) = V(V o F) — AF. Die z- Komponente vorv (V o F) ergibtfkfm,n(ﬁ 0 €,)

wahrend nach Verwendung der WeIIengIeichumE durch—k2F zu ersetzen ist. Zusammengefasst resultiert

alsoBo¢, = (—1/iw550)(f<afn7n/a2)(ﬁ 0 &,)
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fur TM-Wellen und

. 2 1
H{x,y,z t} = H{x, y}Z (exp{iwt — i k,z} — exp{iwt + i k,z}) (10.170)

fur TE-Wellen. Die Randbedingungen bei= 0 sind damit zu erfillen.

Wenn man noch

k, = %T n ganzzahlig (10.171)

verlangt, wobeil nach Abbildundl0.5die Resonatorlange bezeichnet, ist auch die Randbe-

dingung am anderen Ende= d gewahrleistet.

Abbildung 10.5: Rechteckhohlraumresonator

Da in Wellenleitern bereits nur diskrete Werte fijrund k, auftreten und jetzt noch Bedin-

gungen furk, hinzukommen, gibt es wegen der zu erfullenden Dispersabaison

2
pptosegw? = = = K2+ k2 + K (10.172
C

nur diskrete Frequenzen;, bei denen sich Wellen in einem Hohlraumresonator ausbil-
den kdnnen. Bei diesen Resonanzfrequenzen schwingt déradoiresonator. Die Schwin-

gungsform leitet sich aus den Hohlrohrwellen abzdRichtung gibt es Stehwellen mit ins-
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gesamtn Knoten. Die Bezeichnung der Schwingungen erfordert dreizes und im all-
gemeinen zwei Polarisationsmdglichkeiten TE und TM, s@aas Schwingungen TE,, ,,
und TM,,, ,, unterscheiden, wenn der Hohlleiter TE- und TM-Wellen fiilm Koaxial-
leiterresonator gibt es dagegen TEM-Wellen und damit TEMEigenschwingungen. Wir

diskutieren im folgenden Resonanzschwingungen des Redidklraumresonators.

10.6.1 TE-Eigenschwingungen des Rechteckhohlraumresadioas

Wir gehen genauso vor wie in Abschriif?.2.1 missen jetzt aber eine vor- und riicklaufende

Welle tberlagern. Wir starten vot@.57

H, = CTEQ%, cos{ker} cos{kyy} (exp{iwt — i k,z} + exp{iwt + i k,2})
(10.173)
= Ctecos{kex} cos{kyy} sin{k,z} exp{iwt}
(10.174)

Bei der Berechnung der anderen Komponenten werd@r2{) bis (10.30 benutzt, wobei in

(20.29 und (10.30 zu bertcksichtigen ist dass fur die ricklaufende Welle

k, OH,
H,=1i— 10.175
Zkg ox ( )
und
k, OH,
H, =i——" (10.176)
Y k2 Oy
gelten. Damit bekommen wir insgesamt fur das Feld der TEe#Sghwingung
H, = Crecos{kex} cos{kyy}sin{k,z} exp{iwt} (10.177)

E,=0 |, (10.178)
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Ex = k;u 2 Cre cos{kex} sin{k,y} sin{k,z} exp{iwt} (10.179)
» WMMO
E, = k2 e ——— Cresin{hqx} cos{k,y} sin{k,z} exp{iwt} , (10.180)
kyk,
H, = e e ————Cresin{kya} cos{kyy} cos{k,z} exp{iwt} , (10.181)
ek, ' |
H, = — T Cre cos{kyx} sin{kyy} cos{k,z} exp{iwt} . (10.182)
x TRy

Die Randbedingung@,{z = 0} = 0 und E,{z = 0} = 0 sind erfillt.

Far

g, =T (10.183)

mit ganzzahligem ist auch die Randbedingung bei= d erflllt. Fir Hohlrohrwellen galt

bislang schon

by = (10.184)
a
und
ky, = % , (10.185)

e () o

folgt, wobei/, m,n ganzzahlig sind. Die Schwingungsmuster ergeben sichl®u$7{7j bis
(10.183. Die Eigenschwingungen werden mit Ik, bezeichnet. Aus den Feldverteilungen
liest man ab, dass es keine [ E,-Wellen fiirn = 0 und/, m beliebig geben kann, da hierflr
E = 0 ist. Alle anderen ganzzahligen Tripel ergeben erlaubtdénermen. Die Welle mit
der niedrigsten Eigenfrequenz ist 15 bzw. TE,, ;. Die Modenzahler, m, n missen die

Bedingung
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n(l+m) >0 (10.187

erfillen.

10.6.2 TM-Eigenschwingungen des Rechteckhohlraumresotoas

Wir gehen hierbei aus von der Uberlagerung der beiden varriucklaufenden TM-Hohlrohrwellen

nach (0.80

1
E, = QC’TM sin{kyx} sin{kyy} (exp{i wt —ik,z} + exp{iwt +1i kzZ})
(10.188)

= Crmsin{kex} sin{kyy} cos{k,z} exp{iwt}

Die anderen Feldkomponenten erhalten wir dus32 bis (10.35. Insgesamt haben wir

E, = Crusin{kex} sin{k,y} cos{k,z} exp{iwt} (10.189)
B =0 (10.190)
k ki
E, = ka e Crm cos{kex} sin{kyy} sin{k,z} exp{iwt} (10.191)
- kyky . ‘ .
y = k2 iy Crmsin{kez} cos{kyy} sin{k,z} exp{iwt} (10.192)
H, = Z’inZé Crmsin{kyx} cos{kyy} cos{k,z} exp{iwt} (10.193)
ki
H, = 212560 e Crm cos{kyxz} sin{kyy} cos{k,z} exp{iwt} . (10.194)

Zur Erfullung der Randbedingungen muss man dieselben Badgen 10.183 bis (10.185
wie fur TE-Eigenschwingungen verlangen. Damit ergebemsach (0.186 auch dieselben

Eigenfrequenzen. TE- und TM-Eigenschwingungen dersellyéinung sind also entartet.
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Es gibt keine TN, ,-Eigenschwingungen fi¢ = 0 und m,n beliebig und auch keine
TM ,-Eigenschwingungen fiin = 0 und ¢, n beliebig, denn hierfur sind naci@.189
bis (10.199 nur E, und H, bzw. E, und H, von Null verschieden, und man hatte nicht
existierende TEM-Moden. Die TM-Eigenschwingung mit degikkten Eigenfrequenz ist

TM; 1. Es gilt die Bedingung

tm>0 . (10.195

Durch geeignete Abmessungen> d > b erreicht man, dass die Eigenwelle mit der klein-
sten Eigenfrequenz die Tk;-Welle ist. Sie ist nicht entartet, da die entsprechende TM-

Eigenschwingung nicht existieren kann.
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Kapitel 11

Abstrahlung harmonisch schwingender

Quellen

In Abschnitt 6.5 hatten wir mit den Gleichungeh45 bzw. (7.129 die retardierten Poten-

ziale als partikulare Lésungen der inhomogenen Welleogleig kennengelernt. Bezogen

auf die Wellengleichung?(87) lautet die retardierte L6sung mit der Greenschen Funktion

{F/ t/ — =/ / / /
el = q G{r,r S} dt dr (11.1)
4dmeeg
Im freien Raum folgt daraus die Darstellung
o - 7|
1 0@ {Tlat - T }
Pot = /// — d*r’ (11.2)
dmeeg |77 — 7|
Die analoge Losung fur das magnetische Vektorpotenziateimeri Raum lautet
|77 *’|}
17t} = /// oI gy (11.3)
|7 — 7|

393



394 KAPITEL 11. ABSTRAHLUNG HARMONISCHER QUELLEN

Die Ladungsdichte bzw. die Stromdichte bestimmt also als Quelle am Qft mit einer
Laufzeitverzt')gerunggtc—w| das Potenzial an jedem Otund zu jedem Zeitpunkt

Fur eine zeitlich harmonische Stromdichteverteilung

F{7 8} = 77 cos{wt) = Re{}{f}ewt} (11.4)

erhalten wir sofort

Lo j e i k|P—7"|
(7t} = Re{ ¢ /// prio |i_r,| ey (11.5)

wobeik = £ = 2t benutzt wurde. Wir werden im folgenden die Realteilbildwrigder

konventionsgemal weglassen und schreiben

. - / i k|r—7|
A{F 1} = A{F}et = /// pito ) }e - d3rleiet (11.6)

7’—7’

Damit ergibt sich das Magnetfeld

N 1 = - 1 = 2 .
H{Ftl = —V x A{Ft) = —V x A(F)e'“t . (11.7)
) Lo ) o (7)

Das elektrische Feld erhalt man auRerhalb der Stromvemti{lj = 0) einfach aus dem
Ampére-Maxwellschen Gesetz

. OF .
V X H=c¢cep— =iweeoll (11.8)

ot
wobei auch fur das elektrische Feld eine harmonische Z@itadpgkeit angenommen wurde.

Mit dem Wellenwiderstand = % kann man auch schreiben

. 75 .
Bt} = —i7 V < H{71} . (11.9)

Die hier berechneten Felder sind unabh&angig von irgendheal&ichungen direkt mit Hil-

fe der Maxwellschen Gleichungen berechnet worden. Derstoildigkeit halber sei noch
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erwdhnt, dass Stromdichteschwankungen UbeKdinuitatsgleichung immer auch mit

Ladungsdichteschwankungen zusammenhangen. Aus

% = —Voj{ft)=-V o}(f’)em (11.10)
folgt
1. o ,
of7 t} = —V e j(M)e™ + a(r) (11.11)

wobei go{7'} als Integrationskonstante eine zeitlich feste Ladundgeibedeutet, die wir
nicht weiter betrachtep, {7} = 0. Separiert man die Ladungsdichte genau wie die Strom-

dichte in einen orts- und einen zeitabhéngigen Teil

o(F.t) = o(r)e™" (11.12)

resultiert aus der Kontinuitatsgleichung

o(F) = —Voj(F) . (11.13)

Bis auf den Monopolbeitrag = @ -6*{7} kann man also im Prinzip die Abstrahlung einer
zeitveranderlichen Ladungsdichteverteilung durch dagmatische Vektorpotenzial erfassen
und braucht keinen weiteren Formalismus fur das skalakeredlehe Potenzial aufzubauen.
Es bleibt noch der Beitrag von zeitverdnderlichen Monopale diskutieren. Nach Fourier-

zerlegung lautet das Potenzial jeder Spektralkomponente

0 //// 4wiilji{f/i/|'5{t'—t+@} ar = =) __} (11.14)

Da die Ladung eines Monopols erhalten bleibt, und es defimsgeman keinen Ladungs-
strom zur Quelle, oder weg von ihr, gibt, mugzeitunabhéngig sein. Daher ist der Mo-

nopolbeitrag zum Potenzial (und zu den Feldern) notwemdigige statisch. Dies bedeutet,
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dass alle Spektralkomponenten der Fourierzerlegung fé#é 0 mit g {w # 0} = 0 ver-

schwinden.

11.1 Abstrahlung von raumlich eng begrenzten sinusfor-

mig oszillierenden Quellen

Wir nehmen an, dass die oszillierende Stromquelle auf eiariven begrenzt ist, dessen
Durchmesser klein gegen die Wellenlangedst A, wie es in Abbildundl1l.1angedeutet

ist.

A
A4

[
/’;\ufpunkt
_>|

Abbildung 11.1: R&aumlich be- %0
grenzte strahlende Quelle Quelle
uUrsprung

Wir legen den Ursprung in die Mitte der Stromverteilung uatbén fir die Quellpunkte

7l <d< A . (11.15)

Der Raum auf3erhalb der Quellverteilung l&sst sich untsedi&oraussetzungen in drei Zo-

nen einteilen:

d < |rl< A Nahzone
d < |Ff]~ X  Zwischenzone

d< A< |r] Fern- bzw. Wellenzone

Sowohl in der Nahzone als auch in der Fernzone lassen sicarti@en fur das Potenzial

angeben, die verhaltnismafig einfach zu berechnen sinderdZwischenzone ergibt sich
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der grof3te Rechenaufwand. Da aber gerade diese Zone in detemiedllen von geringem
Interesse ist, werden wir im folgenden nur die Naherungewiél Nah- und die Fernzone

genauer betrachten.

11.1.1 Nahzone

Die Nahzoneder Strahlungsquelle ist definiert durch Aufpunktenit

d<|r|< A . (11.16)

Hierfir gilt auch|r — 7’| < A und k|’ — 7| < 1, so dass wir fir Punkté€ in der Nah-
zone den Phasenfaktor im Integranden vbh.§ gleich Eins setzen kdnnen und erhalten

naherungsweise in homogenen Medien

A7t ““0 ///|j{r et (11.17)
7"—7"

fird < |r] < A

Dies ist einfach das statische Potenzial, das zeitlichséimmig oszilliert. In der Nahzone

hat sich die Retardierung also ndherungsweise tiberhazhgtbemerkbar gemacht.

11.1.2 Fernzone

Die FernzoneoderWellenzonebzw. Strahlungszoneder Quelle ist definiert durch

7] <dSA<|F| (11.18)

wobei hier zugelassen werden kann, dassdie Grof3enordnung der Wellenlange kommen

kann. Wir haben naherungsweise

12\ 1/2
7 — 7] = || (1—2 o |";|2)
.
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L[ For |
~|rl[1—=1(2 — 11.19
'T'{ 2( FIF 7P (11.19)

~ |F| (1 SR ’"T)
AN
Bei der Auswertung voni(l.6 approximieren wir im Integranden
1 1 1
|7 — 7| |r| o

und im Exponenten, der wegen der Periodizitat empfindligher Abstand abhangt
(11.21)

(11.20)

exp{—i k|7 — 7’|} ~ exp{—ikr} exp {z k; oF }

Hierbei ist zu beachten, dass
(11.22)

o
_:er

<

ein Einheitsvektor in Richtung des Aufpunktéslarstellt. Wir bekommen in homogenen

Medien
far |7 | < A < |7|

Aty ~ — ““0 ///j{r Yexp {i k(G 0 7)) d3reivt (11.23)

—

1 L
Dies ist eine Kugelwelle- exp{i(wt — kr)} mit einer von der Richtung, abh&ngigen Am-

plitude
: (11.24)

ffo = ///]7{77'} exp{ik(€ o)} d3r

{7t} lasst sich also als Kugelwelle nitichtungsfaktor A, darstellen

A o plilwt = kr)} 5 (11.25)
41 r
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11.2 Das elektrische und magnetische Feld in der Strah-

lungszone raumlich begrenzter Quellen

FUr das magnetische Feld gilt

[bo 4m r
(11.26)
iwt —ikr —ikr
26477_ [er VXA0+<V6T )XA()}

Dieser Term soll méglichst noch genéhert werden, um ihn leret zu machen. Dazu mis-

sen die beiden Summanden genauer untersucht werden. Nun ist

. —ikr k 1 k
Ve = (—i— . —) oG o il emibrg (11.27)
r

wobei die Naherung fir > X gerechtfertigt ist. Da die Rotation nur auf die ungestniere

Koordinaten wirkt, gilt

S ][5 (s tneor) o

Sl
_ ///ikexp (i k(E, 0 7))} (67?(;77') < TLFY d
///zkexp{lke,o'r’)}< . T:T ;)Xj{'r’/}d?’/ , (11.28)

wobei V x j{’/} = 0ist, daV nur partiell auf ungestrichene Koordinaten wirkt. Fiir den

Vexp {i k(€ o7 )}) x J{F"} +exp {i k(& o ™)}V x j{F'}| 4%
—_—

=0

ersten Term inX1.26 bekommt man also
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—ikr .
V x AO =
.
///ikeikre (k@ o (Z oo iy at (11.29)
X v — = - .
r P r rz o r J

und der zweite Term lautet

_)efikr oo —Zk ik . . _ 7? 2y 3
\V4 X Ag = —e “"exp{ik(€ o)} (= x g {r"}) d°r" . (11.30)
r r r

Der Vergleich zeigt, dass das Kreuzprodukt vioh.9 zu+ proportional ist, {1.30 dage-
gen zur. Da|r’| < |r] ist, ist (11.29 gegenuber)1.30 zu vernachlassigen, und man kann

naherungsweise setzen

H o~ —— (6 x Ag)el“t=hr (11.31)

Gemeint ist wie immer der Realteil.

Da im Fernfeldj = 0 gilt, erhalt man das elektrische Feld natii.Q zu

(11.32)
Mit derselben Argumentation wie bei der Berechnung vbiist jetzt der zweite Term ge-

geniuiber dem ersten zu vernachlassigen, und wir erhalten Baachtung voni(1.27)

— kZ - — —
E il omibrg (a X AO) — _ze xH . (11.33)

4rr




Kapitel 12

Fernzone spezieller Quellverteilungen

12.1 Ddunne lineare Antenne

12.1.1 Fernfeld einer dinnen linearen Antenne

Einspeisung

Abbildung 12.1: Dinne lineare Antenne

Wir betrachten eine diinne lineare Anten

ne nach AbbildLihg die auchStabantennege-

401
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nannt wird. Die Antenne ist entlang detAchse orientiert und wird Giber eine Mitteleinspei-
sung betrieben. Fur sinusférmige Anregung bildet sichaggtider Antenne eine Stehwelle
aus, die bei verschwindender Energieabstrahlung zu €inerlich sinusférmigen Stromver-

teilung auf der Antenne fuhrt. Die Stromdichte verschwirateden Enden. Die Stromdichte

ist

j{F,t} = I'sin {k: (g — z) } s{z}o{yle,et . (12.1)

Gemal 11.23 erhalten wir das Vektorpotenzial

/2

—ikr
1= Ko . d / i kz' cos{0} ! iwt
A = —1 - =
{r,t} ez —— /sm{k(2 z)}e dz'e

—d/2

(12.2)
/2

—ikr
= ¢g° MQI/sin {k (é - z') } cos {k2 cos{f}} dz'e™ |
r o 4m 2
0

wobei wir €, o 77 = ' cos{¢} sin{f} + v’ sin{¢} sin{0} + 2’ cos{#} bericksichtigt haben.

Die Auswertung des letzten Integrals ergibt

- e g 21 | cos { & cos{0} } — cos {kd}
A{r,t} =€ — . 12.
i} =c ro4r k sin?{0} (12.3)

Da die Stromdichte nur eineKomponente besitzt, gilt dasselbe fir das Vektorpotén2es
Magnetfeld bekommt man ausX.31). Der Richtungsfaktor ist nach Vergleich vai?(3 mit
(11.29

A= Q_kf [COS 3 CZTE}{Q}COS {kd}] | (12.4)

Das Magnetfeld resultiert damit zu

R Iy [COS{%COS{G}} Cos{kd}] “lExe) . (125)

t) = —i—
P sin*{0}
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Das Magnetfeld im Fernfeld hat nur eine Komponente senkrachier von der Beobach-
tungsrichtungz, und der Stromdichterichtung aufgespannten Ebene. Dies ist in Polarko-

ordinaten gerade di¢-Komponente, wie in Abbildun@2.2illustriert.

.
E
T K
40
i
\ 4
Abbildung 12.2: Zum Fernfeld einer Stabantenne in
z-Richtung b))
Das elektrische Fernfeld bekommt man al&.83 zu
— 7 eTtkr cos {®cos{0}} —cos {EI}Y| .~
E{r t} = i 21 z Sn? {0} 22 et (e, x (6 x¢&)) . (12.6)

Es ist in Phase mit dem Magnetfeld und hat eine KomponenténmtRichtung. Wir ver-

wenden die Einheitsvektorefy in ¢-Richtung undey in 6-Richtung,

€, X € €, X €,

5 = - 12.7
“T g xé|  sin{6} (12.7)
und
. (€, X &) X & (€, X €) X €
_ _ 12.8
“TNE xE) % &) sin{0} (12.8)

Damit schreiben sich die physikalische Bedeutung besizerRealteile von12.5 und
(12.9
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H=Hy, |, (12.9)
mit der Azimutalkomponente H,

I sin{wt — kr} cos B cosf} — cos { &}

H{r t} = 12.10
ATt} 27 r sin{6} ( )
und
E(7,t) = Eyéy = ZHyéy (12.11)
mit derPolarkomponente
Ey = ZH,.
Besonders einfache Ausdriicke ergeben sicli féirA/2, X, 2, ..., wenn die Antennenlén-

ge ein ganzzahliges Vielfaches der halben Wellenlangédgtc = 27/)). Interessant ist
auch der Fall einer besonders kurzen Antennedmit A\ oderkd < 2x. Hierfir kann man

die cos-Terme in 2.10 und (12.17) entwickeln und erhélt die

Fernfelder einer kurzen diinnen Antenne
. l d&* sin{wt — kr}
H{r,t} = T sin{6} — % (12.12)
und
L nl d* | sin{wt — kr}
{rit} =27 ViBY sin{6} — % (12.13)

Die Feldstarken wachsen proportional zur Stromamplitudir fested nehmen die Felder
quadratisch mit der Frequenz= 27¢/\ zu.
Es sei noch bemerkt, dass(12 und (12.13 die Fernfelder des Hertzschen (Punkt-) Dipols

darstellen.
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12.1.2 Abstrahlung einer diinnen linearen Antenne

Die Abstrahlung einer Antenne ist durch den Energieflussunendliche bestimmt, der
durch den Energiefluss auf der Fernkugel charakteriste@ismachst ist der zeitlich gemit-

telte Poynting Vektor im Fernfeld

ooty (L) (eosiEcosl .}5 s {5}) G xé, . (12.14)
2 27 r2sin“{0}
Wegen
&y X & = &, (12.15)

hat der Poynting Vektor nur eine radiale Komponente. Dergia#ussd? P durch ein Ober-

flachenelementl®’ = &,r? d°Q = €,r?sin{6} df d¢ der Fernkugel ist demnach

&P =2 o052 d20 (12.16)

und die in den Raumwinkel®Q) = sin{f#} df d¢ abgestrahlte Leistung ist

d2p

— . 2: —
a rlg]{[)lor Soé, . (12.17)
Mit (12.14 und (12.19 ergibt sich
2
&1, (L 2 (cos {5 cos0} — cos {5}) (12.18)
Q2 27 sin“{0}

fur die auf den Raumwinkel*$2 bezogenabgestrahlte Leistung Die gesamte abgestrahlte

Leistung ist

sin{6}

. / /“%Z (%)2 (cos {5 cost}) —eos {43)*

(12.19)

1, [ 7z (cos { & cos{6}} —cos{%d})2
_51 /% sin{6} a0



406 KAPITEL 12. FERNZONE SPEZIELLER QUELLVERTEILUNGEN

Die abgestrahlte Leistung ist proportional zum Quadrat Al@plitude / des Antennen-

stroms. Man definiert einestrahlungswiderstand Rs der Antenne tber

pP= %RS 2, (12.20)

wobei der Fakto% beriicksichtigt, dass bei zeitlich sinusféormigem Strorfardrdie elektri-

sche Leistung mit dem Effektivwert des Stroms zusammerthbtan erhalt

K

B Z {COS{%COS{H}} —cos{%d}}2
RS_/% o] a9 . (12.21)
0

N—>

S —

Srmax

-1 1
Abbildung 12.3: Richtcharakteristik einer kurzen Stakane

Einfach sind die Zusammenhéange fur eine kurze Antennekrhit< 2. Hierfur ist die

Strahlungsleistung pro Raumwinkelelement

d’P 1 w*Zd*sin*{6} 1

= 12.22
’Q 2 16X ( )
Die Richtcharakteristik d* P/ d*Q) /( d* P/ d*Q) max
d*P/ d*Q )
= gsin“{# 12.23
(dQP/ dQQ)maX S { } ( )

hat die in Abbildungl2.3dargestellte Form einer Doppelkeule.
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Die Abstrahlung erfolgt hauptsachlich quer zur Stromucigt und Gberhaupt nicht in Rich-
2

tung des Stromflusses. Weg¢ndy = 27 und
0

T +1 +1
4
/sin3{9} df = /sin2{9} dcos{f} = /(1 — %) do = 3 (12.24)
0 -1 -1
ist die gesamte
abgestrahlte Leistung einer kurzen Stabantenne
1 27m2Zd* , w3 (d\", ,
P_EWI _E(X) zZI° . (12.25)

Sie wachst proportional zur vierten Potenz der Frequenz 27c¢/\ und bei kurzen An-
tennend < \ auch proportional zur vierten Potenz der Antennenl&nhgdierbei ist zu
bemerken, dass die Amplitudeauf der kurzen Antenne nirgends auftritt, sondern nur auf
der Zuleitung gemessen werden kann. Bezieht man die Andpliawf den Mittelpunkt der

Antenne, so hat man nachd.1) mit kd < 27

J=Tsin {’f (g - )} o} oy} ée’™

(12.26)
2 )
~ Iy <1 — %) 5(x) 6{y} e, et
Zu setzen, wobei
kd wd
Iy=1—=1— 12.27
=I5 =17 (12.27)

die Amplitude am Mittelpunkt der Antenne bezeichnet. Beziman die abgestrahlte Lei-

stung auf diesen Wert, so folgt au2(22 fur die abgestrahlte Leistung pro Raumwinkel

’P 1 Zd?
d’Q 2 16)2
und aus {2.25 fur die gesamte abgestrahlte Leistung

IZ sin*{0} (12.28)



408 KAPITEL 12. FERNZONE SPEZIELLER QUELLVERTEILUNGEN

d 2
P= % (X) A (12.29)

Der Strahlungswiderstand ist demnach

6 \ A\
wenn man den Widerstand auf den Einspeisepunkt bezieht.

Rg=— <§> 7z, (12.30)

Als Antennengewinn( definiert das Verhaltnis der maximalen richtungsabhamg®jeah-

lungsleistung zu der Uber alle Richtungen gemitteltentBiragsleistung

QO [/ d?P
== . 12.31
G 5 (d2 Q)max ( )
Esistnach12.29
d2p 1 Zd?
- =7 12.32
< dQQ)maX 32 A2 0 ( )

und nach 12.29 mit dem gesamten Raumwinkel= 4r

P 1 Zd?

Der Antennengewinn der kurzen Stabantenne ist demnach
3

=3 . (12.34)

Langere Antennen kdnnen eine engere Strahlungskeule umid ei@men gro3eren Gewinn

besitzen.

12.2 Dipole

Das magnetische Vektorpotenzial lautet in der Fernzahe?2@
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 4r r

/_f— @exp {Z(Wt — /{37“)} ///;{7;»/} exp{—ike? OF/} dBT,

_ o exp {i(wt — kr)}/fo (12.35)
4 r

mit dem Richtungsfaktorl, = ffffom;{F’} - exp {—iké; o7} d®r' . Die Exponential-

funktion im Richtungsfaktor Iasst sich in eine Taylorredrgwickeln. In

- > 7 % 1 -
Ay = Z///j{?’} — (ke o )" &' =" A, (12.36)
n=0"_"2 ’

bestimmen nur die ersten nicht verschwindenden GliedeGdife des Richtungsfaktors,
denn nach Voraussetzung st’ < 1, so dass die Reihe mit steigenden Potenzen rasch

abnimmt.

12.2.1 Elektrischer Dipol

Betrachten wir nur das erste Glied der Reihe, so folgt mitigéar Integration unter Be-
riicksichtigung, dassauf dem Rand der Quellverteilung verschwindet und Anwegdier

Kontinuitatsgleichung-iwo = v o]’

Ago = ///;'d%?' = —/// 7! (6%5) d*r’ = iw /// 7o'} d*r . (12.37)

Wir erinnern uns an das in der Elektrostatik eingefiihrtedbimpmenty (2.51) und formu-

lieren das

Vektorpotenzial eines elektrischen Dipols

—

k
A= i;ﬁexp {i (wt —kr)} . (12.38)
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Eine genauere Betrachtung zeigt, dass dieses Potenzi@nnPankten des Raumes aul3er-
halb des Dipols gilt. MitB =V x A, E = —i¢V x B

undV x f{r}p= L2 f = (¢ x p) 2 f sowie

Vo [f (Fx i) = 9 x (Fx )+ (VF) x (7 5) = =2f (G0 &+ (V) x (7 7)

resultieren die Felder

]
[l

KV X r) L (v X Tp)} exp {i (wt — kr)}

k) exp {i (wt — kr)} (é7 X p)

r

(1 + z%) exp{i (wt — kr)} - (e; X p) (12.39)

~.
0|ﬁm|a~ ol?v

/|\
3|~
I
~.
|

und

B— —ikV x Ki +#) exp {i (wt — kr)} - (fxﬁ)}
(5 + 55 ) @oPexpliter -0} &
1, ;3) exp {i (wt—kr)}) % (fxﬁ)}

— ik {—2 (% + zk1r3> (€& op)é + K% + #) _if67 — (% + %)} (7 x ﬁ’)} .
exp {i (wt — kr)}
zé[k(éxﬁ)xeﬁ+%(3é(éoﬁ) ﬁ)( f)]exp{z(wt—kr)} . (12.40)

In der Nahzone resultieren niit » — 0 die Naherungen

B~ _20—1:2 exp {i (wt — kr)} (& x p) (12.41)
E ~ ieXp {i (wt —kr)} (3 (& 0p)é —p) (12.42)



12.2. DIPOLE 411

Das elektrische Feld ist abgesehen von der Zeitabhangiglkech dem Feld eines elek-
trostatischen Dipols. Der Amplitudenfaktor der magnétest Induktion ist um den Faktor
’“—c’" kleiner als beim elektrischen Feld und verschwindet imisthen Fall. In der Fernzone

verhalten sich die Felder wie

2

B~ — . exp {i(wt — kr)} (& x p) (12.43)

cr
und
exp {i (wt — kr)} (6 X ) x & =cB x & (12.44)

E~—
,

Damit resultiert die zeitlich gemittelte radial abgestralheistungsdichte
K1

:EQMOJ[(BTX@X@?]X(@X?)}O(% : (12.45)

Zur besseren Ubersicht nehmen wir die Orientierung ¥en p,e; + p.€; und erhalten mit

—

e, =& x e, und (e x p) = peey fur [(& x p) x &] x (6 x p*) = |p|?e; und damit

S, = |p— (é;0D) e 2 (12.46)

E
NSRS

Die abgestrahlte Leistungsdichte nimmt zu héheren Fresprebzw. kleineren Wellenlan-
gen mit dem Exponenten vier zu. Diese Tatsache findet in dglelga- Streuung ihren

Niederschlag.

12.2.2 Magnetischer Dipol

Betrachtet man das Glied erster Ordnung 1 in (12.36, ergibt sich zunachst
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Agy = —ik / / / TPy @ o) & (12.47)

und nach Umformung

AOl_—zk/// )7+ (ero;> } ('r’ x})xe,d‘q” . (12.48)

Der erste Klammerausdruck im Integranden ist symmetrisauglich der Vertauschung
von ; und 7’ und gehort zu einem elektrischen Quadrupol. Wir werdenegiesusdruck
nicht weiter verfolgen. Betrachtet man den zweiten Klamanedruck, findet man mit dem
magnetischen Dipolmomend.31) das Vektorpotenzial eines magnetischen Dipols in der

Fernzone

A= Ho exp {i (wt — kr)} - /// ) d¥r (12.49)
4drr

Eine genauere Betrachtung des Vektorpotenzials, die iangie Raum auf3erhalb der Quel-

len gilt, ergibt fur Quellen, die klein gegenuber der Weldenge sind, das

Vektorpotenzial eines magnetischen Dipols

A= % G + zk) exp {i (wt — kr)} //7 (& x m) d®r . (12.50)

Vergleicht man diesen Ausdruck mit der magnetischen Indoktles elektrischen Dipols

(12.39, findet man sofort die magnetische Induktion des magretis©ipols, durch erset-

zen vonp' durch42 5 in (12.4Q

cexp {i(wt —kr)} . (12.51)
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In ahnlicher Weise findet man, dass das elektrische Feld dga@tischen Dipols mit dem
magnetischen Feld des elektrischen Dipols mit der gleiéhrsetzung wie oben aquivalent

ist

E=10 (1 4 ) (& x m)exp {i (wt — kr)} . (12.52)

47y ikr

Die radiale Abstrahlung im Fernfeld also wegén: c (E X eT)

— K'YrpoNZ e .. . L. o e 2
Sr—,r_2<E> .%[m_(rom)er] = . < [m— (e, omi)é&]”  (12.53)

12.3 Hertzsche Vektoren

Bereits in Kapitel7.5wurden die Vektorpotenzialg und F’ eingefuhrt, fir die bei Lorenzei-
chung in quellenfreien homogenen Gebieten vier entkopelmogene Wellengleichungen
gelten. Die Lorenzeichung verlan§to A + L2¢y = 0bzw.V o F + L 2¢,.. = 0. Of-
fensichtlich erscheint es Uberflissig, die Felder aus jeveeiei PotenzialelB = V x 4,
E=-V&g—2Abzw.D = -V x FundH = —V®,, — 2 F zu bestimmen, da sie ja

direkt tber die Lorenzeichung miteinander verknipft sWetlangt man

-~ 190

A=—=—"T
c2 ot

F=—-—7&, | 12.54
2ot ( )

resultiert aus der Lorenzeichung sofort
¢el - _6 o 7?e
Qbmagn - _6 o 7?m . (1255)

Somit lassen sich die Felder in homogenen linearen Mediemtsus derHertzschen Vek-

toren 7, und7,, mit
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, . 0.

B—gVXaﬂe

2 == 10%

E:V(voﬂ-e>_9ﬁﬂ-e

b--Ltgx 2z (12.56)

2 o '
S (o 1%

H:V(VOWm>_§ﬁﬂ-m

ermitteln. Sind sowoht, als auchr,, von Null verschieden, resultieren die Felder aus einer

linearen Superposition der Anteile vap undz. gemafr

o o (o 1 &2 ., o 0 R
E=V (V o 7Te) — ;@ﬂ'e — MMOV X aﬂ'm (1257)
H=v (v o 7rm> — S eV X o (12.58)

In den obigen Gleichungen ist Voraussetzung, dass keirenfteadungen und Stréme vor-
handen sein dirfen. Sehr wohl sind aber nichtlineare Raldgonen erlaubt. Wir verwenden

die etwas ungewohnliche Schreibweise
B = ppo (ﬁ + J%) (12.59)
D =ceoE + Py | (12.60)
in der in Mq und P, nichtlineare Anteile der Polarisation zusammengefasst £ie Max-

wellschen GleichungeW o B = 0bzw.V x E = 2B undV x H = 2D bzw.Vo D =0

fuhren nach einsetzen auf

- R 1 0% .
Vo l|ATm — =—=7m+Mq ) =0 (12.61)
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und

d 1 0 Py
a. A_)e_ _—_)e - =0
ot ( Te™ 22" + 550>

. 1 92 P
Vo(Aﬁe— 0 *+—Q>:0 . (12.62)

c? Ot? €€y

Die ersten beiden Gleichungen fordern

ATy — = =7 + Mg = V X kn (12.63)

und die letzten

1 62 Py - -
Tt 2=V xke |, (12.64)

c? ot? €€y

ATe —

wobei k. und k., zeitunabhangige Vektoren sind. Wenn sowshy und Py zeitabhangige

QuellgroRRen sind, so folgt, da§§ = 0 und Ee = 0 sein mussen, und damit resultieren

. 1 0% -
Aﬂ'm — gﬁﬂ'm = —MQ
1 0 Py
Mo — = =Tl = —— 12.65
m c2 atQW €€0 ( )

Die formale Losung dieser inhomogenen Wellengleichunghatir bereits in Kapitel 4 in
der allgemeinen Darstellung mit der Greenschen Funktioméegelernt. Die im vorherge-
henden Abschnitt festgestellte Analogie in den Feldernediglstrischen und magnetischen
Dipols hat also offenbar ihre tiefere Begriindung in der &xig der Hertzschen Vektoren,
deren Quellen sie sind und die Gber die vom Wesen her glei@letohungen12.57 auf die
Felder fuhren. Als Beispiel sollen hier die Hertzschen Wesh eines elektrischen und eines
magnetischen Dipols berechnet werden. Wir nehmen wieliibhkemonische Zeitabhangig-

keit an.
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Beispiel 12.3.1: Hertzscher Dipol
Wir betrachten den elektrischen Dipol, der audbrtzscher Dipol genannt wird, mitﬁQ =
Py - exp {iwt} -6 {r} -€,. Den Dipol kann man sich aus zwei Ladung@nund —@Q im

Abstand/ entstanden denken, wie in Abbilduh?.4dargestellt ist.

dl

Abbildung 12.4: Hertzscher Dipol im Koordinatenursprung | |-Q

Die Dipolstarke istPy = Qo -¢. Nach Einfuhrung der harmonisch zeitabh&ngigen Ladung
Q = Qo - exp {iwt} lautet das Dipolmomen® = Q {t} -¢-§ {#}. Mit der zeitlichen An-

derung des Dipolmoments ist ein Polarisationsstrom dehigic

v o 8 _’_ 3 (> — a . 3 (= . —
Jpol = —EP =(-5°{r} ezaQ = iwPyd” {7} exp {iwt} €,
=il, (-5 {7} - exp {iwt} &, (12.66)

verkniipft. Der mit/ = -1 formal eingefiihrte Strom flie3t als StromfadeninRichtung

und hat die Amplitudé, = POZ'“’. Anders ausgedruckt:
Man kann einem Stromfaden der Lange/ in z-Richtung mit harmonischer Zeitabhan-

gigkeit und Amplitude I, das harmonisch zeitabhangige Dipolmoment der Amplitude

P = ]OTE 5% {7} -E, (12.67)

zuordnen. Der elektrische Hertzsche Vektor resultiert im freien Raum

. o { -1+ 501}
e = /// / Py -8 {7} - exp {iwt'} &, - - dt’ &
t/
V/

Areq |77 — 7|
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1 1 P
= 47r€0P0 exp {iw (t — £> } ;52 = 47r€007’ exp {Z (wt — kT)} ‘e, (12.68)
und nach Ersetzen vah,
Il
e = 47T€00w7“ exp {i (wt —kr)} & (12.69)

Mit der Ermittlung des Hertzschen Vektors ist nun die Absiwag des Hertzschen Dipols

berechenbar, da keine Naherungen gemacht wurden.

Beispiel 12.3.2: Magnetischer Dipol

Als néchstes soll ein harmonisch zeitabh&ngiger magrietrdgipol untersucht werden. Die
magnetische Dipoldichte is/ = my - 6% {7} - exp {—iwt} &, die durch einen kreisférmi-
gen Stromfaden der Stromdichke- 6% {o? — r2} -6 {z} - exp {—iwt} -&, (in zylindrischer
Schreibweise) hervorgerufen wird, wie wir bereits aus Ab#t5.2 wissen. Die Flache die-
ser sogenannteRahmenantennebetragtrZ, die Anordnung ist in Abbildung2.5 skiz-

ziert.

g

Abbildung 12.5: Rahmenantenne im Ur- —

sprung des Koordinatensystems.
A%

Die Amplitude des Dipolmoments resultiert nadt89 ausmg = I, - - 72, so dass

M = mgexp {iwt} -0 {F} -& = Iy 2 exp {iwt} -8 {7} - €, (12.70)

den Ausgangspunkt zur Berechnung des magnetischen HentzSektors darstellt. Vollig

analog zum elektrischen Hertzschen Vektor folgt sofort
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2
Tm = Mo, exp {i (wt — kr)} e, = Ip- o exp {i (wt — kr)} - ¢, (12.71)
4mr 4r

und daraus die Abstrahlung der Rahmenantenne. Auch hiedlemukeine Naherungen zur
Berechnung vom,,, gemacht, so dass das Ergebnis im gesamten freien Raum ailli3den

Antenne glltig ist.

12.4 Multipole

Bereits in Abschnitt 5.2 sind wir der Multipolentwicklungtegnet, und im Abschnitt 11.2
wurde darauf hingewiesen, dass genauere Betrachtungeipale®zeigen, dass die dort er-
zielten Ergebnisse sogar exakt sind. Hier wollen wir die tipolentwicklung systematisch
entwickeln. Dafur ist es erforderlich, die aus Abschni@é #ekannten Kugelflachenfunk-
tionen zu Vektor- Kugelflachenfunktionen zu erweitern ueth @us der Quantenmechanik
bekannten Drehimpulsoperatiorinzufiihren. Wir betrachten im folgenden nur harmonisch
zeitabhéngige GrofRen. Zunachst wird eine allgemeine Lgyden Wellengleichung in Ku-
gelkoordinaten, die sogenannte allgemeine spharischenigider Wellengleichung erarbei-

tet.

12.4.1 Allgemeine sphéarische Losung der homogenen Welldaghung

Die homogene Wellengleichung fir harmonisch zeitabha@GigRen lautety) + k%) = 0.
Hier muss der Laplaceoperator in Kugelkoordinaten gesbken werden. Mit dem aus Ab-
schnitt 4.6 bekannten Produktansatz und den dort beregg#ihrten Kugelflachenfunktio-

nen erhalten wir

V= Ym = Re{r} Yem {00} (12.72)
lm
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mit der Bedingung

_(e+1)
or?2  ror r2

R=0 . (12.73)

Diese Differentialgleichung hat fast die aus Abschnitt Bekannte Form der Besselschen
Differentialgleichung. Mit der SubstitutioR = r3 -p{r} kann (L2.73 dann auch auf die

Besselsche Differentialgleichung

? 10 ., [0+
[W+Tﬁr+k_< r)

Uberfihrt werden. Die Losungen sind Besselfunktionen deinng/ + % mit Argument

=0 (12.74)

x = k -r. Zur besseren Ubersicht werden zweckméaRigerweise dieangeerspharischen

Besselfunktionenganzzahliger Ordnungeingefiihrt. Sie lauten

(o) = 4y ) = (y (L2) A

k) =2 Ny (o) =~ ot (B2 (12.75)
i) = o B0 (0 = o (e )+ i ()

Vo) = | B ok = o (e (o} = 1N ()

mit der Rekursion

20+1

Ze{z} = Zo {SU} + Zes1 {2}

—Zz{ } = (f Zevi{z} — (0 +1)Zea {:c}) 5 (12.76)

wobeiz, fur j,, ng, h oderhz stehen kann. Die sphérischen Besselfunktionen nullter und

erster Ordnung sind
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o fo} = sinx{x} i (o) = sinx{f} B cosx{x}
no {2} = cosx{:c} n {2} = _cosxgsc} B sinix} (12.77)
W () = —expfin} b (e} =~ exp {in)

Die spharischen Hankelfunktionen zweiter Art werden nwéiter betrachtet, da sie im Fall
verlustbehafteter Medien zu Feldern fihren, die mit wactieen Abstand zur Quelle anstei-
gen, was unphysikalisch ist. Zur Betrachtung von Nah- urrdfeklern ist es erforderlich,

Naherungen fur < 1,/ undz > ¢ zu betrachten. Sie lauten

r << 1,0

w o) ~ 2 DE (1 _ ) (12.78)

>/

je{z} ~ ésin {x—ﬁg}

™

n,{x} ~ é cos {:p — 55} (12.79)

(_Z')ZJrl

hﬁl) {z} ~ exp {iz}

T

Die allgemeine sphéarische Lésung der homogenen Wellatgleg lautet mit den sphéri-

schen Besselfunktionen

Uiy = (A e} + AL {kr}) - Yen {000} . (12.80)
lm

wobei wie bereits oben bemerkt der Koefﬁzieﬁnﬁ haufig zu Null gesetzt werden darf.

Will man die Felder von Quellen berechnen, bedient man seahGteenschen Funktion.
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FiUr die weiteren Betrachtungen ist es hilfreich, gleich @reensche Funktion des freien
Raums nach der allgemeinen Losung der homogenen Wellehgleg zu entwickeln. Die

Entwicklung soll also geman

ikl —
Gy = ST S ) N 8,6} Vi 86 (1281)
lm

4|7 — 7|

erfolgen. Substitution in der Helmholtzgleichung

(A+ ) G{F, 7'} = =6 {7 — 7} (12.82)
fuhrt auf
R I G V) I ST (12.83)
or2  ror r2 9= "0 '

mit der im Ursprung endlichen Losung

ge{r 'y = —ik jo {kro} -0 {krs} (12.84)

die im unendlichen eine auslaufende Welle darstellt. Zgsbeen Ubersicht wurde

r< = Min {|, ||}
r = Max {|, ||} (12.85)

definiert, so dass die Entwicklung der Greenschen Funktibn m

o) a
Gy =ik Y S jekre} -0 {kra} Yom {0.0) - Y7, (0.} (12.86)

=0 m=—¢
resultiert. Als letztes fiihren wir noch ddrehimpulsoperator [, ein, um uns die Mog-

lichkeit zu eroffnen, eine Ubersichtliche Herleitung deulipolentwicklung darzustellen.
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Wendet man den Laplaceoperator in Kugelkoordinaten auKdgelflachenfunktionen an,

resultiert nach Kirzen die vom Radius unabhangige Diffeatggieichung

— Lml{e} % (sin {0} %) + ﬁ&a—gﬁ} Yim {0, 0} =00+1) Yem {0, ¢}

(12.87)
die Ubersichtlicher mit dem Differentialoperatot
L2 Yem {0, 0} = —(0 +1) Yo {0, ¢} (12.88)
geschrieben werden kann. Dabei ist
[’=LoL=1L,+L;+L. (12.89)
mit dem durch das DrehimpuIsquantlﬁmgeteilten Drehimpulsoperator
[=—i (Fx ﬁ) . (12.90)

In Kugelkoordinaten bietet sich die Zusammenfassung deegiachen Operatorkomponen-

tenl, = (Lx7 Lyu LZ)T

Lx = iexp {ip} cot {0} - %

: -, 0
Ly = —iexp {ip} 90
(12.91)

zum Aufsteigeoperator,
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2 )
L+ = Lx+iLy = exp {ip} (% +icot {0} .%)

und Absteigeoperator

0 0
L- = Lx—tLy = exp {ip} <—% +icot {6} %) (12.92)

an. Diez- Komponente wird auch Polaroperator

0

Lz - _Z%

genannt. Wendet man diese Operatoren einzeln auf die Kagedfhfunktionen an, resultiert

mit den Rekursionsformeln iy,

Ly Yom =V —=m)l+m+1)Yomn
Lo Yem = V+m)(C—m+1) Yem (12.93)

L. - Yé,m = mYZ,m

Der Drehimpulsoperator hat die im Folgenden nutzlich ardi@nen Eigenschaften.

L’L=LL’
LxL#iL (12.94)
LA = AL

Wobei die letzte Gleichung komponentenweise zu verstetteand

191,

A== r— —
r Or? 72

(12.95)
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verwendet wurde. Aus der DefinitiodZ.90 folgen zuletzt noch die wichtigen Eigenschaf-

ten
Foll=0 (12.96)
und
. L —q 1 0 . o) I
VXL = o (sin {19}%81n {0} 00 * sin? {9}3—@2) o
10 0? 7 10 0?
=+ Ve - —— [ —_ 4+~ e . 12.97
Z(T89+8r89)69 sin {6} (7’3@—’_37’3@)% (12.87)

12.4.2 Multipolentwicklung

Fur die harmonisch zeitabhangigen Felder gelten homogetmahdltzgleichungen, genau-
er gesagt gilt die Helmholtzgleichung fir jede einzelne Womente. Die Multipolldsungen
dieser drei Gleichungen miussen aber gleichzeitig nochB = 0 bzw.V o E = 0 erfill-
len, was das Auffinden geeigneter Losungen weiter erschimedahr 1954 wurde von C.J.
Bowkamp und H.B.G. Casimir ein Verfahren vorgeschlages, @lase Schwierigkeit um-
geht, ohne auf Potenziale zuriickgreifen zu miissen. Siadbeen die skalare GrofFe C,

wobeiC durchE bzw. B zu ersetzen ist, und stellen fest, dass

A(Fo 6) — 7o AC+2V ol = 7o AC (12.98)

Wegenﬁ o C = 0 gilt. Die Lésung der Helmholtzgleichungen

)
(A+ k) (7o B) =0 (12.99)
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7oB = Z agvmfo égm
lm
7o E = by, i"0 Epm . (12.100)

Jeder Summand ist dabei der Beitrag eines Multipols der @rgi(?, m). Man unterscheidet

nach magnetischen und elektrischen Multipolen und defiaiar

magnetisches Multipolfeld der Ordnu§ m)

L 41
ro Bé,m = %g[,m {]{ZT’} YZ,m {97 ()0}

70 Eypm =0 (12.101
gean {hr} = AL, ng? (hry + A7 b {kr)

sowie ein

elektrisches Multipolfeld der Ordnur(g, m)

L = —L(0+ 1)c
ro by, = %fé,m {kr}Yem {0, ¢}

70 By = 0 (12.102
fom {hry = AD -0l (ke + AD 0 {kr}

wobei jeweilsE = £V x BundB = LV x E gelten. Daraus folgt sofort nach einsetzen

fur das magnetische Multipolfeld

—1

Fog:kifo(ﬁxﬁ>:ki(77xﬁ>oﬁ:%

C C

LoE . (12.103)

Damit haben wir wieder zwei Bedingungen, die das elektdsebld eines magnetischen

Multipols erfullen muss. Der Vergleich voi2.103 mit (12.102 fuhrt auf
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Lo Epp =000+ 1) gom {kr} Yem {0, 0} . (12.104)

Verwendet man hier die Identitat

R |
LOC = §(L+07+Lfc+)+LzCz
Cy = Cy£iC, (12.105

und beachtetl2.9J), resultiert, dass die Azimutale Ordnumgunter Anwendung des Aufsteige-
und Absteigeoperators konstant bleiben muss. Dies |&dsteicht erfullen, wenn fur die

Felder das

magnetische Multipolfeld der Ordnurig, m)

Evm = gem {kr} - (L Yom {0,0}) (12.106
3 -
B&m = —7— V X Ef,m

ke

gewahlt werden. Anwenden vohZ.109 fuhrt sofort auf {2.104 und (12.103, womit auch

der zunachst Gberraschende Faktorlia.£0) erklart ist. Analog folgt fur das

elektrische Multipolfeld der Ordnund, m)

Bowm = fem {kr} - (DY em {0, ¢}) (12.107
&

E_:g’m - Zk

V X Bf,m

Bezuglich der Ausbreitung in radialer Richtung sind die metgschen Multipolfelder trans-
versal elektrisch und die elektrischen Multipolfeldemnsaersal magnetisch, was sofort aus
(12.103 und (@2.103 folgt. Man nennt daher auch die magnetischen Multipo#eltE
Multipolfelder und entsprechend die elektrischen AnaldygMultipolfelder . Offensicht-
lich sind die erzeugenden Funktionen der Multipolfelﬂarg,m {6, ¢}. Man definiert die
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normierteVektor- Kugelfunktion

—

1 —
Xom = —=LYem {0, , 12.108
‘, E(E—i—l) l, { <P} (

die sich durch die Orthogonalitats- Eigenschaften

// XZ’,m’ o Xf,m dQ? = 5[,6’5mm’

/ / X © (77X X)) Q=0 (12.109

mit demRaumwinkel- Elementd*Q) = sin {#} df dy auszeichnen. Verwendet man diese
Orthonormalbasis zur Darstellung der Felderl.(0§ und (12.107, folgt jeweils fur das

magnetische Multipolfeld

Epm = I +1) - gom Keam (12.110)

und fur das elektrische Multipolfeld

Bim = U+ 1) fom Xim (12.111)

wobei die zugehorigen Feldé?&m und E&m jeweils durch Anwendung des Rotationsope-
rators gemaflR.10g und (12.107% gewonnen wird. Besteht das Gesamtfeld aus einem ma-
gnetischen und elektrischen Multipolfeld, ergeben siehFalder aus linearer Superposition
der Einzelfelder. Mit {2.110, (12.111), (12.106 und (12.107 resultiert das gemischte Ge-

samtfeld
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l

é = Z bz,mff,m ' ié,m + (1/27m . ﬁ X (gﬁ,m 'if,m)
l,m

ke
E =3 ayutm Xem =iz V X (fom Xem) - (12.112
lm

Die Koeffizienten resultieren wegehZ.99 sofort aus

1 -
A m:—k;ci//'FOBY*m d’Q
o 0+ -

O * fom = Q (12.113

kool B,
S [[FoE Yy, &
c\JI(l+1) // b

wobei

ro 6 X gé,mié,m = gﬁ,mFo 6 X ié,m - Z.gé,m V E(f + 1) “Yom (12114)

berticksichtigt wurde, und die zweite Umformung al®.97 resultiert. Bevor wir das Nah-
und Fernfeldverhalten untersuchen, interessieren wifiimdie Quellen, die die elektrody-

namischen Multipolfelder hervorrufen.

12.4.3 Quellen der Multipolfelder

Zur Erkundung des Beitrags spezieller Quellverteilungeden Multipolfeldern lassen wir
harmonisch zeitabhangige Raumladun@gnStromdichtenﬁ, und MagnetisierungeMq
zu. Bei allgemeiner Zeitabhangigkeit fuhrt eine Fouriatgse wieder auf die hier betrach-

teten harmonischen Quellen. Die Maxwellschen Gleichurigeten ahnlich wie in{.13

bis (7.16
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V x E = —iwB =
— — k—» — — —
VxB—i—E:uuo(jq+Vqu>

c
- 1
VoE =—p, (12.115)
SIS
VoB =0 ,

wobei fur die Quellen die Kontinuitatsgleichurigo, = Vo jq gilt. Da die Behandlung

divergenzfreier Felder einfacher ist, wird die Feldvaleab

E =E+—17, (12.116)
IWEE
eingefuhrt, wodurch sichl@.115 zu
ﬁxﬁurzwé:, ﬁxﬂ‘
wee
— — k —
VxB—zE "= ppoV x M,
VoFE =0 (12.117)
VoB =0

ergeben und aus den ersten beiden Gleichungen jeweils nagnden der Rotation und

Einsetzen der anderen Gleichung die Wellengleichungen

2\ 7 = 217 = =
(A+#) B = —iwegovx (k My +V XJ“)
(A+ k) B = —ppoV x (j'q VX Mq) (12.118)

resultieren. Auch hier werden wieder nur die skalaren Qrofe 53 und o £’ betrachtet.

Wir beachten

7o (ﬁxé) - (Fx 6)05:&06 (12.119)
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und erhalten ausl@.11§

-1
Lo (k;?M +V x]q>
WEE

(A+/{:2) (Fo E’) =
(A + 1) (Fo E) — —ippoL o (jq TV x Mq) , (12.120)

deren Losungen im freien Raum mit der Greenschen Funktion

= 1 - - = —ik|r — 1"
e P = /// Ll o (kqu + V X jq) eXp{ _)Z |7;, T |} d3r/
Arwee |77 — 7|

. . k7 — 7
oB_zM///L’ jq+VXM>eXp{Z|r lE g3, (12.121)

7=

lauten. Macht man jetzt auf der linken Seite den Summenar($at10Q fir 7o E' bzw.

7o B und ersetzt auf der rechten Seite die Greensche Funktich thre Entwicklung nach
Kugelflachenfunktionenl@.86, ergibt sich ein zunachst recht unibersichtlicher Auskiru
Zur weiteren Behandlung wollen wir annehmen, dass das k@draalb der Quellverteilung
gesucht ist, so dass i1Z.89 r. = ' undr. = r wird. AulBerdem fordern wir, dass
die Felder fur grof3e Werte von verschwinden sollen, was physikalisch sinnvoll ist und

in (12.8) aqu(Q) = 0 fuhrt. Einsetzen von1(2.110Q auf der linken Seite sowiel .89 auf

der rechten Seite fuhrt mit, ,, - 4731 = Qg UNdbg,, = b, - Aglr)n auf
L = —1 .
7ol = Z Z G WS {kr} Yom {6, 0} VO + 1)

:ZNMO///L/ jq+VXM)

ZZZZMT/{}JZ {kr' }hgl) {Er} Yem {0, 0} - Y, 10, ¢} S
FOE/:Z bgmhg {k?T}Yém{easp} V £+1

o Y g e -
ST ///L o (k: M, +V x;q) (12.122)
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SO iy (b0 (k) Yo (6,0} - Vi, (00} &
L m

woraus mit Orthogonalentwicklung urﬁd: weeg ity Sofort

ki,uuo ///—’ = = 7 : / oo 3,1
Qpyy = C———— L'o +V x M, kr'y Yom 6, d>r
n = (74 o) de '} Yo (0.6}

. kppo ///—* 277 = 7 N ~* ro 33,7
bom = —1l——— L'o(k“"Mq+V x kr'y Yy, ., 10, d’r
0, ) ( q ]q) Je{kr'} 0, 10,4}

(12.123)

folgt. Diese Ausdriicke sind exakt fir Punkte aul3erhalb dexli@erteilung. Etwas stérend
wirkt hier der Drehimpulsoperatay, den man aber mit den einfach nachzurechnenden Iden-

titaten

o (ﬁ x 6) = (Fo 6) _i9 (r2A6> (12.124)

substituieren kann, wenn jeweifs oder M, fiir C' eingesetzt wird. Mit etwas intensiver

Rechnung fuhrt teilweise partielle Integration auf daskéx&rgebnis

= ke
" 0+ 1)
B} N fe N D, N
: /// Yi,, - [jgv’ o (F’ X jq> n (v’ o Mq> i —H (r' ° Mq> Jz] &3
b = — P (12.125
((0+1)

. . N o =\, w0 )
-///YZm : {kQVo (r’ X Mq)Jz—k2 (T’qu)u—pg-@(r’:u)} d’r’
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wobeiV o j; = iwp ersetzt wurde.
Diese Darstellung der Multipolkoeffizienten wird Gberglan, wenn die Ausdehnung der
Quellen klein gegen die Wellenlange, alsd < 1 ist. Naherung der sphérischen Bessel-

funktion fur kleine Argumente ergibt bei Berlcksichtigusher jeweils kleinsten Potenz

. kZJrl,uMO €+ 1 .
am = =iy g (Mem - Mi)
k,ZJrl,uMO (+1
Ptim = e+nnV ¢ (Qem + Qim) (12.126)

mit den Multipolmomenten

Qom = /// Y}, 0d?r
/ —ik W~rx ! —/ 7 3./
Qe’ng—i——l r Yg7mVO<T XMq)dr
1 - -
My, = i /// r't Y7 m V'o (f” X jq> 43 (12.127)

My, = — /// Y7 V' o My d®

Das elektrische Multipolmomerd}, ,,, hat dabei die gleiche Form wie in der Elektrostatik,

was zu erwarten war.



Kapitel 13

Storungen

Stérungen in ansonsten homogenen Gebieten fuhren zurdéaéng der Felder und zu uner-
winschter Abstrahlung. Solche Stoérungen kénnen zum BeiBjchteschwankungen oder
Einschlisse im Material sein, aber auch Abweichungen vangiachen von der idealen
Form, z.B. Wellenleiterberandungen, welche zur Streulektmagnetischer Wellen fiih-
ren. Will man den Einfluss auf die Eigenschaften eines Bauetees, z.B. die Resonanzfre-
quenz eines Resonators oder den Ausbreitungskoeffizienéemes Wellenleiters erfassen,
bedient man sich sogenannter stationarer Ausdriicke. Inenlehen gewichtet man bei
diesem Verfahren die Abweichung mit den Feldern der ungest@®nordnung und gewinnt
daraus ein MaR fir den Einfluss auf die gesuchte GroRRe. Will dagegen etwas uber die
Grol3e der verlorengegangenen Leistung wissen, muss mahghstrahlte Leistung berech-
nen. Fir kleine Stérungen nimmt man dafur die sogenanntaddetder effektiven Quellen,

die wir im folgenden Kapitel herleiten werden.

13.1 Storungstheorie flr Streuung

Wir erinnern uns an die Maxwellschen Gleichungen in polararer Materie bei Abwesen-
heit von QuellenT.13 - (7.16. Ersetzt man in{.14) die elektrische Feldstarke durch die
dielektrische Verschiebunf = ¢, F + P (7.11), resultiert nach Multiplikation mit, und

433
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Anwendung des Rotationsoperators

x [ x (B~ P)| = -aB -9 x (ﬁxﬁ):—a(]%(ﬁxé)  (13.1)

Wir ersetzen weiteB = poH + MOM (7.12 und erhalten mit{.13

SAD -V x (Vx P = _WO% [V x ( +1)]
:_%%ﬁ—%o%ﬁxﬂ. (13.2)

Umsortieren fuhrt auf eine inhomogene Wellengleichungifédielektrische Verschiebung,

gﬁ

l82 M—ﬁx(ﬁxﬁ) : (13.3)

AD— ———D =
2 ot? c ot

Mit dem gleichen Vorgehen findet man eine Wellengleichumglfé magnetische Induktion

- 1 0

- 1 /= 0 = = = a7
AB_%@D:%(VXEP)—MOVX<VXM> . (13.4)

Bis hierhin sind alle Gleichungen exakt und es wurden keinschrankenden Annahmen
gemacht. Ist der Term auf der rechten Seite bekannt, kangestaSrte Feld sofort berechnet
werden. Im Allgemeinen trifft dies leider nicht zu. Die obstehende Gleichung ist aber
Ausgangspunkt vieler Naherungsverfahren. Fir die weitéseing machen wir einen Sum-

menansatz fir die gestorten Felder mit

—

=FEo+E ;3 P=P+F ; D=D

&

50 = 6050 + ]30 ;o Ds = eolis s (13.5)
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Fur die gestorten (Index ,s”) und die ungestérten Feldeddin,0”) gelten die gleichen
Wellengleichungen wie oben. Handelt es sich im ungestétédinzusatzlich um lineare ho-
mogene Medien, gilt als®, = =0 E, und B, = 10 Ho, ergibt sich die bekannte homogene

Wellengleichung fur die dielektrische Verschiebung

ADy — 2@DO 0
.10 -

Wir wollen uns zunéachst in sofern einschranken, dass wielamen, dass die Polarisationen
die gleiche Zeitabhangigkeit wie die Felder aufweisen. zaMaxwellgleichungen linear
sind, genigt es reprasentativ nur eine Spektralkompomentéourierzerlegung zu betrach-
ten. Als Zeitabhangigkeit verwenden wir im folgendes {iwt}. Damit reduziert sich die

Wellengleichung auf

— — — — ]{:0—» —
AD, + k2D, = —V x (v X Ps> 4o % M,

Co

AB, + k2B, = —poV x (ﬁ X M) tiky 20V X B . (13.7)

Die formale Losung der Wellengleichungi3.7) fir das StorfeldD; lautet

/// RO G (95 B) = if29 s 02| @t (138)
Ar|r— 7| Co

In der hier interessierenden Fernzone reduziert sich dseihg auf

- - exp{—ikor}

D, =k (13.9)
T

mit der Streuamplitude
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— 1 7 [ — — — — —
k= /// F9 (9% B) — 09 x Ms] - exp {—iky (" 0 &)} &
T

Co
o k(% -—» =4 — kO — 7 . —/ — 3 7
= tr €, X <Ps X er) +i— (er X MS> - exp {—ikor" o €,} d°r" (13.10)
T L Co

die in der letzten Darstellung nach partieller Integratiesultiert. Beim Schritt von13.9
nach (3.9 bzw. (13.10 wurde vorausgesetzt, dass sich die QuellverteilungerirNédhe
des Ursprungs des Koordinatensystems befinden. An dieslér Stll der haufig verwendete
Streuquerschnitt eingefuhrt werden. Er gibt an, wie grol3 die Streuamplituete gkstorten
Feldes im Vergleich zum ungestorten Feld ist. Man gibt dagiPdlarisationsrichtung}, des

gestorten Feldes vor und bezieht sich auf den Raumwiadkelso dass der Streuquerschnitt

do o k?
10 - 7| Tﬁo\Q‘ (13.11)
resultiert. Die Flachedo gibt an, durch welchen Ausschnitt der Kugeloberflaehie das
ungestdrte Feld strahlen musste, um die gleiche Leistudgrigewahlten Polarisationsrich-
tung zu erzeugen, wie das gestreute Feld. Anschaulich kanrsioh das durch ein Loch der
Flache do im Strahlkegel mit dem Querschnidi(? vorstellen. Genau wie fiib; lasst sich
auch fir B, eine formale Losung der Wellengleichuri3(7) ahnlich zu (3.9 und (13.10

mit

(13.12)

1 — —
L= / / / (o7 x (M x @) + ikoZo (& x B5) ] exp {~ikoi” 0 &} a7’
m

angeben. Die formale Losun@3.10 bzw. (13.13 der Wellengleichung13.7) fur das ge-
storte FeldD; ist natiirlich nicht direkt l6sbar. Hat man aber eine gutechidgzung fiir die

meist unbekannten Streupolarisationen, so fit8t10 auf eine erste Naherung filir, und
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tiber die Maxwellgleichung?(13 auch fiirH, und (13.13 auf B, und mit (7.14) auf E. Mit
diesen Resultaten korrigiert man die Storpolarisatiafen D, —c,Es und M, = iﬁs—ﬁs
und geht damit wieder in die formale Losurig(10 um eine Naherung hdéherer Ordnung zu
erhalten. Die Konvergenz der so entstehenden Reihen isaimmBn quantenmechanischer

Uberlegungen von Max Born eingehend untersucht worden.

13.2 Methoden der effektiven Quellen, Rayleigh Streuung

Die St(‘jrpoIarisationeMs und P, wirken wie Quellen der Storfelder i18.10 und (13.13.
Beschréankt man sich auf eine Naherung erster Ordnung, ilQdantenmechanik die so-
genannte Bornsche N&herung, erhalt man einen bereits im188i von Lord Rayleigh
angegebenen Formalismus. Wir nehmen an, dass die Storung dine kleine Abwei-
chung der Materialkonstanterunsy hervorgerufen wird. Es gelte in guter Naherlﬁg:

g0 (e + Ac) Eund B = pio (1 + Ap) H mit 25 < 1und 24 < 1. Die Polarisationsbeitrage
Sindﬁ:5—505:50(5—1)E+50A55:ﬁ)+éundM:]\Z/0+MS = %—ﬁ:

+

(n— 1) H + ApH, so dass fiir die Storpolarisationen

. Ay B Au B

MS:_/”L._E_“._O
e Ho K Mo

P=2p~25 5, (13.13)
15 9

angenommen werden kann. Man spricht in diesem Zusammerdaiyvoneffektiven
Quellen der in (13.13 angegebenen Starke. Handelt es sich bei den ungestodideri-e
um Reprasentanten einer ebenen Welle mit PolarisatiggiRichtung und Ausbreitung ge-
mafexp {—z’Eo F} in ¢-Richtung, so hange, = Dy -&; - exp {i (wt — ké, o 7)} Uber

50 =7- (e]; X ﬁ0> zusammen. Das gestreute Feld hat dann in der Fernzone dke Sta
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. k2D i
Dg = i % exp {i (wt — kor)} - /// exp {—iko (éx. — &) or'} -
r

: [%5, X (€q X €) +iA;Ll;]ZO€r x (e x eg)| d®r' . (13.14)
Ist die Wellenlange der erzeugenden Welle grol3 gegen dreliéghe Ausdehnung der St6-
rung, kann der exp-Term im Integral durch eins approximiegtden. Der Streuausdruck
entspricht dann hinsichtlich der Frequenz- und Winkelalgigkeit der in Kapitel 11.2 an-
gegebenen Dipolnaherung. Die effektiven Quellen verhadteh also wie magnetische Di-
pole, die die einfallende ebene Welle streuen. Man sprickiesem Zusammenhang auch
von derRayleighstreuung . Insbesondere der charakteristische Abfall der Strengitidt
mit wachsender Wellenlange, der mit* vonstatten geht, wie in 11.2 gezeigt wurde, ist ein

wesentliches Merkmal der Rayleighstreuung.



Anhang A

Haufig verwendete Begriffe

Linear

Als linear bezeichnet man den Zusammenhang zwischen zvdgie&en dann, wenn die
GrolRRen direkt zueinander proportional sind. Der Propodiibatsfaktor kann fur vektorielle
GroRen ein Tensor sein. Ist zum Beisgjilein Tensor, dann sind im allgemeinéhund £

nicht mehr parallel zueinander.

Isotrop
In isotropen Medien sind die FeldgroRéhund E bzw. B und H zueinander parallel, d.h.
D x E = 0bzw. B x H = 0. Dies bedeutet, dags] und [;:] nur noch Elemente auf der

Hauptdiagonalen enthalten, die alle gleich sind, so dasel « zu Skalaren werden.

Homogen
In homogenen Medien hangen die Materialparamgter und ¢ nicht vom Ort ab, d.h.

Vi =0,Ve=0undVeo = 0.

Monochromatisch
Monochromatische Funktionen sind harmonisch zeitablggrmgpbei nur eine Frequenz zu-

gelassen wird. Mit Hilfe der Fouriertransformation lasshgede beliebige zeitabhangige
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Funktion in eine lineare Superposition von monochromhgsd-unktionen entwickeln.



Anhang B

In der Vorlesung haufig benutzte

Rechenregeln

B.1 Differentialoperationen

V x (Vf) = (B.1)

(B.2)

V-(VxA)=0 (B.3)
V-(fA)=fV-A+A-Vf (B.4)
(B.5)

Vx(fA) =fVxA+(Vf)xA (B.6)
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V(A -B)=(B-V)A+ (A-V)B + Ax (V x B)+ B x (V x A) (B.7)
(B.8)
Vx(AxB)=(B-V)A - (A-V)B+ (V-B)A— (V-A)B  (B.9)

(B.10)
V(AxB)=B-VxA—-A-VxB (B.11)
(B.12)
Vx(VxA)=V(V-A)-AA (B.13)

Die Normal- und Tangentialkomponente eines Felfiean einer Flache errechnen sich mit

dem Normalenvektor auf die Flaclhezu

)i (B.14)
Fon = (A x F) x i (B.15)

Wenn flr zwei Vektoren gilt o b =0 (sie stehen senkrecht aufeinander), ergibt sich der

nitzliche Zusammenhang

(@xb) x@=(d@oad)b (B.16)

Seid = b x ¢mitbh o &= 0. Dann gilt

L axb - (¢xda
C:—’ b b:—» —
bob coc

B.2 Stokesscher Integralsatz

[ﬂﬁxfpd%sz%di. (B.17)

S Cs
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B.3 Gaul3scher Integralsatz

/V//ﬁoé{f} d’r :gz[zfé{f} o d*F (B.18)

B.4 Gaul3scher Integralsatz in zwei Dimensionen

Fur ein ebenes Problem (hier in der y- Ebene) mit stetig differenzierbarer Vektorfunktion
W = Wi{z, y}ex+Wa{z, y}é, reduzieren sich beide obigen Integralsatze auf die Gaef3sch

Integralformel

//( Wy — Wl)dxdy: Wo dl
Ox Cs

Diese Darstellung ist fir unsere Zwecke unhandlich und wircth die Substitutioml’; =

—Va, Wy = Vj in die Form

//( V1+ )dxdy— Wodl
Cs

uberfuhrt. Der Ausdruclg%vl + (%Vz kann mit demtransversalen NablaoperatorﬁT =
a%éer (%é;, vereinfacht geschrieben werden. Die Integration erfdbgiriein Flachenelement
4’5 = d%Se, = duz dye,. Im Linienintegral kann wegen der speziellen Wahl vordie
Normale auf den Rand der Flache = —ék + €, verwendet werden. Somit resultiert die

alternative Schreibweise

/ (%oV) d%:f Vordl | (B.19)
Cs
S

die den Namemivergenzsatztragt.
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Anhang C

Spezielle Koordinatensysteme

C.1 Generelles

Die Angabe eines Punktes im Raum erfolgt Giblicherweise éiibezahlentripe( A, Ay, A,).
Gemeint ist damit ein Vektor, der vom Ursprung des Koordinatensystems zu dem Punkt
zeigt, hier also” = A.ex + A€, + A,€,. Dabei bezeichned,, €, unde, die Basisvektoren

in z—, y— und z—Richtung undA, A, und A, die Komponenten des Vektors. Zeigt der
Vektor auf Punkte einer Kurve oder Flache, kann jede Komptaneon den Parametesn y
und z abhangen. Haufig ist es sinnvoll, auf ein anderes System asisBektoren , also ein
anderes Koordinatensystem gleichem Ursprungs, Ubereagefeil dann z.B. eine Kurve

oder Flache einfacher darstellbar ist.

Gleichzeitig mit dem Ubergang auf das neue Koordinatersyét, ¢, /) kann man auch die
Parametrisierung einer Kurve andern. Ublicherweise wélalh die Achsen des neuen Ko-
ordinatensystems als Parameter. Der Vekt@n Punkte einer Kurvekann somit entweder
im kartesischen System oder im neuen System dargesteliteweMischformen der Dar-
stellung kdnnen unter Umsténden die Rechnung erhebligkiinfachen. Beispielhaft kann

. also wie folgt dargestellt werden:
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( Adx,y, 2z} + Ay{z,y, 2}e, + A, {z,y, z}e, Darstellung a)
Adn,t, l}ex + Ay{n,t, (e, + A,{n,t,(}€, Darstellung b)
Az, y, 2}e + An{z,y, 2}e, + Az, y, 2}€,  Darstellung c)

| At n, e+ Au{t,n, }en + A{t,n, (}eé; Darstellung d)

Hier wurden die moglichen Darstellungsformen aufgelidtetien Fallen a) und d) handelt
es sich um reine Darstellungen mit Parametern und Baswsnezkiaus den jeweiligen Ko-
ordinatensystemen, bei b) und c) wurden jeweils die Parmmuetd die Basisvektoren aus

einem der beiden Koordinatensysteme verwendet.

Fir das neue Koordinatensystem werden meistens die NoumdlTangentialvektoren an
einem ausgewdhlten Punkt der Kurve bzw. Flache mit den Raeam(x, o, z0) bzw.
(to, no, L) gewahlt. Die Richtungen der Basisvektoren &ndern sicheni¥\ahl des Punktes,

woraus der Name begleitendes Dreibein entstanden ist.
Kurve

Allgemein kénnen die Normal- und Tangentialvektorgn und ¢ an eine Kurver, deren
Punkte durch den Ortsvektet{s} mit dem Kurvenparameter gegeben sind, wie folgt

berechnet werden:

P dz] . > _ &

t= el € = G (Tangentenvektor)

— 2 — n

=il a6 = = (Hauptnormalenvektor)
S0

cp = €, X €, (Binormalenvektor)

Flache
Wird als Referenz statt der Kurve eine Flachererwendet, hangt der Vektot,, der auf

Punkte der Flache zeigt, von zwei unabhangigen Flachemedeans, unds, ab. In diesem

Fall resultiert das begleitende Dreibein aus den beidegéiaalvektoren
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- 4 -
tl = _dser
$10,520
und
ng _d =
t2 dngA )
510,520

die nicht unbedingt zueinander orthogonal sifidb , > 0). W&hlt man

und Normieren

Der Normalenvektor auf die Flache wird wie Ublich Gber dasugprodukt

—

en:ang

gebildet. Legt manchen Ursprung des Koordinatensystertie iRlache, werden Punkte auf
der Flache durcl = s;e; + s, - €, beschrieben.

Zur Umrechnung der Basisvektoren, zeB = a,n{s1o, S20}€n+ai{s10, S20 } € +ae{s10, S20 } €
kann die Matrixform(é, €, €,) = M{s1o, 520} (€, €u, €¢)T verwendet werden. Im Fall von
ebenen und rdumlichen Polarkoordinaten sind die Umreafsmuder Basisvektoren in den

folgenden Abschnitten dargestellt.
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C.2 Ebene Polarkoordinaten (Zylinderkoordinaten)

In Bild C.1ist die verwendete Geometrie mit den Achsenbezeichnungetd Zylinderko-

ordinaten dargestellt.

Abbildung C.1: Zylinderkoordinaten

Definitionsbereiche ZT S e
Radialkomponente;, : 0 < p < oo It Ili'j
Azimutalkomponente; : 0 < ¢ <27 : P
Longitudinalkomponente, : —oo < z < 00 :
P

Die Parameter eines Punktes in Zylinderkoordinaten sinidiarien in kartesischer Darstel-

lung durch die Beziehungen

x = peos{g}
y = psin{¢}
i
p=a2+?

cos{o} =~

sin{} = %

verknupft. Koordinatenflachen sind die Flachen

p = konst: das sind gerade, koaxiale Kreiszylinder vom Ragiusit der z—Achse als

Zylinderachse,
¢ = konst: das sind die von der-Achse begrenzten Halbebenen,

z = konst: das sind Ebenen senkrecht zuAchse.
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Das vektorielle Linienelement lautet
dpe, fur¢,z=konst.
4l = pd¢eg flr p, z = konst.
dz e,. fur p, ¢ = konst.

Die Flachenelemente auf den Koordinatenflachen sind

p d¢ dz e, aufden Flachep = konst.
d’F=< dpdze; aufden Flachem = konst.
p dp d¢ e, aufden Flachen = konst.

Das Volumenelement lautet
d*r=p dp do dz.

Die Einheitsvektoren werden mit dem Parametgwie folgt ineinander umgerechnet:

€, cos{po} sin{po} O Ex
s = | —sin{gpo} cos{po} O e | >
e, 0 0 1 €,
(P)

€x cos{po} —sin{pp} O €,
ey, | = | sin{go} cos{po} O €h
e, 0 0 1 €,

(P)

Haufig ist die Vektordifferenz voi = 1€, + 15, + 3¢, undr’ = e’ , + rhel, + rhe’, mit

den Umrechnungsparametefnund ¢; zu berechnen. Es resultiert

P = [r1 — ricos{do — ¢y} — rysin{oo — ¢y} €,
+ [rg — rycos{go — ¢} + 7y sin{do — ¢ }] €

+ [T3 - ré] gz

Der Betrag wird mit
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|7 — 77|2 =2+ T’? — 217 cos{pg — Pp}
+ 73+ 7"3 — 2rorh cos{do — ¢}
— 2(ryry — rire) sin{gg — @5}
+ 72+ T’§ — 2131y
berechnet. Solange nur Ortsvektoren benutzt werden, diddrgprung ausgehen, verschwin-
den die GréRBem, undr) und die Differenz und dessen Betrag vereinfachen sich-mit

/ /. _ A |
p, Ty =p5rs =213 =2 ZU

Pyl = [p — p' cos{po — P} €,
+ p'sin{¢o — ¢} €,

+ (2 — 2)e,

bzw.

|7 — ﬁ|2 = p* 4 p? —2pp’ cos{p — b0}

+ (2 — 2)?

Das Kreuzprodukt der Einheitsvektoren an einem Punktiaute
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91919
dp | 0¢p | Oz
e,| 0| e |0
e, | 0| —€,] 0
e, | 0 0 0

Tabelle C.1: Partielle Ableitungen der Einheitsvektoren
und TabelleC.1zu

- ov ., 10V _ 0oV
V-V:grad/ = 6—p€p+;%€¢+$

R S 10 10 0
B =divB = ——(pB —B,+ —B
Vo div pap(p p)+p8¢ ¢+8z p
e 10 0 1 0? 0?
:A p—— —_— —_— —_—
VoV-V Vv 9 <p8pv)+p28¢2v+822v

_ 1 2 9 B
AB = (ABP — _QBP — —28—¢B¢) Gp

1 2 0
ABy— —By+ —~B AB,é,
+( VR p)e‘ﬁ ’

C.3 Raumliche Polarkoordinaten (Kugelkoordinaten)

In Bild C.2ist die verwendete Geometrie mit den Achsenbezeichnungetid Kugelkoor-

dinaten dargestellt.
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| .
Abbildung C.2: Kugelkoordinaten ’ ere—(;
Definitionsbereiche 0 g : &
Radialkomponentg, : 0 <r < oo :
Azimutalkomponente,, : 0 < <27 S : //—y>
Polarkomponente, Elevatiogh: 0 <6 <, ‘X/ -~ (_p_ _ :\_\l//

Die Parameter eines Punktes in Kugelkoordinaten sind miglén kartesischer Darstellung

durch die Beziehungen

x = rsin{0} cos{p}

y = rsin{0} sin{p}

z = rcos{0}
r = "x2+y2+2’2
cos{p} = S
+/r +y?
sin{p} = S
+y/ +y?
cos{0} = z
r
2 .2
sin{0} = + ’ ;y
sin{0} cos{p} = E
r
sin{0} sin{p} = Y
r

verknupft. Koordinatenflachen sind die Flachen

r = konst, das sind konzentrische Kugelflachen von Radim# dem Mittelpunkt im Ko-

ordinatenursprung,
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¢ = konst, das sind die von der-Achse begrenzten Halbebenen.

9 = konst, das sind gerade Kreiskegel vom Offnungswiikelit der =—Achse als Achse
und der Spitze im Koordinatenursprung,
Das vektorielle Linienelement lautet

dr e, fur 6, ¢ = konst.
=1 v sin{f} dp e, furr, 60 =konst.

r do eg. fur r, ¢ = konst.
Die Flachenelemente auf den Koordinatenflachen sind

r?sin{f} df dy ¢, aufden Flachen = konst.
&*r=19 rdrdfe, auf den Flachep = konst.

rsin{f} dr dp €y aufden Flachef = konst.

Das Volumenelement lautet
d*r = dV = r*sin{0} dr dy db.

Die Einheitsvektoren werden mit den Parametgrand ¢, ineinander umgerechnet:

e sin{fp} cos{wo} sin{by}sin{pe} cos{by} Ex
ég | = | cos{bp} cos{po} cos{b}sin{po} —sin{by} e |-
€ —sin{eo} cos{po} 0 €
Ex sin{fy} cos{wo} cos{by} cos{wo} —sin{po} e
ey | = | sin{bp}sin{po} cos{b}sin{po} cos{po} €p
e, cos{fy} —sin{fp } 0 €,

Die Vektordifferenz vorw = 7,6, + 7260 + 73¢, undr’ = 7' 1, + 1’5y + '3¢’, mit den

Umrechnungsparametegn undgyg, bzw. 6, undd; resultiert aus

=
|
=
I

T



454 ANHANG C. SPEZIELLE KOORDINATENSYSTEME

— 1 (cos{o — ¢} sin{f} sin{fy} + cos{f} cos{fy})
— 1 (cos{o — wy} sin{b} cos{y} — cos{f} sin{})
— rysin{po — o} sin{p}] &

+ [

— 7 (cos{o — p} cos{f} sin{} — sin{fo} cos{6y})
— 15 (cos{n — ¢} cos{bo} cos{} + sin{fo} sin{fy})
— rysin{po — ¢y} cos{bo}] &

+[rs

+ 7y sin{epo — ¢y} sin{6y}

+ rysin{py — ¢y} cos{f}

— rycos{wo — ¢y }] €

Der Betrag lautet

F—r 2 = 24— 2r 0y [cos{ly — O} + (cos{po — ¢} — 1) sin{fy} sin{6}}]
+75 4 15 = 2273 [cos{fo — 0} + (cos{po — @i} — 1) cos{bo} cos{6;}]
+75 41’5 — 2r3r'y cos{ipp — @}

+ 211 ro cos{fp } sin{fp } sin{pp} (sin{wo} — cos{wo})

+2ry ry cos{f} sin{0 } sin{e} (sin{e} — cos{ep})

—2ry 2 [(cos{po — o} + 1) cos{bo} sin{6} + sin{by — 6 }]
= 2r1 7y [(cos{po — ¢u} + 1) sin{bo} cos{b} — sin{by — 6 }]
+ 2ry r3sin{fy } cos{wo} (sin{wo} — cos{wo})

+2r) rysin{6} cos{gp} (sin{ep} — cos{p})

—2ry rysin{fo} sin{io — ¢}

+2ry rysin{f} sin{@o — o}

+2ry 73 cos{fo} cos{ipo} (cos{po} — sin{eo})
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+ 21y 1y cos{0 } cos{wp} (cos{ey} — sin{ep})
— 21y 15 cos{by} sin{pg — ¢i }
+ 215 13 cos{ 6y} sin{pg — ©p

Solange nur Ortsvektoren benutzt werden, die vom Ursprusgehen, verschwinden die

GrolRenrs, r3, 15, 5 und die Differenz und dessen Betrag vereinfachen sich zu

— 11 (cos{po — ¢y} sin{f} sin{by} + cos{by} cos{hy})] €
— 7 (cos{po — pp} cos{B} sin{fy} — sin{by} cos{6}}) €,

T4 sinfpo — @b} sin{h}e,

bzw.

|7 — 77\2 =72+ 'r"f — 21y 7'y [cos{by — 0} + (cos{po — ¢u} — 1) sin{6} sin{6;}]

Das Kreuzprodukt der Einheitsvektoren an einem Punkttiaute

5@ X €, = é}
Weiterhin resultieren Gradient, Divergenz, Rotation uaglace mit

Vogl oLt 0,510
~Tor T Prsin{6Yop | rof

und TabelleC.2

- v 1 oV 10V |
VV - gl‘ad/ = Eer + 774 Sin{@}%ew + ;%69

—
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456
9 9 9
or Oy ol
e | 0 sin{f}e, €p
€, | 0 | —sin{f}e, —cos{f}evd | O
e | O cos{0}e, —é,

Tabelle C.2: Partielle Ableitungen der EinheitsvektoreKugelkoordinaten

VobB=divB = m la (r?sin{0}B,) + (,fp(rB )+ ge(rsm{Q}Bg)}

.- 10 %) 1 0 0
V=AV = —— (2= — = = (gin{or =
Vov-V=2aV="105 (T 87’V) T {6y 06 (Sm{ }aev)

+T2 sin?{0} dp?

3 =rotB = 2 5111{9} [ge (rsin{6}B,) — 8(1 (ng)} B,
+m [QBT - % (r sin{e}B@)} é
1 [8 P r} .

<L
X

5 Lor 750~ g %

- 2 2 0 2 0
AB = |AB, — =B, — ———— 0}B —_—
[ 72 r2sin{0} 00 gg S0} Ba) = r2sin{f} Op
0 2cos{0} O 1

AB —_— —————By— ———B,| e,
i [ ot r2sin{0} 0p " * r2sin?{0} Op O r25in?0 w] “

2 0 1 2cos{0} O
AB —B,————Byg— —————B,]| ¢
[ " r2 06 r2sin?0 12 sin?{6} Oy 4 0

5]



Anhang D

Symmetrien

D.1 Symmetrieangaben

Eine Symmetrieangabe besteht aus der Symmetrieoperattbintem Bezug.

Symmetrieoperationen
- diskret:  Spiegelung, Rotation und Translation um festet&Ve
- infinitesimal (kontinuierlich):  Rotation und Translatio
Symmetriebezug: Punkt, Gerade (Achse), Ebene (Flache)
- Spiegelung an einem Punkt (=Inversion)
- Rotation um eine Achse

- Translation entlang einer Achse

D.2 Vereinfachungen bei kontinuierlichen Symmetrieope-

rationen

Vorteilhaft nutzbar fur Berechnungen von Feldern sind kanérliche Symmetrieoperatio-

nen.

457



458 ANHANG D. SYMMETRIEN

kontinuierliche Rotationssymmetrie um diez—Achse:

4y
dop
Begrindung :
N{¢+ Ap} = N{¢}
Ay MO AGE - N{gp
do Ap—0 A¢
kontinuierliche Translationssymmetrie entlang dee—Achse:
4y
dz
Begrindung:
N{z+ Az} = N{z}
iN ~ lim N{z+ Az} — N{z} _0
dz Az—0 Az

D.3 Spezielle Symmetrien

Geradensymmetrie(unendliche Ausdehnung in einer Richtung)

in kartesischen Koordinaten: (unendlichzinRichtung)% =0

Kreissymmetrie

in Zylinderkoordinaten: (kreisférmige Anordnung um dieAchse)d% =0

Ebenensymmetrie(bzgl.x — y—Ebene)
Ebenensymmetrie = 2-dimensionale Geradensymmetrie

in kartesischen Koordinater: = 0 ,diy =0

Zylindersymmetrie (Axialsymmetrie)
Zylindersymmetrie = Geraden- + Kreissymmetrie

d _9

in Zylinderkoordinaten:f; =0,

Kugelsymmetrie
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Kugelsymmetrie = 2-dimensionale Kreissymmetrie

in Kugelkoordinatens; =0, 4 =0
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Anhang E

Abklrzende Schreibweisen fur die

Ladungsdichte

Mit den Abkurzungen fur die Diracfunktion
o{r—ro} = Flache mit Flachennormaig,

z.B.ry =2¢-¢¢ = Ebene durclx = x,
5?{r— 7y} = Linie entlangr,

z.B.7 = (rg, ¢0,0)1' = Gerade parallel za—Achse mit

Abstandr, und Elevationy, (genau: Linie entlangp)
53{F— Fo} = Punkt beir = 70
wird die Ladungsdichte in speziellen Fallen durch folgende Grof3en ersetzt:

Ladung Formel Starke Einheit

Volumenladung o 0

Flachenladung

Linienladung

Punktladung

oL - 02{r — 7o}
0D 53{F— Fo}

oL
op =@

[

os 6{7— 70} 0s [0s] = Asm
[
[
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Anhang F

Losungsansatze flr

Differentialgleichungen

Gegeben ist der Variablenvektdr= (z,y, 2)7, der die Variablen:, y und z zusammenfasst,

und eine GrofRe V, die von dem Variablenvektor geia® V {r} = V{z,y, z} abhangt.

F.1 Differentialgleichungen mit Ableitungen nach nur ei-

ner Variablen

F11 Lv{z} = f{z}

Ansatz:direktes Integrieren

V{z} = /f{x'} de’' +C = /f{x'} da’ + V{xo} (F.1)

wobei C' = V{z,} sein kann. Dabei ist, zunachst beliebig, die optimale Wahl ist eine
Stelle, bei der eine Randbedingung fir den Wert von V vorgegast. Lasst sich keine

Losung finden, kann sie mit den Ansatzen aus dem nachstern gesucht werden.
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F12 Y ki--Lv{z) = f{z}
Ansatze:

1. héufig erfolgreich: Exponentialansatz:

V{iz} = Vi - exp{Ar} = Vo exp{A(z — a0)} (F2)

2. sonst Reihenansatz:

V{z} =3 Vi@ —wo) (F3)

3. oder Reihenansatz spezieller Funktionen (Eigenfun&tialer Geometrie):

V{z} => Vi-fi{a} (F.4)

F.1.3 LoOsung der Besselschen Differentialgleichung

Ein wichtiger Spezialfall einer Differentialgleichung tibleitungen nach nur einer Varia-
blen ist die sog. Besselsche Differentialgleichung, dgbesondere bei der Losung der La-
placegleichung in Zylinderkoordinaten in Abschritl.4bereits aufgetreten ist. Wir hatten
dort durch Variablentransformation die GleichusglQ]) erhalten:

d2 2

Rl R+ (125 ) R} =0 (F5)

Zur Loésung macht man einen Reihenansatz

R, {z} = a“ Z a; ! (F.6)
=0

und erhalt

a=+m (F.7)
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und die Rekursionsformel

1
a’?j = m(]&j,z (F8)

fur die geraden Koeffizienten. Alle ungeraden Koeffiziersil Null. Durch Iteration findet

man unter Benutzung der Gamma-Funktion n&chd3

['{p} = /et APl dt (F.9)
0

(=1 T {a+ 1}
= - a,
2T {j+a+1} °

Ublicherweise wahlt man, = [2°T {« + 1}]~' und erhalt mitx = m die bekannte Lésung

aus 6.102

(F.10)

a2j

Refet=Iniat = (5)" i (-1 (g)Qj . (F.11)

= JT{j+m+1}
Aus der Reihenentwicklung entnimmt man, dass gigH z} fur kleine Argumente verhalt

wie 2™,

m ]
IJm {2z} =~ <£> — fir |z|<1 und m=0,1,2,... (F.12)
2 m!
Dagegen divergiert
Non {} = lim dedzheosion} = Joa iz} (F.13)
a—m sin {ar}
fur kleine Argumente,
— 1) /2)\"
N {2} =~ _m =1} (—) fir |z]<1 und m=1,2,... (F.14)
m x
2 x ..
No(z) ~ = [mi n E} fiir || <1 (F.15)
T

wobei ' = 0.57721566 die Eulersche Konstante bezeichnet.
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Fir groRe Argumente — oo verhalten sich die Funktion,, {z} undN,, {z} wie gedampf-

te phasenverschobene Cosinus- bzw. Sinusfunktionen

2 T mm
~ 1/ AL G F.1
Jm {2} 7mcos{:c YR } ir oz —o00 | (F.16)
N {2} ~ | = in{ —f—m} fiir o — (F.17)
miz} [ —sinqz— == ir z—o00 :

Der Ubergang von der Kleinargument- zur GroRargumentnéigeerfolgt beir ~ m .

F.1.3.1 Fourier-Bessel Reihen

Die Besselfunktioneq,, {x} haben, wie man an der asymptotischen Entwicklung fur grof3e
x erkennt, eine groRe Ahnlichkeit mit Winkelfunktionen. lblesondere besitzen sie unend-

lich viele Nullstellen7,, ., die
I {ATmnt =0 fur n=123,...

erfillen.

Die ersten Nullstellen fiin > 0 sind:

m=0 : Jo,=2405, 5520, 8.654
m=1 : J,=3832,7016, 10.173 (F.18)
m=2 : Jon=05.136, 8417, 11.620
Fur hohere Nullstellen gilt nach(15 die asymptotische Formel
mm s

o N _—— . F.19
TIm, nm + 2 1 ( )

In Analogie zur Fourier-Reihenentwicklung einer Funktianm Beispiel in .26, fragen
wir nach einer Reihenentwicklung einer beliebigen Funktfd p} auf dem Intervall <

p < ainder Form

J: m’”p} , (F.20)

a

f i} = Zc;n,nmm{
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wobeiC;, , konstante Koeffizienten sind. Die Darstelluirg?0) bezeichnet man afourier-
Bessel Reihe Im Argument der Besselfunktion treten die Nullstell&p ,, der Besselfunk-
tion J,, {=} auf. Der Indexm erinnert an die Ordnung der Besselfunktion. Die Entwicklun
(F.20 ist natdrlich nur sinnvoll, wenn die Funktiongrp J,,, { . - p/a} flirn =1,2,3, ...
ein Orthogonalsystem bilden, was zudem vollstandig isis¥@ndigkeit bedeutet, dass man
jede auf dem Intervaldl < p < a quadratintegrable Funktion in der ForZ0 darstellen
kann.

Zunachst erfillen die Funktionen, {J....p/a} die Besselsche Differentialgleichung (ver-

gleiche 6.101)

1d d Trnnp Tpn  m? TP\
;d—p<pd—me{ a D*( ). g0 2D

Zum Nachweis der Orthogonalitat multiplizieren wir mpi§,,, { 7. p/a} mit n' # n, inte-

grieren von) bisa und erhalten

a

T P d d TmnpP
m ) m ) d
/J{ a }dp(pdpJ{ a }) ’
0
f jr%n 2 m,n’ m,n
a p a a
0

An den Integrationsgrenzen= 0 undp = a gilt J,, {M} pdip Jm {M} = 0, so dass

a a

(F.22)

das erste Integral inf(22 durch partielle Integration einfach umgeformt werdenrkaas

folgt

(F.23)
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Schreibt man denselben Ausdruck noch einmal, nachdemngagenn’ ausgetauscht hat,

und bildet die Differenz, dann ergibt sich

(Tion = Tont) / pIm {j’”c;”'p } I {‘7”;"” } dp =0 . (F.24)
0

Fur verschiedene Nullstellef,, ,, und 7, ., der Besselfunktio,, {7} sind also die Funk-

tionen,/p Jo { Tmp/a} und/p Jom { Tmnp/a} auf dem Intervall < p < a orthogonal.

Fur die Normierung erhalt mam = »’) mit Aufwand nach gehoriger Rechnung

r Tingn a’
[on{ Pt a0 =Gt (F.25)
0

Die Gleichungenk.24) und .25 kann man zu

2 / jm n’p} {jm np}
Jm : Jm : dp =0p . F.26
a? J72n+1 {Tmn} 0/p { a a P 7 ( )

zusammenfassen. Damit bilden die Funktionen

{ } — \/é\/ﬁ‘]m {jm,nf}
S VN o

fur jedes festen ein Orthonormalsystem auf dem Internvalk p < a.

n=1,23,... (F.27)

Zum Nachweis der Vollstandigkeit, die erforderlich ist desich jede Funktion als Reihe mit
diesen orthonormalen Funktionen darstellen lasst, maeliém wir die Reihenentwicklung

(F.20 durch Umnormierung und Benutzung der orthonormalen Ran&hg,, ,,

S " = " \/Q\/ﬁ Jm {jmﬂﬁ}
=N g ot =S "C" ol F.28
fin} ; nImn {0} nz::l NN A (F-28)

Zur Berechnung der Koeffizienterf, ,, dient

/ AP} g {0} dp =3 / O o {0 Gt 1) dp = 60 € (F.29)
0 n=17

also
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. = / £ {0} gmn (0} dp . (F.30)
0

Die §-Funktiond {p — p'} hat die Entwicklungskoeffizienten

a

Crn {0’} = / 6 {p ="} gmn{p} do = gmn{r'} (F.31)
0
und besitzt demnach nach.28 die Darstellung

00 o0 ZWJm {jm,n%} Jm {jm,ng}
5 — o} = m,n ' m,n =
{p—10"} ;g 210"} Gmn {0} ; a2 2, 1 {Tmn}

(F.32)

auf dem Intervalll < p < a. Man kann mit dem OrthonormalsystefZ7) also died-

Funktion darstellen. Das bedeutet aber, dass wegen

o0

fr} = / o=}y Y dp = [ / gmn 10"} f{P'} dp’] gmnir}t  (F.33)

0 =110
jede beliebige Funktiorf {p} in der Entwicklung nacly,, , {p} dargestellt werden kann.
Folglich ist das System,, ,, {p} vollstéandig. Man bezeichnef @32 als\ollstandigkeitsre-
lation .
Das Handhaben des Orthonormalsystems bereitet Gblicherweise einige Schwierigkei-

ten. Man kann alternativ auch die Entwicklung

f{p} = i Conn Jm {Jm,ng} (F.34)

verwenden. Die Koeffizienten werden dann rsitl23 aus

_ 2 a P

bestimmt.
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F.1.4 Losung der Legendreschen Differentialgleichung

In Abschnitt5.1.5waren wir bei der Losung der Laplacegleichung in Polarkoaign auf

die Legendresche Differentialgleichung nabtil&?)

d m?

S la-mtea)+ (wn-5 ) ecmr =0 F39)

gestoRRen. Betrachten wir zunachst nur den Speziaifak- 0, d. h. wir untersuchen Proble-

me mit azimutaler Symmetrie. Die Legendresche Differdglggchung lautet dann

£ (<1 L p) L+ P =0 (F37)

Fir ein physikalisch realistisches Potenzial in einem &efit AV = 0 sollten die L6-
sungsfunktionen im Intervall < 6 < 7, d. h.—1 < x < 1, stetig sein und endlich bleiben.

Als Losungsansatz dient die Reihe

pP{z} =2 i ajx’ . (F.38)
=0

Einsetzen in.37) liefert

D ap P a+ ) (a+i—1) = a; 2" ((a+ ) (a+i+1) —L(l+1)) =0 . (F39)
j=0

In dieser Entwicklung muss der Koeffizient jeder Potenz wdiir sich verschwinden. Das

erfordert

(a+g)atj+h)—ll+1)
(a+j+1)(a+j+2) !
welches die ungeraden bzw. geraden Koeffizienten ¥a88( in Beziehung setzt. Nimmt

, (F.40)

@jt+2 =
man nur gerade Koeffizienten ik.88 mit,

j=0
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so ist dies mit.38 bereits eine Losung vori-37), wenn man noch die aub.@9 fur j = 0
unday # 0 folgende Bedingung(a — 1) = 0, d. h.aw = 0 odera = 1
verlangt.

Eine entsprechende Ldsung gibt es auch fur ungerade Keettiéi(a; # 0)

P {.CC} =z Z QA25+1 x2j+1 , (Oé = (0 odera = —1) . (F42)
j=0

Diese Losung mitv = —1 ist &quivalent zur Lésund~41) mit « = 0, und die mitae = 0 ist
aquivalent zu derjenigen ifF41) mit « = 1. Es genulgt also nur eine der beiden Losungen
zu betrachten.

Wir verwenden die Loésungen aus.41) weiter, welche mitv = 0 bzw. o = 1 zwei linear
unabhangige Losungen voR.87) sind und somit die Lésungsgesamtheit ergeben. Die Rei-
hen konvergieren fir-1 < = < 1, aber sie divergieren im allgemeinen fiir= +1, wenn

die Reihen nicht abbrechen. Die Reilfe4) mit o = 0 bricht flr geradzahligé ab, die mit

« = 1 fur ungeradzahligé, wobei noch/ > 0 gilt. Es gibt also nur fir ganzzahligeL6-
sungen, die fur = +1, d. h.0 = 0 oderé = =, also auf den Polarachsen einer Kugel nicht
divergieren. Diese abbrechenden Reihen sind di&.ib5g bereits eingefiihrtehegendre

Polynome

df

J4
rar® Y 49

ﬁg {SC} =

die konventionell so normiert sind, daé‘g{x =1} = 1 gilt. Legendre Polynome niedriger

Ordnung sind

Py{z}=1

Py {z}=z .

P, {x}:%(?)xz -1 (F.44)
P {z}=1(52® — 3z) ,

Py {z}=1(352* — 3022 + 3)
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Die Legendre Polynome bilden ein vollstandiges Orthogeysaém von Funktionen auf dem

Intervall -1 < z < 1.

Zum Nachweis der Orthogonalitat geht man von der Diffesdgteichung F.37) aus und hat

/1153, {d% <(1 - :cQ)d%ﬁg> + (0 + 1)154 dz =0 . (F.45)

-1

Partielle Integration des ersten Terms liefert wegefl — I’Q)d%pg =0firx ==£1

1

/ {(gﬂ — 1)%15@% P00+ 1)1%154 de =0 . (F.46)

Schreibt man dieselbe Beziehung hin, nachdem fnard ¢’ ausgetauscht hat, und bildet die

Differenz der Ausdricke, dann folgt

1
(C(t+1) =0 (' +1)) /15@154 dz =0 . (F.47)
-1
Fur ¢ £ (' folgt die Orthogonalitat. Fuf = ¢’ liefert die direkte Auswertung mit-facher

partieller Integration

1 1
1 d’ d’

2 _ 2 1 e 2 1 l
/P‘f de 224(6!)2/ i@~ gl — 1) de
—1 -1

()" | @
—1 2 l 2 4
= CZIE /(aj - 1) dx%(x — 1) dx
-1

(
(_1)(4(26)! (=122 h(e)? 2 (F.48)

(2 e+ 2U+1

Also ist



F.1. DGL MIT ABL. NACH NUR EINER VARIABLEN 473

1
2 1 ~ ~
ET* B {2} By {2} dz =6, (F.49)

-1
die Orthogonalitatsrelation der Legendre Polynome.

Die Legendre Polynome sind sicher vollstandig, denn infedadlichen Intervall 1&sst sich
jede stetige Funktion sogar gleichmaf3ig durch Polynomeoxppieren. Auf dem Intervall
—1 < z < 1 lasst sich jede quadratintegrable Funktjpfiz} als eine Legendre Polynom

Reihe darstellen

fAxy = ab{x} (F.50)
=0
mit Koeffizienten
o 2g+ ! /f{:p} P{z} dz . (F.51)

Aus dem bislang gesagten geht hervor, dass die allgemeisignigtder Laplacegleichung

(F.37) mit azimutaler Symmetrién = 0) durch

[e.e]

. r\°¢ rax 1\ -
Vit =V {r0} = ; (Bu (%) + Bay (70) ) Py(cos {6}) (F.52)
gegeben ist.

Die Lésung der allgemeinen Legendreschen Differentiagleng .36 mit m £ 0, aber
m ganzzahlig, kann man mit &hnlichen Methoden finden, wie dbem = 0 beschrieben.
Man findet jedoch nur Polynomldsungen vén3g), die fir ganzzahligé > 0 beiz = +1

nicht divergieren, wenn

me{—l;—(l—1);...;0;...;({—1);¢}

also |m| < ¢ (F.53)

gilt. Fur ein vorgegebenesgibt es also nuf2¢ + 1) mogliche Werte vonn. Hierbei er-

innern wir uns, dass nach.(59 ¢ gerade die radiale Form des Potenzials charakterisiert.
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Die Lésungsfunktionen vorH36) heil3erzugeordnete Legendre Polynomend lauten fur

positivem

m

m 2m2d
P {} = (=1)"(1 = )"

Pz} . (F.54)
xm
Die zugeordneten Legendre Polynome heil3en &egendre Funktionen und werden hau-
fig in der Formp}* geschrieben. Wegen der Verwechslungsgefahr mit der Heteng wur-
de hier die Schreibweisey ,,, mit zwei Indizes unten gewahlt.

Da in der DifferentialgleichungR;36) nur m? vorkommt, sindpP;,, {=} undP, _,, {x} pro-

portional
{—m)!
Pem {1} = (—1)" Ef . mil Pem {2} . (F.55)
Fur positive und negative: gilt die Formel
(_1)m 2\m/2 frm 2 ¢
Pom {2} = 5071 (1—27) dme(:U - 1" . (F.56)

Fur festesn bilden die Funktionep,,, {z}, ¢ = 0,1,2,... auf dem Interval-1 < z < 1

ein vollstandiges Orthogonalsystem mit der Normierung

C+1(0—m)!

1
2 (0+m)! /Pé’vm {2} Pom Az} do =000 . (F.57)

-1

Zugeordnete Legendre Funktionen niederer Ordnung sind

Poo =1

NI

P11 = % (1— 552)

Pio=2

NI

P11 =—(1—2?)

P22 = % (1-— 372)
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PQ’_l = 57 (1 — IL’Q)% (F58)

F.2 Differentialgleichungen mit Ableitungen nach mehre-

ren Variablen
VE = f{f} ,AV =g¢{f}

F.2.1 Separation mit Summenansatz fulV E = f{7}

rechteSeite in Summe aufspalten
AT = k- {7} + ko ST} + ks f3{7)

Eine Bedingung fir die; ergibt sich durch Einsetzen in die Differentialgleichuagsei
weitere aus den Randbedingungen.

Zuordnen der Summanden zu denen der linken Seite:

d =
G e = e 1)

weiter mit direktem Integrieren na¢hl.],

zB.furr,=2z , ¢, =é

E-éX:/fl{F}derCl{y,z}

oder mit den Ansatzen naé¢hl.2.
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F.2.2 Separation mit Produktansatz furAV =g

Funktion delinken Seite als Produkt schreiben:

V = Vi{z} - Va{y} - Va{z}

weiter mit Summenansatz na&t.1 Funktion derechtenSeite als Summe schreiben und

Summanden der linken und rechten Seite einander zuordnen

g=Fki-g1+Fka-g2+ks-g3
Vo Vs AV =Fky-g1, ...

AV, = k-
1 V,Vs 19
1
AV = ko -
S ATANE
1
AVy = ks
3 AR 3°9d

weiter wie unter PunkiE.1 beschrieben.



Anhang G

Polarisation von Materie

Der Einflu3 von Materie auf das elektrische Feld wird beidirem Medien durch die Dielek-

trizitatszahl in D erfasst. Allgemein gilt aber zunachst

D=cy-E+P (G.1)

wobei angenommen werden kann, d#sson E abhangt. Diese Abhangigkeit lasst sich
durch eine Taylorreihe darstellen. Mit = Pi-é. + P,-e, + P,-e, und B = Ey -é +
E

v -€y + E, - €, resultiert zum Beispiel

P = P X|E:0
d d d

+—P| E+ —P| E, +—P| E,
dEy E=0 dEy E=0 ' dE, E=0
1 1 d 1 d

+ = P, 2+ 2 P, E? + = P, E?
2 dE2" |5, 2dE2 | Y 2dE Y|,

d? d? d?

+ P EE, + ———P,| E\E, + P.| E,E,
dE B, |, Y T dEdE, *|p, dEydE, |z
1 d p o (G.2)
6 dE}% b'e E:O X . .. *

Genauso lassen sidh und P, darstellen. Ublicherweise kdnnen Ableitungen der Ordnung
zwei und hoher vernachlassigt werden. Wenn auch die pelrnteaﬁ’elarisatiorﬁo = 13’ B
E=0

wegfallt, spricht man von einem linearen Medium. Dann drgith in Matrixschreibweise

477
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P=cy-[x]-E (G.3)
mit
d d d
d—E'x PX dE, Px dE, PX
colxel = | 43 Py d%y P, &P, (G.4)
d d d
aw oam Boam B ) | s,

In isotropen linearen Medien existieren nur die ElemenfelauHauptdiagonalen vory.|,

es gilt also
d
=P 0 0
Eolxe] = 0 d;y P, 0 : (G.5)
o0 &R )|

Sind die Medien zusatzlich noch homogen, werden alle El¢éenauf der Hauptdiagonalen
gleich groReoxe = w5 P l5_o = d—gy Py lpo= 35 P oo

und es gilt

—

5:50(1+Xe)-E:50-5-E. (G.6)

Manchmal existiert in einem ansonsten homogenen, ling&getmopen Medium noch eine
permanente Polarisatidf,. Dann ergibt sich eine Uberlagerung aus der feldabhéngigen

der permanenten Polarisation

ﬁ = ﬁo + 5OXeE (G7)

und es ergibt sich

5:ﬁ0+€0€'ﬁ. (G8)



Anhang H

Diskussion der Potenziale

H.1 Potenziale ininhomogenen Medien

Im polarisierbarer und magnetisierbarer Materie mit Inee& eitfahigkeito gelten die Max-

wellgleichungen

Uxi=j+ol+ D | (H.1)
L 9 -
pu— ——B H.2
V xFE P , (H.2)
VoD=op |, (H.3)
VoB=0 . (H.4)
Aus (H.4) folgt wie bisher
B{Ft} =V x A{Ft} . (H.5)
Nach einsetzen irH.2) resultiert
Fe—vao,- 24 (H.6)
- el ot .

479
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In polarisierbaren Medien muissen die PolarisatioRemd M/ beriicksichtigt werden. Beide
kénnen je in einen eingepragten Antgjl, M,, den linearen AnteiP,y, = eo(e —1)E, M, =
(1 — 1)H und einen nichtlinearen Anteif, { £}, M, {H} mit nichtlinearer Abhangigkeit

vom Feld zerlegt werden. Es resultiert also fur

D= Py+eyc-E+ Py{E} (H.7)
B = poMy + ppoH + poMu{H} . (H.8)

Umformen von H.1) ergibt mit (H.8) unter Berticksichtigung, dagortsabhangig sein kann

V x (—MO - —B— —Mnl{H}) =j+0E+—FE . (H.9)
I fohto I ot

Entsprechend ergibt sich nach umformen v} mit (H.7) unter Berlcksichtigung, dass

¢ ortsabhéngig sein kann

Vo(Py+ey-e-E+Py{EY)=p . (H.10)

Diese Gleichungen lassen sich nicht voneinander entkopfsl gibt in der Literatur ver-
schiedenen Naherungen, mit denen Teilaspekte in nichtiémaViedien beschrieben werden.
Hier sollen im weiteren keine nichtlinearen Medien mehraaitet werden. Dann lassen
sich aber auch sofort wegen der Linearitat der Gleichungen z6sungen voneinander se-
parieren: Eine LOsung, die auf den eingepragten PolasisatiP, und M, basiert, und eine
andere L6sung, die Losung der verbleibenden Maxwellgleigen ist. In inhomogenen li-
nearen O, {E} = 0, M, {H} = 0) Medien ohne eingepragte Polarisatidh & 0, M, = 0)
lauten somit die Maxwellgleichungehi (1) und H.3)



H.1. POTENZIALE IN INHOMOGENEN MEDIEN 481

V x B) =
(MMO)
/1 . 1 - o
V(—)xB+—V><B:
ko Hito
1 v L.
— —@xBJerB =
Ko 2

— — — — a —
—(V1 B+VxB)=y E —F
o (VIn{p}) x B+ V x J+oE+ ey,

€0€ ((6ln{g}) oE+Vo E) =p

Dabei wurde zur Vereinfachun%ci — V In{a} benutzt. Umstellen ergibt

L . o - B B .
—V X B+ up (O’E + 50€§E) + (VIn{u}) x B = —ppoj (H.11)

VoE+ (Vin{e)oE =—p . (H.12)

Einsetzen vonH.5) und (H.6) in (H.11) ergibt mit (H.7) und der KettenregetV o b =
Vo (ag) — (6&) ob

6(##0660—@61) — a‘belﬁ(uuo€€o) +

V(ppor®a) — @aV (ppi0) — pij10]
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02 -

AA — u,uoaﬁA JiH0EE0 2o A

ot
v (V o A+ pijugo®a + uuo€60 )

(Vin{u}) x (V

. 0 B
PtV (pip00) + aﬂbelv(uuoeeo) = —Hfio] (H.13)

Durch die modifizierte Lorenz Transformation wird die zweReile zu Null. Es bleiben
aber noch die anderen Kopplungen zwischennd ®.,. In unmagnetischen Medien bzw.
in magnetisch homogenen Medien verschwindet noch dieeddgtle, die vierte Zeile lasst
sich damit aber nicht unterdrticken. Im allgemeinen ist s @ inhomogenen Medien nicht
moglich ist, eine Entkopplung zwischehund ®,, zu erreichen. Der \Vollstandigkeit halber
soll hier auch noch die zweite Potenzialgleichung angegeterden, die ausH.12) mit
(H.6) folgt:

8 8 - 1
Vo (V@el + 8tA) (Vln{s}) (V@el + aA) = _5_609
und nach umformen
el 8 el 6t = ggOQ .

H.2 Potenziale in homogenen Medien

—

Es lasst sich eine Vereinfachung erzielen, wenn die Med@ndgen ﬁu = 0,Vo =
0, Ve = 0) sind.

In dermodifizierten Lorenz Eichung

- 0
Vo A+ ppuooPe + Mﬂoé‘é‘oaq)el =0 (H.15)
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resultieren diggedampften inhomogenen Wellengleichungen fiir homogene Men

- 0 - 9* = -
AA = ppao 50 A — pipoco s, A = —puto] (H.16)
0 02 1
Ad, — —d, — —Og=——0 . H.17
1 MMant 1 — HHoEED a2 el 660@ ( )

H.3 Ebene Wellen als Losungen der homogenen Wellen-

gleichungen

Die WellengleichungerH.16) und H.17) haben mathematisch dieselbe Form. Jede der Vek-
torkomponenten voml und das skalare Potenzi@l; kann allgemein durch die Grofie

ersetzt werden. Ohne Anregung= 0, o = 0) ergibt sich die homogenen Wellengleichung

. 9 ¢ = *
AV {7t} — u,uoaallf {r,t} — @\If {rit}=0 . (H.18)

Spezielle Lésungen der ungedampften Wellengleichungrsanchonische ebene Wellen der

Form

f+ = a4y, cos {:I:(wti%of')} (H.19)

oder

fi = bygsin {i(wti;%of')} , (H.20)

wobei die Amplituden.,, b1, jeweils noch vonk abhangen kdénnen. Man kann zwei L6-
sungen der FormH.19) und {H.20) mit denselberk- undw-Werten auch zusammenfassen

und schreiben.
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fulrt) = Re{cﬂ exp {iz’(wt +io f’)}}
(H.21)

= Q4 COS {j:i(wt +ko f')} + by sin {j:i(wt +ko F)}

wobeiCy, = ay, — iby, die komplexe Amplitude der Welle bezeichnet. Man spriclet hi
auch von deSpektralkomponente da ihr Wert die komplexe Amplitude der Welle bei der
Frequenzv bzw. demAusbreitungskoeffizientenk darstellt. Oft lasst man der Einfachheit

halber die Realteilbildung weg und bezeichnet

fed{rity = Cyu exp{j:i(wtj:lgof')} (H.22)

als harmonische ebene Welle. Man meint aber hiermit immerpdhgysikalisch relevanten
Realteil als Loésung der Wellengleichung.

Mit (H.22) ist auch die Summe fir alle mbglichénd. h. das Fourierintegral

fulrt) = //Oo/ C. {/%’ w} exp {ii(wt +io f‘)} &3k (H.23)

eine Losung fur die homogene Wellengleichuky18). Diese Darstellung miv = kc ist
besonders gut zur Berechnung der Spektralkomponentenraarsrerhandenen Feldvertei-
lung geeignet. Dabei kommt die aus Absch&iftbekannte Orthogonalentwicklung in Form
einer raumlichen Fouriertransformation zum Einsatz.

In (H.23) werden zunachst noch vier verschiedene Lésungen der Mgédiehung H.18)
betrachtet. Fir eine feste Kreisfrequengind jeweils zwei der vier Losungen mathematisch
gleich, wie man leicht durch Variablensubstitution tbé&fpn kann. Das Potenzial wird z.B.

durch die Fourierdarstellung

folrt) = /]O/ c. {Ew} exp {i(wt —Eo F)} Bk (H.24)
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oder
fodrity = ///C’+ {E,w} exp {i(wt+%of)} d*k (H.25)
beschrieben. Substituiert man hiedurchw’ = —w und formt das Integral um, resultiert
aus .24
Fot 7y = /// c. {Ew} exp {—z’(w’t ko F)} &K = [ (H.26)
und aus .25

£t :/]O/c; {Ew} exp{—i(w't—%’om} PR =f . (H27)

Aus dem retardierten Potenzial ist also das avanciertenPiadleund umgekehrt geworden,
allerdings jeweils mit einer Anderung des Vorzeichens \amd Es gentigt im Prinzip also,
fur eine gegebene Kreisfrequenaur die LésungenH.24) und H.25) zu addieren. Dies
fuhrt zu der allgemeinen Darstellung.{20. Anstelle von H.25) kann aber auchH.26)
zu (H.24) addiert werden. Dann ergeben sich die fir Reflexion und Hgneg nitzlichen

Darstellungen der vorwarts und riickwarts laufenden Wéllefeden Wert VOrk.

H.4 Skalares magnetische Potenzial und elektrisches Vek-
torpotenzial in verlustlosen quellfreien Medien

In volliger Analogie zum skalaren elektrischen Potenzigl wird in verlustlosen Medi-
en ein skalares magnetisches Potenziab,,,,, eingefuhrt, wenn keine freie Stromdichte
7 vorhanden ist. Dies wurde fiir die Magnetostatik bereits apitel 4 mit dem Potenzial
®,, gezeigt. Bei verschwindender Raumladunkann wegerV o D = 0 ein elektrisches

Vektorpotenzial F analog zud eingefiihrt werden, wobei dann
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D=-VxF (H.28)

gelten muss. Allerdings gilt hier &hnlich wie beim Ubergamg V' nach®,;, dass fir das

skalare magnetische Potenzial

ﬁ+%ﬁ:—@%w (H.29)

zu verwenden ist. Es wird also der Ubergang dan zu ®,,.., gemacht. Dieser Ubergang
ist an die Bedingung geknupft, dass es sich um verlustlosdieviehandelt. Anderenfalls
ist es nicht moglich, ein skalares magnetisches Potenzidieser Form einzufuhren. Die
formale Einfuhrung dieser Potenziale erleichtert die Bleneing von elektrodynamischen
Randwertproblemen in verlustlosen quellenfreien Rauneget erheblich. Werden alle vier

Potenziale zugelassen, resultiert in linearen homogeegustiosen Medien

E=-V&,— —A——VxF (H.30)
dt €€g

. . d- 1 - -

H=-V®pgn — —F + —V x A (H.31)
de [4hto

Im statischen Fallg—tA = 0 bzw. %@ = 0 erhalt man aus7.86 bzw. (7.87) die Poisson-
gleichungen fur das Vektorpotenzial bzw. das skalare Raikn

WennF und®,,,., Lorenz geeicht sind, gelten fir sie in homogenen Medien oirrdgenen

Wellengleichungen

- n\? 9% -

wq)magn -0 . (H.33)



Anhang |

Spezielle Funktionen: Distributionen

.1 Die Dirac-Funktion

[.1.1 Definition
+oo
| ot - wdtabds = o)

[.1.2 Heuristische Eigenschaften

5{95}{0 firz #£0

— oo furz=0

1.1.3 Symmetrie

{x —xo} = 0{xo — x}

1.1.4 Ableitung

+oo a 8
/ Mt F) dr = = 2 e
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[.1.5 Dehnung

f{x} hat endlich viele einfache (isolierte) Nullstellen bgj ...z und f'{z;} # 0

iy [ ot} 306N o= [ frota) ol - a) e = gt

[ %ﬂﬂmﬂm—Z/ e} bl — e = 3 et

[.1.6 Quadrat
Max —x1}-0{x — xo} ist flr x; = x5 nicht definiert!

[.1.7 Abkirzende Schreibweise

(

Maxto{yto{z} kartesische Koordinaten

§{r} = L5{p}o{@}o{z} Zylinderkoordinaten

o{r}dé{e}d{0} Kugelkoordinaten

\ 72sind smo9

[.1.8 Fouriertransformation
+o00
/ MHatexp{i2nv x}dr =1
+o0
/ exp{—i27v z} dv = §{z}

.1.9 Einheit

1
[6{a}] = 2]
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1.1.10 Ubergang auf andere Koordinatensysteme

Der Vektorr = xéx +ye, + ze, sei im neuen Koordinatensystem duick: ue, + ve, +we,

gegeben.

.1.10.1 Eindimensional

Ist Die urspringliche Dirac-Funktion nur eindimensiorialgt nach der oben angegebenen

Regel der Dehnung 0.B.d.A. miy = 7{ug, v, w}

und die Integrationselemente” werden durcha%F] w du substituiert.

.1.10.2 Zwei- und Dreidimensional

Genau wie im Eindimensionalen Fall muss wieder die Dehn@ngrigezogen werden, und

es folgt mitry = 7{ug, vo, w}

L 1
S{F— 7oy = 5 10 M{u —ug}d{v — v}
ou' o o o
bzw. mltFQ = F{UO,Uo,wo}
Lo 1
SB{F— 7oy = a1 1o 10 M{u — upg}d{v —vo}o{w — wp}
o’ o o v ow' wo

mit den Integrationselementen wie im eindimensionaleh Fal
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1.2 Die Heaviside-Sprungfunktion

[.2.1 Definition

xT

Of{x —xo} = /5{x’—x0}dx’

[.2.2 Heuristische Eigenschaften

0 firz <0
Ofr} =

1 furo<ax

Die Dehnung des Argumentes mit dem konstanten Faktesultiert in

O{ax} = ©{sign{a}z}

.3 Die Rechteck-Funktion

[.3.1 Definition

In der Regel wird die Rechteck-Funktion in der Mathematkk @ilgenstandige Distributi-
on bzw. Wahrscheinlichkeitsdichte mit Flache 1 definierertsoll sie zur einfachen Be-
schreibung von Bereichen verwendet werden und wird als Sauvwon zwei Heaviside-

Sprungfunktionen definiert:

rect{z} = O0{xr — 1/2} — 6{z + 1/2}

[.3.2 Heuristische Eigenschaften

Die heuristischen Eigenschaften folgen direkt aus denehrldaviside-Sprungfunktion:
0 r<—1/2
rect{r} = ¢ 1 fir —1/2<2<1/2
0 1/2<z
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Ausgeschrieben folgt fur ein Rechteck der Breitait Zentrum beiz,

0 firz—z9 < —a/2

L — Zo .
}=4q 1 fur—a/2 <z — 120 < a2

rect{

a
0 fura/2 <z —uxg



492 ANHANG I. SPEZIELLE FUNKTIONEN: DISTRIBUTIONEN



Anhang J

Reflexion und Brechung bel

verlustbehafteten Medien

In Kapitel 8.2 wurde die Reflexion und Brechung an einer ruhenden ebenemzf&ehe

zwischen zwei verlustlosen linearen isotropen Medienaoétet. Zur besseren Ubersicht
war der Ansatz auf drei beteiligte ebene Wellen reduzie, &% die Vorstellung eines re-
flektierten / gebrochenen Lichtstrahls vorgibt. Hier soil den gleichen Konzepten gezeigt
werden, wie der allgemeine Ansatz in linearen isotropenibtedn der ruhenden Grenzfla-

che aussieht.

Startpunkt sind wieder ebene Wellen, die sich in den beidseillgpten Medien ausbreiten.
Die komplexe Darstellung der Felder wird beibehalten. Aeitllen Seiten der Grenzflache

sind entsprechend elektrische Felder der Form

Ej = Ejg exp {z (wt + Ejg o F) }

anzusetzen. Dabei steht der Indefir Medium 1 oder 2, der Indek fur die beiden Teil-
wellen, die in Normalenrichtung bzw. entgegengesetztelau©bige Schreibweise ist zu-
nachst nur formal zu verstehen. Tatséchlich muss die Alitsgades Ausbreitungsvektors

in Tangential- und Normalkomponente genau betrachtetaverd
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Ej = kjnﬁ + kjpgp

und obige Darstellung lautet vollstandig ausgeschrieben

B = (Eﬂ exp{—ikjuil o F} + Ej exp{ikufi o F}) expli (wt — k;pé, 0 7)}

Die Ausbreitungsvektoren missen der Dispersionsrelatioarlustbehafteten Medien

HEszZ = w’ppioeeq — iwfifioo

genugen, sonst sind die obigen Felder keine Losung der Ngddiehung. Die zugehdrigen

magnetischen Felder lassen sich fur die Teilwellen mit

—

ng = ]{]jg X Ejg

Wtfo
berechnen. Aus den Stetigkeitsbedingungen fur die taredent-elder resultiert wie schon
im verlustlosen Fall, dass die Tangentialkomponenten desbleitungsvektoren in beiden
Medien gleich sein mussen.
Eigentlich hatte ja ein vollstandiger Ansatz mit positiverd negativen Kreisfrequenzen
sowie entsprechen positiven und negativen tangentialsbm®itungskomponenten gewahlt
werden mussen. Eine Orthogonalentwicklung in der Zeit erdber sofort nach den Vorzei-
chen der Kreisfrequenzen. Etwas schwieriger ist die Zuangmach den Tangentialkompo-
nenten der komplexen Ausbreitungsvektoren. Hier hilfeddetrachtung fur entsprechend
grol3e positive oder negative Werte vgno 7. Damit kann jeweils eine der beiden mdgli-
che Lésungen vernachlassigt werden und es resultiert digetdiale Stetigkeit Vok. Das
heil3t,fur alle Felder j einer LOsung gibt es in der gesamten Schichtstruktur tberdldas
gleichekp, = (71 X k) X i = kjpéy = kyé, .
Der nachste Schritt ware die Anpassung der tangentialenommdalen Feldkomponenten an

der Grenzflache. Mit etwas Aufwand resultiert fir TE-Weltka Gleichung
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1 1 Fu 1 1 Fyy
— — = - - P
nokq nokq fioks fioko
wppy wp Eny wppz  wpps Ea

und far TM-Wellen folgt

1 1 Hiy 1 1 Hoyy
ﬁol;l ﬁo/;l - fioEg ﬁol;z
WEQEL—101 o WEQEL—101 le WEQE2—1072 o WEQNE2 —109 H22

Diese Darstellung erscheint sehr unhandlich, ist aber fésaninelle Berechnungen sehr
gut geeignet. Die beiden Matrixgleichungen kdnnen mitéddiner Matrix-Inversion weiter

umgeformt werden. Beide Gleichungen haben formal das Aesse

E21 Ell
[Ds] = [Dy]
E22 E12
bzw.
H21 Hll
(D] = [D4]
H22 H12

Durch Multiplikation mit[D,]~! auf beiden Seiten lasst sich die Gesamtmatrix

1 1 —r
—r 1

[Da1] = [Ds] '[Dy] =

1—r

gewinnen. Hier steht jeweils fUr rg te bzw. ry v Wie schon fruher eingefuhrt und die

Gleichungssysteme lauten

Es En Hy, Hyy
- [DTE21] = [DTMQl]
Esy Eq Hyy Hy,

Fur die Berechnung von aufwandigen Schichtstrukturen gregkerade die inversen Glei-

chungen
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Eyy Ey Hyy Hoyy
= [Drg12] = [Drwve)
E12 22 H12 H22
mit
1 r
[D1a] = —
r 1
verwendet.

Hier liegt nun ein Gleichungssystem von jeweils zwei Glafgen mit drei Unbekannten
vor. Eine der vier Amplituden kann als Erregung aufgefasstden und ist somit bekannt
anzusehen. Es fehlt also eine weitere Bedingung zur volggan Beschreibung des Pro-
blems. Im Allgemeinen kann die Randbedingung, dass ura@ndieit von der Grenzflache
kein Feld mehr existieren soll, herangezogen werden. Btespieziell bei verlustbehafteten
Medien sicher sinnvoll. Je nach Vorzeichen des Imagirantensi o Ej wird dann die Am-

plitude der hin- oder rticklaufenden Welle verschwinderb&&ann unter Umstanden auch
der erstaunliche Fall auftreten, das nur eine zur Gren#lkalfende Welle zugelassen wird!

Hier wird dann Energie aus dem gespeicherten Feld in diesthaftete Zone gepumpt.



Anhang K

Personenverzeichnis

Airy , Sir George Bidell£ 27.7.1801 Alnwick (Northumberland),4.1.1892 London):

Astronom und Physiker. Entdeckte den Astigmatismus desamdichen Auges.

Ampere, Andre Marie ¢ Lyon 22.1.1775; 10.6.1836 Marseille):
Physiker und Mathematiker. Arbeiten tGber das Magnetfel@é®iStromes, die Krafteinwir-
kungen zwischen Stromen (Ampéresche Regel) und die etbkteanische Theorie. Erkla-

rung des Magnetismus tiber Molekularstrome und Uberleguage Molekularbau.

Bessel Friedrich Wilhelm & 22.7.1784 Mindenj 17.3.1846 Konigsberg (Pr.)):
Astronom. Grundlegende Arbeiten tber astronomische uoddesche Fundamentalgro-
Ben, zur astronomischen Refraktion, Potenzialtheorie Turabrie der planetarischen Sto-

rungen. 1838 Bestimmung der Fixstern-Parallaxe.

Biot, Jean Baptistex(Paris 21.4.1774; Paris 3.2.1862):
Physiker und Astronom. Arbeiten an der franzésischen Gesdomg (mit D.F.Arago), Bei-
trage zur Rotationspolarisation, Begriindung der Sacaciedrie. 1820 gemeinsam mit F.Savart

Biot-Savart Gesetz.
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Born, Max (x 11.12.1892 Breslay,5.1.1970 Géttingen):
Physiker. Arbeiten Uber Relativitatstheorie und Krigthilsik, Entwicklung der Matrizen-
mechanik mit seinem Schiler P.Jordan und W.Heisenbergubende Beitrage zur Wellen-

theorie. Nobelpreis fir statistische Deutung der Quaneatmanik und Kristallgittertheorie.

Brewster (x, 1):

Cauchy, Augustin Louis Baron«21.8.1789 Paris; 23.5.1857 Sceaux bei Paris):

Mathematiker. Begriinder der Theorie der komplexen Verdictien.

Coulomb, Charles Augustin{ Anglouieme 14.6.1736, Paris 23.8.1806):

1784 verdffentlichte Coulomb Untersuchungen zur Torsteldrizitat, die zur Konstrukti-

on einer Drehwaage fuhrten (Heute nach Cavendish benafibtjlilfe dieser Waage waren

erste brauchbare quantitative Messungen zur Elektro- uagngtostatik méglich, woraus
das Coulombsche Gesetz resultierte. Die Natur der Pr«mraui’ttéltskonstant(g;T}TO wurde

erst Mitte des 19. Jahrhunderts geklart.

Dirichlet, Peter Gustav (eigentlich Lejeune Dirichlet)X3.2.1805 Diren} 5.5.1859 Go6t-
tingen):

Mathematiker. Entwicklung der allgemeinen Theorie deehfgischen Zahlen.

Faraday, Michael ¢ 22.9.1791 Newington Butts bei London25.8.1867 Hampton Court
Green bei London):

Physiker und Chemiker. Nach Buchbinderlehre Laboratosgshilfe, dann Direktor des La-
boratoriums der Royal Institution, spater Mitglied alledeutenden Akademien der Wis-
senschaften. Entdeckung der Chlorverfliissigung, finddtyBert und Benzol im Leuchtgas,
Arbeiten Uber die Qualitatsverbesserung optischen Gl&efihrung der heute noch ge-

brauchlichen elektrochemischen Nomenklatur (BerateoldW.Whewell) und Aufstellung
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der elektrochemischen Grundgesetze. Nachweis der Rotaties elektrischen Leiters um
einen Magnetpol und umgekehrt, Entdeckung der Indukti@scBreibung der Glimm- und
Funkenentladung, des Dielektrikums und des Diamagneismt Hilfe elektrischer und

magnetischer Kraftlinien. Zusammenfassung des Kraéitimm Begriff des elektromagneti-

schen Felds.

Fourier, Jean Baptiste Joseph Baron d2X.3.1768 Auxerre} 16.5.1830 Paris):
Physiker und Mathematiker. U.A. Analytische Theorie derivgeitung.

Fraunhofer, Josef von# 6.3.1787 Straubing, 7.6.1826 Munchen):

Glastechniker und Physiker. Begann als Glasschleiferdevgpater Mitinhaber des Opti-
schen Instituts. Gemeinsam mit P.Guinand verbessert@ko&er die Herstellung optischen
Glases fur Linsen. Damit entdeckte er die dunklen Linien iomi&nspektrum. Er stellte
Beugungsgitter her, indem er Linien in Glas ritzte und vdsrdamit die Wellenléange der

dunklen Linien.

Fresnel Augustin Jean{10.5.1788 Broglie (Eure), 14.7.1827 Ville d'‘Avray bei Paris):
Ingenieur und Physiker. Begriindet die Wellentheorie debtes. Arbeiten Gber Beugung,

Interferenz, Polarisation, Doppelbrechung und Abberadies Lichtes.

Gaul3, Carl Friedrich ¢ Braunschweig 30.4.1777,Gottingen 23.2.1855):

Mathematiker und Astronom, Direktor der Gottinger SterrteiaProfessor, Mitglied der
Gottinger Akademie der Wissenschaften. Begrinder der medeZahlentheorie. Grund-
legende Arbeiten Uber Differentialgeometrie und Geod&eene ,Methode der kleinsten
Quadrate” und Erkenntnisse Uber die ,HypergeometrischibeRdorderten die Entwick-
lung der Theorie unendlicher Reihen und Methoden der n@tieen Mathematik. Er ver-
fasste Abhandlungen zur Physik, Potenzialtheorie, Thates Erdmagnetismus, Optik und

zum physikalischen Mal3system.
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Helmholtz, Hermann Ludwig Ferdinand von«(31.8.1821 Potsdamm,8.9.1894 Berlin-
Charlottenburg):

Physiologe, Physiker, Professor der Physiologie und Rhigitdeckung des Ursprungs der
Nervenfasern, Messung der ErregungsgeschwindigkeitivexeBegrinder der musikalisch-
akustischen Forschung. Klarung der Bedeutung des Eneirgggrs, Hydrodynamik der
Wirbelbewegung, Vorkampfer fur die Maxwellsche Theoriekl&ung der Bedeutung des
Prinzips der kleinsten Wirkung, Einfiihrung des Begriffs ileien Energie und des Elemen-

tarquantums der Elektrizitat, Studien Uber die Thermodyka&hemischer Vorgange.

Huygens Chritiaan ¢ 14.4.1629 Den Haag,8.7.1695 Den Haag):

Physiker und Mathematiker. Entdeckte den ersten Saturdmaden Orionnebel und die
Struktur der Saturnringe. Er erfand die Pendeluhr. Untdrnsngen des Stol3es und der Zen-
tralbewegung. Theorie des physikalischen Pendels, Abhagen Gber Zykloide, Satze tber
Zentralbewegungen und Zentrifugalkraft. Erfindung derdfedr mit Unruh. Abhandlung
Uber das Licht, worin die erste Art von Wellentheorie (Shefdtrie) aufgestellt wurde. Erkla-

rung der Lichtausbreitung mit dem Huygensschen Prinzipdardoppelbrechung.

Laplace, Pierre Simon Marquise de £8.3.1749 Beaumont-en-Auge (Calvadp$)3.1827
Paris):

Mathematiker und Astronom. Detaillierte Beschreibung Bewegung von Himmelskor-
pern und des Wassers der Ozeane, Lehre von der Entwicklen§ateensystems, Theorie
der Kapilaritat, Untersuchung der Schallausbreitung isgaaWeiterentwicklung der Wahr-
scheinlichkeitstheorie, Begrindung der Potenzialtlee&mntwicklung der Laplacegleichung

und der Laplacetransformation.

Legendre, Adrien Marie § 18.9.1752 Paris;; 10.1.1833 Paris):
Mathematiker, Professor. Arbeiten Gber Zahlentheorieiatiansrechnung, partielle Diffe-

rentialgleichungen, elliptische Integrale, Geometrid tiimmelsmechanik.
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Lorentz, Hendrik Anloon  18.7.1853 Arnheimi 4.2.1928 Haarlem):

Physiker, Professor. Stellte die Elektronentheorie adfenklart damit den Zeemann-Effekt
(Spektrallinienaufspaltung im Magnetfeld, 1902, Nobeipmit P.Zeemann) und die opti-
sche Polarisationsdrehung im Magnetfeld. Erklarung dehbdlson Versuches und Aufstel-

lung der Lorentztransformation.

Lorenz, Ludvig Valentin ¢ 18.1.1829 Helsinggat, 9.6.1891 Frederiksberg):
Physiker. Unabhangig von Maxwell gab er die Gleichungereféktromagnetische Wellen

und Licht an. Nach ihm ist die Lorenz-Mie-Theorie und die ¢&xaz-Eichung benannt.

Maxwell, James Clerk{13.6.1891 Edinburgh;,5.11.1879 Cambridge):

Physiker, Professor in Aberdeen, London und Cambridgest&mung der Dreifarbentheorie
des Sehens nach Th.Young, Férderung der kinetischen @asthientwicklung des Modells
der elektromagnetischen Natur von Lichtwellen. Entwidgaer Theorie des elektromagne-

tischen Feldes durch mathematische Beschreibung desdyadedn Feldbegriffes.

Neumann Johann Baron von«(28.12.1903 Budapest,8.2.1957 Washington(D.C)):
Mathematiker. Arbeiten auf vielen Gebieten der modernemhBtaatik. Entwicklung der
Spieltheorie. Zeigte die mathematische Aquivalenz der@&@thgerschen Wellenmechanik

und der Heisenbergschen Matrizenmechanik.

Ohm, Georg Simon«% 16.3.1789 Erlanger, 6.7.1854 Munchen):
Physiker, Mathematiklehrer, Professor. Experimentebel¢itung des Ohmschen Gesetzes,
phanomenologische Theorie der Stromleitung mit Angabe tbezweigungsregeln. Be-

schaftigung mit akustischen Fragen und Lichtinterferenz.

Poisson Siméon Denis« 21.6.1781 Pithiviers (Loiret); 25.4.1840 Paris):
Mathematiker und Physiker, Professor. Wesentliche Bggtzum Ausbau der Potenzialtheo-

rie.
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Rayleigh, John WilliamStrutt (x 12.11.1842 Langfort bei Maldon (Essex30.6.1919 Ter-
ling Place (Chelmsfort)):

Physiker, Professor. Wichtige Beitrage auf vielen Gebieter klassischen Physik, u.a. zur
Schwingungs- und Wellenlehre und Akustik. Aufstellungesirstrahlungsgesetzes (Grenz-

fall des Plankschen Strahlungsgesetzes), NobelpreigfiisleEkung des Argon.

Riemann, Georg Friedrich Bernhare (L7.9.1826 Breslenz bei Dannenberg/Eb20.7.1866

Selasca (Verbania)):

Mathematiker, Professor. Bedeutende Beitrage zu fast @&bieten der Mathematik. Neu-
fassung der Funktionentheorie ausgehend vom Begriff déer@nzierbarkeit komplexer
Funktionen. Arbeiten zu algebraischen Funktionen undiglem Differentialgleichungen

mit Anwendung in der Physik.

Savart, Felix (x Mezieres 30.6.179%,Paris 16.3.1841):
Arzt und Physiker. Bestimmung der Tonfrequenz mit einerrZadsirene und gemeinsam

mit J.B.Biot Herleitung des Biot-Savart-Gesetzes.

Snellius, Snel van Rojen Willebrord (« 1580 Leiden; 30.10.1626 Leiden):
Mathematiker und Physiker. Bestimmung der Bogenlangeshaitiriangulation, Brechungs-

gesetz (1620, unabhangig von Descartes).

Stokes Sir George Gabriek{Skreen, Irland 13.8.1819,Cambridge 1.2.1903):
Physiker und Mathematiker, Professor, Prasident der Regeilety. Arbeiten Gber Analysis
und ihre Anwendungen in der Physik, Optik, Wellentheoris biehts, Fluoreszenz, Refle-

xion, Doppelbrechung und Hydrodynamik.



Anhang L

Formelzeichen
Zeichen| Einheit | Beschreibung
L Leistungsdampfungsfaktor, Intensitatsabsorpionskoeift
% Ausbreitungskoeffizient, Phasenkonstante
€ 1 relative Dielektrizitdtskonstante, relative Permitiffi
€0 2= | Dielektrizitatszahl des Vakuums
g, ee” 1 komplexe Dielektrizitatskonstante, Real- und Imaginérte
7,7, K 1 komplexe Brechzahl, Real und Imaginarteil
K 1 Extinktionskoeffizient
A Ao m Wellenlange, Vakuumwellenlange
1 1 relative Permeabilitat
Lo 2= | Permeabilitat des Vakuums
Lps Hn % Beweglichkeit von Ladungstragern
0 m Radius in Zylinderkoordinaten
0:0rrei As | Dichte freier Ladungstrager
or, < Linienladungsdichte
Op s Polarisationsraumladungsdichte
0s £, | Flachenladungsdichte
ov < | Raumladungsdichte
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504 ANHANG L. FORMELZEICHEN

Zeichen| Einheit | Beschreibung

o o | el. Leitfahigkeit
Oy 1 Grenzwinkel der Totalreflexion
Op 1 Brewsterwinkel
Xe 1 elektrische Suszeptibilitat
Xm magnetische Suszeptibilitat
A % magnetisches Vektorpotenzial
B Vs | magnetische Induktion, magn. KraftfluRdichte
c = Lichtgeschwindigkeit
Car L Gruppengeschwindigkeit
Cph L Phasengeschwindigkeit
Co = Vakuumlichtgeschwindigkeit
D As | dielektrische Verschiebung
E V| elektrische Feldstérke
F N | Kraft (von Force)
G Greensche Funktion

Magnetfeld, magnetische Feldstarke

Strom eines Stromfadens

Strom

Diffusionsstromdichte

Besselfunktion m-ter Ordnung

Konvektionsstromdichte

b Verschiebungsstromdichte

it Stromdichte eines el. Linienstromes (Stromfaden)

Js Stromdichte eines el. Flachenstroms

j:/ Stromdichte eines Volumenstroms

— —

Js Jtrei Stromdichte durch freie Ladungstrager

o
(e}
Rz > B R~ B> >3~




U

v

Zeichen| Einheit | Beschreibung
k % Wellenzahl, Ausbreitungskoeffizient
k % Ausbreitungsvektor, Wellenzahlvektor
L ke'm® | Drehimpuls
Ly, L Eikonal, Lichtweg
M 5 Magnetisierung
m A-m? | magnetisches Dipolmoment
n 1 Brechzahl
n 1 verallgemeinerte Brechzahl
Ny, 1 Neumann-Funktion m-ter Ordnung
n 1 Normalenvektor|ri| = 1
P, 1 -1, | Ladungstréagerdichte
Pom 1 zugeordnete Legendre Funktion
P, 1 Legendre Polynon-ter Ordnung
P % Dipolmomentdichte, elektrische Polarisation
D Asm | Dipolmoment
Q C = As | Ladung
R 1 Leistungsreflexionsfaktor
TR 1 Amplitudenreflexionsfaktor fr TE-Wellen
TTM 1 Amplitudenreflexionsfaktor fur TM-Wellen
B 1 Amplitudenreflexionsfaktor flr das tangentiale E-Fe
M 1 Amplitudenreflexionsfaktor flr das tangentiale H-F¢
r m Vektor zum Aufpunkt
7! m Vektor zum Quellpunkt
S m2 | Oberflache
S Y. | Poynting Vektor

d
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506 ANHANG L. FORMELZEICHEN

Zeichen | Einheit| Beschreibung

T 1 Leistungstransmissionsfaktor
u Amplitude im Ortsraum
U Amplitude im Raumfrequenzraum
U Vv Potenzialdifferenz, Spannung
U, Uy L Raumfrequenzen
V Vv Potenzial
U = Geschwindigkeit
w J Energie

W, Wely, Winag # Energiedichte, elektrisch, magnetisch
Tmom 1 Nullstellen der Besselfunktion m-ter Ordnung
Yom 1 Kugelflachenfunktion
Z Q Wellenwiderstand
Zy Q Vakuumwellenwiderstand
Z Q komplexer Wellenwiderstand
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Aquipotenzialflache45

Airy-Profil, 320
Ampéresches Gesetz
Differenzialform,94, 105
Integralform,95, 105
modifiziert,210
Antennengewinn408
Antiferrimagnetismus] 21
Ausbreitungskoeffizien61
transversal357
Ausbreitungsvektor
komplex,346
Azimutalkomponente404

Bessel
Fourier-Bessel Reihd67
Besselfunktion
erste Art, 154
sphéarisch419
zweite Art,154

Besselsche Differentialgleichunth3 464

BeugungsintegraB15
Fresnel-Naherun@16
Biot-Savart Geset85, 87, 105

Brechungsgeset307
Snellius,278

Brechzahl233 238 275
komplex,245 346

verallgemeinert346

Coulomb
Feld,20
Gesetz 14
Eichung,106 229
Integral,230, 233
Coulombpotenzia45, 230

Diamagnetismusl,20
dielektrische Verschiebung,l
Dielektrizitatskonstante,4
komplex,345
Differenzialgleichung
Besselschel53 419, 464
Cauchy-Riemannsch&94
Hermitesche332
Laguerresche339
Legendreschel, 66
Diffusionsstrom,70, 343
Dipolmoment 55, 58
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magnetischl11
Dipolmomentdichte
magnetisch116
Dirichlet Randbedingung;6
Dispersion262
Dispersionsrelatior237, 280, 307
komplex,346
verlustbehaftete Medie244
Divergenzsatz443
Drehimpuls,113
Drehimpulsoperatos21
Duales Probleml 96
Durchflutungsgeset®4, 119 121

Eichfunktion,229
Eichinvarianz228
Eichtransformation229
Eichung

Coulomb,229

Lorenz,229 231
Eigenwert

Orthogonalentwicklungl 35
Eikonal,243
Einfallsebene278 307
elektrische Polarisatio6
elektrische Suszeptibilitah2
Energiedichte

elektrisches Feld220

elektromagnetisct?20

INDEX

elektrostatisches Feld9, 69
magnetisches Fel@20
Energieerhaltungssat220, 221

Entelektrisierungl76
Faktor,177
Extinktionskoeffizient346

Faradaysches GesepA)7, 210

Differenzialform,208
Felder

guasistatisch12
Feldlinien,17, 197
Feldstarke

elektrisch,15
Fernfeld

kurze dinne Antennd04
Fernfeldndherun318
Fernkugel42
Fernzone396, 397
Ferrimagnetismug,21
Ferromagnetismud21
Flachenstromdichtd,23
Fourier-Bessel Reihd67
Fraunhofernaherun$18
Freiraumwellenlange364

Fresnel-Naherun@®15

Gaul3sche Integralformet43
Gaul3scher Sat26, 217, 443
Gaul3sches Geset], 210



INDEX

Differenzialform,31
Integralform,30
Generationsstromdichtd6
Greensche Funktiori,88
elektrostatisch
freier Raum 188
Halbraum,189
Kugel, 189
zeitabhangig235
Greensches Theorem
zweites,190
Grenzwinkel
Totalreflexion, 279, 302
Gruppengeschwindigkei262
gyromagnetisches Verhaltnisl 3

Helmholtzgleichung236, 310 421
Hermitesche Differentialgleichung32
Hertzsche Vektore13

Hertzscher Dipol416
Hohlrohrwellenlange365
Huygensnaherun@17
Huygenssches Prinzi@17

Induktion, magnetisci85

Integralformel
gaul3sche443

Integralsatz
gaul3schei6, 443

zweidimensionald43
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Stokesschen1, 95, 442
Intensitat
Absorptionskoeffizient348
Reflexionsfaktor298 308
Transmissionsfakto298 308

komplex
Laplaceoperatod, 95
Logarithmus202
Nablaoperator] 95
Kontinuitatsgleichung211, 215 395
elektrische Ladunger36
Energie 221
Konvektionsstrom343
Kronecker-Symbol137
Kugelflachenfunktion168
Kugelflachenfunktioner}18
Kugelfunktion
Kugelflachenfunktion168
Kugelflachenfunktioner418
Vektor- Kugelfunktion427

Laguerresche Differentialgleichung39
Laguerresche Polynom&39
Laplacegleichung/5
karthesisch131
Polarkoordinaten] 64
Zylinderkoordinaten]151
Laplaceoperator

komplex,195
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Legendre Funktionl 67, 474
Legendre Polynomé,66, 471
zugeordnetl66, 474

Legendresche Differentialgleichunt6
Leistung
abgestrahlte405
mechanisch219
Lichtgeschwindigkeit232
komplex,245
Vakuum,233 245
Logarithmus, komplex202
Lorentz
Kraft, 97, 219
Lorenz
Eichung,229 231
Lorenz Eichung

modifiziert,482

Magnetfeld, 119
Magnetisierungl16
Strom,214
Stromdichte 118
Materialgleichunger216
Materialwellenlange?254
Maxwellgleichungen215
Elektrostatik,212
integral,217
Magnetostatik212
Meil3ner-Ochsenfeld EffekL,20

INDEX

mikroskopisches ohmsches Gesélz,
monochromatisc236
Monopolmoment58
Multipol
Entwicklung,57
Momente 179
TE- felder,426
TM- felder,426
Multipolfeld
elektrisch 425
magnetisch425

Nablaoperator, kompleXx,95
Nahzone396 397
Neumann Randbedingung6
Neumannfunktion154

Normalenvektors2

ohmsches Gesetz in Differentialfors0
Operator

Absteige 423

Aufsteige 422

Drehimpuls 421

Polar,423
Originalproblem,196
Orthogonalitatsrelatiori,37, 140

Paramagnetismu&20
Permittivitat,14
Phasengeschwindigke39, 261
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Phasenkonstantd48
Phasor253
Poissongleichung;5, 107
Poissonintegrafl 25
Polarisationp9, 253
elliptisch,257, 258
linear,256
p-Polarisation262
Raumladungsdicht&]l, 213
s-Polarisation261
Strom,116, 214
zirkular, 256
Polarkomponentel04
Potenzial 42
-gleichung,75
avanciert234
Linienladung 45
Punktladung44
retardiert,233
skalares elektrische227
skalares magnetischel24, 228 485
Poyntingvektor220
komplex,268
ProduktansatZ376
karthesisch131
Polarkoordinaten] 64
Zylinderkoordinaten]152

Quellen

effektive,437

Rucktransformatior01
Rahmenantennd]17
Raumfrequenz310
Spektrum310
Raumwinkel 427
Rayleighstreuung}38
Reflektionsgeset278
Reflexionsgesetze307
Rekombinationsstromdicht86
relative Dielektrizitatskonstanté2
relative Permittivitats2
Reziprozitatstheorem
differentiell, 223
integral,224
zeitharmonische Felde2/2
Richtungsfaktor398

Separation
Ansatz,132
Bedingung,132
Konstante 132
Separationsansat262 366
Skin Effekt,354
Skin Eindringtiefe 348 353 354
Snellius
Brechungsgeset2,78
Spektralkomponent40, 484
Spiegelladungl 80
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Spiegelungsmethod&80
ebene Flacheri81
Kugelflachen 183

Stabantennet01

Stetigkeitsbedingungen
Elektrodynamik218
Elektrostatik 65, 66
Isolator/realer Leiter72
Leiteroberflache54
Magnetostatik122 123

Stokesscher Integralsat, 95, 217, 442

Strahlen
paraxiale 315

Strahlung
Widerstand406
Zone,397

Strahlungsbedingun§09 313

Streuquerschnitg36

Stromverdrangungseffeldb4

Suszeptibilitat
elektrisch,62
magnetisch120

Telegraphengleichung44

Totalreflexion279

INDEX

Vektorpotenzial
elektrisch,228 485
magnetisch92, 226
Verschiebungsdicht&2
Verschiebungsstromdicht210
Vollstandigkeitsrelation] 39, 142
\olistandigkeitsrelatior469

Wellen
AusbreitungskoeffizienR40, 484
E-Wellen,262
ebene?239
Einfallsebene283
evaneszen§14
H-Wellen,261
quergedampfte305
ruckwarts laufend239
TEM-Wellen,358
transversal elektrisch (TE261, 358
transversal magnetisch (TM)62, 358
vorwarts laufend239
Wellenausbreitung
Geschwindigkeit246
Vektor, 250
Wellenfront,239

Vakuumlichtgeschwindigkei33 246, 275 Wellengleichung

Vakuumwellenlange254, 348
Vakuumwellenwiderstan@®52

Vakuumwellenzahl238 275

homogen
gedampft244
ungedampft236
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ungedampft233
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Wellenlange,Materia54
Wellenvektor239
Wellenwiderstand252
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