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Losung (4.1).

(2) NNE(—(AMVr.B)) = AL 3r.(-B)
(b) NNF(=Vr.3s.(-B U 3r.A)) = IrVs.(BMVr.(-A))

() NNF(=((mAN3Ir.T)u=3s.(AU-B)) = (~(—ANIr.T)N=(=3s.(AU-B))) = ((AU
Vr.L)M<2s.(AU-DB))

Losung (4.2).

Vr-BC AN3r.C =3I BU(ANIr.C)
BuUuir.CC-D =-BUVr-CU-D

Wir analysieren zuerst, welche Teilkonzepte in den Axiomen vorkommen, bennen diese mit frischen
atomaren Konzepten und stellen fest, ob diese positiv, negativ oder sowohl positiv als auch negativ
vorkommen. Hierbei betrachten wir die atomare Konzepte nicht, da wir fiir diese keine Transforma-
tion durchfiihren miissen:

Cy Co
Vr(-B)C AnN3dr.C
~— ~~
Cs Ce
Cs Cyq

Cy —Vr.(=B) :negativ ~ C3 — BU 3r.C : negativ C5 — —B : negativ
Cy — AN 3r.C' : positiv Cy — —D : positiv Cs — 3r.C' : negativ und positiv

Wir fithren nun die folgenden Axiome in die zu konstruierende TBox ein, wobei C'xc das atomare
Konzept ist, was wir neu fiir das (nicht-atomare) Teilkonzept K eingefiihrt haben:

o Ok C st(K) fiir jedes Konzept K das positiv in 7 vorkommt

e st(K) C Ck fiir jedes Konzept K das negativ in 7 vorkommt



Die Funktion st() sorgt dafiir, dass komplexe Konzepte ebenfalls in der vereinfachten Form genutzt
werden.

Bemerkung: Fiir Konzepte, die sowohl positiv als auch negativ vorkommen, treffen beide Punkte zu,
was dem Einfiihren eines Aquivalenzaxioms entspricht.

Weiterhin fiigen wir ein Axiom Co C Cp fiir jedes GCI C' C D aus der urspriinglichen TBox ein.

Strukturelle Transformation Erhaltene Axiome

Schritt 1: st(vr.—B) C (4 Vr.Cs C Cy
Co Cst(AM3r.C) CoC ANCy

st(BU3Ir.C) E Cs BUCs ECy

Cy C st(—D) CyC =D

st(—-B) C Cs -BLC (s

Cs = st(Ir.C) Ce =3ar.C
Schritt 2 (GCIs): Ci1 CCy
C3C 0y

Wir konnten nun noch die Aquivalenzen in Subsumptionen umwandeln, die negierten Atome auf die
andere Seite der Implikation schieben und Konjunktionen auf der rechten Seite sowie Disjunktionen
auf der linken Seite aufsplitten:

Axiom Vereinfachung
Vr.Cs CE C vr.Cs C Cy
Co C AN Cy CoC A
C2 E G
BUCs ECs BLC (s
Cs E C3
CyC-D c,NDC L
~BLCCs TCBUCs
Ce =ar.C Ce C Ir.C
dr.C C Cg
Ci C Oy Ci C 0y
C3E 0y C3 ECy

Die nun vorliegende vereinfachte TBox konnen wir nun leicht in Regeln umschreiben.

Losung (4.3).

Wir sollen testen, ob in allen Modellen der Wissensbasis A als eine Teilmenge von B interpretiert
wird. Da wir aber nicht alle Modelle konstruieren konnen, formulieren wir das Problem um. Wir
versuchen ein Gegenmodell fiir die Subsumption zu konstruieren, also ein Modell in dem es ein In-
dividuum gibt, welches zu A, aber nicht zu B gehort. Gelingt es uns so ein Gegenmodell zu finden,
so hilt die Subsumption NICHT. Andernfalls gilt die Subsumption.

Cr=(CuB)n(-AU-CU L) vereinfacht Cr = (C' U B) M (=AU =C). Wir initialisieren das
Tableau mit einem Knoten vy der A und —B im Label hat.

v : {A,-B,Cy,CUB,~AU-C}



Wir versuchen jeweils die erste Disjunktion:
v : {A,-B,Cy,CUB,~AU-C,C,-A}

Hier haben wir einen Widerspruch (A und —A). Wir versuchen also statt - A jetzt ~C' zu wihlen:
v : {A,-B,Cr,CUB,—~AU-C,C,~C}

Wir haben wieder einen Widerspruch (C' und —~C'). Wir versuchen also die andere Disjunktion zu
dndern:
v : {A,-B,Cy,CUB,—~AU B}

Das ging auch nicht und wir haben keine weiteren Wahlmdglichkeiten. Wir finden also, dass das
Tableau geschlossen ist. Hieraus folgt, dass die Subsumption gilt, also die TBox hat A C B als Kon-
sequenz.

Fiir den Hypertableau Algorithmus iibersetzen wir die Axiome zuerst in Regeln. Dazu miissen
wir zuerst die Axiome in Normalform bringen, was in diesem Fall ohne strukturelle Transformation
geht, aber wir miissen bei dem ersten Axiom das negierte Axiom auf die andere Seite der Implikation
bringen:

-CCB TCBUC T(z) = B(z) vV C(x)
ANCC L A(x) NC(z) —» L

Das Atom T (x) wird iiblicherweise weggelassen, wir erhalten also die Klauseln (Regeln):

— B(x) v C(x) 1)
A(x) NC(z) = L(x) )

Wir starten nun mit einer ABox Ay = {A(vp), "B(vo)} und wenden die HT-Regel auf (1) an
(leerer Rumpf ist immer anwendbar), wobei wir uns fiir die erste Disjunktion entscheiden: A; =
AoU{B(uvg)}. Das ergibt einen Widerspruch (B(vo) und ~B(vg)). Wir versuchen also die zweite Dis-
junktion: Ay = AgU{C(vo)}. Nun kénnen wir die HT-Regel auf (2) anwenden: A3 = A;U{ L (vg)}.
Wir haben einen Widerspruch und keine weiteren Wahlmoglichkeiten. ErwartungsgeméB also das
gleiche Ergebnis wie mit dem normalen Tableau Algorithmus.

Losung (4.4).
Hier haben wir nun auch Existenzquantoren und miissen uns iiber das Blockieren Gedanken machen.
Da es auch inverse Rollen gibt, verwenden wir Gleichheits-Blockieren.

Cr = (~AU3r.A)N(=BUIr .C) N (-C UVrVr.B)

Wir initialisieren das Tableau mit einem Knoten vy der {A M Vr.B} als Label hat, fiigen dann C'
hinzu und wenden die M-Regel auf die Konjunktionen an:

vo : {ANVr.B,Cy, A, ¥r.B,-AU3Ir.A,-BUIr".C,-C UVrVr.B}

Wir konnen nun die Disjunktionen verarbeiten. Fiir die erste Disjunktion wird —A direkt zu einem
Widerspruch fiihren, daher probieren wir dann die zweite Alternative. Fiir die anderen beiden Dis-
junktionen ist die jeweils erste Wahl moglich ohne Widerspruch:

{ANVr.B,Cr,AN¥r.B,~AU3Ir.A,-BUIr".C,-C UVrVr.B

Y0 30 4,-B,-C)

Nun miissen wir den Existenzquantor verarbeiten und fiigen auch gleich C- und die entsprechenden
Konjunktionen hinzu:



{ANVr.B,Cy, A Nr.B,~AU3r.A,-BUIr.C,-C UVrvr.B

Y0 3 A4,-B, -0}

‘ r
vy {ACr,~AUIr.A-BUIr.C,~C UVrVr.B}

Wir miissen noch die V-Regel zur Propagierung von B iiber die r-Kante benutzen und die LI-Regel
benutzen, wobei die Wahl von — A wieder zu einem Wiederspruch fiihrt. Auch die Wahl von — B fiihrt
nun zu einem Widerspruch:

{ANVr.B,Cy, A, Nr.B,~AU3r.A,-BUIr".C,-C UVrVr.B,
Ir.A,-B,-C}

r
v {A,Cy,-AUTIr. A, =B Ir~.C,~C UVr.vr.B,
' B,3r.A,-B,-C}

Daher miissen wir auch statt =B nun Jr~.C wihlen:
{ANVr.B,Cy, A, Nr.B,~AU3r.A,-BUIr~.C,-C UVrVr.B,
HT.A, ﬁB, ﬁC}

r
v {A,Cy,-AUTIr.A,-BUIr~.C,~C UVr.vr.B,
YB3 AFI.C-CY

Nun miissen wir wieder die 3-Regel anwenden auf die beiden Existenzquantoren. Wir initialisieren
wieder gleich mit C'7 und brechen wenden die M-Regel an. Fiir den Knoten den wir fiir 3r. A gene-
rieren, konnen wir auch gleich B zur Markierung hinzufiigen (V-Regel), was auch die Wabhl fiir die
zweite Disjunktion wieder einschrénkt:

{Anvr.B,Cy,AVr.B,mAU3r.A,-BUIr.C,-CUVrvr.B,
Ir.A,-B,-C}

{A,Cr,~AUIr.A -BUIr".C,~C UVrvr.B,
B,3r.A,3Ir~.C,-C}

Yo
v

llr
|

r 2 {A,Cr,—mAUTIr.A,-BUIr~.C,~C UVrr.B,
> B,3rA 3 .C,-C}
Vs {C,Cr,~AUTIr.A,-BUIr=.C,~C UVr.vr.B,

—A,-B,VrNVr.B}

Nun blockiert v; den Knoten vs, aber wir miissen noch die V-Regel auf Vr.Vr. B anwenden:
{Anvr.B,Cr,ANr.B,-AU3r.A,-BUIr".C,-C UVr.vr.B,

”f 3r.A,-B,-C}

,

o {ACr,~AUIA~BUTF~.C,~C UVrYr.B,
f B,3r.A,3r=.C,~C,Vr.B}
.

™/ {A4,Cr,~AUTr.A,-BUIr~.C,-C UVrVr.B,
> B,3r.A,3r.C,~C}

vs {C,Cr,~AUTIr.A-BUIr.C,~C UVrVr.B,

~A,~B,VrVr.B}

Vr.B in vy ist bereits erfiillt, da v, bereits B in der Markierung hat, aber nun blockiert v; nicht mehr
v9 und wir miissen entsprechene Nachfolder generieren. Die Markierung fiir v wird im Folgenden
weggelassen:



" {ANVr.B,Cy, A Nr.B,~AU3Ir.A,-BUIr".C,~C UVrVr.B,
f Ir.A,-B,-C}
r

2 {A,Cy,-AUIr.A,-BLIr".C,~C UVr.vr.B,
~ 0 B,3rA I .C,~C,Vr.B}
e

{A,Cy,-AUIr.A,-BLIr".C,~C UVr.vr.B,

l B,3r.A,3Ir=.C,-C}

.

™/ {A,Cy,-AUTr.A,-BLIr".C,~C UVr.vr.B,
Y B, 3rA, I .C,-C}

{C,Cr,~AUFr.A,-BUIr~.C,~C UVrvr.B,
-A,-B,YrN¥r.B}

U3 V2

Us

Wir wenden nun wieder die V-Regel auf Vr.Vr. B in der Markierung von vs an, was dazu fiihrt, dass
vy wieder vy blockiert und v4 und v5 indirekt blockiert sind:

v {Anvr.B,Cy,AVr.B,-AU3Ir.A,-BUIr .C,-CUVrvr.B,
f 3r.A,-B,-C}
{A, Cr,-AU3dr.A,-BUIr~.C,-CUVrvr.B,

T'T/ l \ B,HT.A,EI’I"_.C,_‘C, VT'B}

"

* {A,Cr,mAUTr.A,-BUIr.C,-C UVrvr.B,
| B.3r.A,3r.C,~C,¥r.B}
,
T/ {A,Cr,—mAUTIr. A, -BUIr~.C,~C UVrr.B,

B, 3rA, 3 .C,-C}

{C,Cr,~AUFIr.A,-BU3Ir=.C,~C UVr.vr.B,
—A,-B,VrNVr.B}

Us

Losung (4.5).
Wir spielen mal nach, was Markus gemacht hat. Wir haben
Cr=(-AUGr . AnNIrB)Nn<1r
und initialisieren ein Tableau mit einem Knoten vy und der Markierung B M 3r~. A zu der wir gleich
C7 hinzufiigen und die M-Regel anwenden. Fiir die Disjunktion wihlen wir - A:
vo {BMN3Ir . ACyr,B,Ir A, -AU(Ir~.ANIr.B), < 1r,-A}
Nun wenden wir die 3-Regel an, fiigen C's- hinzu, wenden die M- und die U-Regel an, wobei wir nicht
mehr - A wihlen kdnnen ohne einen Widerspruch zu bekommen:
vo {BMN3Ir—.ACr,B,3r .A,-AUGr .AN3Ir.B),<1r,-A}
-
v {A,Cr,-AU (I .ANIr.B), < 1r,Ir . ANIr.B,Ir .A,Ir.B}
Wir wiederholen das Ganze fiir 3r~.A in der Markierung des Knotens v; (3r.B ist ja bereits durch
den Vorgénger vy erfiillt):
vo {BMN3Ir .ACr,B,Ir A -AU(Fr . ANIr.B),< 1r,-A}
—
vi {A,Cr,mAU(Fr .AN3r.B),<1r,Ir".AN3Ir.B,Ir~. A, Ir.B}

r
v2 {A,Cr,mAU(Fr~.AN3r.B),<1r,3r . AN Ir.B,Ir~. A, Ir.B}

Nun haben wir also den Zustand erreicht, den Markus hatte. Was Markus allerdings vergessen hat ist,



dass wir bei inversen (r~) und funktionalen Rollen < 1 r paarweises Blockieren verwenden miissen.
Daher miissen wir weitermachen und wenden die 3-Regel auf die zwei existentiellen Konzepte in der
Markierung von v, an (3r.B ist nun nicht mehr durch den Vorginger erfiillt):

vo {BMN3Ir A Cy,B,Ir A, -AU(Ir—.ANIr.B),< 1r,-A}

”

v {A,Cr,mAU(3r . AN3Ir.B), < 1r,3r . AN3Ir.B,Ir .A Ir.B}
-

vg {A,Cr,mAU@r . AN3Ir.B),<1r,3r . AN3Ir.B,Ir .A Ir.B}
-

v3 {A,Cr,-AU(Fr . ANIr.B), < 1r,Ir . ANIr.B,Ir.A,Ir.B}

ve {B,Cr,—AU(Ir~.ANIr.B),< 1r,-A}

Nun ist < 1 r fiir vy verletzt (drehen Sie im Geiste die inversen Rollen um, um sich dies zu verdeut-
lichen). Wir miissen also nun v4 mit v; verschmelzen, aber das ergibt einen Widerspruch (—A von vg
und A von v1). Wir miissen also erst die andere Disjunktion in v4 wéhlen:

vo {BMNIr A Cy,B,Ir A -AU(Ir .AN3Ir.B),<1r, A}

r

v1 {A,Cr,mAU(Fr .ANIr.B),<1r,3r".AN3r.B,3Ir .A,Ir.B}
—

ve {A,Cr,mAU(Fr~.AN3Ir.B),<1r,I3r . AN3Ir.B,Ir~. A, Ir.B}
—

v3 {A,Cr,~AU(Fr . ANIr.B), < 1r,3r . ANIr.B,Ir .A,Ir.B}

vy {B,Cy,~AU(Ir~.ANIr.B),<1r,Ir . AN Ir.B,Ir~.A,Ir.B}

Nun kénnen wir problemlos Verschmelzen, wobei die Markierung von v; um B ergédnzt wird:
vo {BMN3Ir .ACr,B,Ir A -AU(FIr . ANIr.B),< 1r,-A}

.
v {A,Cr,-AU (3 .ANIr.B),< 1r,Ir .ANIr.B,3Ir.A,3Ir.B, B}

r
va {ACr,-AU(Fr . ANIr.B), < 1r,Ir . ANIr.B,Ir .A,Ir.B}

vs {A,Cr,mAU(Fr .AN3r.B),<1r,3r".ANIr.B,Ir~. A, Ir.B}

Wir kénnen immer noch nicht blockieren, also generieren wir die Nachfolger fiir v3:



vo {BMN3Ir .ACr,B,Ir A -AU(Fr . ANIr.B),< 1r,-A}

r

vy {ACr,~AU(@r . ANIr.B),< 1r,Ir . AN 3Ir.B,3r".A,Ir.B, B}
-

va {A,Cr,—AU(Ir~.AN3Ir.B),<1r,3r . AN3Ir.B,Ir .A Ir.B}
-

vs {A,Cr,mAU(Fr . AN3Ir.B),<1r,3r . AN3Ir.B,Ir .A Ir.B}
-

) va {A,Cy,-AU (Fr— . ANIr.B), < 1r,Fr . AN Ir.B,3Ir A, Ir.B}

vs {B,Cr,mAU((FIr".ANIr.B),<1r,Ir .AN3Ir.B,Ir .A,Ir.B}

Wenn wir fiir die Disjunktion in der Markierung von vs = A wihlen, kriegen wir wieder Probleme,
denn wir miissen ja wieder Verschmelzen:

vo {BMN3Ir .ACr,B,Ir A -AU(Fr . ANIr.B),< 1r,-A}

r

vi {A,Cr,mAU(Fr~.AN3Ir.B),<1r,3r . AN3Ir.B,Ir~.A,3Ir.B, B}

r
v2 {A,Cr,mAU((Fr~.AN3Ir.B),<1r,3r . AN3Ir.B,Ir".A,3Ir.B, B}

r
vy {A,Cr,~AU (I~ .AN3Ir.B),<1r,Ir . ANIr.B,3r~.A,Ir.B}

r
ve {A,Cr,mAU(Fr.ANIr.B),<1r,Ir . ANIr.B,3Ir~.A,Ir.B}

Nun machen wir das Ganze noch einmal und erhalten:
vo {BMN3Ir A Cyr,B,Ir A, -AU(Ir—.ANIr.B),< 1r,-A}

r
v {A,Cr,-AU(Ir~.AN3Ir.B), < 1r,3r . AN3Ir.B,3Ir~.A, Ir.B, B}

r
va  {A,Cr,-AUFr . AN3Ir.B), < 1r,3r . AN3Ir.B,3Ir~.A, Ir.B, B}

r
vy {A,Cr,~AU(3Ir".ANIr.B), < 1r,Ir . AN Ir.B,Ir.A,3Ir.B, B}

.
ve {ACr,-AU(Fr.ANIr.B), < 1r,Ir . ANIr.B,Ir.A,Ir.B}

r

vs {A,Cr,~AU(Fr . ANIr.B),<1r,Ir . ANIr.B,Ir .A,Ir.B}

Nun kénnen wir blockieren mit den Paaren (vy,v2) und (ve, v3), also x = vo mit Vorgidnger 2’ = vy
blockiert y = v3 mit Vorgénger 4’ = vs, also vy blockiert v3 direkt.

Markus grofler Fehler war also zu vergessen, dass bei inversen Rollen zusammen mit funktionalen

Rollen paarweises Blockieren verwendet werden muss.

Losung (4.6).
Axiome der Form T C < 1r.A werden in C- immer zu einer Konjunktion der Form < 1 7.4, wobei
wir r in der < 1-Regel als funktional bezeichnen. Wir erweitern die Regel wie folgt:



< 1-Regel: Fireinv € V mit < 1r.A € L(v) und zwei
f-Nachbarn v; und ve mit A € L(vy1) N L(vy), merge(vy, va).

Losung (4.6).

(a) ALCTZ— hat die endliche Modelleigenschaft. Gegeben ein beliebiges unendliches Modell kann

ich ein endliches konstruieren: Ich kollabiere/verschmelze einfach Elemente, welche die glei-
chen atomaren Konzepte wahr machen, die also bzgl. der atomaren Konzepte nicht unter-
scheidbar sind. Uber eine Rolle benachbarte Elemente werden dies nicht “bemerken”, da ihre
Nachfolger ja immer noch die gleichen atomaren Konzepte erfiillen. Was sich @ndern kann,
ist die Anzahl der Nachfolger, aber ohne Zahlenrestriktionen, hat das keinen Einfluss auf die
Erfiillbarkeit.
Alternativ zu dieser rein modell-theoretischen Argumentation, kann ich auch wie folgt argu-
mentieren: Gegeben ein beliebiges erfiillbares Konzept, wende ich den Tableau Algorithmus
an. Da das Konzept erfiillbar ist, erhalte ich ein widerspruchfreies Tableau auf das keine Regeln
mehr anwendbar sind (Gleichheits-Blockierung angenommen). Aus diesem kann ich, wie fiir
ALC, ein endliches Modell durch Zyklen-Bildung konstruieren. Die Gleichheit der Label von
blockierten Knoten mit dem Label der blockierenden Knoten garantiert, dass die Modellkon-
struktion durch Zyklen funktioniert.

(b) ALCF— hat die endliche Modelleigenschaft. Man kann in diesem Fall immer ein zyklicshes
Modell aus einem Tableau bauen. Da Knoten im Tableau bzw. Elemente im Modell nicht “se-
hen” konnen, von welchen anderen Elementen aus es zu ihnen eine Verbindung gibt, d&ndern
diese Zyklen nichts an der Erfiillbarkeit.

(¢) ALCZF— hat nicht die endliche Modelleigenschaft. Sei das Konzept =AM 3r. A und enthalte
die TBox das Axiom A C Fr. Aund T C< 17—, also Cp = (mA U Ir. AN < 1r~. Wir
erhalten das folgende Tableau:

vo {-AN3Ir.ACr,—-AIrA-AUIr A, <1r }
r

v {A,Cr,-AUIr.A < 1r",3r.A}
r

va {A,Cr,-AUTIr.A < 1r ,3r.A}

Jr

v {A,Cr,-AUTIr.A < 1r ,3r.A}

Ein Loop zuriick zu vq ist nicht moglich, da vy = A wahr macht und somit A nicht erfiillen
kann. Ein Loop zu einem anderen Element ist nicht moglich, da dann < 17~ verletzt wire.
Trotzdem ist das Konzept erfiillbar in dem unendlichen Modell, was ich durch immer weitere
Expansion bekommen wiirde bzw. durch Anwendung des Unravelling Verfahrens.



