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Grundbegriffe und Notation

1. Wahrscheinlichkeitsraum:
Ein Wahrscheinlichkeitsraum ist immer gegeben durch das Tripel (2, %, p).

Eine Abbildung X : Q@ — IR heisst Zufallsvariable (ZV) falls fiir alle r € IR die Aussage
[X <7r]eXist.

Fiir eine ZV X bedeutet z.B. [X <7r] ={w € Q: X(w) < r}, oder
X=r={weQ: X(w)=r},oder [X € A] ={weQ: X(w) € A}.

2. Beschreibungen:

Eine Abbildung d : © — ¥ heifit Beschreibung falls w € d(w), Yw € Q. Auflerdem muss
p(d(w)) > 0, Yw € Q gelten.

Fiir eine Beschreibung d definieren wir die Komplettierung (oder Vervollstindigung) d durch
dw) :=[d=dw)] ={w € Q:dW) =dw)}.

Eine Beschreibung d mit d = d nennen wir komplett (oder vollstindig).

Fiir eine ZV X definieren wir mit X : Q — %;w — [X = X (w)] die Beschreibung durch X.

3. Neuigkeit:

Fiir eine Aussage A definieren wir die Neuigkeit oder Information als

N(4) = I(A) = — log, p(A).

Die Neuigkeit einer Beschreibung d ist eine ZV Ny : Q@ — IRy;w — —logy p(d(w)) > 0. Wir
schreiben N (d) := E(Ng).

Die bedingte Neuigkeit N, q einer Beschreibung ¢ gegeben eine weitere Beschreibung d ist eine
Zufallsvariable N : 2 — IRy mit Ngjg(w) = —logy p(c(w)|d(w)) > 0. Wir schreiben wieder
N(cld) i= E(Nyg).

4. Information:

Wir definieren die Information einer Beschreibung d als I(d) := N(d), und die Information
einer ZV X als I(X) := N(X).



Sitze Informationstheorie

1. Eigenschaften von Beschreibungen:

Fiir Beschreibungen ¢ und d und deren Komplettierungen ¢ und d gilt:

¢ C ¢
énd C end

Fiir ZVn X und Y bzw. fiir komplette Beschreibungen c, d gilt:
d = cnd
XNy = (XY)
X = X<=Xx2
2. Eigenschaften von Neuigkeit:
Fiir Beschreibungen ¢ und d gilt:
o Positivitéat:

N(c) >0 und N(d|c) >0

e Monotonie:

cCd = N(c)>N(d)

o Additivitat:

N(end) = (c) (d|e)

N(c) + N(d|
N(end) < N(c)+ N(d) , falls c und d komplett
N(c)+ N(d)

N(ecnd) =

(c) + N(d

3. Eigenschaften von Information:

, falls ¢ und d unabhéingig

Fiir Beschreibungen b, ¢ und d und deren Komplettierungen l;, ¢ und J, sowie fiir ZVn X, Y

und Z gilt:
e Bezug zur Neuigkeit:
I(c) := N(&) > N(c
I(X) = N(X)
I(c|d) := N(&|d)
I(X|Y) = N((X|Y)
e Monotonie:
Cd = I(c)>I(d)
¢Cd = I(ble)<I(bld) und I(c|b) >1(d|b)
Xr-Y = IX)>IY)
X-Y = I(Z|X)<I(ZY) und I(X|Z)>1(Y|Z)
(X =Y bedeutet XCYy )
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o Additivitat:

I(cnd) = I(c)+1I(dlc) <I(c)+I(d) (19)
I(cnd) = I(c)+1(d) , falls cund d unabhéngig (20)
I(X,)Y) = I(X)+I(Y|X) <I(X)+I1(Y) (21)
I(X,)Y) = I(X)+1(Y) , falls X und Y unabhéngig (22)

4. Subjektive Information und Information Gain

Fiir Wahrscheinlichkeitsraum (€2, ¥, p) nimmt man neben der tatséchlichen Verteilung p die
subjektive Verteilung ¢ an: Dann kann man die subjektive Neuigkeit einer Beschreibung d als

Ny(d) := Npq := Ep(—loga(q(d(w)))) (23)

definieren. Ahnlich kann man fiir eine Beschreibung d bzw. eine ZV X die subjektive Infor-
mation definieren:

Ig(d) := Ipg(d) := Ep(—logy(q(d(w)))) (24)
1g(X) = Ipg(X) := Ep(—logy(¢(X (w)))) (25)

Der Information Gain einer ZV X definiert man als
Gpq(X) := Ipg(X) — Ipp(X) = Io(X) — I(X) (26)

Fiir Q = {w1,ws, ...,wn} und p; = p(w;) und g; = q(w;) gilt

S bi

Gpqe(X) = Gpq:= Zpi lna >0, (27)
i=1 v

D,y = Gpq+Gqp (Kullback — Leibler — Distanz). (28)

5. Eigenschaften von Transinformation

Es gilt
I(X)+I(Y)-I(X,Y)
TX,y) = { I(X)-IX]y) < IX) (29)
) - I(YIX) < I(Y)
T(X,Y) > 0 (30)

T(X,Y)=0 < X undY unabhéngig. (31)



Definitionen und Sitze zu Kanilen und Kanalkapazitét

1. Einfacher Kanal und Ubergangswahrscheinlichkeit P : Q; ~» s:
e Definition: Seien (21,31, p1), (2, 32, p2) zwei Wahrscheinlichkeitsrdume.

P:Q x 39— [0;1]
heiBt Ubergangswahrscheinlichkeit (U.-W.), falls
P { S - [0,1]
v A — Pw,A)
fiir jedes w € 1 Wahrscheinlichkeit auf (g, 32) ist, und falls
Pa: { gff = P[(?;,lj]éx)

fiir jedes A € ¥ ZV auf (Q;,%;) ist.

Mit Hilfe einer U-W. P : Q1 ~ Q5 und einer Wahrscheinlichkeit p auf € kann man
eine neue Wahrscheinlichkeit p’ auf Q; x €y konstruieren: Fiir A € X1 und B € X5 ist

p(Ax B) = Eq,(1a-Pp). (32)
Die beiden Randverteilungen von p’ sind
pll(A) = p/(A X Qo) =FEq,(14-Pa,) =E(14) =p(A) firA e, (33)
ph(B) = p'(Qe x A) = Eq,(lg, - Pg) = E(Pg) firBe X, (34)
e Ein einfacher Kanal K kann mit einer Ubergangswahrscheinlichkeit K : A ~» B: iden-
tifiziert werden. Seine Kapazitét ist definiert als
C(K) = m)?x{T(X;Y):X:QHA,K:X«»Y}, (35)
wobei X eine ZV mit Werten aus A ist und Y eine ZV mit Werten aus B ist die {iber
K an X gekoppelt ist. Die Maximierung erfolgt iiber die Verteilung von X.

2. Blockcodierung und Informationsrate

Idee: Kodiere nicht nur ZV X, sondern X mehrfach wiederholt. Seien (X;);en, identisch
verteilte (i.d.) diskrete ZVn, d.h. p[X; = x| = p[Xy = z|Vz € W (X)Vi € IN

e Die Informationsrate der Informationsquelle X = (X;)ien, ist definiert als

.1
Ir(x) = nh—{go EI(XlaXQavXn> (36)
= nli_}IglOI(Xn|X1,X2,...,Xn,1) (37)

e Die Transinformationsrate zweier Prozesse X = (X;)iew, und Y = (Vi)ien, ist definiert
als

TY) =l T, X, X (VY Vo) (33)
= Ir(x)'f'lr(%)_lr(xag) (39)



e Ein n-Block-Code fiir (X;);enN, ist definiert als ein Code C' fiir den ZVe (X1, ..., X,,).
e Die “Lénge pro Zeichen” L, des n-Blockcodes C' ist defineiert als L, = L./n.

e Satz: Sei X = (X;); eine Informationsquelle. Fiir geniigend grofies n gibt es einen n-
Blockcode mit

3. Kanal und Kapazitit
e Einfacher Kanal (ohne Gedichtnis) ist gegeben durch eine Ubergangswahrscheinlichkeit
K:A~ B

e Kanal mit einfachem Gedéchtnis gegeben durch

K:AxA~ B

e allgemeiner Kanal (beliebig langes Gedéchtnis)
K : AN~ BN

Fiir X = (Xy)iew Prozess auf A und Y = (Y3)iew durch K an X gekoppelter Prozess auf
B schreibt man X : X ~ Y, d.h.

p <ﬂ [Xz =g NY; = b1]> = p (m [Xz = az]) : fKal...an <ﬂ [E = bl]) . (40)
i=1 i=1 i=1
Fiir einfaches Gedéchtnis gilt

:Kaoal...an ( [sz = bz]) = H Kai,lai [Y; = bl]a (41)
i—1 -

s =1

und ohne Gedéchtnis gilt
g{al..‘an <m [Y; = bz]) = H Kai D/l = bz]a (42)

e Kanalkapazitét

C(X) := sup{T,(X;Y) : X stationdr, K : X ~ Y}. (43)
X
Satz: Fiir Kanal ohne Gedéchtnis gilt C(X) = C(K).

4. Satz von Shannon:

Sei K : A ~ B Kanal ohne Gedéchtnis mit Kapazitit c. Sei (U;)en stationédrer Prozess
auf D mit Informationsrate r < c¢. Sei € > 0. Dann gibt es ein n € IN und Abbildungen
Q:D"— A" R:B"™ — D" so daB

p[Ro K o Q(Un,...,Uy,) # (Ur,...,Up)] < €
Genau heifit das fir X : (Xy)iew ~ (Y2)teN:

> ol(Ur, o Up) = d) - plR(YVA, oo Ya) # d|(X1, 0, X)) = Q(d)] < e
depn



Etwas mehr iiber stochastische Prozesse

1. Grundbegriffe:
Eine Familie (X})ier von ZVen mit W(X,;) = W heifit stochastischer Prozess auf W mit Zeit

T.
Typischerweise T' = IN, Ny, Z, R, IR+ und W endlich oder C IR.
Wie geht man damit um?

e Man macht sich keine Sorgen um die Konstruktion der vielen ZVen (das geht).

e Man rechnet jeweils nur mit der gemeinsamen Verteilung von endlich vielen ZVen.

2. Eigenschaften von stochastischen Prozessen:

1. Identische Verteilung (i.d.):

Vs, t: p[Xi € A] = p[Xi4s € A] (44)
2. Stationaritét:
Vs, b1, eyt i D[ X, € A1y oy Xo, € Ay = p[Xiy4s € ALy ooy, Xty 45 € Ay (45)
3. Unabhéangigkeit:
n
Vs, b1, .ty t p[ Xy € A1, ., Xy, € Ay = Hp[Xti € A (46)
i=1
4. Markov Eigenschaft:
V>t >ty > .. >ty p[ Xy € Al(Xyy, -, Xy,)] = p[ Xt € Al XYy ] (47)
5. homogen Markov:
Vi, t1, s p[Xy € Al Xy, ] = p[Xiys € A| Xy +5) (48)

3. Sitze dariiber:

=
+ (44) = (45) + (47) + (48)
+ (45) = (48)
+

(48) + (44) = (45)



4. typische Forderungen:

i.i.d. Prozess, d.h. (44) + (46)

= stationdrer Markov-Prozess, (45) + (47)
= stationdrer Prozess, (45)

= i.d.-Prozess, (44)

5. Markov-Ketten:

Definition: Eine Markov-Kette ist ein homogener Markov-Prozess auf endlicher Menge W =
{wi, ..., w,} mit Zeit INy.
Die Markov-Kette (X¢)ien, ist bestimmt durch

e Startverteilung p mit p; = p[Xo = w;] und
e Ubergangsmatrix P mit P;; = p[X1 = w;| X = w,]

Daraus lassen sich die Verteilungen zu beliebigen Zeiten ableiten:

pi=pX1=w] = Y p[Xo=w;, X1 =w]= p[Xo=uw] p[X1=mw|Xo=wj]
] J

J
= > Pypj = (Pp);
j

Also p' = Pp, p?> = Pp' = P?p, p? = P3p, us.w.



