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1. Computer und neuronale Netze

1. Was ist die Neuroinformatik?

2. Aufgaben für neuronale Systeme

3. Computer vs. neuronale Netze
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Neuroinformatik ist die Wissenschaft, die sich mit der Informationsverarbeitung in neuro-
nalen Systemen (biologischen und künstlichen) befasst.

Neuroinformatik

Neurowissenschaften Informatik

Neurobiologie

Neurophysiologie

Neuroanatomie

Psychologie

Kognitionswissenschaften

Neuronale Systeme Informationsverarbeitung

AutomatikInformation
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Aufgaben für neuronale Systeme

Visuelle Erkennung : Erkennung von Objekten, Gesichtern, Handschrift-
zeichen.

Akustische Erkennung : Erkennung von kontinuierlich gesprochener
Sprache, die Identifizierung eines Sprechers.

Autonome Systeme : Lokalisation im Raum, Ausweichen von Hindernis-
sen, Planung von Wegen.

Arithmetik : Berechnung von 23.4561246537829, π = 3, 1415 . . . (eher nicht)

(Mathematische) Beweise : Gibt es natürliche Zahlen x, y und z, so dass
die Gleichung xn + yn = zn für natürliche Zahlen n > 2 erfüllt ist? (eher
nicht)
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Computer Neuronale Systeme
wenige aber komplexe Prozessoren
≈ 100 – 104

viele einfache Neuronen, z. B. im
menschlichen Gehirn ≈ 1010-1011

niedriger Vernetzungsgrad
≈ 101

hoher Vernetzungsgrad
≈ 103–105 Synapsen pro Neuron

Taktfrequenz liegt im GHz-Bereich wenige hundert Spikes pro Sekunde

kaum fehlertolerant fehlertolerant (fuzzy, verrauschte
oder wiedersprüchliche Daten)

nicht robust; Störung führen meist
zum Ausfall

robust bzw. stetig; Störung bedeu-
tet kein Totalausfall, sondern einge-
schränkte Funktionalität

explizite Programmierung lernen durch Beispiele

Trennung von Programmen und Da-
ten

Keine Trennung; die Synapsenstärke
beeinflußt die Neuronenaktivität und
umgekehrt
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2. Biologische Grundlagen neuronaler Netze

1. Gehirn

2. Neuron

3. Synapse

4. Neuronale Dynamik
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Menschliches Gehirn

Ansicht eines menschlichen Gehirns (von links-hinten). Großhirnrinde und Kleinhirn sind ge-
zeigt.
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Gehirne einiger Tiere

Fortschreitende Vergrößerung (bzgl. des Volu-
mens und der Einfaltungen) des Großhirns bei
Wirbeltieren.
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Links: Seitenansicht der linken Gehirnhemisphäre beim Menschen. Die Oberfläche ist stark
gefaltet; verschiedene Felder mit ihrer Spezialisierung auf Teilaufgaben sind abgegrenzt.

Rechts: Schnitt durch die Hirnrinde einer Katze. Pyramidenzellen (A-G); Sternzellen (H-M).
Etwa 1% der Nervenzellen sind durch spezielle Färbungstechniken gezeigt. Menschliches
Gehirn: 1010 − 1011 Neuronen.
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Somatosensorische und motorische Hirnrinde
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Schichtenstruktur der Großhirnrin-
de. Es sind verschiedene neuronale
Strukturen gezeigt:

• Neuronen mit Nervenfa-
sern(links)

• Verteilung der Zellkörper (Mitte).

• Organisation der Nervenfasern
(rechts).
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Neuron (schematisch dargestellt)

Anatomische Teilstrukturen eines Neurons:

• Zellkörper (Soma)

• Dendrit

• Axon

Der Nervenimpuls (Spike oder Aktionspoten-
tial) breitet sich ausgehend vom Zellkörper
(genauer vom Axonhügel) über das gesamte
Axon bis in die axonalen Endigungen aus.
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Oben: Zellkörper mit einem stark ver-
zweigten Dendriten(baum). An den
Verästelungen des Dendriten befin-
den sich eine Vielzahl von Kontakt-
stellen, die sogenannten Synapsen ,
von vorgeschalteten Neuronen.

Unten: Synaptische Kopplung zwei-
er Neuronen. In der präsynaptischen
Membran (axonales Endknöpfchen)
befindet sich der Neurotransmitter
in den synaptischen Bläschen .
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Zellmembran

Sematische Darstellung einer Axonmembran. Offene und durch Tore (gates) verschlossene
Ionenkanäle sind gezeigt. Verschiedene Ionentypen befinden sich außerhalb und innerhalb
der Membran.
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Die häufigsten Ionenkanaltypen in der Axon-
membran:

• Kaliumkanäle (oben) gehören (in der Mehr-
zahl) zum offenen Typ; Kaliumionen sind
vor allem innerhalb der Zelle.

• Natriumkanäle (Mitte) sind (in der Mehr-
zahl) durch Gates verschlossen; Natriu-
mionen befinden sich hauptsächlich außer-
halb der Zelle.

• Chloridkanäle (unten) sind (in der Mehr-
zahl) offen; Chloridionen sind überwiegend
außerhalb der Zelle.

Im Vergleich zu Kalium- oder Natriumionen
sind Chloridionen deutlich in der Minderzahl.
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Potential an der Zellmembran

Messungen des Ruhepotentials an der Zell-
membran

a Ruhepotential (hier bei ca. -75mV) zwi-
schen dem Inneren und dem Äußeren der
Zelle.

b kein Potential im Extrazellulärraum

c kein Potental im Intrazellulärraum

d Einstechen einer Mikroelektrode in die Zel-
le zur Zeit t1. Potential fällt sprunghaft auf
das Ruhepotential ab.
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Aktionspotential an der Zellmembran

Phasen des Aktionspotentials

1. Ruhepotential.

2. Spannungsgesteuerte Natrium- und
(wenige) Kaliumkanäle springen auf
(durch Erregung der Membran). Posi-
tive Natriumionen strömen massiv in
die Zelle ein.

3. Natriumionen strömen weiter ein.

4. Natriumkanäle schließen sich. Kali-
umkanäle bleiben offen.

5. Positive Kaliumionen strömen durch
die offenen Kaliumkanäle weiter aus,
ebenso positive Natriumionen (durch
die Natriumkanäle vom offen Typ).

6. Kaliumkanäle schließen sich wieder.

7. Ruhepotential wieder erreicht.
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Aktionspotential - Ausbreitung

1. Aktionspotential (AP) wird am
Axonhügel ausgelöst.

2. Fortpflanzung des APs mit kon-
stanter Amplitude.

3. Verzweigung des APs am Ende
des Axons, sogenannter axonaler
Baum.

4. Ausschüttung von Neurotransmit-
ter in den Synapsen.
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Aufbau einer Synapse

• Präsynaptische Membran (axonales
Endknöpfchen des vor der Synapse
liegenden Neurons) mit synaptischen
Bläschen. Neurotransmitter befindet
sich in den synaptischen Bläschen.

• Postsynaptische Membran (Dendrit
des nachfolgenden Neurons).

• Neuronen sind getrennt. Synapti-
schen Spalt sehr klein (einige Nano-
meter).

• Übertragung des Aktionspotential
auf die nachgeschaltete Zelle erfolgt
durch Ausschüttung von Neuro-
transmitter in den synaptischen
Spalt.

Diese chemische Synapsen kommen
vor allem in Wirbeltiergehirnen vor.
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Synaptische Übertragung

Oben: Elektronenmikroskopische
Aufnahme einer Synapse bei der Aus-
schüttung von Neurotransmitter.

Unten: Sematische Darstellung der
Neurotransmitterausschüttung.
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Erregende/Exzitatorische
Synapse
• Aktionspotential erreicht die axo-

nalen Endigung

• Exizatorischer Neurotransmitter
bewirkt das kurzzeitige Öffnen
von Natriumkanälen, so dass
im Bereich der Synapse, positiv
gelandenen Natriumionen in die
Zelle einströmen.

• Dadurch erhöht sich die positive
Ladung innerhalb der Zelle.

• Änderung des Potentials der
postsynaptischen Zelle (es wird
etwas positiver).

• EPSP = exzitatorisches postsyn-
aptisches Potential
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Hemmende/Inhibitorische
Synapse
• Aktionspotential erreicht Axonen-

digung

• Inhibitorischer Neurotransmitter
bewirkt, dass z.B. negativ gela-
dene Cloridionen im Bereich der
Synapse in die Zelle einströmen
können.

• Dadurch erhöht sich die negative
Ladung innerhalb der Zelle.

• Änderung des Potentials der
postsynaptischen Zelle (es wird
etwas negativer).

• IPSP = inhibitorisches postsynap-
tisches Potential
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Räumlich-Zeitliche Summation am
Zellkörper
• Durch einzelne EPSPs werden keine Akti-

onspotentiale ausgelöst.

• Viele EPSPs (räumliche Summation der
EPSPs über die Synapsen), die ungefähr
gleichzeitig die Zelle erreichen (zeitliche
Summation der EPSPs), können die Zelle
so stark erregen, dass die Feuerschwelle
(hier -60mV) erreicht wird.

• Mit dem Erreichen der Feuerschwelle wer-
den Natriumkanäle geöffnet und ein Akti-
onsspotential (Spike) ausgelöst.
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Zyklus der neuronalen Dynamik

a Ausbreitung des Aktionspotenti-
als auf dem Axon

b Synaptische Übertragung

c Räumlich-Zeitliche Summation
der Eingaben

d Auslösung des Aktionspotentials

NI1 27



Längenverhältnisse im Nervensystem
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Zusammenfassung

• Warum überhaupt Neuroinformatik?

• Anatomischer Aufbau: Gehirn, Neuron, Synapse,

• Aktionspotential

• Funktionalität der Zellmembran

• Synaptische Übertragung

• Zyklus der Neuronale Dynamik
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3. Neuronenmodelle

1. Einleitung zur Modellierung

2. Hodgkin-Huxley-Modell

3. Grundmodell in kontinuierlicher und diskreter Zeit

4. Transferfunktionen (Kennlinien) für Neuronen

5. Neuronenmodelle in Anwendungen
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Modellierung neuronaler Netze

• Ein Neuronenmodell sollte die relevanten neurophysioligischen Vorgänge
der neuronalen Verarbeitung repräsentieren.

• Die Verknüpfungsstruktur definiert die Neuronenverbindungen im Netz-
werk. Die Verbindungsstruktur kann adaptiv sein und sich durch Lernre-
geln verändern.

• Eingänge und Ausgänge für das (Sub)-Netzwerk sollen vorhanden sein,
über die es mit anderen (Sub)-Netzen verbunden ist.

Wir unterscheiden

• Modellierung der neuronalen Dynamik = zeitliche Änderung der neuro-
nalen Aktivierungen.

• Modellierung der synaptischen Dynamik = Änderung der synaptischen
Verbindungsstärken (Kapitel 5).
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Neuronale Verarbeitung: Zusammenfassung

1. Neuronale Netze bestehen aus vielen Einzelbausteinen – den Neuronen ,
die untereinander über Synapsen verbunden sind.

2. Neuronen senden über ihre Axon Aktionspotentiale /Spikes aus.

3. Neuronen sammeln an ihrem Zellkörper und Dendriten eingehende Ak-
tionspotentiale (EPSPs und IPSPs) über ihre Synapsen auf. Man spricht
von einer räumlich-zeitlichen Integration/Summation .

4. Überschreitet die am Dendriten integrierte Aktivität den Feuerschwell-
wert oder kurz Schwellwert , so erzeugt das Neuron ein Aktionspotential
(Spike). Man sagt: Das Neuron feuert oder es ist im on-Zustand .

5. Bleibt die am Dendriten und Zellkörper integrierte Aktivität unter dem
Schwellwert , so erzeugt das Neuron kein Aktionspotential (Spike). Man
sagt: Das Neuron ist still oder es ist im off-Zustand .
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Das Hodgkin-Huxley-Modell

• Von A.L. Hodgkin und A.F. Huxley wurde 1952 ein komplexes Neuronen-
modell vorgeschlagen.

• Grundlage des Hodgkin-Huxley-Modells waren neurophysiologischen Ex-
perimenten an der Zellmembran des Riesenaxons des Tintenfisches.

• Erkenntnisse zum Ruhepotential und zur Entstehung und Weiterleitung
des Aktionspotential gehen auf diese Experimente zurück.

• Das Hodgkin-Huxley-Modell enthält die wichtigsten elektrophysiologischen
Charakteristika (Ströme der Natrium-, Kalium- und Cloridionen) von Zell-
membranen und ist in der Lage Aktionspotentiale darzustellen.

• Hodgkin-Huxley-Modell ist für große Netzwerke nicht gut geeignet, da es
zu aufwendig.
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Hodgkin-Huxley-Modell: Schaltbild

Innen

1

E E EK L Na

Außen

G G

1 VC
L Na

G
K

1

-

+

++

- -

Ersatzschaltbild für Axonmembran

• Kalium-, Natrium- und Cloridionenströme werden modelliert.

• Spannungsabhängiger Membranwiderstand als einstellbarer Widerstand

• Membrankapazität durch Kondensator
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Hodgkin-Huxley-Modell: Gleichungen

Gesamtmembranstrom ist Summe der drei beteiligten Ionenströme und der
Strom, der die Membran auflädt.

Das Membranpotential V ist durch eine Differentialgleichung beschrieben:

C · dV

dt
= Iext − IIonen

Iext ein externer Strom und IIonen die Summe der drei beteiligten Ionenströ-
me IK (Kalium), INa (Natrium) und IL (Leckstrom, hauptsächlich Cloridio-
nen):

IIonen := GK(V − EK)︸ ︷︷ ︸
IK

+GNa(V − ENa)︸ ︷︷ ︸
INa

+ GL(V − EL)︸ ︷︷ ︸
IL

.

NI1 36



• Cm ist die Kapazität der Zellmembran

• GK := gK ·n4 die Leitfähigkeit der Zellmembran für Kaliumionen, wobei gK

die Konstante ist, welche die maximal mögliche Leitfähigkeit der Zellmem-
bran für Kaliumionen festlegt

• GNa := gNa · m3 · h die Leitfähigkeit der Zellmembran für Natriumionen,
wobei gNa die Konstante ist, welche die maximal mögliche Leitfähigkeit
der Zellmembran für Natriumionen festlegt

• GL := gL = konst die Leckleitfähigkeit der übrigen Ionentypen

• EK das Gleichgewichtspotential der Kaliumionen

• ENa das Gleichgewichtspotential der Natriumionen

• EL das Gleichgewichtspotential der übrigen Ionentypen
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Die Funktionen n, m und h sind DGL vom Typ

dx

dt
= αi(V )(1 − x(t)) − βi(V )x(t).

αi, βi, i = n, m, h, hängen dabei vom Membranpotential V ab

αn(V ) =
0.01(10.0 − V )

exp 10.0−V
10.0 − 1.0

βn(V ) = 0.125 exp
(
−

V

80.0

)

αm(V ) =
0.1(25.0 − V )

exp 25.0−V
10.0 − 1.0

βm(V ) = 4.0 exp
(
−

V

18.0

)

αh(V ) = 0.07 exp
(
−

V

20.0

)

βh(V ) =
1.0

exp 30.0−V
10.0 + 1.0
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Hodgkin-Huxley-Modell: Simulation

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

−80

−60

−40

−20

0

20

40

time [msec]

m
em

br
an

 p
ot

en
tia

l [
m

V
]

injection current: 8uA

• Eine analytische Lösung dieses
gekoppelten nichtlinearen DGL-
Systems ist nicht möglich.

• Numerische Näherungsverfahren
sind notwendig.

• In der Simulation wurde ein
einfaches Näherungsverfahren
verwendet (Polygonzugverfahren
nach Euler).
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• Ruhepotential liegt hier bei etwa
-70mV

• Aktionspotentiale ≥ 20mV

• Hyperpolarisationsphase (Poten-
tial < Ruhepotential).

• Spikedauer ca. 1msec, somit
maximale theoretische Spikefre-
quenz 1000Hz.

• Hier ist das Inter-Spike-Intervall
> 10ms, somit ist Spikefrequenz
kleiner als 100Hz.
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• Unterhalb einer Erregungs-
schwelle werden keine Aktions-
potentiale erzeugt.

• Auf mittlerem Erregungsniveau
erfolgt ein in etwa linearer Anstieg
der Feuerrate

• Sättigung der Feuerrate für hohe
Erregungsniveaus.
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Kontinuierliches Grundmodell

• Keine Modellierung der verschiedenen Ionenkanäle, deshalb sind Aktions-
potentiale nicht mehr modellierbar, sondern müssen explizit (durch eine
Funktion) modelliert werden.

• Neuron ist durch 2 Modellgleichungen beschrieben.

1. DGL für die Beschreibung des dendritischen Membranpotentials uj(t).
2. Axonales Membranpotential durch Funktionsauswertung

yj(t) = f(uj(t)).

• Synaptische Kopplungen werden durch reelle Zahlen cij modelliert: exzi-
tatorische Kopplung cij > 0; inhibitorische Kopplung cij < 0.

• Räumlich/Zeitliche Integration erfolgt durch Summation der eingehenden
Aktionspotentiale (nach Gewichtung mit den synapischen Kopplungsstär-
ken)
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In einem neuronalen Netz mit n Neuronen lauten die Modellgleichungen:

τ u̇j(t) = −uj(t) + xj(t) +

n∑

i=1

cijyi(t − dij)

︸ ︷︷ ︸
=:ej(t)

yj(t) = fj(uj(t))

• τ > 0 Zeitkonstante

• uj(t) dendritisches Potential des j-ten Neurons

• u̇j(t) die (zeitliche) Ableitung von uj.

• xj(t) externen Input des Neurons j.

• cij synaptische Kopplungsstärke von Neuron i zum Neuron j; i.a. ist cij 6= cji.

• dij Laufzeit eines Aktionspotentials von Neuron i zum Neuron j.

• yj(t) axonales Potential des j-ten Neurons.

• fj Transferfunktion des j-ten Neurons; häufig ist fj = f für alle Neuronen
j = 1 . . . , n und f eine nichtlineare Funktion.
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Diskretes Grundmodell

• Auch dieses DGL-System ist nicht mehr analytisch lösbar (z.B. falls f line-
ar ist und dij = 0).

• Näherungslösung durch Diskretisierung der Zeit

• Annäherung: u̇j(t) ≈ uj(t+∆t)−uj(t)

∆t

Einsetzen der Näherung in die DGL liefert:

τ

∆t
(uj(t + ∆t) − uj(t)) = −uj(t) + ej(t)

uj(t + ∆t) = (1 − ̺) · uj(t) + ̺ · ej(t) (1)

hier ist ̺ := ∆t
τ , 0 < ̺ ≤ 1. Ferner für das axonale Potential

yj(t) = f(uj(t)) (2)
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Transferfunktionen I

1. Die lineare Funktion f(x) := x. Ein Neuron mit dieser Transferfunktion
heißt lineares Neuron.

2. Die Funktion f(x) := H(x − θ) mit der Heaviside-Funktion H. Die
Heaviside-Funktion H nimmt für x ≥ 0 den Wert H(x) = 1 und für x < 0
den Wert H(x) = 0 an.

3. Die beschränkte stückweise lineare Funktionen:

f(x) =





0 x < 0
x x ∈ [0, 1]
1 x > 1

4. Die Funktion f(x) := Fβ(x) mit Fβ(x) = 1/(1+exp(−βx)), wobei β > 0 ist.
Fβ nennt man auch logistische Funktion.
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Kodierung der Neuronenausgabe

Das axonale Potential bei den Modellneuronen mit den Transferfunktionen
2.)-4.) liegt im Wertebereich [0, 1]. Bei einige neuronalen Modellierungsansät-
zen (z.B. Hopfield-Netzwerke) wird der Wertebereich der Neuronenausgabe
auch als [−1, 1] angenommen.
Eine Transformation G(x) := 2F (ax + b) − 1, mit a > 0 und b ∈ R, macht
aus einer Transferfunktion F mit Wertebereich [0, 1] eine Transferfunktion mit
Wertebereich [−1, 1].

Zum Beispiel:

• Für a = 1 und b = 0, so wird durch obige Transformation aus der
Heaviside-Funktion die Vorzeichen-Funktion.

• Für a = 1/2 und b = 0, so wird aus der Fermi-Funktion die Tangens-
Hyperbolikus-Funktion.
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Hyperbolischer Tangens, γ = 1.
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Neuronenmodelle in Anwendungen

Ausgabe

c

Eingabe

Gewichtsvektor

y

f

x
Vereinfachtes Neuonenmodell

• Neuronen ohne Gedächtnis,
d.h. ̺ = 1.

• Signallaufzeiten werden ver-
nachlässigt, d.h. dij = 0
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Beispiele I

• Lineares Neuron mit Gewichtsvektor c und Konstante θ

y(x) = 〈x, c〉 + θ =

n∑

i=1

xici + θ

• Schwellwertneuron mit Gewichtsvektor c und Schwellwert θ

y(x) =

{
1 〈x, c〉 ≥ θ

0 sonst

• Kontinuierliches nichtlineares Neuron mit Gewichtsvektor c und Kon-
stante θ

y(x) = f(〈x, c〉 + θ), f(s) =
1

1 + exp(−s)
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Beispiele II

Die Neuronenmodelle basierten bisher auf der Berechnung der gewichteten
Summe zwischen einem Vektor x und dem synaptischen Gewichtsvektor c

(dies ist das Skalarprodukt 〈x, c〉).
In der Praxis sind auch distanzberechnende Neuronenmodelle gebräuchlich,
wir werden diese später bei den Netzen zur Approximation und Klassifikation,
sowie bei den Netzen zur neuronalen Clusteranalyse genauer kennenlernen.

• Distanzberechnendes Neuron

y = ‖x − c‖2

• Radial symmetrisches Neuron

y = h(‖x − c‖2), h(r) = exp(− r2

2σ2
)
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4. Neuronale Architekturen

• Rückgekoppelte neuronale Netzwerke

• Vorwärtsgekoppelte neuronale Netzwerke

• Geschichtete neuronale Netze
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Rückgekoppelte Netze

Bei rückgekoppelten neuronalen Netzwerken (recurrent/feedback neural
networks) sind die Neuronen beliebig miteinander verbunden — potentiell ist
jedes Neuron mit jedem anderen Neuron verbunden.

Kopplungsmatrix C ∈ R
n2

hat also keine spezielle Struktur.

f f f

1 2 n
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Vorwärtsgekoppelte neuronale Netze

• Bei den vorwärtsgekoppelten neuronalen Netzen ist der Informations-
verarbeitungsfluss gerichtet, und zwar von den Eingabeneuronen zu den
Ausgabeneuronen.

• Die Verarbeitung erfolgt sequentiell durch mehrere Neuronen bzw. Neu-
ronenschichten.

• Der Verbindungsgraph der Neuronen, repräsentiert durch die Kopplungs-
matrix C, ist zyklenfrei .

• In Anwendungen, sind die diese geschichteten Netze oder layered
neural networks von großer Bedeutung.

NI1 55



Geschichtete neuronale Netze

• Neuronen der Eingabeschicht propagieren (sensorische) Eingaben in
das Netz, diese führen keine neuronalen Berechnungen durch. Deshalb
wird diese Schicht meist auch nicht mitgezählt (wie bei Boole’schen Schalt-
netzen). Man kann sie auch als 0-te Neuronenschicht bezeichnen.

• Die Neuronen in der Schicht k erhalten ihre Eingaben von Neuronen der
Schicht k − 1 und geben ihre Berechnung an die Neuronen der Schicht
k + 1 weiter.
Diese Schichten nennen wir Zwischenschicht oder versteckte Schichte
oder hidden layer .

• Die Neuronen ohne Nachfolgeneuron bilden die Ausgabeschicht .
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Darstellung von Mehrschicht-Netzen

• In der Literatur findet man zahlreiche Darstellungsformen von neuronalen
Netzwerken. Sehr verbreitet ist die Graph-Notation mit einer Knoten- und
Kantenmenge.

• Knoten entsprechen den Neuronen und die synaptischen Kopplungen sind
als Kanten dargestellt.

1C

schicht

Eingabe− Ausgabe−

schicht

C 2

Zwischen−

schicht
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f

f

f

f

n

2

1

Eingabe

Ausgabe

n+m+1 n+m+p

n+mn+1

f

1

Eingabe

Ausgabe

f

C

C

2

Schematische Darstellung von Einzelneuronen (links) mit den synaptischen
Kopplungen (dargestellt als •). Die Neurondarstellung besteht aus dem Den-
driten (Rechteck) mit den synaptischen Kopplungen cij, dem Zellkörper
(Halbkreis) mit der Transferfunktion f und dem Axon (ausgehender Pfeil).

In der linken Abbildung ist ein Netz mit N := n + m + p Neuronen gezeigt:
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• n Neuronen in der Eingabeschicht, diese werden als Eingabe-Neuronen
nicht weiter betrachtet, da sie keine neuronale Berechung durchführen.

• m Neuronen in der Zwischenschicht

• p Neuronen in der Ausgabeschicht

In der rechten Abbildung sind die synaptischen Kopplungen als Matrizen zu-
sammengefasst. Die neuronale Transferfunktion f ist hier als vektorwertige
Funktion zu interpretieren. Entlang der Pfeile werden Vektoren ∈ R

n, R
m

bzw. R
p prozessiert.

Die Kopplungsmatrix C ∈ R
N2

des Gesamtnetzes hat die Form

C =




0 C1 0
0 0 C2

0 0 0


 mit C1 ∈ R

n × R
m und C2 ∈ R

m × R
p.
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5. Lernregeln für neuronale Netze

1. Allgemeine Lokale Lernregeln

2. Lernregeln aus Zielfunktionen: Optimierung durch Gradientenverfahren

3. Beispiel: Überwachtes Lernen im Einschicht-Netz

NI1 60



Einleitung

• Unter Lernen versteht man den Erwerb neuen Wissens, unter Gedächtnis
die Fähigkeit, dieses Wissen so zu lernen, dass es wiederfindbar ist.

• Mechanismen neuronalen Lernens sind deutlich weniger erforscht als die
neurophysiolgischen Vorgänge bei der neuronalen Dynamik (Ruhepoten-
tial, Aktionspotential, Ionen-Kanäle, etc).

• Mögliche Formen des neuronalen Lernens:

– Änderung der Verbindungsstruktur: Anzahl der Neuronen/Neuronenschichten
– Änderung der Verbindungsstärken

Wir betrachten vor allem Lernen durch Änderung der Verbindungsstärken.
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Lernen durch Änderung der Synapsenstärken

• Die Änderung der Synapsenstärken lässt sich wieder durch Differntialglei-
chungen bzw. Differenzengleichungen (Iterationsgleichungen) beschrei-
ben. Analog zur Beschreibung der neuronalen Dynamik (in kontinuierlicher
oder diskreter Zeit).

• Änderung der synaptischen Kopplungen vollzieht sich langsamer, als die
Änderung der neuronalen Zustände.
Dies ist beispielsweise durch verschiedene Zeitkonstanten in den Differn-
tialgleichungen modellierbar.

• In praktischen Anwendungen wird vor allem der Fall betrachten, in dem
der Lernprozess vor der eigentlichen Anwendungsphase erfolgt, und dann
später, in der Anwendung, kein Lernen mehr stattfinden.
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Aufwand beim Lernen in einem Netz mit n Neuronen:

• Für die neuronale Dynamik: Je Neuron wird das dendritsche Potential
xj(t), in Abhängigkeit der axonalen Potentiale yi(t − dij) aller n Neuro-
nen, berechnet.
Schließlich wird das axonale Potential yj(t) = f(xj(t)) bestimmt.
Wenn man für die Funktionsauswertung konstanten Aufwand (Funktion als
Tabelle gespeichert) annimmt, so sind n2 Multiplikationen auszuführen, um
die Zustände aller n Neuronen zu berechnen.

• Für die synaptische Dynamik: Setzt man pro Synapse eine DGl an, so sind
insgesamt schon n2 Operationen durchzuführen, selbst wenn der Aufwand
pro Synapse konstant ist.
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Allgemeine Lokale Lernregel

Änderung einer synaptischen Kopplung cij soll durch die lokal vorhandenen
Größen bestimmt werden.

Globale Netzwerkzustände sollen dabei nicht berücksichtigt werden (erfor-
dern größeren Aufwand und sind auch biologisch nicht plausibel)

f f

modifizierbare Synapse

Verbindung von Neuron i zum Neuron j

c ij

i j
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Allgemeine lokale Lernregel als Differenzengleichung:

∆cij(t) = cij(t) − cij(t − ∆t) = −v(t)cij(t) + l(t)
(
yi(t) − acij(t) − b

)(
δj(t) − c

)

Hierbei sind:

• ∆cij(t) := cij(t) − cij(t − ∆t); (meist wird ∆t = 1 gesetzt)

• v(t) ≥ 0 eine Vergessensrate. In Anwendungen typischerweise v(t) = 0.

• l(t) ≥ 0 eine Lernrate. Gebräuchlich ist l(t) > 0 und l(t) monoton gegen 0
fallend.

• a, b, c ≥ 0 Konstanten. Häufig a = b = c = 0.

• Die Form von δj(t) wird durch das Lernverfahren bestimmt.
Wir unterscheiden unüberwachtes und überwachtes Lernen (unsupervi-
sed and supervised learning).
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Unüberwachtes Lernen

Im unüberwachten Lernen ist δj(t) = uj(t) (dendritisches Potential) oder
δj(t) = yj(t) (axonales Potential) des postsynaptischen Neurons, also bei-
spielsweise

∆cij(t) = l(t)yi(t)yj(t)

Dieses ist eine sehr bekannte Lernregel. Sie wird zu Ehren von Donald Hebb
auch Hebb’sche Lernregel genannt.

Postulat von Hebb (1949):
Wenn das Axon der Zelle A nahe genug ist, um eine Zelle B zu erregen,
geschieht ein Wachstumsprozess in einer oder in beiden Zellen, so dass die
Effizenz von A, als eine auf B feuernde Zelle wächst.
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Überwachtes Lernen

Ausgabe

Lehrersignal

j

i

i j

j

j

y

c

y

T

Eingabe

• Lehrersignal Tj des j-ten Neurons.

• Ausgabe yj des j-ten Neurons.

• Die Ausgabe yi beeinflusst auch die
Neuronenausgabe yj (durch cij).

• Idee: Die Ausgabe yj soll durch
Änderung der synaptischen Kopp-
lungsstärke cij möglichst auf das
Lehrersignal Tj geregelt werden.
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Delta Lernregel

Im überwachten Lernen mit der Delta-Regel ist δj(t) = Tj − yj(t) also:

∆cij(t) = l(t)yi(t)
(
Tj(t) − yj(t)

)

hierbei ist Tj(t) ein externes Lehrersignal bzw. Sollwert für das Neuron j zur
Zeit t.

Lernregeln dieser Art, die einen Vergleich zwischen einem Lehrersignal und
der Neuronenausgabe berechnen, werden Delta-Regeln genannt.

Viele gebräuchliche Lernregeln sind von diesem Typ — die bekannteste ist
die Perzeptron-Lernregel .
Sehr viele Lernregeln sind lokal. Wir werden allerdings auch später nicht-
lokale Lernregeln kennenlernen.
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Verhalten einer Delta-Lerngel für ein nichtlineares kontinuierliches Neuron mit
der Ausgabe

yj = f(

n∑

i=1

cijyi), uj =

n∑

i=1

cijyi

f differenzierbare monoton wachsend, z.B. f(x) = 1
1+e−x.

Die Änderung der Ausgabe von yj bei der Delta-Lernregel:

yneu
j − yj = f(

n∑

i=1

cneu
ij yi) − f(

n∑

i=1

cijyi)

= f ′(z) (uneu
j − uj) z ∈ (uneu

j , uj)

= f ′(z) (cneu
ij − cij)yi

= l f ′(z) (Tj − yj) y2
i

Also: yneu
j = yj + ly2

i f
′(z)(Tj − yj), wobei ly2

i f
′(z) > 0.
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Fallunterscheidungen bei der Delta-Regel:

• Tj = yj, dann bleiben cij und yj unverändert.

• yj > Tj, also Tj−yj < 0, dann ist ∆cij < 0, also yneu
j −yj < 0, dh. yneu

j < yj

• yj < Tj, also Tj−yj > 0, dann ist ∆cij > 0, also yneu
j −yj > 0, dh. yneu

j > yj

Falls die Lernrate l > 0 klein ist, so ist nach einem Lernschritt mit der Delta-
Lernregel der Fehler T − y kleiner geworden.

Die Delta-Regel zeigt das geforderte Verhalten, nämlich den Fehler zwischen
Lehrersignal und Netzausgabe zu minimieren.

Wie können nun Lernregeln systematisch hergeleitet werden?
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Konstruktion von Lernregeln

Wir gehen nun davon aus, dass uns eine Menge von Eingabesigna-
len(vektoren) vorliegt, zu denen ebenfalls Sollausgaben/Lehrersignale defi-
niert sind.

Wir betrachten überwachte Lernverfahren, hier ist das Ziel dadurch definert,
dass die Netzausgabe jeweils dem Lehrersignal möglichst nahe kommen soll!

Sei also eine Trainingsmenge gegeben durch Ein-Ausgabepaare:

T = {(xµ,Tµ) | xµ ∈ R
d,Tµ ∈ R

n; µ = 1, . . . , M}

Gesucht ist nun ein neuronales Netz, repräsentiert durch seine Kopplungs-
matrix C, so dass für alle Netzausgaben yµ gilt: Tµ ≈ yµ.

Die spezielle Architektur, Anzahl der Neuronen, Anzahl der Schichten, etc
soll an dieser Stelle nicht festgelegt werden.
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Zielfunktionen

• Tµ ≈ yµ präzisiere fassen
• Unterschied von Tµ und yµ durch Abstandsfunktionen messen

‖Tµ − yµ‖p :=
( n∑

i=1

|T µ
i − yµ

i |p
)1

p

hierbei ist p ≥ 1, also etwa Abstandsfunktionen
p = 1 (Manhattan Abstand)

‖Tµ − yµ‖1 :=
n∑

i=1

|T µ
i − yµ

i |

oder p = 2 (Euklidischer Abstand)

‖Tµ − yµ‖2 :=
( n∑

i=1

|T µ
i − yµ

i |2
)1

2

NI1 72



• Oft wird der quadrierter euklidischer Abstand benutzt

‖Tµ − yµ‖2
2 :=

n∑

i=1

(T µ
i − yµ

i )2

• Netzausgabe y ist anhängig von Kopplungsmatrix C, also y = y(C) = yC.
• Um die Netzausgaben den Sollausgaben anzupassen, soll nun die Kopp-

lungsmatrix C adaptiert werden.
• Gesucht ist die Kopplungsmatrix C∗, die die Differenz zwischen den Netz-

ausgaben und den Lehrersignalen minimiert.
• Dieser Unterschied wird durch eine Zielfunktion oder Fehlerfunktion E :

R
r → R gemessen (r die Anzahl adaptierbaren Parameter C), z.B.

E(C) =
M∑

µ=1

n∑

j=1

(T µ
j − yµ

j )2
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Optimierung von Zielfunktionen

Sei nun eine reellwertige Fehlerfunktion (Zielfunktion) E(C), E : R
r → R

gegeben.

Gesucht ist nun die Kopplungsmatrix C∗ ∈ R
r, die E minimiert, d.h.

E(C∗) ≤ E(C) für alle C ∈ R
r

C∗ heißt dann das globale Minimum von E.

In den meisten Fällen kann C∗ nicht analytisch berechnet werden, man muss
sich mit numerischen, zumeist suboptimalen lokalen Lösungen, zufrieden ge-
ben.

Das einfachst numerische Verfahren zur Berechnung lokaler Minima ist das
Gradientenverfahren.
Voraussetzung hierfür: E muss differenzierbar sein.
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Zunächst betrachten wir r = 1. Dann führt die folgende Strategie in ein loka-
les Minimum der Funktion E : R → R:

1. Setze t=0 und wähle einen Startwert C(t).

2. Falls E′(C(t)) > 0, dann setze C(t + 1) auf einen Wert < C(t)

3. Falls E′(C(t)) < 0, dann setze C(t + 1) auf einen Wert > C(t)

Algorithmisch etwas präziser:

1. Setze t = 0. Wähle Schrittweite l > 0, Startwert C(0) und ǫ > 0:

2. Iterierte die Vorschrift für t = 0, 1, . . . bis |∆C| < ǫ:

C(t + 1) = C(t) − l · E′(C(t))
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Für mehrdimensionale Funktionen E : R
r → R wird der Gradient gradE(C)

statt der Ableitung E′(C) benutzt also

1. Setze t = 0. Wähle Schrittweite/Lernrate l > 0, Startwert C(0) und ǫ > 0:

2. Iterierte die Vorschrift für t = 0, 1, . . . bis ‖∆C‖ < ǫ:

C(t + 1) = C(t) − l · gradE(C(t))

Zur Erinnerung für f : R
r → R wird der Gradient gradf(x) definiert durch

gradf(x) = (
∂

∂x1
f(x), . . . ,

∂

∂xr
f(x)) ∈ R

r

Probleme bei Gradienten-Verfahren : Konvergenz gegen lokales Minimum ist
langsam; selbst Konvergenz nicht gesichert (etwa bei zu großen Schrittweiten
l.

l > 0 ist ein Parameter, der die Größe der Korrektur/Anpassung (von C)
bestimmt.
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Lernregel für einschichtiges Netz

Sei also eine Trainingsmenge gegeben durch

T = {(xµ,Tµ) | xµ ∈ R
d,Tµ ∈ R

n; µ = 1, . . . , M}

Das neuronale Netz bestehe aus einer einzelnen Schicht (Eingabeschicht
nicht mitgezählt) bestehend aus n nichtlinearen Neuronen.

Berechnungen der Neuronen j = 1, . . . , n bei Eingabe von xµ ∈ R
d:

1. uµ
j = 〈x, cj〉 =

∑d
i=1 xµ

i cij

2. Netzausgaben: yµ
j = f(uµ

j ) = f
(∑d

i=1 xµ
i cij

)

Definition der Zielfunktion E(C) := E(c1, . . . , cn), ci der i − te Spaltenvektor
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von C:

E(C) =

M∑

µ=1

‖Tµ − yµ‖2 =

M∑

µ=1

n∑

j=1

(T µ
j − yµ

j )2 → min

Lernregel als Gradienten-Verfahren:

1. grad E(C) = E(c1, . . . , cn) ausrechnen (Kettenregel zweimal anwenden)
(hier für ein einzelnes Gewicht cij) :

∂

∂cij
E(C) =

M∑

µ=1

2 · (T µ
j − yµ

j ) · (−f ′(uµ
j )) · xµ

i .

2. Ableitung in die allgemeine Formel einsetzen
(hier für ein einzelnes Gewicht cij):

cij(t + 1) := cij(t + 1) + 2l(t)
M∑

µ=1

(T µ
j − yµ

j )f ′(uµ
j )xµ

i
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Dies ist eine Batch-Modus-Lernregel , da der gesamte Trainingsdatensatz
T benutzt wird um einen Änderung der Matrix C durchzuführen.

Die zugehörige inkrementelle Lernregel hat die Form

cij(t + 1) := cij(t + 1) + 2l(t)(T µ
j − yµ

j )f ′(uµ
j )xµ

i

Hier werden die Gewichtsanpassungen der cij durch Einzelmuster herbeige-
führt.

In beiden Fällen muss der gesamte Trainingsdatensatz mehrfach benutzt
werden, bis die berechnete Gewichtsanpassung unter einer a priori definier-
ten Schranke ǫ bleibt.

Inkrementelle Lernregeln erfordern nur die Hälfte des Speicherplatzes als
die zugehörigen Batch-Modus-Lernregeln (die Einzeländerungen müssen bei
Batch-Modus-Lernregeln zunächst aufsummiert werden bevor der eigentli-
che Anpassungsschritt durchgeführt werden).
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6. Überwachtes Lernen in KNN

1. Einleitung

2. Perzeptron

3. Mehrschichtnetze

4. Netze zum Lernen von Zeitreihen

5. Radiale Basisfunktionsnetze

6. Konstruktive Netze
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6.1 Einleitung

• Ein KNN soll eine beliebige Abbildung T : X → Y lernen, d.h. zu jedem
Muster xµ ∈ X soll die zugehörige Netzausgabe yµ ∈ Y möglichst gleich
Tµ := T (xµ) sein

• Eingabevektoren: x ∈ X mit

– X ⊂ R
m

– X ⊂ Z
m

– X ⊂ {0, 1}m

• Ausgabevektoren: y ∈ Y mit

– Y ⊂ {0, 1}n oder Y ⊂ Z
n (Klassifikation)

– Y ⊂ R
n (Approximation oder Regression)

• resultierendes Netz hat m Eingabeknoten und n Ausgabeneuronen
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• Ziel: Parameter des KNN sind derart einzustellen, dass Fehler

R[T ] =

∫

X

‖T (x) − y ‖ dP (x,y)

minimiert wird (erwartete Fehler).

Probleme: Wahrscheinlichkeitsverteilung P (x,y) auf X×Y ist unbekannt.

• Ansatz: Minimierung des empirischen Fehlers Auswahl einer Trai-
ningsmenge/Stichprobe mit M Vektorpaaren (x1,T1), . . . , (xM ,TM) und
Einstellung der Netzparameter, so dass der Trainingsfehler

Remp[T ] =
1

M

M∑

µ=1

‖Tµ − yµ ‖

minimiert wird (empirischer Fehler).

Problem: Fähigkeit des Netzes zur Generalisierung
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Exkurs: McCulloch-Pitts Neuron

w = −1

w = 1

1x

y

θ

2

3

m

x

x

ux

• Struktur eines Neurons
(McCulloch and Pitts, 1943):

• Funktionalität:

u =
m∑

i=1

xiwi = x · w = 〈x,w〉

y =

{
1 für u ≥ θ
0 für sonst

mit x ∈ {0, 1}m, w ∈ {−1, 1}m, θ ∈ Z

• Satz: Jede beliebige logische Funktion ist mit Netzen aus McCulloch-Pitts
Neuronen realisierbar.

• Lernen ist nicht möglich !
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6.2 Perzeptron

w2

w1

w3

1x

y

θ

2

3

m

wm

u

x

x

x

• Struktur eines Perzeptrons
(Rosenblatt 1958):

• Funktionalität:

u =
m∑

i=1

xiwi = x · w = 〈x,w〉

y =

{
1 für u ≥ θ
0 für sonst

mit x,w ∈ R
m und θ ∈ R

• äquivalente Formulierung mit Bias b := −θ:

u =
m∑

i=1

xiwi + b = x · w + b , y =

{
1 für u ≥ 0
0 für sonst
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• gelegentlich wird der Bias b = −θ auch als Gewicht w0 eines weiteren
(konstanten) Eingangs x0 = 1 angesehen:

u =
m∑

i=0

xiwi = x · w , y =

{
1 für u ≥ 0
0 für sonst

• Für m = 2 beschreibt die Gleichung x ·w = 0 eine Gerade, die die Menge
aller Punkte x = (x1, x2) ∈ R

2 in zwei Halbräume P und N teilt:

��������������
��������������
��������������
��������������

��������������
��������������
��������������
��������������

w 1 2w w= (    ,     )

x  w < 0

> 0x  w

x2

1

P

N
x
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Idee des Perzeptron Lernalgorithmus

• Lernproblem:

– X1 enthält alle x mit f(x) = 1

X0 enthält alle x mit f(x) = 0

– Existiert Gewichtsvektor w mit
x · w ≥ 0 für alle x ∈ X1 und
x · w < 0 für alle x ∈ X0 ?

• Lernschritt:

– falls (x · w ≥ 0 und x ∈ X1)

oder (x · w < 0 und x ∈ X0) :
w(t + 1) = w(t)

– falls x · w < 0 und x ∈ X1 :
w(t + 1) = w(t) + x

– falls x · w ≥ 0 und x ∈ X0 :
w(t + 1) = w(t) − x

• Veranschaulichung für x1, x2 ∈ X0

und x3, x4 ∈ X1 bei θ = 0:

4

3

2

1

(3)

x

x

x

x

(0)w

(1)w

w
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• einfachere Formulierung der Perzeptron-Lernregel:

Sei T ∈ {0, 1} der Wert des Lehrersignals (Sollausgabe) für das Eingabe-
muster x, dann kann Fehler δ am Ausgang des Perzeptrons angegeben
werden: δ = (T − y)
Hiermit lassen sich alle 3 Fälle des Lernschritts einheitlich beschreiben:
w(t + 1) = w(t) + δx = w(t) + (T − y)x

• oft wird eine zusätzliche Lernrate η > 0 verwendet:
w(t + 1) = w(t) + ηδx = w(t) + η(T − y)x
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Lernalgorithmus für Perzeptron:

Gegeben:
1 Neuron mit Schwellwert θ ∈ R, m Gewichte wi ∈ R, i = 1, . . . ,m
Menge T mit von M Mustern xµ ∈ R

m mit Lehrersignalen T µ ∈ {0, 1}

Schritt 1: Initialisierung
Setze wi(0), i = 1, . . . ,m und θ(0) beliebig

Schritt 2: Aktivierung
Wähle Muster xµ ∈ X mit T µ ∈ {0, 1} und berechne u = xµ · w − θ

Schritt 3: Ausgabe
Setze y = 1 für u ≥ 0 bzw. y = 0 für u < 0
Berechne Differenz δ = T µ − y
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Schritt 4: Lernen
Adaptiere Gewichte: wi(t + 1) = wi(t) + η δxµ

i

Adaptiere Schwellwert: θ(t + 1) = θ(t) − η δ
(bei Standard Perzeptron-Lernregel: η = 1)

Schritt 5: Ende
Solange es in T noch Muster mit δ 6= 0 gibt, gehe zurück
zu Schritt 2

Satz zur Konvergenz des Perzeptron Lernalgorithmus:
(Minsky und Papert, 1969)

Ist das Klassifikationsproblem linear separierbar, dann findet der Perzeptron
Lernalgorithmus nach endlicher Anzahl von Lernschritten eine Lösung.
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Konvergenzbeweis des Perzeptron Lernalgorithmus:

Annahmen und Vereinfachungen:

1. Es gibt einen Lösungsvektor w∗ mit ||w∗|| = 1,
der X0 und X1 absolut linear separiert

2. Für alle x ∈ X0 setze x = −x

⇒ Für alle x ∈ X = X0 ∪ X1 gilt: w∗ · x > 0

3. Alle Vektoren x ∈ X sind normiert: ||x|| = 1

4. Gewichtsvektor w(t) hat x ∈ X falsch klassifiziert

Betrachte cos τ =
w∗ · w(t + 1)

||w∗|| ||w(t + 1)|| =
w∗ · w(t + 1)

||w(t + 1)||

NI1 90



Zähler: w∗ · w(t + 1) = w∗ · (w(t) + x)
= w∗ · w(t) + w∗ · x
≥ w∗ · w(t) + δ
≥ w∗ · w(0) + (t + 1)δ

Nenner: ||w(t + 1)||2 = (w(t) + x) · (w(t) + x)
= ||w(t)||2 + 2w(t)x + ||x||2
≤ ||w(t)||2 + ||x||2
≤ ||w(t)||2 + 1
≤ ||w(0)||2 + (t + 1)

Einsetzen liefert: cos τ ≥ w∗ · w(0) + (t + 1)δ√
||w(0)||2 + (t + 1)

⇒ t ist endlich, da stets gilt: cos τ ≤ 1
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Fehlerflächen

• Eine Visualisierung des Fehlers am Ausgang eines Perzeptrons in Ab-
hängigkeit von den Gewichten bezeichnet man als Fehlerfläche.

• Beispiele (für m = 2 Eingänge, θ = 1):

1) Fehlerfläche der Funktion OR 2) Fehlerfläche der Funktion XOR
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Bemerkungen zum Perzeptron

• Liegt statt eines Klassifikationsproblems mit zwei Klassen ein Klassifikati-
onsproblem mit n Klassen vor, so werden i.a. n Perzeptronen verwendet.

Hierbei lernt Perzeptron i, die Muster der Klasse i von den Mustern aller
anderen Klassen j 6= i zu trennen.

• Anteil linear separierbarer Probleme sinkt bei Erhöhung der Eingabedi-
mensionalität m

Beispiel: linear separierbare Boole’sche Funktionen mit m Variablen

m Anzahl linear separierbarer Fkt. Anteil
2 14 (von 16) 87.5%
3 104 (von 256) 40.6%
4 1772 (von 65536) 2.7%

⇒ Lösung: mehrschichtige Netze aus Perzeptronen ...
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6.3 Mehrschichtiges Perzeptron (MLP)

w

x

ki

ij

W

W

y
u

w

y

(1)

(1)

(1)

(2)

(2)

(1)

(2)

u(2)

• Idee: Lernen mittels Gradientenabstieg
(erfordert jedoch eine differenzierbare Transferfunktion ⇒ Verwendung der sigmoiden
Funktion f(x) = 1/(1 + exp(−βx)) anstatt der Schwellwertfunktion !)

• Aufbau eines zweischichtigen
MLP mit sigmoiden Neuronen:

• Berechnung der Netzausgabe y(2):

u
(1)
i =

m∑

k=1

xkw
(1)
ki − θ

(1)
i

y
(1)
i = f(u

(1)
i )

u
(2)
j =

h∑

i=1

y
(1)
i w

(2)
ij − θ

(2)
j

y
(2)
j = f(u

(2)
j )
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Lernen im mehrschichtigen Perzeptron

Quadratischer Fehler am Netzausgang:

für Muster µ: Eµ = ‖Tµ − yµ‖2 =
m∑

j=1

(Tµj − yµj)
2

für alle Muster: E =
M∑

µ=1

Eµ =

p∑

µ=1

‖Tµ − yµ‖2 =
M∑

µ=1

m∑

j=1

(Tµj − yµj)
2

mit: m : Anzahl Neuronen der Ausgabeschicht
M : Anzahl Muster in der Trainingsmenge
Tµj : Sollwert für Neuron j bei Muster µ
yµj : Ausgabe von Neuron j bei Muster µ
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Beispiel einer Fehlerfläche und eines Gradientenabstiegs:

w2 w1

Startpunkt

E

⇒ häufig Abstieg in lokale Minima !
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Herleitung der Error Backpropagation Lernregel

Für Gewichte wij = w
(2)
ij der Ausgabeschicht gilt:

∂Eµ

∂wij

=
∂

∂wij

‖T − y
(2)‖2

=
∂

∂wij

∑

j̃

(Tj̃ − y
(2)

j̃
)2 =

∂

∂wij

(Tj − y
(2)
j )2

= −2(Tj − y
(2)
j )

∂

∂wij

f(
∑

ĩ

y
(1)

ĩ
wĩj)

︸ ︷︷ ︸
u

(2)
j

= −2(Tj − y
(2)
j ) f

′
(u

(2)
j ) y

(1)
i = −2 y

(1)
i δ

(2)
j

wobei δ
(2)
j = (Tj−y

(2)
j ) f ′(u

(2)
j ) den Fehler von Neuron j der Ausgabeschicht

für ein Muster bezeichnet
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Resultierende Lernregeln für Gewichte wij = w
(2)
ij der Ausgabeschicht:

im Online-Modus:

(d.h. Anpassung der Gewichte nach der Präsentation eines einzelnen Musters µ)

wij = wij − η
∂Eµ

∂wij
= wij + η y

(1)
i δ

(2)
j

im Batch-Modus:

(d.h. Anpassung der Gewichte erst nach der Präsentation aller Muster µ)

wij = wij − η
∂E

∂wij
= wij + η

∑

µ

y
(1)
µi δ

(2)
µj
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Für Gewichte wki = w
(1)
ki der versteckten Schicht gilt:

∂Eµ

∂wki

=
∂Eµ

∂y
(1)
i

∂y
(1)
i

∂wki

=
∂

∂y
(1)
i

∑

j

(Tj − y
(2)
j )2 ∂y

(1)
i

∂wki

= −2
∑

j

(Tj − y
(2)
j )

∂

∂y
(1)
i

f(
∑

ĩ

y
(1)

ĩ
w

(2)

ĩj

︸ ︷︷ ︸
u

(2)
j

)
∂

∂wki

f(
∑

k̃

xk̃ wk̃i

︸ ︷︷ ︸
u

(1)
i

)

= −2
∑

j

(Tj − y
(2)
j ) f

′
(u

(2)
j )︸ ︷︷ ︸

δ
(2)
j

w
(2)
ij f

′
(u

(1)
i ) xk

= −2
∑

j

δ
(2)
j w

(2)
ij f

′
(u

(1)
i )xk = −2 xk δ

(1)
i

wobei δ
(1)
i =

∑
j

δ
(2)
j w

(2)
ij f ′(u

(1)
i ) den Fehler von Neuron i der versteckten

Schicht für ein Muster bezeichnet
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Resultierende Lernregeln für Gewichte wki = w
(1)
ki der versteckten Schicht:

im Online-Modus:

(d.h. Anpassung der Gewichte nach der Präsentation eines einzelnen Musters µ)

wki = wki − η
∂Eµ

∂wki
= wki + η xk δ

(1)
j

im Batch-Modus:

(d.h. Anpassung der Gewichte erst nach der Präsentation aller Muster µ)

wki = wki − η
∂E

∂wki
= wki + η

∑

µ

xµk δ
(1)
µi
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Error Backpropagation Lernalgorithmus (Online) für MLP

Gegeben: Zweischichtiges m-h-n MLP
Menge T mit M Musterpaaren (x,T) mit Eingabemustern
x = (x1, . . . , xm) ∈ X und zugehörigen Lehresignalen T =
(T1, . . . , Tn) ∈ Y

Schritt 1: Initialisierung

Setze alle w
(1)
ki , w

(2)
ij , θ

(1)
i und θ

(2)
j für k = 1, . . . , m,

i = 1, . . . , h, j = 1, . . . , n auf kleine zufällige Werte

Schritt 2: Berechnung der Netzausgabe y(2) (Vorwärtsphase)
Wähle nächstes Muster x ∈ T und berechne:

u
(1)
i =

m∑
k=1

xkw
(1)
ki − θ

(1)
i und y

(1)
i = f(u

(1)
i ) für i = 1, . . . , h

u
(2)
j =

h∑
i=1

y
(1)
i w

(2)
ij − θ

(2)
j und y

(2)
j = f(u

(2)
j ) für j = 1, . . . , n
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Schritt 3: Bestimmung des Fehlers am Netzausgang

Berechne δ
(2)
j = (Tj − y

(2)
j ) f ′(u

(2)
j ) für j = 1, . . . , n

Schritt 4: Fehlerrückvermittlung (Rückwärtsphase)

Berechne δ
(1)
i =

∑
j

w
(2)
ij δ

(2)
j f ′(u

(1)
i ) für i = 1, . . . , h

Schritt 5: Lernen
Adaptiere Gewichte: w

(2)
ij = w

(2)
ij + η y

(1)
i δ

(2)
j

w
(1)
ki = w

(1)
ki + η xk δ

(1)
i

Adaptiere Schwellwerte: θ
(2)
j = θ

(2)
j − ηδ

(2)
j

θ
(1)
i = θ

(1)
i − ηδ

(1)
i

für k = 1, . . . , m, i = 1, . . . , h, j = 1, . . . , n
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Schritt 6: Ende Epoche
Solange noch weitere Muster x ∈ T vorhanden, gehe zurück
zu Schritt 2

Schritt 7: Ende Training

Berechne Fehler E =

M∑

µ=1

‖Tµ − yµ‖2

Solange E > ǫ und max. Anzahl Iterationen noch nicht
überschritten, gehe zurück zu Schritt 2

Bemerkung: Error Backpropagation Lernalgorithmus kann auch für MLPs mit
beliebig vielen Schichten verallgemeinert werden !
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Bemerkungen zum MLP mit Error Backpropgation

• Schwellwerte θj wurden in Herleitung wegelassen; Lernregel resultiert aus
Betrachtung von θj als ein mit dem konstanten Eingang x0 = −1 verbun-
denes Gewicht w0j = θj.

• einige sigmoide Funktionen und ihre Ableitungen:

– logistische Funktion: f(x) = 1/(1 + e−x)

mit Ableitung f ′(x) = e−x/(1 + e−x)2 = f(x)(1 − f(x))

– Fermi-Funktion: f(x) = 1/(1 + e−βx)

mit Ableitung f ′(x) = βe−x/(1 + e−βx)2 = βf(x)(1 − f(x))

– Tangens hyperbolicus: f(x) = tanh(x) = (ex − e−x)/(ex + e−x)

mit Ableitung f ′(x) = 1/ cosh2(x) = 4/(ex + e−x)2

• die Ausgangsneuronen eines MLP dürfen auch lineare Neuronen sein:
f(x) = x, f ′(x) = 1
⇒ sinnvoll bei Einsatz eines MLP zur Approximation !
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mögliche Trajektorie
bei Batch-Lernen:

mögliche Trajektorie
bei Online-Lernen:
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NETtalk als historische Anwendung von Backpropagation

• Architektur des MLP: • Aufgabe: Lernens der Ausspra-
che einfacher englischer Sätze
[Sejnowski, Rosenberg 1986]

• Zahl korrekt ausgesprochener
Worte:
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Sätze zur Repräsentierbarkeit mit einem MLP

Zweischichtiges MLP mit sigmoiden Neuronen kann jede stetige Funktion
[0, 1]n → [0, 1]m beliebig genau approximieren [Cybenko 89].

Korollar: Zweischichtiges MLP kann jede stetige Entscheidungsgrenze zwi-
schen zwei Klassen beliebig genau approximieren.

Zweischichtiges MLP mit sigmoiden Neuronen in der verdeckten Schicht und
linearen Neuronen in der Ausgangsschicht kann jede stetige Funktion mit
In → R

m auf einem kompakten Intervall In ⊂ R
n beliebig genau approximie-

ren [Funahashi 89].

Zweischichtiges MLP mit linearen Ausgansneuronen kann jede stetige Funk-
tion mit In → R

m auf einem kompakten Intervall In ⊂ R
n beliebig genau

approximieren, wenn die Transferfunktionen in der verdeckten Schicht be-
schränkt, stetig und nicht konstant sind [Hornik 91].
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Probleme von MLP und Error Backpropagation

1. allgemeine Probleme eines Gradientenabstiegs:

a) Erreichen lokaler Minima
b) Flaches Plateau in der Fehlerfläche
c) Oszillationen
d) Überspringen guter Minima

2. kritische Wahl einer Lernrate η

3. kritische Wahl der Anzahl Neuronen h in der verdeckten Schicht

4. Sättigung
(im Sättigungsbereich der sigmoiden Transferfunktion gilt für Neuron j: f ′(xj) ≈ 0)

5. hohe Symmetrie

6. gute zufällige Initialisierung aller Gewichte wij nötig
(typisch wij ∈ [− 2

m, 2
m] bei einem MLP mit m Eingabeknoten)
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Veranschaulichung
von Problem 1:

(für eindimensionale
Fehlerfläche;
aus: [Zell 1994])
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Error Backpropagation mit Momentumterm

• Idee: Berücksichtigung von Gewichtsänderung aus Schritt t−1 in Schritt t

• Einführung eines Momentumterms (Rumelhart 1986):

∆wij(t) = −η
∂E(t)

∂wij
+ α · ∆wij(t − 1) = η yi δj + α∆wij(t − 1)

mit Momentumfaktor 0 ≤ α < 1

• zwei Fälle:

a) sgn(∆wij(t − 1)) = sgn(−
∂E(t − 1)

∂wij

) = sgn(−
∂E(t)

∂wij

) ⇒ Beschleunigung

b) sgn(∆wij(t − 1)) = sgn(−
∂E(t − 1)

∂wij

) 6= sgn(−
∂E(t)

∂wij

) ⇒ Stabilisierung
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• Einsetzen liefert:

∆wij(t) = −η
∂E(t)

∂wij
+ α∆wij(t − 1)

= −η
∂E(t)

∂wij
+ α

(
−η

∂E(t − 1)

∂wij
+ α∆wij(t − 2)

)

= −η
∂E(t)

∂wij
+ α

(
−η

∂E(t − 1)

∂wij
− ηα

∂E(t − 2)

∂wij

)

= . . .

= −η
t∑

k=0

αk ∂E(t − k)

∂wij

• effektive Lernrate für t → ∞ im Fall a): ηeff = η
∞∑

k=0

αk =
η

(1 − α)
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mögliche Trajektorie
ohne Momentumterm:

mögliche Trajektorie
mit Momentumterm:

(a) kleine Lernrate (b) große Lernrate

(a) kleine Lernrate (b) große Lernrate
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Quickprop

• Idee: Annäherung der Fehler-
funktion durch Parabel

• Lernregel (Fahlman 1989):

∆wij(t) = βij(t) · ∆wij(t − 1)

mit βij(t) =
Sij(t)

Sij(t − 1) − Sij(t)

und Sij(t) =
∂E

∂wij

(t)

• viele Sonderfälle (s. [Zell94]):

– für t = 0 oder ∆wij(t−1) = 0

gilt Backpropagation Lernregel

– für βij(t) > βmax gilt Lernregel
∆wij(t) = βmax · ∆wij(t − 1)

S =
w

E

w(t-1)w(t+1) w(t)

E

t-1

t

t+1

∆ w(t) ∆ w(t-1)

w

w
S(t+1)=0

S(t-1)

S(t)
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Super Self Adapting Backprop (SuperSAB)

• Idee: gewichtsspezifische, adaptierbare Lernraten ηij

• SuperSAB Lernregel (Tollenaere 1990):

wij(t + 1) = wij(t) − ηij(t)
∂E

∂wij
(t)

mit ηij(0) = ηstart

ηij(t) =





η+ · ηij(t − 1) falls
∂E

∂wij
(t − 1)

∂E

∂wij
(t) > 0

η− · ηij(t − 1) falls
∂E

∂wij
(t − 1)

∂E

∂wij
(t) < 0

ηij(t − 1) sonst

• Typische Wahl der Parameter: η+ = 1.1 . . . 1.2, η− = 0.5 . . . 0.8

• Verwendung nur im Batch-Lernmodus !
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Resilient Backpropagation (RPROP)

• Problem aller bisher betrachteter Lernalgorithmen für MLPs: ∆w ∼ −∂E

∂w

d.h. auf flachen Plateaus der Fehlerfläche ist ∆w sehr klein;
auf steilen Flanken der Fehlerfläche ist ∆w sehr groß

• Idee : ∆w ∼ −sgn
∂E

∂w

• RPROP Lernregel (Riedmiller, Braun 1993):

wij(t + 1) = wij(t) − ηij(t)sgn
∂E(t)

∂wij

(Vgl. dazu SuperSAB)
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• Wahl von ηij(t): (wie beim SuperSAB)

ηij(t) =





η+ · ηij(t − 1) falls
∂E

∂wij
(t − 1)

∂E

∂wij
(t) > 0

η− · ηij(t − 1) falls
∂E

∂wij
(t − 1)

∂E

∂wij
(t) < 0

ηij(t − 1) sonst

• Es muß stets gelten: 0 < η− < 1 < η+

• Typische Wahl der Parameter:

η+ = 1.2
η− = 0.5
η(0) = 0.1 (Startwert für alle Lernraten ηij)
ηmax = 1.0 (Beschränkung der Lernraten nach oben)
ηmin = 10−6 (Beschränkung der Lernraten nach unten)

• Verwendung nur im Batch-Lernmodus !
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6.4 Neuronale Netze zur Verarbeitung von Zeitreihen

• Aufgabe: Erlernen einer Zeitreihe x(t + 1) = f(x(t), x(t− 1), x(t − 2), . . .)

x(t+1)

z
−1

z
−1

z
−1

MLP

x(t−2)

x(t−1)

x(t)

x(t−m)

x(t)
• Idee: Verzögerungskette

am Eingang eines
neuronalen Netzwerks,
z.B. eines m-h-1 MLPs:
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• Training und Prognose von x̂ = f(x(t − 1), . . . , x(t − m)):

z
−1

z
−1

z
−1

z
−1

z
−1

z
−1

Σ−

+

x(t)

x(t−m)

x(t−2)

x(t−1)

x(t)

NN x(t−m)

x(t−2)

x(t−1)

NN
trainiertes

Schalter
x(t) x(t)

• Probleme: m ist fester Architekturparameter, zwei gleiche Teilfolgen be-
wirken unabhängig vom Kontext immer die gleiche Ausgabe
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Architekturen partiell rekurrenter Netze

• Jordan Netzwerk [Jordan 1986]:

y(t)

s(t)x(t)
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• Elman Netzwerk [Elman 1990]:

ijc

y(t)

ki
ki

w
v

x(t) s(t)

s(t+1)

• Vorteile des Elman-Netzwerks: interne Repräsentation einer Sequenz ist
unabhängig von der Ausgabe y, Zahl der Kontextzellen ist unabhängig von
der Ausgabedimension!
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Training eines partiell rekurrenten Netzes

Möglichkeit A: Modifikation eines Lernverfahrens für nichtrekurrente Netze
(z.B. Error Backpropagation, RPROP, Quickprop)

• Algorithmus (für Elman-Netzwerk):

Seien wki und vki die Gewichte von Eingabeknoten uk bzw. Kontextknoten sk zum ver-
deckten Neuron i und cij die Gewichte der zweiten Netzwerkschicht

1) Setze t = t0, initialisiere Kontextzellen s(t0) = 0

2) Berechne ∆wki(t), ∆vki(t) und ∆cij(t) gemäß Lernregel für
eine Eingabe x(t) mit Sollwert T(t) ohne Beachtung
rekurrenter Verbindungen

3) Setze t = t + 1, aktualisiere die Ausgabe s(t) der
Kontextzellen und gehe zu 2)

• Eigenschaften: Fehler von y(t) = f(x(t)) wird minimiert, keine Klassifi-
kation von Sequenzen möglich.
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Möglichkeit B: Verwendung eines Lernverfahrens für rekurrente Netze
(z.B. BPTT [Rumelhart 86], RTRL [Willliams 89])

• Idee von BPTT (“Backpropagation Through Time” ): Entfaltung des Netz-
werks in der Zeit !

• Gradientenabstieg zur Minimierung von E =

tmax∑

t=t0

E(t)

mit E(t) =

{
||T(t) − y(t)|| falls T(t) zum Zeitpunkt t vorliegt
0 sonst

• Eigenschaften: Fehler von y(tmax) = f(x(t0), . . . ,x(tmax)) wird minimiert,
auch Klassifikation von Sequenzen variabler Länge möglich!
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BPTT Algorithmus für Elman Netzwerk

Gegeben sei ein (m + h) − h − n Elman Netzwerk

mit: wki : Gewichte von Eingabeknoten uk zum verdeckten Neuron i

vki : Gewichte von Kontextknoten sk zum verdeckten Neuron i

cij : Gewichte vom verdeckten Neuron i zum Ausgabeneuron j

δ
(y)
j : Fehler am Ausgabeneuron j

δ
(s)
i : Fehler am verdeckten Neuron i

Lineare Ausgabeneuronen j = 1, . . . , n :

Annahme: E(t) = 0 für t 6= tmax

für t = tmax gilt: δ
(y)
j (t) = Tj(t) − yj(t)

∆cij = si(t + 1) δ
(y)
j (t)

für t < tmax gilt: δ
(y)
j (t) = 0

∆cij = 0
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Sigmoide verdeckte Neuronen i = 1, . . . , h :

für t = tmax δ
(s)
i (t) =

n∑

j=1

cij δ
(y)
j (t) · s′i(t + 1)

∆vki(t) = sk(t) δ
(s)
i (t)

∆wki(t) = xk(t) δ
(s)
i (t)

für t0 ≤ t < tmax δ
(s)
i (t) =

h∑

k=1

vki δ
(s)
k (t + 1) · s′i(t + 1)

∆vki(t) = sk(t) δ
(s)
i (t)

∆wki(t) = xk(t) δ
(s)
i (t)

Resultierende Lernregeln:

cij = cij + η1∆cij, wki = wki + η2

tmax∑

t=t0

∆wki(t), vki = vki + η2

tmax∑

t=t0

∆vki(t)
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6.5 Radiale Basisfunktionen

• Motivation: Es wird eine Lösung für das folgende Interpolationsproblem
gesucht:

Gegeben sei eine Menge M = {(xµ,Tµ) : µ = 1, . . . , p} mit xµ ∈ R
m

und Tµ ∈ R
n.

Gibt es eine Funktion g : R
m → R

n mit g(xµ) = Tµ ∀µ = 1, . . . , p ?

• Idee: Annäherung von g durch eine Linearkombination von p Funktionen
hν(x) = h(||xν − x||) mit (beliebig oft differenzierbarer) radialsymmetri-
scher Funktion h : R

+ → R
+

• Das Interpolationsproblem hat (hier für n = 1) die Form

g(xµ) =

p∑

ν=1

wνhν(xµ) =

p∑

ν=1

wνh(||xν − xµ||) ∀µ = 1, . . . , p
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• wν können analytisch bestimmen werden:

g(xµ) =

p∑

ν=1

wνh(||xν − xµ||) = Tµ, µ = 1, . . . , p.

In Matrixnotation gilt: Hw = T mit H := (Hµν) und Hµν := hµ(xν)
⇒ Falls H invertierbar ist, so gilt: w = H−1T, mit den Vektoren w =
(w1, . . . wp)

t und T = (T 1, . . . , tp)t.

• einige radialsymmetrische Basisfunktionen (mit r = ||x− xµ||):
– Gauss-Funktion:

h(r) = exp(− r2

2σ2
) mit σ 6= 0

– Inverse multiquadratische Funktionen:

h(r) =
1

(r2 + c2)α
mit c 6= 0 und α > 0

– Multiquadratische Funktionen:

h(r) = (r2 + c2)β mit c 6= 0 und 0 < β ≤ 1
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Radiales Basisfunktionen-Netzwerk (RBF)

z

cki

ijw

y

W

C

x

u

• Aufbau eines m-h-n RBF-Netzwerks:

m Eingabeknoten
h RBF-Neuronen
n lineare Neuronen

• Berechnung der Netzausgabe z:

ui =

√√√√
m∑

k=1

(xk − cki)
2 = ||x− ci||

yi = h(ui)

zj =
h∑

i=1

yiwij [ + biasj ]
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Herleitung der Lernregel für RBF-Netzwerk

Es soll eine auf Gradientenabstieg basierende Lernregel für das RBF-
Netzwerk hergeleitet werden.

Für die Gewichte wij der Ausgabeschicht gilt:

∂Eµ

∂wij
=

∂

∂wij
‖T − z‖2

=
∂

∂wij

∑

j

(Tj − zj)
2

= −2(Tj − zj)
∂

∂wij

∑

ĩ

yĩwĩj

= −2 yi δj

wobei δj = (Tj − zj) den Fehler von Neuron j der Ausgabeschicht für ein
Muster bezeichnet
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resultierende Lernregeln für Gewichte wij der Ausgabeschicht:

im Online-Modus:

wij = wij − η1
∂Eµ

∂wij
= wij + η1 yi δj

[biasj = biasj − η1
∂Eµ

∂wij
= biasj + η1 δj]

im Batch-Modus:

wij = wij − η1
∂E

∂wij
= wij + η1

∑

µ

yµ
i δµ

j

[biasj = biasj − η1
∂E

∂wij
= biasj + η1

∑

µ

δµ
j ]
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Für Gewichte cki der Eingabeschicht gilt:
∂Eµ

∂cki
=

∂Eµ

∂yi

∂yi

∂cki

= −2
∑

j

(Tj − zj)
∂

∂yi

∑

ĩ

yĩ wĩj

∂

∂cki
h(ui)

= −2
∑

j

(Tj − zj) wij h′(ui)
∂

∂cki

√∑

k̃

(xk̃ − ck̃i)
2

= −2
∑

j

(Tj − zj) wij h′(ui)
1

2ui
(−2) (xk − cki)

= 2
∑

j

δj wij h′(ui)
1

ui
(xk − cki)

Speziell für h(u) = e−u2/2σ2
= e−u2s ergibt sich:

∂Eµ

∂cki
= −2

∑

j

(Tj − zj) wij e−u2
i s 2s(xk − cki)

= −4
∑

j

δj wij yi s (xk − cki)

NI1 130



resultierende Lernregeln für Gewichte cki der Eingabeschicht bei Verwen-
dung der radialen Basisfunktion h(u) = e−u2/2σ2

= e−u2s :

im Online-Modus:

cki = cki − η2
∂Eµ

∂cki
= cki + η2 (xk − cki) yi s

∑

j

δjwij

im Batch-Modus:

cki = cki − η2
∂E

∂cki
= cki + η2

∑

µ

(xµ
k − cki) yµ

i s
∑

j

δµ
j wij
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Lernalgorithmus (online) für RBF-Netzwerk

Gegeben: m-h-n RBF-Netzwerk
verwendete radiale Basisfunktion: y = h(u) = e−u2/2σ2

:= e−u2s

Menge von p gelabelten Mustern (xµ,Tµ) ∈ R
m × R

n

Schritt 1: Initialisierung
Setze wij für i = 1, . . . , h, j = 1, . . . , n auf kleine Zufallswerte
und wähle cki für k = 1, . . . , m, i = 1, . . . , h derart, dass die
Daten im Eingaberaum überdecken

Schritt 2: Berechnung der Netzausgabe z

Wähle nächstes gelabeltes Musterpaar (x,T) und berechne:

u2
i =

m∑

k=1

(xk − cki)
2 für i = 1, . . . , h
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yi = e−u2
i /2σ2

= e−u2
i s für i = 1, . . . , h

zj =
h∑

i=1

yiwij für j = 1, . . . , n

Schritt 3: Bestimmung des Fehlers am Netzausgang
Berechne δj = (Tj − zj) für j = 1, . . . , n

Schritt 4: Lernen
Adaptiere Gewichte: wij = wij + η1 yi δj

cki = cki + η2 (xk − cki) yi s
n∑

j=1

δjwij

für k = 1, . . . , m, i = 1, . . . , h, j = 1, . . . , n

Schritt 5: Ende
Falls Endekriterium nicht erfüllt, gehe zurück zu 2
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Bemerkungen zum RBF-Netzwerk

• Anzahl der RBF-Neuronen ist kleiner als Anzahl Trainingsmuster

• Vektor ci wird auch als Prototyp bzw. Zentrum bezeichnet

• Initialisierung der Gewichte cki z.B. durch

– äquidistante Verteilung in einem Intervall [min,max]m

– durch Clusteranalyse (vgl. Kapitel 8)

• Verhalten des RBF-Netzwerks stark abhängig von der Wahl eines guten
Wertes für σ bzw. s

z.B.: σ ∈ [dmin, 2 · dmin] (mit dmin = kleinster Abstand zwischen zwei Zentren)

• Parameter σi bzw. si kann auch für jedes RBF-Neuron i individuell gewählt
und adaptiert werden (⇒ Übung)

• Adaption von cki, wij und σi bzw. si ist simultan oder sequentiell möglich !
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Approximation einer verrauschten
Funktion mit RBF-Netz:
(mit 5 RBF-Neuronen bei σ = 10,
mit σ = 0.4, σ = 0.08)
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Unterschiede MLP und RBF

• bei Klassifikation:

MLP: Trennung durch Hyperebenen

RBF: Hyperkugeln umfassen Punkte einer
Klasse

• bei MLP ist Repräsentation in
verdeckter Schicht verteilt,
bei RBF lokal

• Initialisierung der Gewichte bei MLP zufällig,
bei RBF datenabhängig

• MLP und RBF können Funktionen beliebig genau approximieren

• i.a. schnellere Konvergenz mit RBF bei guter Initialisierung
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6.6 Konstruktive Lernverfahren

• Problem: In allen bisherigen neuronalen Netzmodellen wird die Architektur
vor Start des Lernverfahrens festgelegt

⇒ während des Trainings ist keine Anpassung der Architektur an das zu
lernende Problem möglich.

• Idee: Man startet mit einem kleinen neuronalen Netzwerk und fügt wäh-
rend des Trainings bei Bedarf noch weitere Neuronen oder Neuronen-
schichten hinzu.

• Beispiele:

1. Upstart Algorithmus (konstruiert Binärbaum aus Perzeptronen)
2. Cascade Correlation (konstruiert pyramidenartige Architektur aus sig-

moiden Neuronen)
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Upstart Algorithmus [Frean 1990]

• rekursiver Algorithmus zum Erlernen beliebiger binärer Abbildungen mit
Schwellwertneuronen:

upstart( T0, T1) {
trainiere ein Perzeptron Z mit T0 ∪ T1

wenn mind. 1 Muster aus T0 falsch klassifiziert wird:
bilde T −

0 ⊆ T0

generiere neues Perzeptron X
trainiere X mit upstart( T1, T −

0 )
wenn mind. 1 Muster aus T1 falsch klassifiziert wird:

bilde T −
1 ⊆ T1

generiere neues Perzeptron Y
trainiere Y mit upstart( T0, T −

1 )

berechne MAX = maxµ |
∑

i wix
(µ)
i | von Z

verbinde X mit Z durch w < −MAX und Y mit Z durch w > MAX
}

mit: T0,T1 Trainingsmenge für Ausgabe 0 bzw. 1
T −

0 , T −
1 Menge falsch klassifizierter Muster aus T0 bzw. T1
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Cascade Correlation

• Motivation : bei großem Fehler am Ausgang für ein Muster A werden alle
Gewichte adaptiert

⇒ aufgrund fehlender Absprache zwischen den Neuronen der verdeckten
Schicht kann Fehler für ein Muster B wachsen (“moving target problem”)

• Idee :

– Gewichte vij eines jedes verdeckten Neurons j werden separat trai-
niert, indem die Korrelation zwischen der Ausgabe des Neurons und
dem Fehler maximiert wird

– anschließend werden die Gewichte vij von Neuron j eingefroren

– Hinzufügen weiterer verdeckter Neuronen (als Kandidatenzellen be-
zeichnet), bis Fehler am Ausgang ausreichend klein ist

• automatische Bestimmung einer guten Topologie !
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θk(enthalten       )

n sigmoide oder
lineare Neuronen

1

2

θ
(Kandidatenzellen,
sigmoide Neuronen

enthalten       )j

W

yj

z

V

j

m Eingabe−
knoten

x

• Cascade Correlation
Architektur [Fahlman 90]:

• Ziel: Maximierung der Korrelation Sj =
∑

k

|
∑

p

(ypj − yj)(δpk − δk)|

mit ypj Ausgabe der Kandidatenzelle j für Muster p

yj mittlere Ausgabe der Kandidatenzelle j

δpk Fehler der Ausgangszelle k für Muster p

δk mittlerer Fehler der Ausgangszelle k
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• Für Eingangsgewichte vij der j-ten Kandidatenzelle gilt:

∂Sj

∂vij
=

∑

k

∂

∂vij
|
∑

p

(ypj − yj)(δpk − δk)|

=
∑

k

σk

∑

p

∂

∂vij
(ypj − yj)(δpk − δk)

=
∑

k

σk

∑

p

∂

∂vij
ypj (δpk − δk)

=
∑

k

σk

∑

p

∂

∂vij
f(

∑

i

Ipivij)(δpk − δk)

=
∑

k

σk

∑

p

f ′(xpj)Ipi(δpk − δk)

mit σk = sgn(
∑

p

(ypj − yj )(δpk − δk))

Ipi =

{
upi für externen Eingang i
ypi für Kandidatenzelle i < j
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Lernalgorithmus für Cascade Correlation

Schritt 1:
Trainiere die Gewichte wik und θk der Ausgangsknoten mit
einem geeigneten Algorithmus:

- Perzeptron-Lernalgorithmus oder

- Delta-Lernregel: ∆wik = ui(Tk − yk)f
′(xk)

- Quickprop-Verfahren

bis Fehler E am Netzausgang nicht weiter sinkt

Schritt 2:
- Stop, wenn Fehler E ausreichend klein

- Ansonsten generiere eine neue Kandidatenzelle j und
initialisiere vij zufällig
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Schritt 3:
Bestimme Gewichte vij und θj der Kandidatenzelle j derart, daß
Korrelation Sj maximiert wird. Adaptiere hierzu vij und θj durch
Gradientenaufstieg gemäß

vij = vij + η
∑

k

σk

∑

p

f ′(xpj)Ipi(δpk − δk)

θj = θj + η
∑

k

σk

∑

p

f ′(xpj)(δpk − δk)

bis Korrelation Sj nicht weiter steigt

Schritt 4:
Friere alle Gewichte vij und θj der Kandidaten-
zelle j ein

Schritt 5:
Gehe nach (1)
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7. Unüberwachte Lernverfahren

1. Neuronale Merkmalskarten

2. Explorative Datenanalyse

3. Methoden zur Datenreduktion der Datenpunkte

4. Methoden zur Merkmalsreduktion der Merkmale
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7.1 Neuronale Merkmalskarten

• Neuron

• Schichten der Großhirnrinde

• Kortikale Säulenarchitektur

• Laterale Hemmung

• Karten im Kortex
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Neuron

Zur Erinnerung:
Lichtmikroskopische Aufnahme ei-
nes Neurons (linke) (Golgi-Färbung)
und eine elektromikroskopische Auf-
nahme eines Zellkörpers (rechts
oben), sowie eine schematische
Skizze eines Neurons (rechts un-
ten).

NI1 146



Schichten der Großhirnrinde

Schichtenstruktur (6 Schichten) der
Großhirnrinde (Kortex):
Neuronen mit Dendriten und Axonen
durch Golgi-Färbung sichtbar(links).
Nissl-Färbung: Nur die Zellkörper
der Neuronen sind sichtbar(Mitte).
Weigert-Färbung: Sichtbar sind die
Nervenfasern (rechts).
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Kortikale Säulenarchitektur I
• Der Kortex weist eine sechsschichtige horizontale

Gliederung auf, insbesondere durch verschiedene
Zelltypen.

• Verbindungsstrukur vertikal und horizontal; Verbin-
dungen von Pyramidenzellen in Schicht 5 liegen et-
wa 0,3 bis 0,5 mm um die vertikale Achse, was eine
zylindrische Geometrie kortikaler Informationsverar-
beitungsmodule nahelegt.

• Ungeklärt ist, ob es sich bei den kortikalen Säulen
sogar um konkrete anatomische Strukturen oder um
abstrakte (momentane) funktionelle Struktur han-
delt.

• Die unmittelbaren Nachbarn eines Neurons bilden
eine funktionelle Einheit.

• Nachbarneuronen werden leicht erregt.

• Weiter entfernt liegende Neuronen werden über In-
terneuronen inhibiert, man spricht von lateraler Inhi-
bition.
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Kortikale Säulenarchitektur II

• Prinzip der kortikalen Säulen: Hierbei sind
eigentlich nicht einzelne Neurone gemeint,
auch wenn die kortikalen Säulen in der Si-
mulation so aufgefasst werden.

• Der gesamte Kortex zeigt diese Säulenar-
chitektur.
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Laterale Inhibition
• Center-Surround-Architektur. Jedes Neu-

ron ist mit jedem anderen verbunden.

• Verbindungen zu benachbarten Neuronen
sind exzitatorisch, weiter entfernt liegende
Neuronen werden inhibiert.

• Oben: Querschnitt durch diese Aktivierung.

• Mitte: Zweidimensionale Darstellung der
Aktivierung. Wegen der Form wird sie auch
mexican hat function genannt.

• Unten: Schematische Anordung der korti-
kalen Säulen.

• Die laterale Inhibition bewirkt, dass das
Neuron welches bei einer Eingabe am
stärksten aktiviert wird, letztlich nur selbst
aktiv bleibt: The winner takes it all

• In der Simulation wird das Neuron be-
stimmt, das durch eine Eingabe am stärks-
ten aktiviert wurde: Winner detection .
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Karten im Kortex

Abbildung oben:
Motorischer (links) und sensorischer Kortex
(rechts).

Abbildung unten:
Der auditorische Kortex (genauer das Areal
A1) enthält Neuronen, die Töne nach der Fre-
quenz sortiert kartenförmig repräsentieren.
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Abbildung oben:
Sensorische Repräsentation der Körperober-
fläche bei Hasen (links), Katzen (Mitte) und Af-
fen (rechts). Körper ist proportional zur Größe
der ihn repräsentierenden Großhirnrinde ge-
zeigt.
Abbildung unten:
Auditorischer Kortex der Fledermaus ist sche-
matisch dargestellt (links). Die Verteilung der
von den Neuronen repäsentierten Frequen-
zen ist dargestellt (rechts oben). Für Fre-
quenzen um 61 kHz ist etwa die Hälfte der
Neuronen sensitiv. Signale in diesem Fre-
quenzbereich nutzt die Fledermaus um aus
der Tonhöheverschiebung des reflektierten Si-
gnals die Relativgeschwnidigkeit eines Objek-
tes und dem Tier selbst zu bestimmen. Ergeb-
nis einer Computersimulation (rechts unten).
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7.2 Explorative Datenanalyse

1 2 di

1
2

p

M

i-th feature vector

p-th data point

Probleme

• Viele Datenpunkte.

• Hohe Dimension des Merk-
malsraumes.

• Datenpunkte zu Beginn der
Analyse möglicherweise
nicht vollständig bekannt.

• Keine Lehrersignale .
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7.3 Methoden zur Reduktion der Datenpunkte

• Zielsetzung

• Kompetitive Netze, Distanz oder Skalarprodukt

• Selbstorganisierende Merkmalskarten

• Einfache kompetitive Netze und k-means Clusteranalyse

• ART-Netzwerke

• Verwandte Verfahren: Lernende Vektorquantisierung (LVQ)
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Zielsetzung

• Es soll eine Repräsentation der Eingabedaten bestimmt werden.

• Nicht Einzeldaten, sondern prototypische Repräsentationen sollen berech-
net werden (Datenreduktion).

• Ähnliche Daten sollen durch einen Prototypen repäsentiert werden.

• Regionen mit hoher Datendichte sollen duch mehrere Prototypen reprä-
sentiert sein.

• Durch spezielle neuronale Netze sollen sich Kartenstrukturen ergeben,
d.h. benachbarte Neuronen (Prototypen) auf der Karte sollen durch ähnli-
che Eingaben aktiviert werden.
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Kompetitives neuronales Netz

C

output

weight matrix

input

x

j = argmin  || x - c  ||
k

k

x
C

argmin
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Distanz vs Skalarprodukt zur Gewinnerdetektion

Die Euklidische Norm ist durch das Skalarprodukt im R
n definiert:

‖x‖2 =
√

〈x, x〉

Für den Abstand zweier Punkte x, y ∈ R
n gilt demnach:

‖x − y‖2
2 = 〈x − y, x − y〉 = 〈x, x〉 − 2〈x, y〉 + 〈y, y〉 = ‖x‖2

2 − 2〈x, y〉 + ‖y‖2
2

Für die Gewinnersuche bei der Eingabe x unter den Neuronen, gegeben
durch Gewichtsvektoren c1, . . . , ck und ‖ci‖2 = 1 mit i = 1, . . . , k gilt dann
offenbar:

j∗ = argmaxi〈x, ci〉 ⇐⇒ j∗ = argmini‖x − ci‖2
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Kohonen’s Selbstorganisierende Karte

Projection

Prototypes

Feature Space 2D Grid with

Neighbourhood Function

Zielsetzung beim SOM-Lernen

• Berechnung von Prototypen im Merkmalsraum, also ci ∈ R
d, die die gegebenen Daten

x ∈ R
d gut repräsentieren.

• Nachbarschaftserhaltende Abbildung der Prototypen ci ∈ R
d auf Gitterpositionen gi auf

ein Gitter im R
2 (1D oder 3D Gitter sind auch gebräuchlich).
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• Kohonen Lernregel: ∆cj = lt · Nt(gj, gj∗) · (x − cj)

• j∗ ist der Gewinner

• Nt(gj, gj∗) eine Nachbarschaftsfunktion.

• gj die Gitterposition des j-ten Neurons

• lt und σt trainingszeitabhängige Lernraten bzw. Nachbarschaftsweitenpa-
rameter, die bei wachsender Trainingszeit gegen 0 konvergieren.

• Beispiel: Nt(gj, gj∗) = exp(−‖gj − gj∗‖2/2σ2
t )
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Kohonen Lernalgorithmus

Input: X = {x1, . . . , xM} ⊂ R
d

1. Wähle r, s ∈ N, eine Clusterzahl k = rs ∈ N, eine Lernrate lt > 0, eine
Nachbarschaftsfunktion N und max. Lernepochenzahl N . Setze t = 0.

2. Initialisiere Prototypen c1, . . . , ck ∈ R
d (k × d Matrix C)

3. Jeder Prototypen ci auf genau eine Gitterposition gi ∈ {1, . . . , r} ×
{1, . . . , s}.

4. repeat

Wähle x ∈ X und t = t + 1
j∗ = argmini‖x − ci‖ (winner detection)
for all j:

cj = cj + ltNt(gj, gj∗)(x − cj) (update)

5. until t ≥ N

NI1 160



SOM-Beispiele
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Kompetitives Lernen (Euklidische Distanz)

Input: X = {x1, . . . , xM} ⊂ R
d

1. Wähle Clusterzahl k ∈ N, eine Lernrate lt > 0 und N . Setze t = 0.

2. Initialisiere Prototypen c1, . . . , ck ∈ R
d (k × d Matrix C)

3. repeat

Wähle x ∈ X und t = t + 1
j∗ = argminj‖x − cj‖ (winner detection)
cj∗ = cj∗ + lt(x − cj∗) (winner update)

4. until t ≥ N
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k-means Clusteranalyse

Datenpunkt x ∈ R
d wird dem nächsten Clusterzentrum cj∗ zugeordnet:

j∗ = argminj‖x − cj‖.

Anpassung des Clusterzentrums:

∆cj∗ =
1

|Cj∗| + 1
(x − cj∗)

Zum Vergleich beim Kompetitiven Lernen

∆cj∗ = lt(x − cj∗)

lt > 0 eine Folge von Lernraten mit
∑

t lt = ∞ und
∑

t l2t < ∞.
Beispiel: lt = 1/t.
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Beispiel: Kompetitives Lernen
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ART-Netzwerke

• Adaptive-Resonanz-Theorie (ART) entwickelt von Stephen Grossberg und
Gail Carpenter

• Hier nur ART1 Architektur

• Erweiterungen: ART 2, ART 3, FuzzyART, ARTMAP

• ART-Netze sind kompetitive Netze

• Besonderheit: ART-Netze sind wachsende Netze, d.h. die Zahl der Neuro-
nen kann während des Trainings wachsen (aber nach oben beschränkt);
ein Neuron kann allerdings nicht wieder gelöscht werden.

• Spezialität bei den ART 1 Netzen: Die Eingabedaten und die Gewichtsvek-
toren (Prototypen) sind binäre Vektoren.
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ART1 Lernen : Idee

• Inputvektoren und Prototypen ∈ {0, 1}d.

• Es wird höchstens der Gewichtsvektor des Gewinnerneurons cj∗ adaptiert.

• Ist die Ähnlichkeit zwischen Inputvektor x und cj∗ zu gering, so definiert x
einen neuen Prototypen und der Gewinnerprototyp cj∗ bleibt unverändert.

• Die Ähnlichkeit wird durch das Skalarprodukt x · cj = 〈x, cj〉 gemessen.

• Schranke für die Mindestähnlichkeit wird durch den sogenannten Vigilanz-
parameter gemessen.

• Ist die Ähnlichkeit groß genug, so wird cj∗ durch komponentenweises AND
von x und cj∗ adaptiert.

• Maximale Zahl von Neuronen wird vorgegeben. Aus dieser Grundidee las-
sen sich viele mögliche Algorithmen ableiten.
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ART1 : Bezeichnungen

• xµ ∈ {0, 1}d die Eingabevektoren µ = 1, . . . , M

• ci ∈ {0, 1}d die Gewichtsvektoren der Neuronen (Prototypen)

• 1 = (1, 1, . . . , 1) ∈ {0, 1}d der Eins-Vektor mit d Einsen.

• k Anzahl der maximal möglichen Neuronen.

• ‖x‖1 =
∑d

i=1 xi die l1-Norm (= Anzahl der Einsen).

• ̺ ∈ [0, 1] der Vigilanzparameter.

NI1 169



ART1 : Algorithmus

1. Wähle k ∈ N und ̺ ∈ [0, 1].

2. Setze ci = 1 für alle i = 1, . . . , k.

3. WHILE noch ein Muster x vorhanden DO
Lies x und setze I := {1, . . . , k}

REPEAT
j∗ = argmaxj∈I〈x, cj〉/‖cj‖1 (winner detection)
I = I \ {j∗}

UNTIL I = ∅ ∨ 〈x, cj∗〉 ≥ ̺‖x‖1

IF 〈x, cj∗〉 ≥ ̺‖x‖1

THEN cj∗ = x ∧ cj∗ (winner update)
ELSE keine Bearbeitung von x

4. END
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Verwandte Verfahren : LVQ

• Lernende Vektorquantisierung (LVQ) sind überwachte Lernverfahren zur
Musterklassifikation.

• LVQ-Verfahren sind heuristische kompetitive Lernverfahren; entwickelt von
Teuvo Kohonen

• Euklidische Distanz zur Berechnung der Ähnlichkeit/Gewinnerermittlung.

• Es wird nur LVQ1 vorgestellt.

• Erweiterungen: LVQ2 und LVQ3 (ggf. Adaptation des 2. Gewinners);
OLVQ-Verfahren (neuronenspezifische Lernraten).
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LVQ1 : Algorithmus
Input: X = {(x1, y1), . . . , (xM , yM)} ⊂ R

d × Ω hierbei ist
Ω = {1, . . . , L} eine endliche Menge von Klassen(-Labels).

1. Wähle Prototypenzahl k ∈ N, eine Lernrate lt > 0 und N . Setze t = 0.

2. Initialisiere Prototypen c1, . . . , ck ∈ R
d.

3. Bestimme für jeden Protypen ci die Klasse ωi ∈ Ω.

4. repeat

Wähle Paar (x, y) ∈ X und setze t := t + 1
j∗ = argmini‖x − ci‖ (winner detection + class from nearest neighbor)
if ωj∗ 6= y then ∆ = −1 else ∆ = 1 (correct classification result?)
cj∗ = cj∗ + lt∆(x − cj∗) (winner update)

5. until t ≥ N
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8.4 Methoden zur Reduktion der Merkmale

• Zielsetzung

• Hauptachsentransformation (lineare Merkmalstransformation)

• Neuronale Hauptachsentransformation (Oja und Sanger Netze)
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Zielsetzung

1 2 di

1
2

p

M

i-th feature vector

p-th data point

• Einfache kompetitive Netze wie ART, ad-
aptive k-means Clusteranalyse und auch
LVQ-Netze führen eine Reduktion der Da-
tenpunkte auf einige wenige repräsentati-
ve Prototypen (diese ergeben sich durch
lineare Kombination von Datenpunkten)
durch.

• Kohonen’s SOM: Reduktion der Daten-
punkte auf Prototypen und gleichzeitig Vi-
sualisierung der Prototypen durch nichtli-
neare nachbarschaftserhaltende Projekti-
on.

• Nun gesucht Reduktion der Datenpunkte
auf repräsentative Merkmale, die sich mög-
lichst durch lineare Kombination der vor-
handenen Merkmale ergeben.
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Beispieldaten
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• Variation der Daten in Richtung der beiden definierten Merkmale x1 und x2 ist etwa gleich
groß.

• In Richtung des Vektors v1 = (1, 1) ist die Variation der Daten sehr groß.
• Orthogonal dazu, in Richtung v2 = (1,−1) ist sie dagegen deutlich geringer.
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Hauptachsen

• Offensichtlich sind Merkmale in denen die Daten überhaupt nicht variieren
bedeutungslos.

• Gesucht ist nun ein Orthonormalsystem (vi)
l
i=1 im R

d mit (l ≤ d), das die
Daten mit möglichst kleinem Rekonstruktionsfehler (bzgl. der quadrierten
Euklidischen Norm) bei festem (l < d) erklärt. Dies sind die sogenannten
Hauptachsen.

• 1. Hauptachse beschreibt den Vektor v1 ∈ R
d mit der größten Variation

2. Hauptachse den Vektor v2 ∈ R
d mit der zweitgrößten Variation der senk-

recht auf v1 steht.
l. Hauptachse ist der Vektor vl ∈ R

d, vl senkrecht auf Vl−1 =
lin{v1, . . . , vl−1} und die Datenpunkte xµ

r mit xµ = xµ
r +v, v ∈ lin{vl} haben

in Richtung vl die stärkste Variation.
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Hauptachsentransformation

• Gegeben sei eine Datenmenge mit M Punkten xµ ∈ R
d, als M × d Daten-

matrix X .

• Die einzelnen Merkmale (sind die Spaltenvektoren in der Datenmatrix X)
haben den Mittelwert 0. Sonst durchführen.

• Für einen Vektor v ∈ R
d und xµ ∈ X ist 〈v, xµ〉 =

∑d
i=1 vi ·xµ

i die Projektion
von xµ auf v.

• Für alle Datenpunkte X ist Xv der Vektor mit den Datenprojektionen.

• Es sei nun (vi)
d
i=1 ein Orthonormalsystem in R

d.

• Sei nun l < d. Für x ∈ R
d gilt dann hierbei ist αi = 〈x, vi〉.

x = α1v1 + . . . + αlvl︸ ︷︷ ︸
=:x̃

+αl+1vl+1 + . . . + αdvd
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• Dann ist der Fehler zwischen x und x̃

el(x) := ‖x − x̃‖2
2 = ‖

d∑

j=l+1

αjvj‖2
2

• Gesucht wird ein System {vi}, so dass el möglichst klein ist:

∑

µ

el(x
µ) =

∑

µ

〈 d∑

j=l+1

αµ
j vj,

d∑

j=l+1

αµ
j vj

〉
=

∑

µ

d∑

j=l+1

(αµ
j )2 → min

Dabei ist (αµ
j )2

(αµ
j )2 = αµ

j · αµ
j = (vt

jx
µ)((xµ)tvj) = vt

j(x
µ(xµ)t)vj

NI1 178



Mitteln über alle Muster liefert:

1

M

∑

µ

d∑

j=l+1

vt
j(x

µ(xµ)t)vj =
d∑

j=l+1

vt
j

1

M

∑

µ

(xµ(xµ)t)

︸ ︷︷ ︸
=:R

vj

R ist die Korrelationsmatrix der Datenmenge X .

• Es ist damit folgendes Problem zu lösen:

d∑

j=l+1

vt
jRvj → min

• Ohne Randbedingungen an die vj ist eine Minimierung nicht möglich.
Normierung der vt

jvj = ‖vj‖2 = 1 als Nebenbedingung.

• Minimierung unter Nebenbedingungen (Siehe auch Analysis 2 (multidi-
mensionale Analysis), speziell die Anwendungen zum Satz über implizite
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Funktionen) führt auf die Minimierung der Funktion

ϕ(vl+1, . . . , vd) =

d∑

j=l+1

vt
jRvj −

d∑

j=l+1

λj(v
t
jvj − 1)

mit Lagrange Multiplikatoren λj ∈ R.

• Differenzieren von ϕ nach vj und Nullsetzen liefert:

∂ϕ

∂vj
= 2Rvj − 2λvj = 0

• Dies führt direkt auf die Matrixgleichungen

Rvj = λjvj j = l + 1, . . . , d

• Das gesuchte System (vj)
d
j=1 sind also die Eigenvektoren von R.

NI1 180



• R ist symmetrisch und nichtnegativ definit, dh. alle Eigenwerte λj sind reell
und nichtnegativ, ferner sind die Eigenvektoren vj orthogonal, wegen der
Nebenbedingungen sogar orthonormal.

• Vorgehensweise in der Praxis:

– Merkmale auf Mittelwert = 0 transformieren;
– Kovarianzmatrix C = XtX berechnen
– Eigenwerte λ1, . . . , λd und Eigenvektoren v1, . . . , vd (die Hauptachsen)

von C bestimmen
– Daten X auf die d′ ≤ d Hauptachsen projezieren, d.h. X ′ = X · V mit

V = (v1, v2, . . . , vd′). Die Spalten von V sind also die Eigenvektoren vi.
– Dies ergibt eine Datenmatrix X ′ mit M Zeilen (Anzahl der Datenpunkte)

und d′ Merkmalen.
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Hauptachsentransformierte Beispieldaten
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Neuronale PCA - Oja-Lernregel

Ausgabe

c

Eingabe

Gewichtsvektor

x

y=xc

Lineares Neuonenmodell mit Oja-Lernregel

• Lineare Verrechnung der Eingabe x und dem
Gewichtsvektor c

y = 〈x, c〉 =
n∑

i=1

xici

• Lernregel nach Oja

∆c = lt(yx − y2c) = lty(x − yc)

• Satz von Oja (1985): Gewichtsvektor c kon-
vergiert gegen die 1. Hauptachse v1 (bis auf
Normierung), hierbei muss gelten: lt → 0 bei
t → ∞,

∑
t lt = ∞ und

∑
t l2t < ∞.
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Neuronale PCA - Sanger-Lernregel

• Verallgemeinerung auf d′ ≤ d lineare Neuronen mit d′ Gewichtsvektor cj.
Die Ausgabe des j-ten Neurons ist dabei:

yj = 〈x, cj〉

• Lernregel nach Sanger

∆cij = ltyj(xi −
j∑

k=1

ykcik)

• Satz von Sanger (1989): cl konvergiert gegen die Hauptachsen vl (bis auf
Normierung). Es muss gelten lt → 0 bei t → ∞,

∑
t lt = ∞ und

∑
t l2t < ∞.
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Sanger-Transformierte Beispieldaten
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8. Neuronale Assoziativspeicher

1. Architektur und Musterspeicherung

2. Hetero-Assoziation

3. Auto-Assoziation

4. Bidirektionale NAMS

5. Hopfield-Netze
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Architektur

θ θ θ θ θ

Eingabe

y

x

Ausgabe
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Musterspeicherung

M binäre Musterpaare (xµ, T µ) (µ = 1, . . . ,M) werden gespeichert durch
Hebb-Lernregeln

cij =

M∨

µ=1

xµ
i T µ

j binäre Hebbregel

cij =
M∑

µ=1

xµ
i T µ

j additive Hebbregel

Auslesen des Antwortmusters zur Eingabe xµ

yj =

{
1

∑
i xµ

i cij ≥ θ := |xµ|
0 sonst
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Hetero-Assoziation

Muster {(xµ, T µ) : µ = 1, . . . ,M}, xµ ∈ {0, 1}m
k , T µ ∈ {0, 1}n

l , p := k
m, q = l

n

Lernregel: cij =
∨M

µ=1 xµ
i T µ

j

Retrieval: zj = 1[x·C≥θ] dabei ist θ = k

Fehler: f0 = p[zj = 0 | Tj = 1] = 0 und

f1 = p[zj = 1 | Tj = 0] = (1 − p0)
k =⇒ pm = k =

ln f1

ln(1 − p0)
(3)

Dabei ist

p0 = p[cij = 0] = (1 − pq)M ≈ e−Mpq =⇒ M =
− ln p0

pq
(4)

Das Retrieval ist sehr genau, wenn f1 ≤ δ · q mit δ < 1. δ: Gütekriterium
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Kapazität bei Hetero-Assoziation

Falls δ klein, dann ist die Information über das Ausgabemuster T µ:

Iµ ≈ n · (−q log2 q − (1 − q) log2(1 − q)) ≈ −nq · log2 q

Relative Speicherkapazität:

C =
M · Iµ

m · n =
−Iµ ln p0

pqmn
=

ln p0 ln(1 − p0)

qn · ln f1
nq · log2 q

Maximieren nach p0: =⇒ p0 = 1
2 und damit

Cmax =
(ln 2)2 log2 q

ln q + ln δ
= ln 2

ln q

ln q + ln δ
−→ ln 2

Der Limes wird erreicht für q → 0 und δ → 0, aber δ langsamer, so dass
ln δ
ln q → 0.

Für große Matrizen ist C ≈ ln 2 bei kleinem δ > 0 erreichbar, wenn q sehr
klein gewählt wird. =⇒ Spärlichkeit.
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Autoassoziativer Speicher

Hetero-Assoziation: x 6= T (pattern mapping)

Auto-Assoziation: x = T (pattern completion)

Für Auto-Assoziation iteratives Retrieval durch Rückkopplung der Netzaus-
gabe:

f f f

1 2 n
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Speichern und Retrieval

Muster {(xµ) : µ = 1, . . . ,M}, xµ ∈ {0, 1}m
k , , p := k

m.

Lernregel: cij =
∨M

µ=1 xµ
i xµ

j

Retrieval: zt+1
j = 1[zt·C≥θt] dabei θ = |zt|, t = 1 und θt = k

Abbruch: zt ⊂ zt+1 für t > 1

Fehler: f0 = p[zj = 0 | xj = 1] = 0 und

f1 = p[zj = 1 | Tj = 0] = (1 − p0)
k =⇒ pm = k =

ln f1

ln(1 − p0)
(5)

Dabei ist

p0 = p[cij = 0] = (1 − p2)M ≈ e−Mp2
=⇒ M =

− ln p0

p2
(6)

Das Retrieval ist sehr genau, wenn f1 ≤ δ · p mit δ < 1. δ: Gütekriterium
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Speicherkapazität und mittlere Iterationszeit

• Autoassoziation mit n=2048 Neuronen

• Additive (unterbrochene Linie) und binäre
(durchgezogene Linie) Hebb-Regel.

• 1-Schritt- (◦), 2-Schritt- (�), und Fixpunkt-
Retrieval (•)

Resultate

• Höhere Speicherkapazität mit binärer Heb-
bregel !

• Nur wenige Iterationsschritte (≈ 3) not-
wendig.
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Fehlerwahrscheinlichkeit und Musterzahl

• Näherungsrechung für 1-Schritt- und 2-
Schritt-Retrieval (durchgezogene Linien)

• Experimentelle Ergebnisse für
1-Schritt- (◦),
2-Schritt- (�)
Fixpunkt-Retrieval (•)

Resultate

• Fehlerwahrscheinlichkeit ist klein (für
große Netze → 0)

• Auslesegüte wird durch iteratives Retrieval
verbessert
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Bidirektionaler Assoziativspeicher

Muster {(xµ, T µ) : µ = 1, . . . ,M}, xµ ∈ {0, 1}m
k , p := k

m, q = l
n.

Lernregel: cij =
∨M

µ=1 xµ
i xµ

j

Retrieval:

z2t+1
j = 1[z2t·C≥θ2t]

mit θ1 = |z1|, t = 1 und θt = k

z2t
j = 1[C·z2t−1≥θ2t−1]

mit θt = k

Abbruch: zt ⊂ zt+2 für t ≥ 2
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Hopfield-Netze

• Autoassoziationsnetzwerk für Muster xµ ∈ {−1, 1}, µ = 1, . . . , M

• Hopfield-Lernregel

cij =

M∑

µ=1

xµ
i xµ

j und cii = 0

• Aus der Lernregel folgt: Matrix C ist symmetrisch!

• Die Muster sind nicht spärlich kodiert, sondern

prob[xµ
i = −1] = prob[xµ

i = 1] = 1/2

• Iteratives Retrieval mit asynchronem Neuronen-Update:
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x0 sei das Startmuster

Wähle ein Neuron und berechne seinen neuen Zustand!

xt+1
i = sgn

(
xt · C

)

• Satz: Für jeden Startwerte x0 gibt es einen Fixpunkt x∗ mit

x∗ = lim
t→∞

xt

• Beweis: Das Funktional (Lijapunov-Funktion) H(C) =
∑

i

∑
j xicijxj ist

monoton fallend (und nach unten beschränkt).

• Hopfield-Satz gilt für allgemeine symmetrische Matrizen C mit cii ≥ 0.

• Die Fixpunkte x∗ können nicht gelernte Muster sein!
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9. KNN in der Praxis

preprocessing

evaluation

input data

accuracy
error

output data teach data

postprocessing /

neural network

Integration eines KNN in eine Anwendung:

Schritte der Vorverarbeitung (Auswahl):

A) problemspezifische Transformationen
B) lineare Transformationen
C) Berücksichtigung von Invarianzen
D) Dimensionsreduktion
E) Beseitigung von Mängeln in Daten

Schritte der Auswertung (Auswahl):

A) Bestimmung des Fehlers
B) Bestimmung der Klassifikationsrate
C) Aufstellen einer Verwechslungsmatrix
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9.1 Vorverarbeitung

A) problemspezifische Transformationen:

• Kodierung, z.B. Umwandlung abstrakter, symbolischer oder unscharfer
Eingaben in Vektoren aus binären bzw. reellen Zahlen

• Segmentierung kontinuierlicher Signale

B) lineare Transformationen:

• Normierung:

ūi =
1

P
·

P∑

µ=1

u
(µ)
i , σ2

i =
1

P − 1
·

P∑

µ=1

(u
(µ)
i − ūi)

2 ⇒ ũ
(µ)
i =

u
(µ)
i − ūi

σi

• sinnvoll i.a. bei unterschiedlichen Wertebereichen in den Dimensionen
• symmetrische Wertebereiche sind für viele neuronale Netzmodelle vor-

teilhaft!
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C) Berücksichtigung von Invarianzen:

• Netzausgabe soll invariant sein bzgl. räumlicher oder zeitlicher Ver-
schiebung, Skalierung, Rotation der Eingangsdaten

• Lösungsmöglichkeiten:

1) Berücksichtigung im Trainingsdatensatz, z.B. durch Replikation jedes
Musters in vielen Varianten (ggf. auch künstlich erzeugt)

⇒ Trainingsdatensatz kann sehr groß werden!

2) Vorverarbeitung durch geeignete Transformationen, z.B. Fourier-
Transformation

3) Extraktion invarianter Merkmale, z.B. durch Bestimmung von Momen-
ten (statistische Parameter, die aus den Daten extrahiert werden)

Beispiel: Man erhält translationsinvariante Merkmale aus einem Bild B(x, y) durch
Berechnung der Zentral-Momente µpq =

∑
x

∑
y(x − xc)

p(y − yc)
qB(x, y)

mit Schwerpunkt: xc = m10/m00, yc = m01/m00

und Momenten (p + q)-ter Ordnung: mpq =
∑

x

∑
y xpyqB(x, y)

⇒ hoher Rechenaufwand erforderlich!
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D) Dimensionsreduktion:

• Fortlassen irrelevanter Datendimensionen

• Merkmalkombination: Zusammenfassen mehrerer Datendimensionen
z.B. durch eine geeignete Linearkombination

• Merkmalselektion:

1) Festlegen eines Auswahlkriteriums
z.B. ist ein Merkmal oder eine Menge von Merkmalen besser, wenn nach Training
eines neuronalen Klassifikators eine geringere Fehlklassifikationsrate erreicht wird

2) Algorithmische Suche nach einer guten Untermenge von k aus d
Merkmalen:
z.B. durch vollständige Suche, Heuristiken, Branch & Bound, . . .

(insgesamt
d!

(d − k)!k!
Möglichkeiten)

⇒ sehr hoher Rechenaufwand!

• Hauptachsentransformation (PCA), ggf. auch neuronal mit Lernregel
nach Sanger
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E) Beseitigung von Mängeln in Daten

• Ausreißer

1) Entfernen aus Datensatz
(da sie einen zu hohen Einfluss auf Gewichte beim Training haben)

2) Verwendung anderer Fehlerfunktionen (⇒ andere Lernregel)
(z.B. ER =

∑
µ ||y − t||R mit R < 2)

• Rauschen oder andere Störungen

1) lokale Glättungsoperationen (z.B. Mittelwert-, Median-, oder Gauß-
Filter)

2) frequenzabhängiges Filter (z.B. Bandpass, Gabor-Filter)

• Fehlender Wert in i-ter Dimension bei einem Musterverktor u(ν);

1) Entfernen von Muster u(ν) aus Datensatz

2) Einsetzen von Mittelwert u
(ν)
i = 1

P−1 ·
∑

µ 6=ν u
(µ)
i

3) Ermitteln von u
(ν)
i durch Interpolation
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Beispiel 1: Erkennung handgeschriebener Ziffern

Schritte der
Vorverarbeitung:

...
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Beispiel 2: Verifikation von Fingerabdrücken

Schritte der
Vorverarbeitung:

...
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Beispiel 3: Sprecher-Verifikation/Identifikation

(aus W. Hess, Grundlagen der Sprachsignalverarbeitung)
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Schritte der Vorverarbeitung:

• problemspezifische Schritte:
Abtastung und Quantisierung, Segmentierung des Signals, Einteilung in
überlappende Fenster von ca. 10ms bis 30ms Länge unter Anwendung
einer Hamming-Fensterfunktion

• Beseitigung von Störungen:
Filtern (z.B. Bandpass) zur Unterdrückung von Rauschen oder Hinter-
grundgeräuschen

• Extraktion zeitinvarianter Merkmale:
1. Bestimmung der Signalenergie in einem Fenster
2. Berechnung der Kurzzeitspektren mittels diskreter Fourier-Transformation,

Bestimmung der Grund- und Formantfrequenzen
3. Berechnung von LPC-Koeffizienten (“Linear Predictive Coding”, Be-

trachtung eines Signalwertes s(t) =
∑

k wk · s(t − k) als Linearkom-
bination aus früheren Signalwerten)

⇒ Praktikum im folgenden Semester!
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9.2 Auswertung

A) Bestimmung des Fehlers:

• bisher nur SSE (Sum of Squared Errors): ESSE =
P∑

µ=1

(y(µ) − t(µ))2

• besser ist MSE (Mean-Square Error): EMSE = E/P

• oder RMSE (Root Mean-Square Error): ERMSE =
√

EMSE

B) Bestimmung der Gewinnerklasse k∗ aus Netzausgabe y:

• Maximumsbestimmung: k∗ = argmaxk{yk}
• Umrechnung der Netzausgaben in Wahrscheinlichkeiten für Klassenzu-

gehörigkeiten

• Berücksichtigung einer Toleranz TOL (typisch TOL=0.2 oder TOL=0.5):
Es muß ein k∗ geben mit: yk∗ ≥ 1 − TOL
und für alle k 6= k∗ muß gelten: yk < TOL
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DBeispiel: Ausgabevektoren y(µ)

für verschiedene Muster u(µ)

nach Training eines Klassifikations-
problems auf einem RBF-Netzwerk
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C) Bestimmung der Klassifikationsrate ACC (Accuracy):

ACC =
1

P
·

P∑

µ=1

α(y(µ), t(µ))

mit (bei Maximumsbestimmung, k ≥ 2)

α(y(µ), t(µ)) =

{
1 falls k∗ = argmaxk{yk} und tk∗ = 1
0 sonst

oder (bei Verwendung einer Toleranz)

α(y(µ), t(µ)) =

{
1 falls |tk − yk| < TOL für alle k
0 sonst

D) Überprüfung oder Weiterverarbeitung der Netzausgabe anhand von Kon-
textwissen

E) Aufstellen einer Verwechslungsmatrix V :
Vi,j gibt an, wie oft ein Muster der Klasse i vom Klassifikator einer falschen
Klasse j zugeordnet wurde; Diagonale enthält richtige Klassifikationen
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Beispiel: Verwechslungsmatrix bei einer Klassifikation handgeschriebener
Ziffern (1000 Trainingsmuster je Klasse)
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9.3 Lernen und Generalisierung

training time

E
validation error
training error

• Ziel eines neuronalen Trainings ist es nicht, die Trainingsmuster (u(µ), t(µ))
exakt zu speichern, sondern den zugrundeliegenden Datengenerierungs-
prozeß möglichst gut zu modellieren.

• Generalisierung: Eigenschaft, neue (d.h. beim Training noch nicht ver-
wendete) Eingabewerte u gut zu klassifizieren bzw. zu approximieren

Zur Bestimmung der Generalisierungsfähigkeit ist Aufteilung des Datensatzes in min-
destens einen Trainingsatz und mindestens einen Testsatz erforderlich

• Fehler auf Testsatz (validation error)
ist oft größer als der Fehler auf
Trainingssatz (training error):
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Annahmen: Netzwerk mit einzelnem Ausgang y, Lernverfahren minimiert
quadratischen Fehler ESSE = (y − t)2

Zerlegung des Erwartungswertes von E, gemittelt über alle Datensätze Di:

ED[E] = ED[(y(u) − t(u))2]

= ED[(y(u) − ED[y(u)] + ED[y(u)] − t(u))2]

= ED[(y(u) − ED[y(u)])2 + (ED[y(u)] − t(u))2

+ 2(y(u) − ED[y(u)])(ED[y(u)] − t(u))︸ ︷︷ ︸
→ 0

]

= ED[(y(u) − ED[y(u)])2] + ED[(ED[y(u)] − t(u))2]

= ED[(y(u) − ED[y(u)])2]︸ ︷︷ ︸
Varianz

+ (ED[y(u)] − t(u))2︸ ︷︷ ︸
(Bias)2

Bias : Unterschied zwischen der (über alle Datensätze) gemittelten Netz-
werkausgabe und der Sollfunktion

Varianz : Sensitivität der Netzwerkausgabe bzgl. bestimmter Datensätze Di
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• Problem: gleichzeitige Minimierung von Bias und Varianz

Approximation von h(x) mit großem Bias
und kleiner Varianz

Approximation von h(x) mit kleinem Bias
und großer Varianz

• Lösungsmöglichkeiten:

1) Rechtzeitiger Trainingsstop

2) Verrauschen der Daten des Trainingsdatensatzes D
3) Anpassung von Netzarchitektur (z.B. Anzahl verdeckter Neuronen) und |D|
4) Wahl einer adäquaten Trainings-/Testmethode
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Verschiedene Trainings-/Testmethoden:

• bisher nur Resubstitution :
Trainingsdatensatz = Testdatensatz
⇒ Bias klein, Varianz groß, zu optimistische Werte ERMSE und ACC

• Holdout :
Trainingsdatensatz D/Dt: 2/3 des Datensatzes
Testdatensatz Dt: 1/3 des Datensatzes
⇒ Bias größer, Varianz kleiner, zu pessimistische Werte ERMSE und ACC

• k-fache Kreuzvalidierung (Cross -Validation):
Datensatz D wird zufällig in k (ungefähr) gleich große Teile aufgeteilt,
k Trainings-/Testläufe mit i = 1, . . . , k :

Training mit jeweils k − 1 Teilen D/D(i)
t , Test nur mit Teil D(i)

t

Auswertung: ACC =
1

k

k∑

i=1

ACC(D(i)
t ) , ERMSE =

1

k

k∑

i=1

ERMSE(D(i)
t )

⇒ realistische Werte ERMSE und ACC möglich!
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10. Zusammenfassung

Einordnung von künstlichen Neuronalen Netzen im Kontext verwandter
Disziplinen:

EA/GA + KNN

Fuzzy KNNHybride Systeme

Künstliche
Neuronale Netze

Künstliche Intelligenz Fuzzy−Logik

Statistische Methoden Genetische Algorithmen
Evolutionäre /
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