Statistische Lerntheorie

Friedhelm Schwenker
Institut fur Neuroinformatik

Email: f ri edhel m schwenker @ini - ul m de

e \Vorlesung (2h): Di 14:15-15:45 Uhr im Raum 027/123

e Ubungen (2h): Do 12:30-14:00 im Raum 027/123 (1.Ubung: 3.5.)
Schein: 50% der Punkte (ca. 8 Blatter) 4+ aktive Ubungsteilnahme; Bonusregel gilt!

e Kernfacher: Mathematische und theoretische Methoden der Informatik.
e Vertiefungsfach: Neuroinformatik.
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1. Einfihrung in das maschinelle Lernen

2. Probabilistisches Lernen — Das PAC-Modell; Einschub W-Rechnung
3. Einfuhrung in die Vapnik-Chervonenkis-Theorie (VC-Theorie)

4. PAC-Lernbarbeit und VC-Dimension von Funktionenmengen

5. Spezielle maschinelle Lernverfahren : Ensemble-Methoden, Support-
Vektor-Lernen

6. Zusammenfassung
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1. Einfihrung in das maschinelle Lernen

1. Allgemeine Bemerkungen: Lernen, Lerntheorie, Lernende Maschinen
2. Uberwachtes und uniiberwachtes Lernen; Reinforcement-Lernen

3. Klassifikationsprozess

4. Perzeptron

5. Historisches

6. Literatur zur statistischen Lerntheorie
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Lernen

e Das Lernen bezeichnet den Vorgang der Aufnahme und der Speicherung
von Erfahrungen.

e Ergebnis des Lernprozesses ist die Veranderung der Wahrscheinlichkeit,
mit der Verhaltensweisen in bestimmten Situationen auftreten.

e Der Lernerfolg hangt ab: 1.) von der Zahl und der Art der Bekraftigungen
und 2.) von der Zahl der Wiederholungen.
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Lerntheorie

e Mathematische Lerntheorien sind aus Theorie der Wahrscheinlich-
keitsprozesse abgeleitet worden und erlauben Voraussagen Uber das
durchschnittliche Verhalten.

e Lerntheorien geben auch Hinweise auf die Mdglichkeit der Simulation von
Lernprozessen (lernende Automaten, lernende Maschinen).
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Lernende Automaten/Lernende Maschinen/Lerner

e Lernende Automaten/Maschinen sind technische Systeme zur Informati-
onsverarbeitung, denen Lernfahigkeit zugeschrieben wird.

e Die Arbeitsweise ist von den gespeicherten Arbeitsergebnissen (Erfahrun-
gen) abhangig.

e Ziel ist es, den beabsichtigten Arbeitsprozess des Lerners zu optimieren.

e Lernende Automaten zeichnen sich durch die Mdglichkeit der Belehrung
aus.

e Lernen kann beispielsweise dadurch geschehen, dass die Koeffizienten

einer Bewertungsfunktionen entsprechend dem Arbeitsergebnis des Ler-
ners angepasst werden.
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Zusammenfassung

1. Lernen erfolgt durch die wiederholte Prasentation von Beispielen.
2. Dabei konnen die Sollausgaben vorgeben sein (iberwachtes Lernen).
3. Die Lernleistung wird durch eine Bewertungsfunktion gemessen.

4. Die Lernleistung kann durch Adaption (Optimierung) der Parameter einer
vordefinierten Bewertungsfunktion realisiert werden.
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Einordnung Lernverfahren

1. Uberwachtes Lernen
Gegeben eine (endliche) Stichprobe von Eingabe-Ausgabe-Paaren (z, y)
(Trainingsmenge) mit dem Ziel eine Funktion f zu lernen, die flr jede Ein-
gabe x einen Funktionswert f(x) bestimmt, mit dem Ziel, dass f(z) mog-
lichst dem zugehdrigen y (dem Lehrersignal) entspricht.

Dabei ist x € X und X ein beliebiger Eingaberaum (diskret oder kon-
tinulierlich) und der Bildbereich von Y := f(X) kann kontinuierlich sein
(dann spricht man von Funktionsapproximation/Regression) oder endlich
(diskret) (dann spricht man von Klassifikation).

2. UnUberwachtes Lernen
Es werden keine externen Lehrersignale y flr die Beispiele z € X benutzt.
Anwendungsbeispiele: Vektorquantisierung, Merkmalsextraktion

3. Reinforcement Lernen
Kein explizites Lehrersignal; Lerner lernt durch Reward.
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Reinforcement Lernen - das Bild
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RL - ein paar Begrifflichkeiten

e Agent flhrt eine Aktion a; aus.

e Umwelt andert hierdurch inren Zustand s; und erteilt dem Agenten einen
Reward r; € R, s; und r; werden vom Agenten wahrgenommen.

e Agent fuhrt nachste Aktion a;,; aus.

e S die Menge der Zustande (diskret/endlich)

e A die Menge der Aktionen (diskret/endlich)

o A(s;) Menge der Aktion die im Zustand s; moglich sind.

o Zeitist diskret,d.h.t=1,2,3,....
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e Der Agent fuhrt die Aktion gemal3 einer Strategie/Taktik/\VVorgehensweise
(policy) aus, bezeichnet mit =,.

e m(s,a) ist hier die Wahrscheinlichkeit, dass die Aktion a; = a ausgefihrt
wird, falls der Zustand s, = s watr.

e Reinforcement Lernverfahren adaptieren direkt oder indirekt die policy
des Agenten.

e Agent soll die in der Zukunft zu erwartenden Rewards maximieren, also
den mittleren Reward

maximieren.

e Problem: T' = oo ist moglich
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Klassifikation

e Klassifikation: Ausgabemenge ist diskret Y = {0,1,..., L}.

e Beschranken uns im folgenden auf binare (oder 2-Klassen) Klassifikations-
probleme, also Y = {0,1} oderauchY ={-1,1}

e Beispiel: Verifikation einer Person durch Gesichtserkennung.

| | '{ﬁ ﬁ-!'-'l' |1

. ' . | o TIM?(Yes/No)
n
. ! 2
camera ‘ feature R TR classifier
extraction
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Lernende Maschinen

e Lernmatrix (neuronaler assoziativer Speicher) von Karl Steinbuch (1961).

e Perzeptron von Frank Rosenblatt (1958).

e Nachste-Nachbar-Klassifikatoren

e Lineare Diskriminanzanalyse

e Entscheidungsbaume

e Multi-Layer-Perzeptrone, Radiale Basisfunktionennetze
e Support-Vektor-Maschinen

e Ensemble-Methoden Bagging, Boosting
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Architektur des Perzeptron

e Eingabe- oder Sensorschicht (haufig auch Retina genannt)

e Masken mit festen Kopplungen zur Sensorschicht

e Schwellenneuron mit adaptierbaren Gewichten und Schwellwert

Retina

feste Masken
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Frank Rosenblatt
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Perceptron - Mark |

Schwenker SLT

15



Perceptron - Adaptable Weights
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Perceptron - Random Connections
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2. PAC Lernen

1. Notation, Klassifikation, Konzeptmengen
2. Beispiele flir Konzeptmengen
3. Lernalgorithmen

4. PAC-Lernbarkeit

Schwenker SLT
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Notationen

e ¥ # () bezeichnet das Alphabet

e Binare Alphabete: ¥ = {0,1} oder ¥ = {—1, 1}.

e Abz&hlbare (un)endliche Alphabete: > ={0,1,2,...,p} bzw. X = Q.

e Uberabzahlbares Alphabet: ¥ = R.

e Flirn € Nist X = X" der Produktraum

Schwenker SLT
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e X = YT die Menge der Folgen beliebiger Lange > 1 Uber X :

YtT={z=(x1,....,2,) |2, €X,n €N} = UE”

n=1

e Mit X% = {¢}, ¢ das leere Wort auch :*

S ={z=(21,...,2,) |2 €S,n €N} = | ] E"

n=0

Im folgenden ist entweder > = {1, —1} oder ¥ = {1,0}oder X = R.

Der Eingaberaum ist dann entweder X = X" oder eine Teilmenge aus X",
also X C X",
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Klassifikation

ProzeR Beispiel Vorvgr-
= arbeitung

Koordiniertes
—

Beispiel

Klassi-
fikation

=

Wir betrachten nur den Klassifikationsmodul.

Klassifikationsabbildung ist von der Formc¢: X — Y

0/1
Entscheidung

Beschrankung auf 2-Klassen-Probleme, d.h. Entscheidungen in oBdA.

Y ={0,1} oderY ={-1,1}

Eingaben sind reelle oder binare Vektoren, d.h. X = {0,1}" oder X = R".
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Konzepte

Wir betrachten also Abbildungen mit bindaren Bildbereich (2-Klassen-
Problem), oBdA. {0, 1}

Abbildung ¢ : X — {0, 1} heil3t auch ein Konzept auf der Menge X.

Die positiven Beispiele eines Konzeptes c:

Plc)=P.={x € X | c(x) =1}.

Die negativen Beispiele (genauer nicht-positiven Beispiele ) eines Kon-
zeptes c:

N(c) = N.={zx € X | ¢c(x) = 0}.

Fur ein Menge X ist
Fx:={c|lc: X —{0,1}}
die Menge aller moglichen Konzepte auf X.
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Einfache Konzepte

1. ¥ =1{0,1}, X =X?und ¢ : X — {0, 1} definiert durch

c(xr) = c((x1,22)) = x1 - X2.

c Ist die sogenannte AND-Funktion mit
P(c) ={(1,1)} und N(c)={(0,0),(1,0),(0,1)}

2. ¥ =10,1}, X =X2?und c: X — {0,1} definiert durch
c(z) = c((x1,22)) = (r1 + x2) mod 2.
c Ist die sogenannte XOR-Funktion mit
P(c) ={(1,0),(0,1)} und N(c) = {(0,0),(1,1)}
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3. =R, X =X?und c: X — {0, 1} definiert durch

1 1?4+ 222<1
C(x)zc(($1,$2)):{ 0 3(1)n8t 2

FiUr die Menge der positiven Beispiele ist P(¢) = By, wobei B, die Ein-
heitskugel im R? bzgl. der euklidischen Norm || - ||, ist.
Die Menge der negativen Beipiele ist dann durch R? \ BY'.

4. ¥ =R, X =3?% c: X — {0,1} definiert durch

c(x) =c((x1,22)) = { (1) | fénzsto

P(c) ist der positive Halbaum des R? und
N (c) der negative Halbraum.

Schwenker SLT 26



Parametrisierte Konzepte

1. X =R, X = X2 Ferner w = (wy,w2) € R, r € Rund ¢, : X — {0,1}
definiert durch

1 :C—’U)Q—I—CC—UJ2<7“2
cw,r<w>=cw,r<<xl,x2>>={ L (o= wn)” o+ (= o) <

P(c) Kugel mit Radius r im R? um den Mittelpunkt w € R?.
2. X =R, X = X2 Ferner w = (wy,wz) und ¢, ¢ : X — {0, 1} definiert durch

1 : wiz1 + wexse > 0
Cw,0(T) = cw,o((T1,72)) = 0 sonst

Dann ist P(c) der positive Raum des R? bzgl. w und 6 und N(c) der nega-
tive Halbraum.
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Konzeptmengen |

1. Implizite Definition eines Konzeptes ¢ durch Festlegung der positiven oder
negativen Beispielmengen.
> ={0,1}, n € N sei P, die Menge der Palindrome, also

P,={weX"|w=w".

2. Implizite Definition eines Konzeptes ¢ durch einen Algorithmus.
. ={0,1} und die Grammatik G = {{S}, %, P, S} mit dem Startsymbol S
und den Produktionen

P={§—-051, §— S5 S —01}

Furn € Nsei P, := L(G) N X%" gegeben (korrekte Klammerausdriicke mit
n Klammerpaaren).
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Konzeptmengen Il

Parametrisierte Abbildungen: Menge der Perzeptrone im R
Pa:={cwo | we RYG R}
Hierbel sei ¢, ¢ €ine Perzeptronabbildung definiert durch:

. 1 Z?:l W; X4 S 0
cw,g(x) _{ 0O : sonst

Ein Konzept ¢ : X — {0, 1} heiBt Perzeptron-lernbar , falls es ein w € R¢ und
ein 6 € R gibt mit: ¢, o(x) = c¢(x) fur alle z € X.

1. Welche Konzepte sind Perzeptron-lernbar ?

2. Wie findet man w und 6 fur Perzeptron-lernbare Konzepte?
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Lineare Separierbarkeit

A, B c RY nichtleere Mengen. Dann heien A und B strikt linear trennbar,
falls es eine durch a = (ag, a1, ...,aq) € R! bestimmte, eine Hyperebene
H, C R? gibt

d
Ha = {.CU c Rd ‘ ZCLZ'ZIZ‘Z' = CL()}
1=1
gibt mit

d d
Zaixi>a0 Vre A und Zaixi<a0 Vr € B
1=1 1=1
Seinun X C R4 eine endliche Menge, dannist ¢ : X — {0, 1} ein Perzeptron-
lernbar, g.d.w. N(c) und P(c) strikt linear separierbar sind.
Dann werden durch die Perzeptronlernregel w € R? und 6 € R nach endlich
vielen Lernschritten gefunden, so dass gilt: c¢(z) = ¢, ¢(x) fur alle z € X.
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Konzeptmengen Il

Die Menge der Hyperkugeln im R¢
Bg:=Acwr|we RY r e R}

Hierbei sei ¢, , die Indikatorfunktion flr die Hyperkugeln mit Mittelpunkt w
und Radius r definiert durch:

{ 1 2?21 (x; — wz-)2 < r?

cw,r(ac): 0O : sonst

Ein Konzept ¢ : X — {0, 1} heilt RBF-lernbar , falls es ein w € R? und ein
r € R gibt mit: ¢, -(z) = c(x) fur alle z € X.

1. Welche Konzepte sind RBF-lernbar ?
2. Wie kann der w und r fur RBF-lernbare Konzepte finden?
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Radiale Separierbarkeit

A, B c RY nichtleere Mengen. Dann heiRen A und B strikt radial trennbar,
falls es eine durch a = (ag,a1,...,aq) € R bestimmte, eine Hypersphére
S, C R? gibt

d
S, ={x € R?| Z(ai —x;)° = ag}
1=1
gibt
d d
Z(ai — 561)2 > CL(Q) Vre A und Z(CLZ — 561)2 < CL(Q) Ve € B
=1 =1
oder umgekehrt, d.h. mit vertauschen Rollen von A und B.

Sei nun X C R? eine endliche Menge, dann ist ¢ : X — {0,1} ein RBF-
lernbar, g.d.w. N(c) und P(c) strikt radial trennbar sind.
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Beispielmenge

e X C X"oder X C X%,
c: X — {0,1} ist ein Konzept, allerdings meistens nicht explizit bekannt.

e Stichprobe der Lange M ist eine M-elementige Folge aus X x {0,1}

s(M, c) ::((xl,c(xl)),...,(xﬂ4,c(xﬂ4)))

e S(M,c) die Menge aller Stichproben s(M, ¢) der Lange M von ¢

e S(c) ==, S(M,c) die Menge aller Stichproben beliebiger L&nge von c.

Schreiben auch s(c) oder s(M) oder auch einfach s, falls M bzw. ¢ bzw. M
und ¢ aus dem Kontext klar sind (analog fur Stichprobenmengen S(M, ¢) und

S(c)).
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Lernalgorithmus

o X =2Y"oder X =X*.
e (' C Fx eine Menge von Konzepten, die gelernt werden sollen.

e H C Fx eine Menge von Konzepten, die von einer Maschine/Algorithmus
berechnet werden kénnen, genannt die Hypothesenmenge.

e Konzepte ¢ € C sollen durch Hypothesen h € H approximiert werden.
e c € (' sel ein Konzept, das nicht explizit gegeben ist.

e c ist nur auf einer endliche Stichprobe vo Beispielen bekannt, also durch
M € N und

s(M,c) = ((z*, c(z)),..., @M, c(z™))) € S(M, ¢)
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e FUr c € C'ist eine Hypothese h € H gesucht, so dass h moéglichst genau
mit ¢ Ubereinstimmt, idealerweise h = ¢ (auf der gesamten Eingabemenge
X)

e Ein Lernalgorithmus L ist eine Abbildung L : S(¢) — H die einer Stich-
probe s(c) eine Hypothese h zuordnet, also L(s(c)) = h, fur die moglichst
h|s = c|s gilt (auf der Stichprobe!).

e Genauer heil3t L ein (C, H)-Lernalgorithmus.
e Falls C # H gilti.a. kann h # c, sogar hjs # ¢|s.
e Ein (H, H)-Lernalgorithmus heif3t konsistent falls gilt:

h|8 = C|3 Vs

e Beispiel: Das Perzeptron-Lernverfahren ist also konsistent. l.a. wird aber
ein Fehler auf gesamten Eingabemenge X vorhanden sein.
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Lernen von Halbgeraden - Definition

Es sei 6 € R. Die positive Halbgerade r, : R — {0, 1} ist definiert durch
(z) = 1 : x>0
TV 0 0 o 2<0

Durch R = {rg | 8 € R} ist die Menge aller positiven Halbgeraden gegeben.
Es seil nun ry nicht explizit gegeben, also 6 nicht bekannt.

Gegeben sei aber eine M-elementige Stichprobe von ry:

s(ro) = ((x',m0(2")),..., (&, re(z™)))

Gesucht ist nun eine Hypothese h € R, die ry moglichst gut approximiert.
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Lernen von Halbgeraden - Algorithmus

ldee: Gegeben sei die Stichprobe s = s(rg). Ausgabe des Algorithmus:
L(s) = r) mit
A = min P(s(ry))

P(s(ry)) die Menge der positiven Beispiele von s(r)
A= 00
fori:=1to M
if rg(z*) =1 and XA > z* then \ := 2’

L(s) :==r)

Esgilt: A > 6. Falls A £ 0 qilt: rg #£ r).

Anforderung beim Lernen: Die Wahrscheinlichkeit, dass eine Stichprobe s(c¢)
eine grof3e Differenz zwischen c und h = L(s(c)) ergibt, soll klein sein.
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PAC-Lernbarkeit

Ein Lernalgorithmus L heil3t probably approximately correct — pac — fur
die Hypothesenmenge H, g.d.w. fur beliebiges 4, mit 0 < § < 1 und mit
0 < e < 1einmyg = my(de) € N existiert, so dass fur jedes ¢ € H mit
Wahrscheinlichkeit 1 — § die Differenz zwischen ¢ € H und L(s(c,m)) € H
Kleiner ist als ¢ falls nur m > my qilt.

1 — 0 helildt die Konfildenz und < heildt der Fehler.

Probleme bel dieser Definition

1. Was bedeutet mit hoher Wahrscheinlichkeit?

2. Wie wird die Differenz zwischen Konzepten gemessen?

Hierflr brauchen wir einige Grundbegriffe der W-Theorie.
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Wahrscheinlichkeitstheorie

Charakteristische Funktion einer Menge A C X.

IA(x):{ 1 : ze€A

0O : sonst

o-Algebra. Gegeben eine Menge X, 2 C o(X) eine Menge von Teilmengen
aus X heilst eine o-Algebra tber X, gdw.

1. X €
2. Fur A € Qistauch A°= X \ A € Q.

3. Fur4; € Q,i=1,2,3,...,000ilt: |J;o;4;€Q und -, A; € Q.
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Eine o-Algebra ist abgeschlossen gegentber Komplement, abzahlbarer Ver-
einigung und Durchschnitt.

Borel-Mengen. Sei X = R"”, die Borel-Mengen 3,, sind die kleinste o-
Algebra, die alle offenen Intervalle

{(@1,...,2n) @ m; € (a4,b:), a4, b; € R}

in R™ enthalt.

Wahrscheinlichkeitsraum. X gegeben. Q2 C o(X) eine o-Algebra lber X.
Ein Wahrscheinlichkeitsraum ist ein Tripel (X, 2, P) wobei P : 2 — [0, 1] ein
Wahrscheinlichkeitsmal3 ist, dh.

1. P(X)=1
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2. FUr A; € Q,:=1,2,3,...,00 paarweise disjunkt gilt:
P (U AZ-> =) P(4)
1=1 =1

Das Paar (X, 2) heil3t auch MalRraum oder mef3barer Raum.

MelRbarkeit. (X,) ein MalBraum. Eine reellwertige Funktion f : X — R
heil3t 2-mel3bar (oder auch einfach nur mef3bar), gdw.

VzeR {reX : flv)<z} e

Zufallsvariable. (X, Q) ein MaBraum. Eine Zufallsvariable ist eine (2-mef3bar
reellwertige Abbildung f : X — R.

Zufallsvariablen haufig in sans serif, also Y = f(X). Zufallsvariable Y = f(X)
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Induziert ein Mald auf R;

Vv €%, Py(Y)=Pxire X : f(x)eY}

Verteilungsfunktion und Dichtefunktion. Fur eine Zufallsvariable X heif3t
die Funktion Fx : Rto[0, 1] definiert durch

die Verteilungsfunktion von X.

Die Funktion fy : R — R heil3t die Dichtefunktion, gdw.

VzeR Fx(z) = / fx(x)dx.
<z

Erwartungswert. f: X — R eine mel3bare Abbildung. Der Erwartungswert
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von f ist

X)) = [ f@)dFx(a) = [ 1@

Produktraum. Fur zwei MalBraume (X1,€;) und (X5, $2s) ist der Produk-
traum (X7 x X5,y x Q9) definiert, wobei 2; x €2, die kleinste o-Algebra ist,
welche die Menge {X xY : X € Q1,Y € Q,} enthalt.

Im Folgenden werden wir auf die o-Algebra €2 nicht weiter eingehen, ftr den
Fall X c R? verwenden wir eben Borel-Algebra und fir eine endliche Grund-
menge X treten ohnehin keine technischen Schwierigkeiten auf.
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Differenz zwischen Konzepten

Seinun H C Fy eine Konzeptmenge, c € H ein zu beliebiges (zu lernendes)
Konzept. Dann definieren wir den Fehler von einer Hypothese h € H bzgl. ¢
als die Wahrscheinlichkeit des Ereignis h(x) # c(x), also

errp(h,c) =P{x € X : h(x) # c¢(x)}

Dabei gehen wir davon aus, dass {r € X : h(x) # c(x)} eine mel3bare
Menge ist, also € (.

Schreiben auch errp(h) oder err(h) flr errp(h,c), falls ¢ bzw. P aus dem
Kontext eindeutig festgelegt sind.

Der Fehler lasst sich auch so schreiben:

GTTP(h, C) — ./XI{:EEX : h(a:);éc(a:)}dP(x) —
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PAC-Lernbarkeit

Ein Lernalgorithmus L heil3t probably approximately correct (pac) fur die
Hypothesenmenge H, g.d.w. flr beliebiges §,e mit0 <d < 1undmit0 < € <
1 ein my = mg(d,€) € N existiert, so dass fur jedes Zielkonzept ¢ € H und fur

jedes Wahrscheinlichkeitsmald P
P™{s € S(m,c) : errp(L(s)) <e}>1-19
fur m > my.
e mg hangtvon é, e
e My ISt unabhangig von P

e In der Bedingung sind die Grél3en ¢ und ¢ Uber P verkoppelt. Deshalb ist
es maoglich, dass die Bedingung fur alle P gilt.
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Halbgeraden Lernalgorithmus ist PAC

e Gegebenseienj, e € (0,1), ein MalR P auf R und ein zu lernendes Konzept
Tg.

e Es seiferner s € S(M,rg) eine Stichprobe von ry der Lange M.

e Der Halbgeraden-Lernalgorithmus liefert nun L(s) = ry, mit A > 4. Dann
Ist [0, \) die Fehlermenge.

e FUr £ und P definieren wir

Bo = sup{f | P|0,5) < ¢}

e Dann ist offenbar P[0, 5y) < e und P[0, Gy] > e.
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e Falls nun A < f ist, so gilt:

errp(L(s)) = P([0,A)) < P([0, 6o)) < €

e Wie grol3 ist nun die Wahrscheinlichkeit fir das Ereignis A < 3y ?

e |Ist offenbar die Wahrscheinlichkeit daftir, dass es mindestens ein Beispiel
(i, m9(x;)) In s gibt, mit x; € [0, Go).

e Wegen P[0, 5y] > ¢ ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein einziges Beispiel
nichtin [0, §y] liegt kleiner als 1 — «.

e Die Wahrscheinlichkeit, dass nun alle M Beispiele nicht in [0, 3] liegen ist
damit kleiner als (1 — £)™. (Unabhéngigkeit der Beispiele!)

e Wahrscheinlichkeit fiir A > 3, ist damit mindestens 1 — (1 — ¢)™.

Schwenker SLT 47



e Damit ist nun gezeigt,

PM{sc S(M,rg) | errp(L(s)) < e} >1—(1—-¢)M

e Beobachtung: Die rechte Seite is unabhangig von ry und P!
e Falls nun M > M, = [f1n 3] ist gilt:

(1—e)™ < (1 —e)M =exp(MyIn(1l — ¢€)) < exp(—Mye) = exp(Inéd) = §

e Damit ist gezeigt, dass L pac ist.

In der pac-Definition wurde strikt < bzw. > verwendet. Dies ist kein Unter-
schied zu < bzw. >

Beispiel: Fordern wir also beispielsweise ¢ = 0.01 und § = 0.001,
so folgt My = [1001n 1000| = 691
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Lernbarkeit von Funktionenmengen

e pac-Lernbarkeit ist die Eigenschaft eines Algorithmus!

e Gegeben ein Algorithmus L so konnen wir versuchen zu zeigen, dass er
pac ist. Dies erfordert meist sehr spezifische Argumente. Deshalb sind wir
an einer allgemeineren Methode interessiert.

e Betrachten nun (H, H)-Lernverfahren, d.h. die zu lernende Funktion c ist
aus H.

e Ferner beschranken wir uns auf konsistente Lernverfahren, d.h. solche
Lernverfahren, die auf der Stichprobe keine Fehler produzieren, also stets

L(s(¢))1s(e) = €ls(e)
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Definitionen

e FUr eine Stichprobe s € S(M, ¢) und eine Menge H C Fx bezeichnen wir
Hls]={he H | h(x;) =c(x;),i=1,...,M}

die Menge der Hypothesen h € H die mit ¢ € H auf der Stichprobe s
Ubereinstimmen. Die Menge der mit s konsistenten Hypothesen.

e Es sein nun wieder P ein W-Mal3 auf X. Fur € € (0, 1) definieren wir
B. =1{h € H | err(h,c) > ¢}

Die Menge der Hypothesen h € H, die sich von ¢ um mindestens ¢ unter-
scheiden.

e Ein konsistenter Lernalgorithmus liefert also stets eine Approximierende
L(s(c)) € H|s].
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e Die pac-Eigenschaft erfordert nun, dass L(s(c)) mit hoher Wahrscheinlich-
keit nicht in B, liegt.

e Eine Menge H heildt (potenziell) pac-lernbar , falls es flr 4, € (0, 1) stets
ein M, € N gibt, so dass falls M > M ist auch folgt

PM{sc S(M,c) | HsiNB. =0} >1—6
fur jedes W-Mal3 P und jede Funktion c € H.

Bemerkung: Falls also H pac-lernbar ist und L ein konsistenter Lernalgo-
rithmus, dann ist L auch pac.
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Endliche Funktionenmengen sind PAC Lernbar

e H C Fx seiendlich, also |H| < cc.
e ¢,0,P und c € H seien gegeben.

e Zeigen nun dass die Wahrscheinlichkeit fur H[s] N B. # () < ¢ fur Stichpro-
ben s mit vielen Beispielen, d.h. M grol3 genug.

e FUrjedes h € B, Ist

P{re X : h(z)=c(z)} =1—err(h,c) <1—¢

e Damit gilt

PMisec S(M,c) : h(z;)=c(z;), 1<i<M}<(1-e)M
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e Dies ist nun die Wahrscheinlichkeit, dass eine bestimmte Funktion h € B.
auch in H|s] ist.

e Die Wahrscheinlichkeit, dass nun irgendeine Funktion h» € B, auch in H|s|
liegt, ist dann also

PM{sec S(M,c) | H[s|NnB. =0} < |H|(1 —&)M
e Diese Wahrscheinlichkeit ist < ¢, falls gilt:

1. |H

e Dann ist

H|(1 - )™ < [H|(1 — )™ < |Hlexp(—eMp) < IH\eXp(lﬂ(%)) =0
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Bemerkungen

e Theorem enthalt den Bool'schen Eingaberaum X = {0, 1}".
e Jeder konsistente Algorithmus auf X = {0, 1}" ist pac.

e B, der Bool'sche Funktionenraum tber X = {0, 1}":

|Bn| — 22%

e Die Schranke fur M, ist somit

2" 2
MO — [?1n51
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2. Vapnik Chervonenkis Dimension

1. Wachstumsfunktion
2. Positive Halbgeraden
3. VC-Dimension

4. Perzeptrone

5. Satz von Sauer
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Wachstumsfunktion

Wir haben gezeigt: Falls |H| < oo, dann ist H auch pac-lernbar.

Bewels bendtigt die Endlichkeit von H.

Offenbar gibt es viele nichtendliche Hypothesenmengen, etwa auf R definier-
te Funktionenklassen.

Viele nicht endliche Hypothesenmengen haben eine sehr spezielle Struktur,
z.B. lineare Funktionen.

ldee: Statt der Kardinalitat soll die Ausdrucksmachtigkeit von H betrachtet
werden.

Diese muss aber zuerst formalisiert werden!
Es sei X = R™ oder X = {0, 1}" und eine Funktionenmenge aus Fx
H:=1{h|h:X —{0,1}}
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Seinunz € XM, z = (z1,...,2™) dann sei
mu(z) = {(h(zh), ..., h(z™) [ h € H}]

die Zahl der mdglichen Klassifikationen von = durch H.
Offenbar gilt: 7 (x) < 2M

Wir definieren nun die Wachstumsfunktion II5; : N — N durch

M — max{rg(z) |z € XM}

Schwenker SLT
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Positive Halbgeraden

Sei 0 € R und die positive Halbgerade ry : R — {0, 1} mit
(z) = 1 : xz>6
T=Y0 0 x<6

H = {ry | 0 € R} die Menge aller positiven Halbgeraden.
r = (z,...,2M) € RM eine Stichprobe mit M Elementen und oBdA gelte

:C1<:C2<---<:EM

Die Menge aller mdglichen Klassifikationen ist nun

(1,1,...,1,1),(0,1,...,1,1),...,(0,0,...,0,1),(0,0,...,0,0) € {0,1}

Somit folgt: mg(x) = M + 1 und offenbar auch Iy (M) = M + 1.
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VC Dimension

In den 1970er Jahren wurde das Konzept der Vapnik-Chervonenkis-
Dimension (kurz VC-Dimension) als ein Mal} fir die Ausdrucksstarke von
Mengen binar-wertiger Funktionen entwickelt.

Die VC-Dimension wurde erstmals von Blumer im Jahre 1986 mit der PAC-
Lernbarkeit in Verbindung gebracht, es gilt:

Hpac-lernbar <= VCdim(H) < o

Es qilt:
VCdim(H) = max{M | IIx(M) = 2M}

Falls das Maximum nicht existiert, so setzen wir VCdim(H ) = oc.

Definition: Eine Stichprobe z = (z!,...,2™) wird durch H zertrimmert,
gdw. es fiir jede Teilmenge A c {z!,...,2™} eine Hypothese h € H gibt
mit A(z%) = 1 gdw. z* € A.
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VCdim(H) = d € N dann gibt es eine Stichprobe von Lange d die H zertrim-

mert wird, aber es gibt keine Stichprobe der Lange d + 1 die H zertrimmert
wird.

VCdim(H) = oo, dann gibt es fir jede Zahl d € N eine Stichprobe der Lange
d die H zertrummert wird.

Beispiel: H sei die Menge der positiven Halbgeraden, dann ist offenbar
VCdim(H) = 1.
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Perzeptrone

Menge der Perzeptrone im R"

P, :={cpo|weR" 0ecR}

Hierbei sei ¢,, ¢ €ine Perzeptronabbildung definiert durch:

Cow,0(T) =

{ 1 Z?:l W;x; S 0

0O : sonst

Satz: VCdim(FP,) =n+1
Satz von Cover (1964):

Schwenker SLT
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Satz von Sauer

Es sei H eine Hypothesenmenge mit endlicher VC-Dimension, also 0 <
VCdim(H) = d < oo. Ferner M € N.

Dann qilt:
(M) <1+ (Y) n (]‘24> P (]‘j)

s (0 (D) (2

gilt fur M > d > 1

Mit

d.h. also gilt
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Bewels: Satz von Sauer

Seid =VCdim(H) = 0, dann ist fUr jedes = € X offenbar
h(x) =cmitc e {0,1} furalle h € H.

Also ist my(z) = 1 fur alle z = (2, ..., 2™).
Somitistdann Iy (M) =1 = ¢(0, M).
Damit ist der Satz flr d = 0 gezeigt.

Fird > 1 und M = 1 qgilt dann

Mg(1) <2 =¢d, 1) = (é) T G)

Damit ist der Satz auch flr d > 1 und M = 1 gezeigt.
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Beweis nun durch Induktion Uber d + M.

Der Fall d + M = 2 ist bereits gezeigt: Dies betrifft d = 0 und M = 2 oder
d=M = 1.

Der Satz gelte nun fird + M < k mit k& > 2.

Sei nun H eine Hypothesenmenge mit VCdim(H) = d und sei x =
(b, ..., 2M)mitd+ M =k + 1.

Die Falle (d, M) = (0,k+ 1) und (d, M) = (k, 1) sind bereits gezeigt, deshalb
konnen wir d > 1 und M > 2 annehmen.

Also sei z = (z!,...,2M) eine Stichprobe mit M paarweise verschiedenen
Beispielen (sonst kann man die Stichprobe verkirzen und die Induktionshy-
pothese anwenden).

Setze £ := {z!,...,2M}, dannist |E| = M.
Wir betrachten die Einschréankung von H auf F, also Hg := H|FE.
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Dann ist offenbar 7y (x) = |Hg| und wir zeigen deshalb:

|He| < ¢(d, M)

Essei FF = E \ {z™} und entsprechend Hr := H|F

Zweli verschiedene Funktionen g, h € Hg sind identisch auf F', gdw. h = ¢ auf
Fund h(zM) # g(z™).

H, sei nun die Menge der Hypothesen aus Hy, die auf diese beiden Arten
aus 2 verschiedenen Hypothesen von Hg entstehen.

Sei also h, € H,, so gibt es 2 mdgliche Hypothesen in Hg. Damit gilt dann:

|Hg| = |Hp| + [H.|

Wir untersuchen nun |Hg| und |H,|.
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Seiz = (z!,...,2™~1) dann gilt

|Hp| = mp(2) < Tp(M —1)

Nach Induktionsvoraussetzung gilt dann
Hp| < Tg(M —1) < ¢(d, M — 1)

wegend+ (M —1) < k.

Wir zeigen nun VCdim(H,) < d — 1.

Zum Beweis nehmen wir an, das H, die Stichprobe z = (21,..., 2%) zertrim-
mert.

Fur jede Hypothese h, € H, gibt es hi,ho € Hg mit hy = hy auf F' und mit
hi(z™) # ho(z™).

Dann aber zertrimmert Hy und damit auch H die Stichprobe (21, ..., 2%, 2M)
von Lange d + 1.
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Dies steht aber im Widerspruch zu VCdim(H ) = d.
Also gilt VCdim(H,) < d — 1.

Damit folgt
| Hy| =mp,(2) <1, (M —1) < ¢(d—1,M — 1)

denn(d -1)+ (M —-1) <k.

Insgesamt folgt so:

Hierbel nutzt man die bekannte Rekursionsformel fir Binomialkoefizienten:
n\ (n-— 1 n n—1
k] k k—1
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Es bleibt noch zu Zeigen, dass fur M > d > 1 qilt:

B(d, M) < (%)d e=2,Tl..,

Offenbar istfiralle 0 <: < dwegen M > d:

(M/d)*(d/M)" > 1

Somit folgt:
d
1=1
dennesgilt (1 + x/n)" < e* furalle z € Rund n € N.
Ferner (1 + x/n)" — e” bein — oc.

Schwenker SLT
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Folgerung : Fur eine Hypothesenmenge H mit VCdim(H) = dund M > d

gitl:
d <log,Ilp (M) < dlog,(eM/d)
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Satz . Es sei F' ein endlichdimensionaler Vektorraum rellwertiger Funktionen,
auf X, g: X — {0,1} ein Konzept auf X und

H:={son(f+g) : feF}

Dann qilt:
VCdim(H) = dim(F)
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4. \/C Dimension und Lernbarkeit

1. VCdim nicht beschrankt

2. VCdim endlich

Schwenker SLT
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5. VC-Dimension und Architekturen aus der Praxis

1. Mehrschicht Netze
2. Perzeptrone und Support-Vektor-Maschinen

3. Ensemble Methoden

Schwenker SLT
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Mehrschicht Netze

Schwenker SLT
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Perzeptron Lernen

Lernregel:
Aw =1 (T — y) - x mit Lehrersignal T (1)

andere Schreibweise der Lernregel:
Aw = —Isign(z-w) -2 =1T -z falls T # y (Anderungsschritt)  (2)

Zu bestimmen: S = Anzahl der Anderungsschritte

Problem l6sbar, falls 3 w mit sign(z* - w) = T Vu,

d.h. TH (z# - w) > 0 Vpu, d.h. D(w) := minﬁil TH (x# - w) > 0.

D(w) nimmt auf der Einheitskugel K = {w : w-w = 1} das Maximum d an.
Also gibt es w* mit w* - w* = 1 und D(w*) = d.

Problem losbar, falls d > 0. Sei nun ¢ := max™

le(xﬂ . :EIUJ)_

Betrachte das Gewicht wg nach S Anderungsschritten: wg = Zle(Aw)z-.
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Dann gilt:
(Aw) - w* 21T (2" - w*) > 1 D(w*) = 1 d (3)

(w4 Aw) - (w+Aw) —w-w = 2((Aw)-w)+ (Aw) - (Aw)

= —2[sign(z" - w) (z* - w) + 1% (- M)
< Pzt -2t <IPPec (4)

Also gilt: wg - wg (%) Sl%c und wg - w* g) Sld. Daraus folgt:

(3)

Sld < wg-w* </ (ws - wg)(w* - w*) = Jwg -wg < VSI2e¢ =S <c/d?
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Support Vektor Lernen

Ist zunachst einmal eine spezielle Form des Perzeptron-Lernverfahrens.

Lernverfahren entsteht durch eine Kombination von 2 Zielen, diese legen im
Fall linear separierbarer Mengen eine eindeutige Trennhyperebene fest.

Wieder gegeben Trainingsdaten

M={(z"T") : p=1,..., M} CcRYx {-1,1}
Wir nehmen zunachst einmal an, die Mengen
P={z*|TFt=1} und N ={2V|TH= -1}

seien linear separierbar.

Das Perzeptron-Lerntheorem sichert die Konverganz in endlich vielen Schrit-
ten gegen eine Ldsung w (erweiterter Gewichtsvektor).
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Wir suchen nun nach einer Losung w*, welche

1. Die Separationsbedingungen erfullt:

TH((w,z") + wg) >0 furalepu=1,..., M

2. maoglichst weit vonn den Mengen N und P entfernt ist (maximal margin)

Es sein

min TH({(w,z") +wy) =9 > 0
7

Nun reskalieren wir und erhalten w = $w und wy = w, und erhalten

TH((w,x") +we) >1 furallep=1,..., M

Offenbar gibt es mindestens einen Punkt ¥ € P und z* € N mit
(w, ") +wy =1
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und mit

(w, ") +wg = —1
Daraus folgt (w,x” — z*) = 2 und damit ist D(w) die Breite des Randes der
separierenden Hyperebene gegeben durch

’ (xy o x,u)> — ||w||2

Also Maximierung des Randes bedeutet Minimierung von

w3
2

— min

p(w)
unter den Nebenbedingungen

TH((w,z") +we) >1 furallep=1,..., M

Dies ist ein quadratisches Optimierungsproblem unter Nebenbedingungen.
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VC-Dimension optimaler Trennebenen

Gegeben Datendatz (z#,T+), z* € R? mit
lz" —al < C
Betrachten nun die Menge der Trennebenen mit der Normalisierungsbedin-

gung

min [(w, x") + b =1

Gilt zuséatzlich |w|| < D, dann hat die Menge der der Funktionen

f(z) = sign({w, ) + b)
die VC-Dimension A mit

h < min{d, [C*D?*]} +1

Schwenker SLT 79



Konstruktion der optimalen Trennebene

Mit der Einflhrung von sogenannten Lagrange Multiplikatoren o, > 0 flr
uw=1,...,M wird es in ein Optimierungsproblem ohne Nebenbedingungen
Uberflihrt, dieses muss bzgl w und wg minimiert und bzgl. o maximiert wer-
den.

2
L(w,wo,a) _ ||’U;||2

= D o (TH({w,2*) + wo) = 1)

p=1

Setzt man nun wie gehabt die partiellen Ableitungen g—fj = 0 und (%0 = (0 SO
erhalt man die Bedingungen

M M
ZQMT“:O und w:ZaMT“x“
pu=1 pu=1
Aul3erdem folgt aus den Optimierungsbedingungen
a, [TF ((w,2") +wo) —1] =0 furallep=1,...,M
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Falls nun o, # 0 so folgt: T* ((w, z*) + wp) = 1, d.h. fUr solche Trainingsbei-
spiele liegt z# genau auf dem Rand.

Diese Vektoren heil3en Support Vektoren . Offensichtlich ist w eine Linear-
kombination der Support Vektoren (geometrisch ist dies (jedenfalls im R?)

Klar).
Z a,THaxt
zHheSV

Dann setzen wir diese Resultate in L ein und erhalten das quadratische Funk-
tion

Zau — —ZZO@&MT”T“ x¥, xt)

v=1pu=1
das mit o, > O flralle p =1,..., M zu maximieren Ist.
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Die Losung o™ liefert nun fest:

M
Z o THxH

Die Schwelle wj € R laf3t sich mit Hilfe eines Support Vektors z#0 bestimmen,
denn dann gilt o, = 0 und damit

T ((w, 249) + wp) = 1

Also folgt

. 1
wy = T (w, x0)

damit liegt die Entscheigungsfunktion fest:

F(x) =sgn ((w*,x) + wy) = sgn < Z o TH(x", @ +w0>

zHheSV
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Nicht separierbares Problem

P={«"|TF=1} und N ={z"|T" = —1} linear nicht separierbar

Soft Separationsbedingungen durch Schlupfvariable ¢,, > 0 (slack variables)
T ((w, ") +we) > 196, furallep=1,...,M

Nun minimieren wir mit C' > 0

1 X
L 2
p(w,0) = Sllwllz + M;‘S“
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Dies fuhrt wiederum auf die quadratische Funktion

M | MM

= oy — — ayo, TV TH(zY  xt
Z:l H QZZ H )
M: ]/: :

diemit0 <o, <C/M fluralle p=1,...

Schwenker SLT
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Nichtlineares Support Vektor Lernen

P={«"|TF=1} und N ={z|T" = —1} linear nicht separierbar

Nun transformieren wir z* gemag einer Transformation ¢ : R — H, in einen
Vektorraum mit Skalarprodukt (genauer ein Hilbertraum), z.B. ‘'H kann end-
lichdimensional sein, also H = R, aber auch ein unendlichdimensonaler
Raum, etwa der Folgenraum [%(R).

ldee: Zunachst Transformation z* := ¢(x*) nach H durchfihren und dann
das Support-Vektor-Lernproblem in ‘H lI6sen (ist nichts Neues).

Die Entscheidgungsfunktion hat die Gestalt

F)=son | 3 ail"(g(@"), é(x)) +wj

P(xH)eSV

Schwenker SLT 85



Abbildungen der Form

(2,y) € R X R? — ($(x),(y)) € H x H — (¢(z), $(y))n € R

lassen sich u.U. durch sogenannte Mercer Kernfunktionen & :RYxRY — R
direkt darstellen.

Satz von Mercer: Sei k : R x RY — R symmetrisch und gelte

/Rd Rd f(@)k(z,y) f(y)dzdy > 0

fur alle f € L? (quadratische integrierbare Funktionen). Dann gibt es einen
Hilbertraum H und eine Abbildung ¢ : R — H mit

k(z,y) = (6(x), ¢(y)) furalle z,y € R?
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Damit laldt sich die Entscheidungsfunktion darstellen durch
F(x) =sgn Zoz THE(z!, x) 4+ w;

Die Koeffizienten ergeben sich durch Maximierung von

M 1 M
=Y " a, -5 Z Z a,a, T'TFk(z", zH)
pu=1 v=1pu=1

diemit0 <a, <C/M furalle p =1,..., M erreichen
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Beispiele fur Mercer Funktionen

1.
112
k(:ay) — exp _||:E yH2 0_2 ~ 9
2072
2.
k(xz,y) =tanh (a(z,y) +0) a,0 R
3.

k(z,y) = ((z,y) +1)°
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