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1. Modellierung neuronaler Netze
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. Allgemeines Kanalmodell

. Vereinfachte Neuronenmodelle
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. Quasi-stationare Losungen



1.1 Biologische Grundlagen

Der Kortex des menschlichen Gehirns mit verschiedenen Arealen.




Bestandteile eines typischen Neurons

» Dendriten bzw. Dendritenbaum
» Zellkorper (Soma)

» Nervenfaser (Axon) mit dem axonalen Baum
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Aufbau einer Synapse

» Synapse mit der pra- und postsynaptischen Membran.

» Ausschiittung der Neurotransmittermolekiile in den
synaptischen Spalt.
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Zellmembran / lonen
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Raumlich-zeitliche Summation am Dendriten
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Dynamik der neuronalen Verarbeitung

» Summation am Zellkérper EPSP/IPSP von vorgeschalteten
Neuronen fiihren zu Potentialveranderungen am
Dendritenbaum/Zellkdrper ( rdumlich/zeitliche Summation
der EPSP/IPSP)

> Auslosung eines Aktionspotentials Andert sich das
Membranpotential am Zellkorper nur schwach, wird kein
Aktionspotential ausgelost (unterschwelligen Erregung). Bei
hinreichend starker Depolarisation der Membran wird im
Bereich des Axonhligels ein Aktionspotential ausgelost.

» Ausbreitung des Aktionspotentials Das Aktionspotential
breitet liber das Axon bis in den axonalen Baum mit
konstanter Amplitude aus

» Synaptische ﬂbertragung Das Aktionspotential fiihrt in den
axonalen Endknopfchen zu einer Ausschiittung von
Neurotransmittern, die auf der postsynaptischen Membran zu
einer Anderung des Membranpotentials fiihren.



Anatomische GroBen

Maus Mensch
N/mm3 10° 3. 10*
D/N 3 mm 2.cm
A/N 2.cm 6 cm
S/N 10* 2. 10%
D/mm3 3-10°m 6 - 102 m
A/mm3 2-103m 2-10%m
S/mm3 10° 6 - 108
S/D 3/ pm 1/ pum
S/A 1/2um 1/3um

N = Neuronenzahl ; D = Dendritenlange; S = Synapsenzahl; A =
Axonlange



Computer vs. Neuronale Netze

Computer

Neuronale Netze
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Prozessor)
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1.2 Allgemeines Kanalmodell

Modellvoraussetzungen fiir das allgemeine Kanalmodell:

» | ={1,..., N} die Menge der Neuronen.

> Jedes Neuron j ist von einem bestimmten (Membran-)Typ /
und einem bestimmten (Ubertragungs-)Kanaltyp k.

» 77 > 0 Zeitkonstante und ¥, : Ry — R, die
Schwellenfunktion fiir den Membrantyp /.

> re : Ry — Ry die Responsefunktion und Uy
Umkehrpotentiale fiir den Ubertragungskanaltyp k.

» C = (cjj) synaptische Kopplungsmatrix und D = (dj;) Matrix
der Delays.



Neuronenmodelle (1/2)

(1) Dendritisches Potential u; des Neurons j vom Membrantyp /
7i(t) +Za Ui — (1)) + (1)
(V) Variante: u; nach Spike von j auf Ruhepotential Uy gesetzt.

(2) Gesamtinputaktivitdt aj‘-‘ im Ubertragungskanal k des Neurons j

ajf(t) = Z ajj(t) Ik Neuronen vom Kanaltyp k

i€l

ubertragene Aktivitat a;j vom Neuron i zum Neuron j im Kanal k

ai(t) = 3 nlt — (s + dy))ey = 3 rlt — (s + dy)yi(s)cy

sET] s<t



Neuronenmodelle (2/2)

(3) Outputaktivitdt y; des Neurons j
Yi(8) = Ly (o)20:(0)

(4) Schwellenfunktion 6; und Spikezeitpunkte T/ von Neuron j (vom
Membrantyp /)

0(t) = maxv(t—s)  Ti—{s<t|y(s)=1)
seT!

(5) Diskretisierung von (1) mit g : A?It und g; € (0, 1]

uj(t+At) = (1—g)- +g,z (Ux — uj(t)) + oix(t)



Vereinfachungen

a) Response Funktion durch Gesamtwirkung wj; beschreiben:

(2) ZWUY: — dj)

i€l
b) Uk — u ersetzen durch Uy (unterhalb der Schwelle ist u klein):
(1) 7i(t) )+ Z t) Uk + x;(t)

Mit (2') folgt:
(1) 711(t) +ZWUYI — dyj) + xi(t)

c) Einfache zweiwertige Schwellenfunktion 9(t) € {Oref, Frest }-

d) Schwellenmechanismus (mit ;) durch Ratenfunktion f; ersetzen:

(3D yi(0) = filu(¥))

e) Alle Delays = 1; alle Delays = 0.



1.3 Vereinfachte Neuronenmodelle

Kanalmodell: Gleichungen 1,2,3 und 4
Spike-Response-Modell: 1’,2,3 und 4
Dynamic-Threshold-Modell: 1,2',3 und 4

Integrate-and-Fire-Modell: 1” mit Variante (V), 3,4 und
mit einfacher Schwelle (d)

Ratenmodell: 1,2 und 3’
Grundmodell: 1”7 und 3/
Lineares Modell: 1/, 3’ und mit linearer Ratenfunktion f

Einfaches lineares Modell: 17, 3’, Delays alle = 0 und mit
linearer Ratenfunktion f



1.4 Asynchrone quasistationare Zustande (1/5)

Asynchrone quasistationare Zustande - als Basis fiir die neuronale
Informationsverarbeitung.

(1) Ratenfunktion f;(u) aus Schwellenfunktion 9,(t) bestimmen.

yj = fi(u;) = fr j vom Membrantyp /

9 (uy)

(2) Gesamtwirkung 7 := [ ri(t)dt aus der Responsefunktion
rk(t).
Diese beiden Vereinfachungen ergeben das Grundmodell mit:

k 2 :A 2:,\
aj = re Yi C,'J' = rk f/,.(u,') C,'j

felk iE/k

li Membrantyp des Neurons i.



- (2/5)

(3) Berechnung der Fixpunkte mit dem Ansatz 0 ~ i;
1+ Zk b

(4) Linearisierung ergibt ein homogenes einfaches lineares Modell
DGL des dendritischen Potentials lautet mit den Vereinfachungen:

Tl = —uj—i—E Uk—ujrkg fi.(ui)cij + x;

i€l

OwTkilj:—Uj—i—Zajl-( (Uk—UJ)+)<j = uy=

Betrachten nun DGL fiir u; = uj + ¢ :

(i + &) = —(u;+¢) +Z (Ue = (0 + )P > fiui + &)ci +x;

i€l



- (3/5)

Nun setzen wir ein f,.(u; + €) =~ fi,(u;) + &f/ (u;)

Ti(i+&) = —(u+e)+x5+ > (Ue—(ui+))P Y (Fi(u)+eif] (ui)cy

k i€l
(i +¢) = —(uj-+ej)+xj-+z K — Uj ?sz/,-(ui)cij
i€l
—1—2 Uk — uj) rkZe,f, u;j)cjj
i€lx

—Zejrka/(u, cij — ZejrkZe,f, u;j)cjj

i€l i€l



..(4/5)

Die Summanden >, 7 >;, eeif/(ui)c; sind quadratisch in den
Storungstermen e; und konnen be| der Linearisierung vernachlassigt

werden:

T/éj: —& + E k_uj P E elﬂ uj CU € § Fi § ﬁ uI)CI_/

i€l i€l

Mit Cj = #efi(u;)cj und Cj = (Ux — uj)? fif/ (ui)cij folgt die lineare DGL:

T,'ej:fejfejzzaj+zzcje;

k i€l k i€l



(5/5)

Man erhdlt man ein homogenes lineares DGI-System:
e = Ae

mit e = (e1,...e,)", €= (é1,...€,)7 und mit der reellen n x n Matrix
A = (aj;) definiert durch

ajj:_ 1+ZXI:CU) und aji = — ZXI:CU’ i#j
el 1€l

Die Stabilitat dieses Systems ist zu untersuchen, dazu betrachten wir
einfache lineare neuronale Netze.



2. Stabilitat in neuronalen Netzen

o L=

Lineare Netze in kontinuierlicher Zeit
Lineare Netze in diskreter Zeit
Aquivalenz der Stabilitatsbedingungen
Hopfield Netze in kontinuierlicher Zeit
Hopfield Netze in diskreter Zeit



2.1 Stabilitat linearer Netze (kontinuierliche Zeit)

Wir untersuchen das System von n linearen Modellneuronen:

n
Tuj:—uj—i—xj—i—g CijjUj j=1...,n
i=1

7 > 0 Zeitkonstante, u; dendritisches Potential, x; externe
Eingabe, c;; synaptische Kopplungen.

Fiir Modelle ohne externen Input, also x; = 0, erhalten wir ein
homogenes DGL-System

Ti=—u+uC=u(C—Id)

mit Einheitsmatrix Id.



Also

1
i=Au  mit A==(CT —Id).
T

Losungsansatz fiir (komplexe) Losungen:
u(t) = ve mit AeC undveC.
Hierflir muss dann gelten
Au = Ave' = i = v e
also muss gelten
Av = v

d.h. XA € C ist Eigenwert mit zugehlirigem Eigenvektor v € C" der
(reellen) n x n Matrix A



Fir eine n x n Matrix A sind die Eigenwerte nach Definition genau
die Nullstellen des charakteristischen Polynoms von A. Es ist
definiert durch:

pa(A) = det(A — Ald)

Fur einen Eigenwert A € C von A bestimmt man zugehorige
Eigenvektoren v € C" durch Losen des LGS:

(A= Ald)v =0

Es gelten die folgenden Eigenschaften:
» Sei u Losung von i = Au, dann ist auch & Losung, denn:

U=10=Au=Au
denn A ist eine reelle Matrix.

» Seien uy, up Losungen von it = Au und ap, a» € C dann sind
auch aju; + apup Losungen:

(alul —|— a2U2) = ailn+asin = ajAuit+arAuy = A(31U1+32UQ)



» Sei u Lésung von & = Au, dann sind auch Re(u) und Im(u)
Losungen:

1

Re(u) = 1(u + 1) und Im(u) = 5

5 (u—1)

» Explizite Darstellung von Real- und Imaginarteil sind:
Re(u) = e"*(acos(vt) — bsin(vt))

und
Im(u) = e"*(asin(vt) + bcos(vt))

hierbei sei A = 1+ iv und v = a+ ib mit y,v € R und
a,beR".



Stabilitat von i = Au bei t — oo offenbar gdw alle Eigenwerte
AeCvon A= %(CT — Id) negative Realteile haben bzw. die
Eigenwerte der Kopplungsmatrix ¢ Realteile kleiner als 1 haben.

Es gelten folgende Aussagen fiir Eigenwerte/Eigenvektoren von
Matrizen:

1. X Eigenwert zum Eigenvektor v von Matrix C, gdw A
Eigenwert zum Eigenvektor v von Matrix CT

2. Es sei a, 8 € C. Dann gilt A Eigenwert zum Eigenvektor v

von Matrix C, gdw a + () Eigenwert zum Eigenvektor v von
Matrix aC + Sld.

Es sei \ Eigenwert von C dann gilt:
0 = det(aX+ fld —aC + Sld) (1)

= det(a(Ald + pld — C — pld)) (2)
det(Ald — C) (3)



2.2 Stabilitat linearer Netze (diskrete Zeit)

Wir betrachten nun das zeitlich diskretisierte Modell fiir
j=1,...,n,At>0

PEEA) 00 ) 0) + 3 e
i=1

Also mit o = At/T

ui(t + At) = (1 — o)uj(t) + oxj(t) + QZ cijui(t

in Matrixnotation erhalten wir
u(t+ At) = (1 — o)u(t) + ox(t) + ou(t)C
mit F = (1 — p)ld + oC folgt:

u(t + At) = u(t)F + ox(t)



Hieraus folgt:

u(0) = w
u(At) = ugF + 0x(0)
u(2At) = ugF?+ ox(0)F + ox(1)
u(3At) = ugF3 4 ox(0)F? + ox(1)F + ox(2)

Induktiv folgt k > 0:
k—1 '
u(kAt) = ugF* + 0 x(i)FF—(+1)
i=1
Falls x(t) = O fiir alle t so folgt:

u(kAt) = ugF*



Falls x(t) = x € R”" fiir alle t so folgt:

k—1
u(kAt) = ugF* + ox Y F'
i=0
Verhalten bei k — oo :
Es seien A1, ..., A\, die Eigenwerte von F mit den entsprechenden
Eigenvektoren vq, ..., v, und V die Matrix deren Spalten aus den

Eigenvektoren v; besteht.
Sind die Eigenvektoren linear unabhangig so gilt

F=vVvDv!

dabei ist D = diag (A1, ..., A,) die Diagonalmatrix mit den
Eigenwerten in der Diagonalen.



Dann gilt:
Fk = (vDV—YHk =.vDV~1... VDV~ = vDkVy~1
Also

Fk =V - diag(\k,...,\k). v1

Es gilt offenbar

._.

(I—F Z F)YI —F)=1—Fk

k—1 k
=0 [:O

i

Falls nun | — F invertierbar ist (gdw alle Eigenwerte von F # 1
sind) dann gilt:

k—1
S F=({-F(-F)"
i=0



Falls alle EW von F vom Betrag kleiner als 1 sind, so folgt

k—1
Y Fi s (I=F)7,  bei k=0
i=0
Damit gilt fir:
k—1 )
u(kAt) = ugF* + ox Y F'
i=0

falls alle Eigenwerte A von F gilt |A| < 1 so folgt u(nAt) — 0 bei
t — 0.

Sind die Stabilitatsbedingungen fiir das kontinuierliche und das
diskretisierte lineare System adquivalent?



2.3 Aquivalenz der Stabilititsbedingungen

Es sei a € C ein Eigenwert von Kopplungsmatrix C und damit
1+ o(a— 1) ein Eigenwert von Id 4 o(C — Id) mit

14+ o0(a—1) <1
Es sei nun a = a + i mit a, 8 € R. Dann gilt:
1+o0(a—1)=14p(a—1)+ipp
Ferner ist |1 + o(a — 1)| < 1 gdw. |1 + o(a —1)|? < 1.
Es gilt weiter:
[1+0(a—1)? = (1+e(a—1))*+0%5% = 14+20(a—1)+0*(a—1)*+0* 5
Also |1+ g(a—1)]2 < 1 gdw
2(a—1)+ (e — 1) + 03> < 0

Dies ist nun aquvalent zu

2(1-a)

-1+ "

0<



Hieraus folgt sofort & = Re(a) < 1, denn fiir a > 1 folgt
o=2t <.

Falls nun a < 1, so gilt b* > 0 und somit gibt es ein ¢ mit der
Eigenschaft 0p < b*.

Die Betrachtung gilt fiir beliebiges 8 = Im(a) € R.

Die Forderung o = Re(a) < 1 fiir alle Eigenwerte der
Kopplungsmatrix C war gerade die Stabilitatsbedingung an das
kontinulierliche lineare System.

Stabilitatsbedingungen fiir das kontinuierliche und das
diskretisierte System sind aquivalent und es muss gelten

2(1-«)

At — 7
0< <T(a—1)2—f—ﬁ2

fur alle Eigenwert a = a + i3 von C.



Einschub: Lyapunov-Funktionen

Betrachten DGL x = g(x) mit x = x(t) = (x1(t),. .., xa(t)),
wobei x;j : R — R, t — x;(t)

Eine stetig differenzierbare Funktion H : D — R mit D C R” heiBt
eine Lyapunov-Funktion fiir die DGL x = g(x), wenn gilt:

n

H(x) = (god(H00) 8 00) =3 50 @) <0

fur alle x € D.

Satz: Esein x = g(x) ein DGL System mit isoliertem Fixpunkt
x* (oBdA gelte x* = 0) und H ein nach unten beschranke
Ljapunov-Funktion. Dann ist der Fixpunkt asymptotisch lokal
stabil.



2.4 Stabilitat des kontinuierlichen Hopfieldmodells
Wir wollen zum Grundmodell in kontinuierlicher Zeit
Tu(t) = —u(t)+ x(t)+y(t)C
y(t) = f(u(t))
eine Lyapunov-Funktion konstruieren. Der Input sei

x(t) = x = konstant.
Fiir den Zustandsvektor y(t) = (y1(t),.-.,ya(t)) gilt

dHO(®) > 5y, (o)

dt
- g;l : Z):, - u;(t)
_ Zg:.f’(u,-(t)) (—ui(t) + x + (yC)i) (6)



Wir werden Lyapunov-Funktion H so konstruieren, dass

B OH
dy;

= —Uuj+ Xx;j + (yC),-

ist, dann gilt namlich

dH(Y (1) _

dt -
Konstruktion von H aus drei Summanden Hy, Ho, Hs, also
H = Hy + H> + H;.



1) Die Transferfunktion f sei streng monoton wachsend und somit
invertierbar, somit gilt u; = f~1(y;). Deshalb setzen wir

Hy = Z/Oyi f~1(s)ds.

Damit erhalten wir als Ableitung von H; nach y;

8)’i - f (.yl) = Uuj

2) Fiir den zweiten Summanden setzen wir an:

n
Ho= =Y Xy
i—1

Dann ist offenbar
OH»

% -

= —X.



3) Es bleibt noch der Anteil (yC); =37, yjcji Wir setzen an:

1 n n
H3 = ) Z Z}/jcji}/ia

i=1 j=1

dann ist

OH 1 n n
3
Iy = —5 2inii + E Gjiyj + E YjCij

Sei die Kopplungsmatrix C symmetrisch, d.h. ¢;j = ¢j; fiir alle /, ;.
Dann gilt:

OHs 1 n n n
Gy, = 2\ 2ot vk | = =Gy
! j=1 Jj=1 Jj=1




Zusammenfassung: H = H; + H> + H3 eine Lyapunov-Funktion
des Grundmodells

Tu(t) = —u(t) +x + y(t)C y(t) = F(u(t))

Denn es gilt
8j — 8H1 +8H2+8H3
gy Oyi Oy Oyi
= u,-—X,'—ZyJ-Cji
J
1.
-
und
dHiy(®) _ 1

a7 > iF(t) - f(ui(t) < 0.

i



2.5 Stabilitat des diskreten Hopfieldmodells

Diskrete Zeit und ohne Gedachtnis At =1
(t+1) Z ciiyi(t) + x(t)

Binare Ausgabe

yj(t) = sgn(uj(t))
wobei sgn(a) =1 falls a > 0 und sgn(a) = —1 falls a < 0.
Voraussetzung: Asynchrone neuronale Dynamik, d.h. es wird zur

Zeit t genau ein Neuron j ausgewahlt - gemaB der positiven
Wabhrscheinlichkeiten ps, ..., p, auf den n Neuronen.



Annahme: Zur Zeit t wird Neuron j ausgewahlt (Update).
Ferner betrachten wir die Funktion

H(y(t)) = Ha(y(t))+Hsa(y(t)) Zx, yi(t ZZ)G(t)f-'tii(t)

;:1 j=1

zur Zeit t, d.h. vor dem Update, und zur Zeit t + 1, d.h. nach dem
Update.
Falls y;(t + 1) = yj(t), dann ist auch

AH = H(y(t + 1)) H(y(t)) =
Falls nun y;(t + 1) = —y;(t), dann :

AHy, = — Zx,- cyi(t+1)+ ZX,' -yi(t) = 2xy;(t)

und

n n

1
AH; = —= E E yie(t + Dekiyi(t + 1) +§ E yi(t)ckiyi(t)
i=1 k=1 i=1 k=1



Falls C symmetrisch ist, gilt:

AH;

=yt Deyi(t+ 1)+ > yi()eyi(t)

i=1 i=1

—y(t+1 Zcuy,t+1 +y(t Zcuy,
i=1
n

—yi(t+1) Z Giyi(t+1) —y(t + 1)gyi(t + 1)
i=1,i#j

+yi(t) D cyilt) + yi(t)e(t)

i=1,i%j
—y(t+1) Y eyt 1) +y(t) Y cyilt)
i=1,ij i=1,ij

n
25(0) 3 emilt) =2t zcuy, 2

i=1,i%j



Damit folgt nun:
AH = AH + AHz = 2xy;(t) + 2y;(t Z ciiyi(t) — 2¢;
Also
AH = 2y(t Zcuy, +x7) = 2¢5 = 2y;(t)us(t + 1) — 25

Da das Neuron j den Zustand andert gilt:

sgn(uj(t +1)) = yi(t +1) = —y;(¢)

Somit ist yj(t)uj(t + 1) < 0 und Gleichheit gdw. u;(t + 1) = 0.
Es gelte weiterhin: cj; > 0 fiir alle j, d.h. keine negativen
Selbstriickkopplungen.

Dann gilt AH < 0 und Gleichheit gdw. uj(t +1) =0und ¢ =0



3. Lernen in einschichtigen neuronalen Netzen

Architektur und Lernproblem
Lineare Assoziativspeicher
Binare Assoziativspeicher
Perzeptron-Lernen
Support-Vektor-Lernen
Neuronale PCA

I o



3.1 Architektur und Lernproblem

Eingabe
L ® @ L
L L @ ®
X
@ @ L @
L L @ L

rTrry

Ausgabe Y



Lernproblem

Merkmalsvektor: x € R? bzw x € {0,1}¢

Lehrersignal: T € R" oder T € {0,1}"

Ausgabe: y; = f(x-w;), j=1,...,n (ggf. erweiterte Gewichts-
und Eingabevektoren)

f eine Transferfunktion, z.B. Sprung-, Signum-, Logistische
Funktion

Trainingsmaterial:

M={(x*TH) : p=1,... .M} bzw M ={x* : p=1,...,M}
Gesucht sind Gewichtsvektoren WJ-* eR? j=1,...,nso dass

E(wyf,...,w,) — min

fiir eine definierte Fehlerfunktionen E : R" — R.



3.2 Lineare Assoziativspeicher

» Losung durch Pseudo-Inverse

» Approximative Losung durch Gradientenabstieg



Losung durch Pseudo-Inverse

Wir betrachten ein Einschichtnetz mit n Neuronen:
d
yj = f(ZX,'W,j) j=1,...n
i=1

f eine stetig differenzierbare Funktion mit ' > 0.
Dann ist f umkehrbar und statt T# benutzt man f~1(T*) als
Lehrersignale. Somit neben wir ohne Einschrankung an, f = id und

d
yj:ZX,'W,'j j=1...n
i=1

Quadratische Fehlerfunktion: E(w) =3_ [T — y#||3, dabei ist
y* die Ausgabe flr Input x*.



Wir setzen ohne Einschrankung n = 1. Damit hat die
Fehlerfunktion die Gestalt:

d
E(w) =) (T =y")? =3 (TH=3 x'w)? = min

I

Definiere T = (T*)1<u<m und M x d Matrix X = (x!")1<u<m.
—= 1<i<d
Fehlerfunktion lasst sich nun schreiben als

E(w) =T — Xwl||3 — min
Fehler = 0 ist moglich, falls X invertierbar ist
Xw=T durch w=X1T

Diese Losung ist nur fiir M = d moglich (uninteressante
Lernaufgabe)



Minimierung von E,,, d.h. es muss gelten

OE,,

8Wk_0 furalle k=1,...,d

Somit folgt

Hieraus folgt weiter

d
g x,’fg xf‘w,-:g x TH furalle k =1,...
M i=1 M

Mit oben definierten Matrizen folgt: X*Xw = X'T



Ist die (symmetrische) d x d Matrix XX invertierbar, so gilt:
w= (X X)"IXIT

Matrix (XtX)~1X* nennt man Pseudoinverse von X.

Matrix XX ist invertierbar, gdw es d linear unabhangige
Eingabevektoren in X gibt.

XtX nicht invertierbar, so ist E(w) = || T — Xw||3 — min nicht
eindeutig losbar.

Eindeutigkeit fiir veranderte Fehlerfunktion

E(w) = ||T — Xw|]3 + o®||w||3 — min

mit & > 0. (Norm des Gewichtsvektor minimal)



Dann folgt offenbar

d
47:_2 x4+ 202 fralle k=1,...,d
D Z ,Z_;XI W,)Xk + 20wy fralle s

und

d
ZXﬁZX,-“W,-—Fasz :le’fT“ fralle k=1,...,d
p i=1 p

Mit den oben definierten Matrizen folgt hieraus
(XX +?Nw = X'T
Fiir o # 0 ist XtX + a2/ invertierbar (da positiv definit) und es gilt

Wo = (XIX +a?)7IXT



Zusammenfassung:

1. Fiir beliebige Matrizen X existiert die Pseudoinverse X :

Xt = lim (X'X 4 o?1)71Xx?

a—0

2. Falls XtX invertierbar ist, so gilt X* = (XtX)~1X?
3. Falls sogar X invertierbar ist, so gilt X* = X!

4. In jedem Fall ist
w=X"T

Losung der Minimierungsaufgabe

E(w)=|T - XWH% — min



Gradientenabstieg (Delta-Lernregel)

Lernregel als Gradienten-Verfahren:

1. grad E(ws,...,w,) ausrechnen (Kettenregel zweimal
anwenden) (hier fiir das Gewicht w;) :

M
E:22'(E“—)g”)-(—f’(mg-x“))-xf

p=1

0

aW,'j

2. Ableitung in die allgemeine Gradientenformel einsetzen liefert:

AW’J_It)Z i (wyt)xt



3.3 Binare Assoziativspeicher

> Architektur, Musterspeicherung
» Hetero-Assoziation

» Auto-Assoziation



Architektur

Eingabe
] L ® ® ®
® ® @ ® ®
X
® ® ® ® ®
L ® @ ® ®
0

Ty

Ausgabe Y

Einschichtnetz aus n Schwellenneuronen mit Schwelle 6



Musterspeicherung

M bindre Musterpaare (x*, TH) (u=1,..., M) werden
gespeichert durch Hebb-Lernregeln

M
cj = \/ xI'T!"  bindre Hebbregel
p=1

M
cj=» _xI'T!  additive Hebbregel
pn=1

Auslesen des Antwortmusters zur Eingabe x*

1 > ixtei > 0= |xH|
}/j =
0 sonst



Input x Outputy
A: 100101 01101
B: 010110 11010
0 1 0 1
1 ° °
0
0
1 ® °
0
1 Py °




A:

Input x Outputy
100101 01101
010110 11010
1 1 1 0
| |
0 ° °
1 ° ® ®
0
1 ° ° ° °
1 ° ° °
0 ° °




A:

Input x Outputy
100101 01101
010110 11010
0 °
1 ° ° °
0
@ e e .
1 ° ° °
0 °
2 2 2
0 =2
1 1 1




Hetero-Assoziation
Muster {(x!', ) : p=1,..., M}, x" € {0, 1}, T € {0,1}],
k
pi=—,q=1

Lernregel: cj = Vu X TH

Retrieval: z; = 1, c>g dabe| ist 0 =k

Fehler: fy = p[z;=0| T; = 1] =0 und

Inf;
(7)
Dabei ist
- —In
Po = P[C,'j = 0] = (]_ — PCI)M ~ e Mpq — M = Po (8)

pq

Das Retrieval ist sehr genau, wenn ff < d-g mit § < 1. §:
Gitekriterium



Kapazitat bei Hetero-Assoziation
Falls & klein, dann ist die Information iiber das Ausgabemuster T#:
lp~n-(—qlogyq—(1—q)logy(1—q))~ —nq-logy q
Relative Speicherkapazitat:

_ M-, _ —1,In pg _ In po In(1 — po)

C nqg - log, q
m-n pgmn gn-Inf
Maximieren nach pyp: = pp = % und damit
In2)2| |
c. —(n2)logg o Ing o
Ing+1Inéd Ing+1Inéd
Der Limes wird erreicht fiir g — 0 und § — 0, aber § langsamer,
so dass "0 5 0.

Ing
Fiir groBe Matrizen ist C = In2 bei kleinem § > 0 erreichbar, wenn

q sehr klein gewahlt wird. = Sparlichkeit.



Auto-Assoziativspeicher

Hetero-Assoziation: x # T (pattern mapping)
Auto-Assoziation: x = T (pattern completion)
Fir Auto-Assoziation iteratives Retrieval durch Riickkopplung der

Netzausgabe:
1 2 n

® L o




Speichern und Retrieval

Muster {(x*) : p=1,...,M}, x* € {0,1}],, p:= %
Lernregel: ¢ = \/ﬁ/’:1 xt'x}

Retrieval: sz'l = 1e.c>¢1 dabei 6 = |Z], t =1 und 0" = k

Abbruch: zt C 2t fiir t > 1
Fehler: fy = p[z; =0 | x; = 1] = 0 und

Inf
fi=plz=1|T;=0]=(1—po)* _ - A
1= Pl | Tj=01= (1~ po) = pm In(1 — po)
9)
Dabei ist
—1
po=pleg=0]=(1—-pP)Mme ™’ — p=""P (10

P2

Das Retrieval ist sehr genau, wenn f; < § - p mit § < 1. ¢:
Glitekriterium



Speicherkapazitat und mittlere Iterationszeit

bits/synapse

02

0.18

0.16

0.14

0.12

0.1

0.08

0.06

number of iterations

004

002 : e
. .
2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000
number of stored patterns number of stored patterns

Autoassoziation mit n=2048 Neuronen; Binare (durchgezogene
Linie)/additive Hebb-Lernregel.

1-Schritt- (o), 2-Schritt- (W), und Fixpunkt-Retrieval (o)
Resultate
Hohere Speicherkapazitdt mit binarer Hebbregel !

Nur wenige Iterationsschritte (=~ 3) notwendig.



Fehlerwahrscheinlichkeit und Musterzahl

10° 06
g
5 10 05
8
a ° .
2 w0 g 04 T
2
g : T
o 3 D
S 10 5 03
2
E 10 02 fn
El
.
10" 0.1e \!\.“L
. —_
10 e o
[ s 10t s 100 2 s 10° 100 2 s 100 2 s 100 2
number of neurons number of neurons

> Naherungsrechung fiir 1-Schritt- und 2-Schritt-Retrieval

> Experimentelle Ergebnisse fiir 1-Schritt- (o), 2-Schritt- (H) und
Fixpunkt-Retrieval (o)

Resultate
> Fehlerwahrscheinlichkeit ist klein (fiir groBe Netze — 0)

> Auslesegiite wird durch iteratives Retrieval verbessert



3.4 Perzeptron Lernen

Trainingsmaterial :

T={(x"T") : p=1,..., M} cRY x {-1,1}
Wir untersuchen die Perzeptron-Lernregel:

Aw = [(T —y) - x mit Lehrersignal T € {—1,1}

mit Eingabe x € RY, Lernrate / und y = sign(x - w)

(Schwelle 0 als Gewicht wy mit konstanter Eingabe x{' =1 fiir alle
Muster ).

Andere Schreibweise der Perzeptron-Lernregel:

Aw = —Isign(x-w)-x=1T-x falls T # y (Anderungsschritt)



v

Das Problem ist I6sbar, falls ein Gewichtsvektor w mit
sign(x* - w) = TH fiir alle p exisitiert d.h. TH (x* - w) >0
Y, d.h. D(w) :=min}L; TH (x* - w) > 0.

Die Funktion D(w) nimmt auf der Einheitskugel

K ={w : w-w =1} das Maximum d an.

Also gibt es w* mit w* - w* =1 und D(w*) = d.

v

v

» Separierungsproblem ist losbar, falls d > 0.
> Setze ¢ := maxllyzl(x“ - xH).

Zu bestimmen ist die Anzahl der Anderungsschritte S.



Betrachten dazu das Gewicht ws nach S Anderungsschritten:

ws = Zle(Aw),- mit Startwert w =0

Dann gilt (wegen der alternativen Formulierungen der Lernregel)
(Aw) -w* =ITH(x" -w*)>ID(w")=1d

und

(wH+Aw) - (w+Aw)—w-w=2((Aw) - w)+ (Aw) - (Aw) = ...

= —2/sign(x" - w) (x" - w) + > (x* - x*) < PP (x* - x*) < Pc



Also gilt: ws - ws < S/?c und ws - w* > Sld.
Daraus folgt dann mit Hilfe der Cauchy-Schwarz-Ungleichung:

3)
Sid < ws-w* <+/(ws-ws)(w*-w*) = /ws-ws <VS/2c
— S < c/d?
» Also konvergiert der Perzeptron-Lernalgorithmus nach endlich
vielen (echten) Lernschritten.

» Der Gewichtsvektor kann durch w = 0 initialisiert werden.

» Der Konvergenz-Beweis gilt fiir beliebige konstante positive
Lernrate.



3.5 Support Vektor Lernen

Ist eine spezielle Form des Perzeptron-Lernverfahrens.
Lernverfahren entsteht durch eine Kombination von 2 Zielen; diese
legen dann im Fall linear separierbarer Mengen eine eindeutige
Trennhyperebene fest.

Gegeben Trainingsdaten

T={(x*T") : p=1,...,M} cRY x {-1,1}
Wir nehmen zunachst einmal an, die Mengen
P={x*|TFt=1} und N={x!|TH=-1}

seien linear separierbar.
Das Perzeptron-Lerntheorem sichert die Konvergenz nach endlich
vielen Schritten gegen eine Losung w (erweiterter Gewichtsvektor).



Die Losung w* beim SV Lernen soll erfiillen:
1. Separationsbedingungen:

TH((w,x") +wp) >0 frallep=1,...,M
2. Moglichst groBen Abstand den Mengen N und P hat
(maximal margin)

Es sein

min  TH((w,x*) +wp) =9 >0
I

Nun reskalieren wir und erhalten w = %W und wy = %Wo, sowie

THF{w,x"y+wp)>1 frallep=1...,M
Offenbar gibt es mindestens einen Punkt x¥ € P und x* € N mit
(w,x") +wp =1

und mit
(w,x") +wy = —1



Daraus folgt (w, x” — x#) = 2 und damit ist D(w) die Breite des
Randes der separierenden Hyperebene gegeben durch
w 2
(X = xM)) = ———
w2 w2

Maximierung des Randes bedeutet Minimierung von

D(w) =

2
o(w) = ‘V;Hz — min

unter den Nebenbedingungen
THF(w,x"Y +wp)>1 firallep=1,....M

Dies ist ein quadratisches Optimierungsproblem unter
Nebenbedingungen.
Einflihrung von Lagrange Multiplikatoren «y, > 0 fiir jeder
Separationsbedingung = 1,..., M ergibt:
s M
L(w, wp, ) = HW2H2 - Zau (TH((w,x"y + wp) — 1)
pn=1



Setzt man nun die partiellen Ableitungen g—ML/ =0 und 8%0 =0, so

folgen die Bedingungen

M M
ZauT“ =0 und w= Zau THxH

AuBerdem folgt aus den Optimierungsbedingungen
a, [T ((w,x") +wp) —1] =0 firallep=1,....M

Falls nun o, # 0 so folgt: T ((w,x") + wg) = 1, d.h. fiir solche
Trainingsbeispiele liegt x* genau auf dem Rand.

Diese Vektoren heiBen Support Vektoren. Offensichtlich ist w
eine Linearkombination der Support Vektoren (geometrisch ist dies
(jedenfalls im R2) klar).

w = g a, THEXH!

xteSV



Einsetzen in L ein gibt quadratische Funktion:

M (MM
W(a) = Zau ~5 Z Z aya, TV TH(XY, x*)
pn=1

v=1 pu=1
das mit a, > 0 fiir alle p = 1,..., M zu maximieren ist.
Die Losung o* steht nun fest:

M
wh = E QZT“X“
pn=1

Schwelle wy € R mit Hilfe eines Supportvektors x#° bestimmen,
denn hierfiir gilt o, # 0 und wegen KKT-Bedingung:

THO ((w, x") + wp) =1 = wy = — (w, xH0)

Tho
damit liegt die Entscheidungsfunktion fest:

F(x) =sgn ((w",x) + wg) = sgn < Z aZT“(x“,x)%—w@").

xreSVv



Linear nichtseparierbares Problem
P={x*|TF=1} und N ={x* | T# = —1} seien linear nicht
separierbar
Soft Separationsbedingungen durch Schlupfvariable 6,, > 0 (slack
variables)

TH((w,x") +wp) >1—90, firallep=1,...,M

Nun minimieren wir mit C > 0
cM
o(w,6) = 3wl + !

Dies gibt wiederum auf die quadratische Funktion

M 1 M M
a) = Zau ~5 ZZaVaMT”T“<x”,x“)
pn=1

v=1 pu=1

die mit 0 < oy < C/M fiir alle = 1,..., M zu maximieren _ist.



3.6 Neuronale PCA

1. Hebb-Lernregel
2. Qja-Lernregel
3. Sanger-Lernregel



Hebb-Lernregel

Gewichtsvektor

Eingabe
x

,' Ausgabe
=XC

¥
Lineares Neuron mit Hebb-Lernregel

» Lineare Verrechnung der Eingabe x
und dem Gewichtsvektor w

n
y=law) =3 xw
i=1

> Hebb-Lernregel
wi=w+ Ixy = w+ xtw

» Normierte Hebb-Lernregel



Hauptachsentransformation
» Die Gesamt-Varianz in Richtung v ist dann
02 = (Xv){(Xv) = vIX'Xv = viCv

mit C = X' X.

» Bezglich der Matrix C soll nun o2 maximiert werden.

» Ohne Randbedingungen an v ist eine Maximierung nicht
mglich.

» Normierung als Bedingung: viv = ||v||? =1

» Maximierung unter Nebenbedingungen fhrt auf die
Maximierung der Funktion.

o(v) = viCv — A(viv — 1)

mit dem Lagrange Multiplikator A\ € R.

> Differenzieren von ¢ nach v und Nullsetzen liefert:
¢ =2Cv—-2\v =0
ov

» Dies fhrt direkt auf die Matrixgleichung in Eigenvektorform
Cv=M\v



Analyse der Hebb-Lernregel

Gegeben seien also Eingabevektoren x* € RY, die einzelnen
Merkmale (= Spaltenvektoren in der Datenmatrix X) haben den
Mittelwert E(x;) = 0. sonst Mittelwerttranslation durchfiihren.
Lineares Neuron: y* := (x", w) = (x*)'w

Dieses Neuron realisiert eine Projektion von x* auf w. Somit ist
Xw der Vektor der Datenpuntprojektionen.

Hebb-Regel : Aw = axy = ax(x W) = a(xx")w, mit a >0

Wir setzen ferner : J(w) := —3y? = —I(x'w)?
dann ist offenbar an = ;2x,y
8.

also ist Aw = —agy
w’



Wir nehmen zunachst an, es gibt eine Gleichgewichtslosung fiir w,
dann gilt 0 = E(Aw) also folgt dann

0=E(Aw) = aE(xx")w = aCw

Also muss gelten Cw = 0. Dabei ist C die Korrelationsmatrix der
Datenmatrix X mit Cj = E(x;x;).
w ist dann Eigenvektor von C zum Eigenwert 0, diese Losung kann

aber nicht stabil sein, denn es gibt sicher positive Eigenwerte von
C.

» C ist i.A. ungleich der Kovarianzmatrix
Cov := E((x — u)(x — p)*), es sei denn p = E(x) = 0.

» C ist symmetrisch und positiv semi-definit, d.h. alle Eigenwert
sind € R>( und die Eigenvektoren orthogonal und

utCu = u'E(xx")u = E((u'x)(x'u)) = E((u*x)?) > 0.



Oja-Lernregel

Lernregel nach Oja
Aw = l(yx = y*w) = Ly(x — yw)

Satz von Oja (1985): Gewichtsvektor w konvergiert gegen die 1.
Hauptachse v1, hierbei muss gelten: [t — 0 bei t — oo, Zt Iy = 0
und >, 12 < oco.



Sanger-Lernregel

» Verallgemeinerung auf d’ < d lineare Neuronen mit d’
Gewichtsvektor w;. Die Ausgabe des j-ten Neurons ist dabei:

yi = (x, wj)

> Lernregel nach Sanger

AWU = /tyj Z}/kwlk

» Satz von Sanger (1989): w; konvergiert gegen die
Hauptachsen der Eingabevektoren x*. Es muss gelten /; — 0
bei t — 00, Y., [t =00 und Y, 12 < cc.



4. Lernen in Mehrschichtnetzen

B

Multilayer Perzeptrone
Radiale Basisfunktionen Netze
Nichtlineares Support-Vektor-Lernen

Zusammenfassung



4.1 Multilayer Perzeptrone

L 2 ® L ]
® L 4 L ]
Input
° ° °
° ® °
‘ [ ] [ ] ® }—>
‘ [ ] [ ] [ ] }—>
linear
Ausgabeneurone
‘ [ ] ® ® }—>

35: ||,Jc>
|

= 10xj)

w




Lernregeln fur Multilayer Perzeptrone

Merkmalsvektor: x € R"” Ausgabe: zx = 3 wif([|x — l?).
Material: M ={(x*,T#) : p=1,...,M} x* € R", TH € R™.
Lernregel fiir die Ausgabeschicht:

Awje = (T = z) -y

Lernregel fiir die Neuronen der Zwischenschicht:

m

Aci =1y (Tf —z) - wi - £'(u]') - <.
k=1



4.2 Radiale Basisfunktionen Netze

RBF Neurone

L 3 L 2 L ]

- . .

. . .

Input
.
....... I C
o . .
® L ° T x=llu-g 3
) L v ]
y=hoy)
‘ [ ] [ ] [ ] }—>
‘ [ ] [ ] [ ] }—> w
lineare
Ausgabeneurone
2=y W

‘ [ ] [ ] [ ] }—>




Lernregeln fur Radiale Basisfunktionen

Merkmalsvektor: x € R” Ausgabe: zx = 3 wikh(|[x — cl?)-
Material: M ={(x*,T#) : p=1,...,M} x* € R", TH € R™.
Lernregel fiir die Ausgabeschicht:

Awje = (T = z) -y

Lernregel fiir die RBF Neuronen

Aci =1 (T —2) - wix - (= (")) - (5" = ci)-
k=1



Interpolation mit RBF
M={(x*t') : p=1,...,M}, x* € R", tF € R™. OBdA sei
m = 1. Gesucht ist G : R” — R mit

G(x")=t" VYu=1,...,M. (11)
Losung bei RBF: G als Linearkomination von Funktionen
H, :R" — R mit
Hu(x) = h(l|x = x"[|?) p=1,...,M.

Dabei ist h: R™ — R eine (beliebig oft differenzierbare) Funktion.
Eine Losung des Interpolationsproblems hat die Form

M
G(x) = cuh(llx - x*|?) mit c € RM
pn=1

Die Interpolationsbedingungen G(x”) = t¥, Vv geben das lineare
Gleichungssystem:

M M
D uHu(x") =) cuh(llx” = xM|]?) =t
pn=1 pn=1



Matrixnotation mit H,, := H,(x"), H := (Hw), c = (c1,...,cm)
und t = (t%, ..., tM):
Hec =1t

Falls H invertierbar ist, so ist c = H™ 1t

Die Funktion h: RT — R heiBt radiale Basisfunktion, wenn die
Matrix H invertierbar ist, d.h. wenn das Interpolationsproblem
eindeutig losbar ist. Notwendig: x*, u=1,..., M paarweise
verschiedene Punkte.

Die symmetrische Matrix H ist invertierbar, wenn sie positiv definit
ist, d.h. wenn fiir alle c € RM gilt:

M M
ZZCiHUCj >0

i=1 j=1



Theorem: Ist h(x?) eine positiv definite Funktion, so ist h(x) eine
radiale Basisfunktion.

Eine Funktion h: RT™ — R heiBt vollstindig monoton auf (0, ),
wenn h beliebig oft differenzierbar ist und wenn (—1)(a()(x) >0
fir alle x € (0,00) und alle / > 0 gilt.

Theorem (Schoenberg 1938): Eine Funktion h(x) ist vollstandig
monoton, gdw. h(x?) positiv definit ist.

Theorem (Micchelli 1986): Ist h’ vollstandig monoton und h
positiv, so ist h eine radiale Basisfunktion.

Beispiele radialer Basisfunktionen

h(r) = e /7" mito >0

h(r) = (c2 +r)"% mitc>0und o >0
h(r) = (°+r)’, mitc>0und0<B<1
h(r) = r



4.3 Nichtlineares Support Vektor Lernen
P={x*|THF =1} und N ={x*| T# = —1} linear nicht
separierbar
Transformieren x* mit nichtlinearer Transformation ¢ : R — H,
in einen Vektorraum mit Skalarprodukt (genauer ein Hilbertraum),
2.B. H kann endlichdimensional sein, also H = RV, aber auch ein
unendlichdimensonaler Raum, etwa der Folgenraum /2(R).
Idee: Zuerst Transformation z* := ¢(x*) nach RV durchfiihren
und dann das Support-Vektor-Lernproblem in RV 16sen. Gesucht
ist also w € RN und wg € R fiir die Entscheidungsfunktion

F(x) = sgn ((w,¢(x)) + wo)

Dann ergibt sich fir w* € RV

w = Z aZT“¢(x“)

P(xH)eSV

(und wg € R wie bereits beschrieben.)



Die Entscheidgungsfunktion hat dann die Gestalt

F(x) = sgn Do anTH(x"), d(x)) + wg

o(xr)eSV
Abbildungen der Form
(x,y) €RY x RY = (¢(x), 0(y)) € H x H — (9(x), &(y))n € R

lassen sich u.U. durch sogenannte Mercer Kernfunktionen
k :RY x R? — R direkt darstellen.
Satz von Mercer: Sei k : RY x R — R symmetrisch und gelte

/ f(x)k(x,y)f(y)dxdy >0
Rd JRd

fiir alle f € L2 (quadratische integrierbare Funktionen). Dann gibt
es einen Hilbertraum 7 und eine Abbildung ¢ : RY — H mit

k(x,y) = (9(x), ¢(y)) fir alle x,y € R?



Damit 1aBt sich die Entscheidungsfunktion darstellen durch

M
F(x)=sgn | > ol Trk(x*,x) + wg
pn=1

Die Koeffizienten ergeben sich durch Maximierung von

die mit 0 < o)y < C/M fiir alle p=1,..., M erreichen



Beispiele fiir Mercer Funktionen (eine kleine Auswahl)
_ul2
k(x,y) = exp (_szazsz) o >0

k(x,y) =tanh({(x,y) +0) 6€eR

k(x,y)=({(x.y)+1)? d=>2



4.4 Zusammenfassung

Trainingsdaten M = {(x*, TH) : p= LMYy CcRYx {-1,1}

> Lineare Netze (Delta-Lernregel)
Fehlerfunktion lautet:

E(w) = ||T — Xw|3 — min
w kann iterativ bestimmt werden durch (Batch Lernregel)

Aw = IZ (w,x"))x" (I > 0) Lernrate

Die inkrementelle Lernregel lautet

Aw = [(TH — (w, x*))x



> Lineare Netze - Pseudoinverse
Analytische Losung falls es d linear unabhangige
Trainingsbeispiele gibt, ist die eindeutige Losung gegeben
durch:
w= (X' X)"IX'T
Falls es nicht d linear unabhangige Trainingsbeispiele gibt,
lasst ebenfalls die eindeutige Losung angeben durch

w=X"T

hierbei ist
Xt = lim (X'X 4+ o?1)71 Xt

a—0

X ergibt sich aus der kombinierten Fehlerfunktion
(Regularisierung) beim Grenziibergang oz — 0.

E(w) =||T — Xw|3 + o2||w||3 — min



» Perzeptron-Lernen
Ziel ist es die Anzahl der Fehlklassifikationen zu minimieren:

E(w) = Z TH{w,x*) — min
xreM

hier sei M die Menge der fehlklassifizierten Muster x* (w und
x* als erweiterte Vektoren).
Inkrementelle Perzeptron-Lernregel:

Aw = [(TH — sgn{w, x"))x*



» Neuronale Assoziativspeicher
Spezialfall: Muster binar mit Einschrittlernen.
Additive Hebbregel:
w=X'T

Auch die binare Hebbregel ist gebrauchlich
w = min(1, X'T)

(komponentenweises Minimum), 1 die Matrix/Vektor mit
Einsen in allen Komponenten.



» Support Vektor Lernen (linear)
Ziel: Trainingsdaten durch linearen Klasssifikator richtig
klassifizieren und die Trennebene soll maximalen Rand haben.

B SR L Tt 4w
L(w, wo, @) = = D (TH((w, x*) + wo) — 1)
pn=1

Die Losung w ist eindeutig und liegt fest durch
w = Z ay, THx!
xkeSv

Die Entscheidungsfunktion lautet dann

F(x) = sgn < Z OéuT‘u<X'“,X>+W0>.

xHeSV



» Backpropagation-Lernen in Mehrschichtnetze (MLP und RBF)
Fehlerfunktion :

E(w)=||T — Y||3 = min

Keine analytische Losung gegeben. Iterative Bestimmung der
Parameter (synaptische Kopplungsmatrizen) notwendig, z.B.
Gradientenverfahren oder ahnliche Optimierungsverfahren
(siehe Neuroinformatik | Vorlesung).



> Interpolation in RBF-Netzen
Ziel: Fehler auf den Trainingsdaten soll gleich Null sein.
Gesucht ist eine Funktion ¢ : RY — RM mit
B(x) = (h(x),. .., hm(x)), wobei h, : RY — R, fiir alle
v=1,...,M. mit

M
T = (w, ¢(x)) = > wih,(x*)
v=1
fur alle p =1,..., M. Losung ist:
w=H1'T

mit H,, = h,(x*) = h(||x" — x*|)).



Support Vektor Lernen (nichtlinear)
Zielfunktion:

vl v . . -
L(w, wo, @) = F22 =" oy (TH((w, §(x*)) + wo) — 1)
pn=1

¢:RY— RN und w € R” (und wp € R) gesucht.
Die Entscheidungsfunktion lautet:

Fix)=sgn [ > a,THe(x"),¢(x)) + wo

P(xH)eSV

Fiir Mercer-Kernfunktionen k(x, y):

Fix)=sgn | > apTrk(x",x)+wg
P(xH)eSV



5. Rekurente Netze

v

Jordan Netze

v

Elman Netze
BPTT Algorithmus
Echo-State Netze

v

v



Jordan Netzwerke

Feedback von der Ausgabeschicht auf die Eingabeschicht;
Feedback-Kopplungen werden nicht trainiert (Jordan, 1986)

Ausgabezellen i
1:1-Verbindungen
trainierbare feste Gewichte mit
Verbindungen ‘Wert y. Meist gilt

=1

Kontextzellen

direkte Riickkopp-
lungen mit Stiirke A.

Eingabezellen



Elman Netzwerk

Feedback von einem hidden layer (Elman 1990):

Ausgabezellen '
1
trainierbare
Verbindungen
1:1-Verbindungen
verdeckte Zellen feste Gewichte mit
Wert 1
trainierbare
Verbindunge
Eingabezellen i ‘ Kontextzellen
1

________ ¥

Vorteile: interne Reprasentation einer Sequenz ist unabhangig von
der Ausgabe y, Zahl der Kontextzellen ist unabhangig von der

Ausgabedimension!



Training eines partiell rekurrenten Netzes

Maoglichkeit A: Modifikation eines Lernverfahrens fiir
nichtrekurrente Netze, z.B. Error Backpropagation.
» Algorithmus (fiir ElIman-Netzwerk):
Seien wy; und vy; die Gewichte von Eingabeknoten vy bzw.
Kontextknoten s, zum verdeckten Neuron i und c;; die Gewichte der
zweiten Netzwerkschicht
1) Setze t=1ty, initialisiere Kontextzellen
S(to) =0
2) Berechne Awy(t), Avk(t) und Acj(t) gemsB
Lernregel fiir
eine Eingabe x(t) mit Sollwert T(t) ohne
Beachtung
rekurrenter Verbindungen

3) Setze t=t+ 1, aktualisiere die Ausgabe
s(t) der Kontextzellen und gehe zu 2)

» Eigenschaften: Fehler von y(t) = f(x(t)) wird minimiert,
keine Klassifikation von Sequenzen moglich.



Moglichkeit B:

Verwendung eines Lernverfahrens fiir rekurrente Netze
(z.B. BPTT [Rumelhart 86], RTRL [Willliams 89])

» Idee von BPTT ( “Backpropagation Through Time"):
Entfaltung des Netzwerks in der Zeit !

tmax
» Gradientenabstieg zur Minimierung von E = Z E(t)
t=tp
mit E(t) =
||T(t) —y(t)|]| falls T(t) zum Zeitpunkt t vorliegt
0 sonst

» Eigenschaften: Fehler von y(tmax) = f(x(t0), ..., X(tmax))
wird minimiert, auch Klassifikation von Sequenzen variabler
Lange moglich!



BPTT Algorithmus fiir EIman Netzwerk

Gegeben sei ein (m + h) — h — n Elman Netzwerk

mit:
wx; . Gewichte von Eingabeknoten uy zum verdeckten Neuron i
Vii . Gewichte von Kontextknoten s, zum verdeckten Neuron i
cjj : Gewichte vom verdeckten Neuron i zum Ausgabeneuron j
5(y : Fehler am Ausgabeneuron j
6(5) . Fehler am verdeckten Neuron i

Lineare Ausgabeneuronen j=1,... n :

Annahme: E(t) =0 fiir t # tmax

firt = tmax g”t: 5J(y)(t) = T/(t) — yj(t)
AC,'J' = S,'(t + 1) 5j(y)(1.')

fiir t < tpmax gilt: 6}}/)( t)

Ac; 0



Sigmoide verdeckte Neuronen /=1,... . h :

fir t = tmax ZCU y) si(t+1)

Avg(t) —sk(t)él(s)(t)
Awi(t) = x(£) 5 (1)
h
fir to < ¢ < tmax 00(t) = Y vig 0 (£ +1) - sf(t + 1)
k=1

Avii(t) = () 81(2)

Awii(t) = xi(£) 37 ()
Resultierende Lernregeln:
Cij = cjj + 7]1AC,'J'

tmax

Wii = Wii + 12 Y Aw(t)
t=ty

tmax

Vii = Vii + 12 Y Av(t)

t=tp



Echo-State Netzwerke

ESN wurden von Herbert Jager entwickelt (Jager, 2004).

DR (A internal neurones)

K Input neurones L Output neurones

Fir Zeitschritte n =1,2,...

U(n) = (u1(n),...,uk(n)) Eingabe zur Zeit n

X(n) = (x1(n),...,xn(n)) Aktivitdt der Poolneuronen zur Zeit n
Y(n) = (ya(n),...,yi(n)) Ausgabe zur Zeit n



Kopplungsmatrizen:

N x K Eingabematrix W" = (W,j”)
N x N Kopplungsmatrix der Poolneuronen W = (w;;)

L x (K + N+ L) Ausgabematrix W't = (w2"")

N x L Feedback-Matrix Wback — (W,-j?"’c") von der Ausgabe zu den
Poolneuronen.

Berechnung der Aktivierung der Poolneuronen:
X(n41) = f(W™U(n + 1) + WX(n) + Wbaky(n))  (12)

mit f = (fl,...,fN)
Ausgabe des ESN:

Y(n+1) = (W (U(n+1), X(n+1),Y(n))  (13)
fout = (fUt, ..., f°") sigmoide Funktionen der Ausgabeneuronen.

(U(n+1),X(n+1),Y(n))
nur WU wird trainiert.



Training von Echo-State Netzwerken

A

Gegeben Trainingssequenz (U(n), D(n))
Bilde Zufallsmatrizen (W™, W, Whack),
Skaliere W , dass alle Eigenwerte |Amax| < 1.

Netzwerk laufen lassen
X(n+1)=f(WmU(n+ 1) + WX(n) + WPk D(n)) (14)

Fir jeden Zeitschritt n sammle als Eingaben X(n) in einer
Matrix M und tanh=D(n) als Matrix der Lehrersignale T.

Berechne die Pseudo-Inverse von M und setze
weut — (I\/IJr T)t (15)

t sei die transponierte Matrix.



6. Komplexitat der Netze und des Lernens

1. Neuronale Schaltungen
2. NP-Vollstandigkeit des Lernens



6.1 Neuronale Schaltungen

Boolesche Funktion mit AND, OR und NOT:

L
AND




Neuronale disjunktive Normalform

® ® ®
-1 1 |
L L L
1 -1 1
® L ®
1 1 -1
L L L
-1 1 1
2 3 3




Exkurs: McCulloch-Pitts Neuron

» Struktur eines Neurons (McCulloch and Pitts, 1943):
» xe{0,1}", we{-1,1}", 0€Z

m

U:Zx,-w,-:x-w:<x,w>

i=1

|1 fir u>90
Y= 0 fiir sonst

» Satz: Jede beliebige logische Funktion ist mit Netzen aus
McCulloch-Pitts Neuronen realisierbar.
Beweis: mittes isjunktiver Normalform



Aussagen uber Schaltnetze

Schaltungen von polylogarithmischer Tiefe fiir Boole'sche
Funktionen {0,1}"” — {0,1}.
Schaltungsklassen
AC (Alternating Circuits) besteht aus UND-, ODER- und
NICHT-Gattern (von beliebiger Stelligkeit).

RC (Real threshold Circuits) besteht aus Schwellenneuronen mit
beliebigen reellen Gewichten.

TC (Threshold Circuits) besteht aus Schwellenneuronen mit
polynomiellen (ganzzahligen) Gewichten.

UC (Unitary threshold Circuits) besteht aus Schwellenneuronen
mit Gewichten aus {—1,1}.



Unterklassen

Fiir Klasse X bezeichnet X* Schaltungen der Tiefe O(log*(n))
und Xy Schaltungen der Tiefe < k.
Beobachtungen (1): Fir X = AC, RC, TC,UC gilt:

kazxo ka:

k>1 k>1

(2): ACx CUCK CTCx CRCk
Spezielle Pradikate:

PAR(x1,...,x Zx, mod 2

n
SPR(x1,...,x2n) = Zx,-x;+n mod 2
i=1



Vergleich von Neuronen mit Logik

Theorem: Fir alle k gilt:
ACk cuck = Tk = rek C AckH!
Theorem: PAR ¢ AC° PAR ¢ 7C° C AC!.
Vergleich verschiedener Neuronen bei endlicher Tiefe:
Theorem: Fiir alle k gilt:
RCk € TCry1 CUCky2
Beobachtung: = UCK = TCk = RC* fiir alle k

Theorem: PAR € TC,\ 7Cy und SPR € TC3 \ TCa. (Schwierig
zu zeigen ist, daB SPR ¢ TC,.)

Bisher ist keine Funktion aus 7C! bekannt, die nicht in 7Cs ist.



6.2 NP-Vollstandigkeit des Lernens

Three-Unit-Training Problem: Es sei G : {0,1}" — {0,1} eine
Boole'sche Funktion, gegeben durch Paare (x;,y;), i=1,....M
mit x; € {0,1}" und y; € {0,1}.

Frage: Gibt es ein neuronales 2-schichtiges Netz mit 3 Neuronen
(2 in der versteckten Schicht, 1 Ausgabeneuron) mit F(x;) = y;
allei=1,..., M.

F :{0,1}" — {0, 1} sei hierbei die Funktion, die das neuronale
Netz realisiert.

F ist durch 2n + 2 Gewichte und 3 Schwellwerte definiert



Entscheidungsprobleme:

» Entscheidungsproblem D heiBt in Polynomzeit entscheidbar,
kurz D € P, wenn es eine Turingmaschine M und ein
Polynom p gibt, so dass fiir jedes | € D die Instanz [ in
hochstens p(|/l)) Schritten entscheidbar ist.

» Entscheidungsproblem D heiBt in verifizierbarbar, kurz
D € NP, wenn es eine deterministische Turingmaschine M
und ein Polynom p gibt, so dass fiir jedes | € D eine Losung
fiir die Instanz [ in hochstens p(|/1)) Schritten verifiziert ist.



Beispiele

» Mengensplitting: Es sei {s1,...,s,} eine Menge und
C={a,...,c} mitx; CS.
Frage: Gibt es A, B disjunkte, nichtleereTeilmengen von S mit
AUB=Sundc¢iZ Aund ¢ ¢ Bfiiralle j=1,...,k?

» Bilineare Beschrankung: Es sei {(x;,y;)}, i=1,..., M mit
x;i € {0,1}" und y; € {0,1} eine Menge von Paaren.
Frage: Gibt es Halbraume Z; und 2> in R”, so dass der
Durchschnitt Z; N Z, genau die positiven Beispiele (mit
y; = 1) enthalt ?



D heisst NP-vollstandig wenn gilt:

1. De NP

2. Jedes Problem D’ € NP ist polynomiell reduzierbar auf D.
D’ € NP heiBt polynomiell reduzierbar auf D, gdw es eine
Abbildung f : D — D’ gibt (f mittels einer deterministischen
Turingmaschine in Polynomzeit berechenbar), so dass fiir jede

Instanz | € D’ gilt:
I hat Antwort ja/nein bzgl D’ gdw f(i) Antwort ja/nein bzgl D hat



Satz: Three-Unit-Training (TUT) ist NP-vollstandig.
Beweis:

1. TUT € NP

2. Bilineare Beschrankung (BE) ist polynomiell reduzierbar auf
TUT

3. Mengensplitting ist polynomiell reduzierbar auf BE

Beweis:

1. TUT € NP

2. Bilineare Beschrankung (BE) ist polynomiell reduzierbar auf
TUT

3. Mengensplitting ist polynomiell reduzierbar auf BE



7. Darstellung mit neuronalen Netzen

1. Satz von Cover
2. Satz von Cybenko/Hornik



7.1 Satz von Cover (1964)

v

P und N heiBen linear trennbare Mengen, gdw es w € R” und
a € R gibt mit (w, x) > «a falls x € P und (w,x) < « falls
xeN

v

Hyperebene ist dann die Menge der x mit (w, x) = .

v

P und N heiBen O-trennbare Mengen, falls sie linear trennbar
sind mit o« = 0.

v

M Punkte im R” sind in allgemeiner Lage, falls jeweils k
Punkte aus M linear unabhangig sind fir k =2,3,...,n.

( x1,...,xk heiBen linear unabhangig, gdw aus Zf-;l aixi =0
stets a3 = - - a, = 0 folgt).



Separierbarkeit / Allgemeine Lage : M = 3, M = 4 Punkte im R?




Betrachten M paarweise verschiedene Punkte im R" in allgemeiner
Lage.

C(M, n) Zahl der 0-1-Belegungen die linear trennbar sind

Co(M, n) Zahl der 0-1-Belegungen die 0-trennbar sind.

Dann ist .
[/ M-1
Co(M, n) :22( P )
k=0
und

| .
—r— fir0< k<
Hierbei ist der Binomialkoeffizient (Z) = { (n=k)I! urvs s
0 fur k > n.



Rekursionsgleichung

1. C(M+1,n)= C(M,n)+ C(M,n)
2. Co(M + l,n) = Co(/\/l, I'I) + Co(M, n— l)

Links: M = 4 Punkte (linear trennbar) und ein neuer Punkt
(Quadrat) kommt hinzu

Rechts: Belegung der 4 Punkte bzw die Trennebene ist so, dass die
Belegung des neuen Punktes festgelegt ist



Belegung der 4 Punkte bzw Trennebene ist so, dass Belegung des
Punktes nicht festgelegt ist; (OE neuer Punkt = Nullpunkt)

C(M+1,n) = #{Trennebene legt neuen Punkt fest} +
2#{Trennebene legt neuen Punkt nicht fest}

» #{Trennebene legt neuen Punkt nicht fest}, d.h. es sind 2
Belegungen moglich, d.h. neuer Punkt = Nullpunkt. Dies sind
Co(M, n) Belegungen.

» #{Trennebene legt neuen Punkt fest}, dass sind dann
C(M,n) — Co(M, n)



Damit gilt:

C(M+1,n) = C(M,n)— Go(M,n)+2GCo(M, n)
= C(M,n)+ Go(M, n).

Wir betrachten nun die Rekursionsgleichung fiir Co(M, n):

Links: M = 4 Punkte (0 trennbar) und ein neuer Punkt (Quadrat)
kommt hinzu

Rechts: Belegung der 4 Punkte bzw die Trennebene ist so, dass die
Belegung des neuen Punktes festgelegt ist



Links: Belegung der 4 Punkte bzw Trennebene ist so, dass
Belegung des Punktes nicht festgelegt ist (OE Trennebene geht
durch den neuen Punkt und den 0-Punkt

Rechts: Projektion auf den Orthogonalraum, der von 0 und dem
neuen Punkt definiert wird. Projektionen sind wegen der
allgemeinen Lage der Punkt, wieder in allgemeiner Lage und linear
trennbar.
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Damit ist die Formel fiir Co(M, n) bewiesen.



Es gilt ferner C(M, n) = Co(M, n+ 1) durch Induktion nach M:
M=1: C(1,n)= G(l,n+1)=2Vn
M= M +1:

C(M+1,n) = C(M,n)+ G(M,n)
= CO(M7n+1)+C0(M7n)
= G(M+1,n+1)

Damit ist die Formel C(M, n) bewiesen.



Haufigkeit linear separierbarer Dichotomien

X ={x1,...,xpm} CR" mit M Punkten in allgemeiner Lage
C(M, d) die Anzahl der linear separierbaren Dichotomien von X
(insgesamt gibt es 2M Dichotomien).

Naherungen fir n=10,50,1000

06 07 08 09 1

Fur groBe n steiler Verlauf der Binomial-Verteilung.
Falls M < n+ 1, dann immer linear trennbar.
Falls M < 2n dann mit hoher Wahrscheinlichkeit trennbar.



