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<Satz> —  <Subjekt> <Pradikat> <Objekt>
<Subjekt> —  <Artikel> <<Attribut> <Substantiv>
<Artikel> — £

<Artikel> —  der

<Artikel> — die

<Artikel> — das

<Attribut> — ¢

<Attribut> —  <Adjektiv>

<Attribut>  —  <<Adjektiv> <Attribut>

< Objekt> —  <Artikel> <Attribut> <Substantiv>

N /
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< Adjektiv>
< Adjektiv>
< Adjektiv>
< Substantiv>
< Substantiv>

<Pradikat>

N

N A

kleine
bissige
grol3e
Hund

Katze

jagt




N

<Satz>
<Subjekt>
< Objekt>
<At|tr. > <Pradikat>
< Artikel> <Attr.> Sub < Attr.>
<Ad]> <Subst. > .
< Adi.> <Artikel> - <Subst.>
J <Adj.>
der kleine  bissige Hund jagt die groRRe Katze

/




-

Def: Eine Grammatik ist ein 4-Tupel G = (V, X, P, S).

V' endliche Variablenmenge
> Menge der Terminalsymbole X NV = ()

P endliche Menge der Regeln oder Produktionen.
PC(VuX)t x (Vux)*~
S € V ist die Startvariable.

Die von (7 erzeugte Sprache ist

L(G) = {we ¥ | § =% w)

N




4 N

Chomsky-Hierarchie
Def. Jede Grammatik ist zunachst automatisch vom Typ O.

Eine Grammatik ist vom Typ 1 oder kontextsensitiv , falls fiir alle Regeln
w1 — wa in Pgilt: |wy| < |wa|.
Eine Typ 1-Grammatik ist vom Typ 2 oder kontextfrei , falls flr alle Regeln

w1 — wsq in P gilt, dass wq eine einzelne Variable ist, d.h. w1 € V.

Eine Typ 2—Grammatik ist vom Typ 3 oder reqgul ar, falls zusatzlich gilt:
wo € XU XV, d.h. die rechten Seiten von Regeln sind entweder einzelne

Terminalzeichen oder ein Terminalzeichen gefolgt von einer Variablen.

Eine Sprache L C >* heifl3t vom Typ 0 (Typ 1, Typ 2, Typ 3), falls es eine
Typ 0 (Typ 1, Typ 2, Typ 3)-Grammatik G gibt mit L(G) = L.

- /




/ Menge aller Sprachen \
/Typ 0-Sprachen oder\

rek. aufz. Sprachen

ﬁtscheidbare Sprachen

ﬂontextsensitive\

oder Typ 1-Sprachen

@textfreie oder

Typ 2-Sprachen
regulare oder

@3 3-Sprachy




4 N

Das Wortproblem

Satz: Das Wortproblem fur Typ 1-Sprachen (und damit auch ftr Typ 2,
Typ 3-Sprachen) ist entscheidbar.

Genauer:

Es gibt einen Algorithmus, der bei Eingabe einer kontext-sensitiven
Grammatik G = (V, X, P,.S) und eines Wortes x € ¥* in endlicher Zeit
entscheidet, ob x € L(G) oder x & L(G).

- /




INPUT (G, x); {|z]|=n}
T :={S5};
REPEAT
17 =1
T := Abl,(T1)
UNTIL (x € T) OR (T = T});
IFx el
THEN WriteString('x liegt in L(G)’)
ELSE WriteString(’x liegt nicht in L(G))

END

len(X) = XU{w e (VUXD)* | |lw| <n Aw' = wiireinw’ € Xy
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ein 5-Tupel

Y. ist das Eingabealphabet,
20 € Z ist der Startzustand
E C Zistdie Menge der E

N

Regul are Sprachen

Def: Ein (deterministischer) endlicher Automat M wird spezifiziert durch

M = (Z,%,6, 2, E).

Z bezeichnet die (endliche) Menge der Zustande

ZNY =10

ndzustande und

d 1 Z X > — Z heiRt die Uberfiihrungsfunktion.

~




Satz: Jede durch endliche Automaten erkennbare Sprache ist regular (also
Typ 3).
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/ Nichtdeterministische Automaten

Def. Ein nichtdeterministischer, endlicher Automat (kurz: NFA) wird

spezifiziert durch ein 5-Tupel
M= (Z,%,6,5,F)
e / ist die endliche Zustandsmenge
e Y ist das Eingabealphabet, Z N X = ()
e J ist die Uberfihrungsfunktion von Z x 3 nach Z*,
e S C Z die Menge der Startzustande
e |/ C Z die Menge der Endzustande

Die von einem NFA akzeptierte Sprache ist

K T(M)={zcX*|§S,2)NE#0}

~

/
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Satz: (Rabin, Scott) Jede von einem NFA akzeptierbare Sprache ist auch

durch einen DFA akzeptierbar.

12



L(G)

Satz: Fir jede regulare Grammatik (G gibt es einen NFA M mit

— T(M).
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Regul are Ausdrticke
e () ist ein regularer Ausdruck.
® c ist ein regularer Ausdruck.

e Firjedes a € X ist a ist ein regularer Ausdruck.

(@),

N

e Wenn « und (3 reguldre Ausdriicke sind, dann auch a3, (a|f3), sowie

/
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Einem regularen Ausdruck ~y wird in eindeutiger Weise — induktiv tber den

Aufbau von -y — eine Sprache zugeordnet, die wir mit L () bezeichnen.

e Fallsy = (), soist L(~)

0.
o Fallsy = ¢, s0ist L(y) = {e}.
{a}.
o Fallsy = af, soist L(v) = L(a)L(B).
o Falls v = (a|f), soist L(7) = L(a) U L(B).

e Fallsy = (a)*,soist L(v) = L(«)*.

e Fallsy = a,soist L(y) =

~
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Satz: (Kleene) Die Menge der durch regulare Ausdrticke beschreibbaren

Sprachen ist genau die Menge der regularen Sprachen.

16



Rfj = {x € ¥* | die Eingabe x Uberfuhrt den Automaten,
gestartet im Zustand z; in den Zustand z; so, dass keiner der
“Zwischenzustande” — aul3er z; und z; selbst — einen Index

groRer als k hat }

17
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Das Pumping Lemma

Satz: (Pumping Lemma, uvw-Theorem)
Sei L eine regulare Sprache. Dann gibt es eine Zahl n, so dass sich alle

Worter z € L mit |x| > n zerlegen lassen in x = uwvw, so dass folgende

Eigenschaften erfllt sind:
1. |v] >1,
2. |uv] < n,

3. furallei =0,1,2,...qgit uv'w € L.

N /
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Aquivalenzrelationen und Minimalautomaten

Def: Es gilt R,y genau dann, wenn fur alle Worter z € Y™ gilt:

rze L& yze L

Satz: (Myhill, Nerode) Eine Sprache L ist genau dann regular, wenn der

Index von R endlich ist.

N

Man kann jeder Sprache L eine Aquivalenzrelation R auf >* zuordnen.

19



/ Algorithmus Minimalautomat \

Eingabe: ein DFA M (Zustande, die vom Startzustand aus nicht erreichbar
sind, sind bereits entfernt).
Ausgabe: Minimalautomat fiir T'( M ).

1. Stelle eine Tabelle aller Zustandspaare {z, 2’} mit z # 2’ von M auf.
2. Markiere alle Paare {z, 2’} mit z € F und 2’ € E (oder umgekehrt).

3. Fir jedes noch unmarkierte Paar {z, 2’} und jedes a € X teste, ob

{6(z,a),5(2,a)} bereits markiert ist. Wenn ja: markiere {z, 2’ }.

4. Wiederhole den letzten Schritt, bis sich keine Anderung in der Tabelle

mehr ergibt.

5. Alle jetzt noch unmarkierten Paare konnen jewelils zu einem Zustand

k verschmolzen werden. J

20
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e \ereinigung
e Schnitt
e Komplement
e Produkt

® Stern

AbschlulReigenschaften

Satz: Die regularen Sprachen sind abgeschlossen unter:

21
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Das Wortproblem (gegeben: x ; gefragt: liegt  in L(G) bzw. T'(M))
= ()

Entscheidbarkeit

Das Leerheitsproblem ( gegeben: G (bzw. M); gefragt ob L(G)
T(M) =0y

Das Endlichkeitsproblem (gegeben: G (bzw. M); gefragt: |L(G)| < oo
(bzw. |T'(M)| < o0)),

Das Schnittproblem (gegeben GG1, Go (bzw. M7, M>); gefragt:

L(G1) N L(G2) = 0 (ozw. T'(M1) N T (M) = 0)).

Das Aquivalenzproblem (gegeben: G1, Go bzw. M7, Ms; gefragt:
L(G1) = L(G2) bzw. T'(My) = T(M>)).

N

~

(bzw.

/
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Kontextfreie Sprachen: Eliminierung der £ Regeln

1: Die Menge der Variablen V" wird in V7 und V5 zerlegt so, dass fur alle
A € V7 (und nur fir diese) gilt A =* ¢.

2: Als nachstes werden alle e-Regeln aus P entfernt und fir jede Regel der
Form B — zAymit B € V, A € Vi, xzy € (V U X)™T wird eine weitere
Regel der Form B — xy zu P zugefiigt.

N /
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/ Kontextfreie Sprachen: Eliminierung der Regeln der Form A— B \

1: Falls es eine Menge von Variablen By, ..., By gibt mit By — Bo, ...,
Bj._1 — By und B, — Bj, dann werden die Variablen B1, ..., By

durch eine einzige Variable B ersetzt.

2: Die Variablen konnen so durchnumeriert werden,

V ={A1,A4s,...,A,} dassaus A; = A; € P folgti < j. Wir gehen
nun von hinten nach vorne vor und eliminieren firk =n — 1,...,1 alle
Regeln der Form A, — Ay, k' > k. Seien die Regeln mit Az auf der

linken Seite gegeben durch
Ak’ — 5131’5132’ e |$k

Wir figen dann die Regeln

\ A — 331‘332| e ’Ik hinzu. J

24
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Def: Eine kontextfreie Grammatik G mit e € L(G) heiRRt in Chomsky

Normalform, falls alle Regeln eine der beiden Formen haben:
A — BC

bzw.

A—a

Hierbei stehen A, B, C fur Variablen und a fiir ein Terminalsymbol.

Satz: Zu jeder kontextfreien Grammatik G mite ¢ L((G) gibt es eine
Chomsky Normalform Grammatik G’ mit L(G) = L(G").

N

~
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Def: Eine kontextfreie Grammatik G mit € ¢ L(G) heit in Greibach

Normalform, falls alle Regeln die Form haben:

A—aB1By...By (k>0)

Satz: Zu jeder kontextfreien Grammatik G mite ¢ L((G) gibt es eine
Greibach Normalform Grammatik G’ mit L(G) = L(G").

N

Hierbei stehen A, B1, ..., By, fur Variablen und « fiir ein Terminalsymbol.

26
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Satz: (Pumping Lemma, uvwxy-Theorem) Sei L eine kontextfreie
Sprache. Dann gibt es eine Zahl n € IV, so dass sich alle Worter z € L mit

|z| > n zerlegen lassen in z = wvwzry mit folgenden Eigenschaften:
1. |vzx| >1
2. |vwzx| <n

3. firalle i > 0 gilt: wv'wz'y € L

N /
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Satz: Die kontextfreien Sprachen sind abgeschlossen unter:
e \ereinigung
e Produkt
e Stern

Die kontextfreien Sprachen sind nicht abgeschlossen unter:
e Schnitt

e Komplement

N
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@YK-AIgorithmus

Eingabe: * = aqay...ay,
FOR 7 :=1TOn DO (x Fall j = 1 %)
T, 1]:={Ae€V|A—a; €P}
END;
FOR j :=2TOn DO (xFall j > 1 %)
FOR?:=1TOn+1—35DO
Tli, ] :==0;
FORk:=1TOj — 1DO
T)i,jl:=Tli,j7] U{A|A— BC € PA
BeTli,kl NCeTli+k,j—Fk|}
END;

29



Kellerautomaten

Eingabeband
n|p u t
L |
Lesekopf

Kellerautomat

F Q> T

Keller

30



ﬁef: Ein (nichtdeterministischer) Kellerautomat (PDA) wird angegeben \

durch ein 6-Tupel
M = (Za Z,F, 57 <0, #)

Hierbei sind:
e / die endliche Menge der Zustande
e . das Eingabealphabet

e |’ das Kelleralphabet

(Hierbei bedeutet P, die Menge aller endlichen Teilmengen)

® 2o € Z der Startzustand

! # € I’ das unterste Kellerzeichen

e §:Z x (XU{e}) xT' — Pe(Z x I'*) die Uberfuihrungsfunktion

/
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Def: Eine Konfiguration k£ eines Kellerautomaten ist gegeben durch ein

Tripelk € Z x X* x IT'*.

Wir definieren die Relation

( (Z/,CLQ...CLn,Bl...BkAQ...Am),

(z,a1...an,A1...Ap) FX

falls d(z,e,A1) 2 (¢/,By...By)

N(M)=4{x € X" | (20, z,#) F* (z,¢e,¢e)fureinz € Z}

N

falls 0(z,a1,A41) 2 (2/,B1...By)

/
(z',a1as...an,B1... BrAs... Ap,

~

)

/
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Satz: Eine Sprache L ist kontextfrei genau dann, wenn L von einem

nichtdeterministischen Kellerautomaten erkannt wird.
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Deterministisch kontextfreie Sprachen

Def: Ein Kellerautomat M heif3t deterministisch, falls fur alle
z€ Z,a€ Xund A € I gilt:

0(2,a, A)[ 4 |0(2,¢, A)| < 1

Es kommt hinzu, dald deterministisch kontextfreie Kellerautomaten per

Endzustand akzeptieren und nicht per leerem Keller.

Eine Sprache heil3t deterministisch kontextfrei, falls sie von einem

deterministischen Kellerautomaten erkannt wird.

N

34



4 N

AbschlulReigenschaften

Die deterministisch kontextfreien Sprachen sind unter Komplementbildung

abgeschlossen.

Die deterministisch kontextfreien Sprachen sind nicht unter Schnitt und

Vereinigung abgeschlossen.

Der Schnitt einer (deterministisch) kontextfreien Sprache mit einer regularen

Sprache ist wieder (deterministisch) kontextfrei.

N /
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