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Referat:

Ziel der Diplomarbeit ist es, selbstvermeidende Irrfahrten im hyperdimensionalen
Gitter Z% zu untersuchen. Eine wichtige Frage hierbei ist die Bestimmung der An-
zahl aller selbstvermeidenden Irrfahrten der Lénge N von einem gegebenen Punkt
aus. Nach einer Einfithrung in das Thema der selbstvermeidenden Irrfahrten wer-
den Untergraphen des Z? diskutiert, fiir welche sich erzeugende Funktionen fiir
die Anzahl aller selbstvermeidenden Irrfahrten in diesen Graphen herleiten lassen.
Desweiteren wird vorgestellt, wie mittels Automaten sich Irrfahrten beschreiben
lassen, die keine Kurzzyklen enthalten. Anschlieend wird erldutert, wie mit Hil-
fe der Lace Expansion eine Formel fiir die erzeugende Funktion der Anzahl aller
selbstvermeidenden Irrfahrten zwischen zwei Punkten z,y € Z¢ aufgestellt wird.
Zuletzt erfolgt eine Einordnung des Problems der Bestimmung der Anzahl aller
selbstvermeidenden Irrfahrten der Linge N zwischen zwei Punkten des Z2 in
die Komplexitéatstheorie und im besonderen in die Klasse der #P-vollstandigen
Probleme.
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Kapitel 1

Einleitung

Eine selbstvermeidende Irrfahrt ist ein Weg in einem hyperdimensionalen Gitter
Z? welche keinen Punkt des Gitters mehrfach besucht. Ein hyperdimensionales
Gitter Z% ist ein Graph im d-dimensionalen Euklidischen Raum R9, dessen Kno-
ten die ganzzahligen Koordinatenpunkte des R¢ sind, wobei je zwei Knoten vom
Abstand eins durch eine Kante verbunden sind. Die selbstvermeidende Irrfahrt
ist ein mathematisches Modell, das wichtige Anwendungsbereiche in der statisti-
schen Mechanik und Chemie hat.

Eine wichtiges Problem ist hierbei die Bestimmung der Anzahl aller selbstvermei-
denden Irrfahrten der Lange N von einem gegebenen Punkt des d-dimensionalen
Gitters aus. Dieses Problem ist sehr schwierig und man kann diese Werte nur fiir
kleine N bestimmen. Schon fiir das zweidimensionale Gitter ist kein effizienter
Algorithmus zur Berechnung der Anzahl aller selbstvermeidenden Irrfahrten ge-
gebener Lange N bekannt.

Ein interessante Fragestellung hierbei ist, ob eine erzeugende Funktion C'(z)

C(z) =cy+C1z2+ 6222 + 6323 + C4Z4 + 0525 + ...

existiert, in deren Reihenentwicklung die Koeffizienten ¢y die Anzahl aller selbst-
vermeidenden Irrfahrten der Liange N vom Ursprung 0 des Z¢ angeben. Die Exi-
stenz einer solchen Funktion muss jedoch noch nicht die effektive Berechnung der
Terme cy gewdhrleisten. Das Aufstellen erzeugender Funktionen fiir die Anzahl
aller selbstvermeidenden Irrfahrten ist bis jetzt nur fiir spezielle Untergraphen
des zweidimensionalen Gitters, beispielsweise bei Gitterstreifen, méglich.

Eine andere Moglichkeit ist das Zéhlen von Irrfahrten, die keine Kurzzyklen ent-
halten. Das gelingt mit der Theorie der endlichen Automaten und man erhéalt
damit obere Schranken fiir die Anzahl aller selbstvermeidenden Irrfahrten im Z2.
Gewohnliche Irrfahrten, also Irrfahrten die nicht notwendigerweise selbstvermei-
dend sein miissen, konnen mittels Markovketten modelliert werden und sind Ge-
genstand der Wahrscheinlichkeitstheorie. In dieser Arbeit wollen wir uns jedoch
hauptséchlich mit kombinatorischen Fragestellungen beschéftigen.
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Diese Diplomarbeit ist wie folgt gegliedert: Im Kapitel 2 wiederholen wir verschie-
dende Begriffe aus der Graphentheorie und Notationen zu Wértern und Sprachen.
Leser mit entsprechenden Kenntnissen auf diesen Gebieten konnen dieses Kapitel
iiberspringen.

Im Kapitel 3 erfolgt eine Einfithrung in das Thema der selbstvermeidenden Irr-
fahrten. Es werden zwei verschiedene Untergraphen des Z2 diskutiert, fiir welche
sich erzeugende Funktionen fiir die Anzahl aller selbstvermeidenden Irrfahrten
herleiten lassen. Das erste ist eine Methode von Zeilberger [Zei95], mit der man
fiir einen unendlichen Gitterstreifen die erzeugende Funktion fiir die Anzahl aller
selbstvermeidenden Irrfahrten aufstellen kann. Die zweite Variante ist eine eigene
Konstruktion fiir einen Untergraphen des Z2, der alle Knoten, aber nicht alle
Kanten des zweidimensionalen Gitters enthélt.

In Kapitel 4 stellen wir dar, wie sich Automaten zur Bestimmung der erzeugen-
den Funktion fiir Irrfahrten einsetzen lassen, die keine Kurzzyklen enthalten. Wir
definieren zuerst zwei verschiedene Automatenmodelle und geben Beispiele an,
wie sich damit Irrfahrten beschreiben lassen, die keine Kurzzyklen enthalten. Im
Weiteren erlautern wir die Konstruktion der erzeugenden Funktion aller der vom
Automaten akzeptierten Worter und damit auch die Anzahl aller Irrfahrten ohne
Kurzzyklen.

In Kapitel 5 wird eine Formel fiir die erzeugende Funktion der Anzahl aller selbst-
vermeidenden Irrfahrten zwischen zwei Punkten x,y € Z% aufgestellt. Diese For-
mel wird zuerst aus dem Prinzip der Inklusion-Exklusion abgeleitet. Im zweiten
Teil erfolgt eine alternative Ableitungsmoglichkeit mittels Lace Expansion.

Im Kapitel 6 werden Anwendungen der Lace Expansion diskutiert. Wir werden
die Expansion fiir die erzeugende Funktion von Gitterbdumen und Gittertieren
herleiten.

Im Kapitel 7 erfolgt eine Einordnung des Problems der Bestimmung der Anzahl
aller selbstvermeidenden Irrfahrten der Linge N zwischen zwei Punkten z,y € Z2
in die Komplexitdtstheorie. Zuerst fithren wir wichtige Komplexitatsklassen fiir
Entscheidungs- und Zéhlprobleme ein. Im zweiten Teil dieses Kapitels stellen wir
einen Teil des Beweises von Liskiewicz, Ogihara und Toda [LOTO1] vor, dieser
beinhaltet, dass die Bestimmung der Anzahl aller selbstvermeidenden Irrfahrten
der Linge N zwischen zwei Punkten z,y € Z2 in die Klasse der #P-vollstindigen
Probleme gehort. Danach werden noch einige Schlussfolgerungen aus diesem Er-
gebnis genannt.



Kapitel 2

Vorbetrachtungen

In diesem Kapitel besprechen wir verschiedene Grundbegriffe aus der Graphen-
theorie und der Diskreten Mathematik. Die Notationen aus der Graphentheorie
stimmen mit denen von Tittmann [Tit03] iiberein.

2.1 Graphen

Definition 2.1.1 Ein ungerichteter Graph G = (V| E) besteht aus einer
Knotenmenge V' = V(G) und einer Kantenmenge E = E(G), wobei jeder
Kante e € E(G) zwei (nicht notwendig verschiedene) Knoten aus V(G) zugeord-
net sind. Eine Kante mit zwei Endknoten v und v wird in der Form e = {u, v}
beschrieben. Zwei Knoten u,v € V, die durch eine Kante e = {u,v} verbunden
sind, heilen adjazent. Wenn v ein Endknoten der Kante e ist, so heifit v in-
zident zu e. Eine Kante e = {u, v}, fiir welche die Endknoten zusammenfallen,
heilt Schlinge. Zwei Kanten e = {u,v} und f = {u,v} zwischen denselben End-
knoten heiflen parallel. Ein Graph, der weder Schlingen noch parallele Kanten
besitzt, heifit schlichter Graph. Der Grad deg v eines Knotens v € V(G) ist
die Anzahl der zu v inzidenten Kanten von G.

Ein gerichteter Graph G = (V| E) besteht aus einer Knotenmenge V' = V(G)
und einer Bogenmenge F = F(G), sodass jedem Bogen (gerichtete Kante)
e = (u,v), u,v € V ein geordnetes Paar von Knoten aus V' zugeordnet ist.
Der Knoten u heit Anfangsknoten, v der Endknoten des Bogens e = (u, v). Ein
r-reguldrer Graph ist ein Graph, dessen Knoten alle den Grad r besitzen. Eine
Darstellung eines Graphen G in der Ebene ohne Kanteniiberkreuzungen nennt
man planare Einbettung von . Ein Graph, der eine planare Einbettung be-
sitzt, heifit planarer Graph.

Eine Kantenfolge ist eine Folge

U1,€1,V2,€2,...,Vk-1,€k-1, Uk

von Knoten v; € V und Kanten e; € E eines Graphen G, sodass die Kante e;
fir e = 1,...,k — 1 jeweils die Endknoten v; und v;,; besitzt. Die Linge der

3
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Kantenfolge ist die Anzahl der Kanten dieser Folge. Eine Kantenfolge in einem
Graphen G = (V, E) ist ein Weg, wenn jeder Knoten aus V' hochstens einmal in
dieser Folge auftritt. Gilt v;{ = vy in der Kantenfolge vy, €1, v9, €2, ..., Vx_1, €x_1, Uk
so spricht man von einer geschlossenen Kantenfolge. Kommt, mit Ausnahme
von vy, kein Knoten doppelt in der geschlossenen Kantenfolge vor, so bildet diese
Folge einen Kreis des Graphen. Ein Hamiltonkreis eines Graphen G = (V, E)
ist ein Kreis von G, der alle Knoten aus V' enthilt. Ein Hamiltonweg in einem
Graphen ist ein Weg, der alle Knoten des Graphen durchlauft.

Ein Graph H = (W, F) ist ein Untergraph des Graphen G = (V, E), wenn
W CV und F C E gilt. Ein aufspannender Untergraph H = (V| F) eines
Graphen G = (V, E) besitzt dieselbe Knotenmenge wie der Ausgangsgraph G. Ein
Graph G = (V, E) heifit zusammenhingend, wenn zwischen je zwei Knoten u
und v seiner Knotenmenge ein Weg existiert. Ein maximal zusammenhéngender
Untergraph eines Graphen G heifit eine zusammenhingende Komponente
von G.

Das Entfernen einer Kante e € FE erzeugt einen neuen Graphen
G_. := (V,E\{e}). Fiir einen Knoten v € V sei G_, der Graph, der aus G
durch Entfernen eines Knotens v hervorgeht. Das Entfernen eines Knotens
v schlieBt hierbei das gleichzeitige Entfernen aller zu v inzidenten Kanten des
Graphen ein.

Es sei ¢(G) die Anzahl der zusammenhingenden Komponenten eines Graphen G.
Eine Kante e € E eines Graphen G = (V| F) mit der Eigenschaft ¢(G_.) > ¢(G)
nennt man Briicke von G. Ein Knoten v € V mit der Eigenschaft ¢(G_,) > ¢(G)
bezeichnet man als Artikulation von G.

2.2 Worter

Definition 2.2.1 Es sei ¥ eine endliche Menge, die man als Alphabet bezeich-
net. Die Elemente von ¥ nennt man Buchstaben. Ein Wort a {iber X ist eine
Folge

a = a1as - - - ay

von Buchstaben a; € ¥. Die Anzahl |a| der Buchstaben eines Wortes a nennt man
Lange von a. Das Wort der Lénge null heifit leeres Wort und man bezeichnet
dies mit €. Es ist

Yi=A{aay-ra, |, €8, 1=1,...,n}

die Menge aller Worter der Lénge n und

v ::UZ”

n>0
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die Menge aller Worter iiber ¥. Die Verkettung der Worter
a=aias---a, und b =byby---b,
liefert das Wort
ab =ajas---a,biby---b,.

Fiir das leere Wort € gilt ae = ea = a, a € ¥*. Ein Wort v € X* heifit Unterwort

eines Wortes a, falls man a in der Form a = wvx mit u,x € X* schreiben kann.
Jede Teilmenge L C ¥* heifit Sprache iiber dem Alphabet 3. Es seien Ly, ..., L,
Sprachen iiber dem Alphabet ¥. Dann ist

Ly Ly:={ly-l, |4 € Ly,...,1l, € L,}
die Verkettung von L; bis L,.

Definition 2.2.2 Es sind M;, My Mengen, dann sei |M;| oder #M; die Anzahl
der Elemente in M; und P(M;) die Menge aller Teilmengen von M;. Mit () be-
zeichnen wir die leere Menge. Weiterhin seien

Ml\MQ = {$€M1|ZL'¢M2},
[a,b] ={zx€Z |a<z<b}, abeZ,
(a,b):={zx€Z|a<z<b}, a,beZ

die Mengendifferenz, das abgeschlossene und das offene ganzzahlige Intervall.
Mit I definieren wir eine Indikatorfunktion der Form

1, falls Aussage = Wahr
I[Aussage| = { 0. sonst. &



Kapitel 3

Selbstvermeidende Irrfahrten

Selbstvermeidende Irrfahrten sind Wege in einem Graphen. In dieser Arbeit wer-
den wir uns mit dem hoherdimensionalen Gittergraphen beschéftigen, in welchen
die Irrfahrten stattfinden. In diesem Kapitel erhélt der Leser eine Einfithrung in
das Thema der selbstvermeidende Irrfahrten, weiterfithrende Informationen dazu
findet man in Madras und Slade [MS96].

3.1 Einfiihrung und Uberblick

3.1.1 Grundlegende Definitionen

Definition 3.1.1 Ein hyperdimensionales Gitter Z? ist ein Graph im d-
dimensionalen Euklidischen Raum R¢, dessen Knoten die ganzzahligen Koor-
dinatenpunkte des R? sind, wobei je zwei Knoten vom Abstand eins durch eine
Kante verbunden sind.

Definition 3.1.2 Das Skalarprodukt (z,y)s mit =z = (x1,29,...,24) und
v = (y1,Y2,...,yq) € Z% des Euklidischen Raumes R? sei

d
(l’, y)s = Z TilYs,
=1

mit der dazugehorigen Euklidischen Norm ||z|| = v/ (z, x)s.

Definition 3.1.3 Eine gew6hnliche Irrfahrt (kurz: Irrfahrt) w im Z9, be-
ginnt an einem Punkt € Z¢ und ist definiert als eine Folge

w = (w(0),w(l),...,w(N))

mit w(i) = (wy (i), ws(i),. .., wae(i)) € Z% und w(0) = x welche die Eigenschaft
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w(N)

Abbildung 3.1: Selbstvermeidende Irrfahrten im 22

erfiillt. Die Lange von w ist die Anzahl der Elemente der Folge w minus eins.
Eine Irrfahrt heiflt selbstvermeidend, wenn zusétzlich die Eigenschaft

w(i) #w(j), Vi,j € [0,N], i #j
gilt. Mit |w| sei die Lange von w bezeichnet.

Die Abbildung 3.1 zeigt eine selbstvermeidende Irrfahrt der Lange 7 im zweidi-
mensionalen Gitter Z¢.

Definition 3.1.4 Eine Irrfahrt w = (w(0),w(1),...,w(N)) der Lange N besitzt
einen Kreis bzw. Zyklus der Linge k € N, falls Indizes 4,5 € [0,N], i < j
existieren mit j —¢ = k und w(i) = w(j). Eine Irrfahrt w der Lénge N heifit
selbstvermeidender Kreis der Léinge N, wenn w(0) = w(N) und die Irrfahrt
sonst iiberall selbstvermeidend ist.

Bemerkung 3.1.5 Kreise konnen im Z¢ nur in gerader Linge auftreten. Eine
[rrfahrt ist genau dann selbstvermeidend, wenn sie keinen Kreis besitzt.

3.1.2 Anzahlproblem

Von groflem Interesse in der Thematik der selbstvermeidenden Irrfahrten ist die
Bestimmung der Anzahl aller selbstvermeidenden Irrfahrten der Léange N im d-
dimensionalen Gitter.

Definition 3.1.6 Es sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph und v € V. Mit
sn(G,v) ist die Anzahl aller selbstvermeidenden Irrfahrten im Graphen G der
Liange N definiert, die vom Knoten v ausgehen. Falls G = Z% und die Irrfahrt
im Ursprung 0 startet, sei Cy 4 die Menge aller selbstvermeidenden Irrfahrten der
Lange N und ¢y g = |Cn.q|- Falls kein spezielles d vorgegeben ist, schreiben wir
zur Abkiirzung von Cy 4 auch Cy und cy := |Cy].
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Wir vereinbaren, dass es genau eine selbstvermeidende Irrfahrt der Lénge null
gibt.

Satz 3.1.7 Es sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph, v € V und I'(G,v) sei
die Menge aller adjazenten Knoten von v in G. Dann gilt:

sn(G,v) = Z Sn-1(G_y,w).

wel'(G,v)

Beweis. Vom Knoten v kann die selbstvermeidende Irrfahrt nur zu einem der
Nachbarknoten w € I'(G,v) fithren. Das Loschen der bereits besuchten Knoten
sichert, dass die Irrfahrt selbstvermeidend ist. m

Beispiel 3.1.8 Die ersten Zahlen der Folge {cny2}n>1 lassen sich noch leicht
durch Fallunterscheidung oder durch Verwendung von Satz 3.1.7 finden.

Vom Ursprung hat man genau vier verschiedene Moglichkeiten fiir den ersten
Schritt. Nach jedem weiteren Schritt genau drei, da man nicht zu den vorherge-
henden Knoten zuriickkehren darf. Bereits ab der Berechnung von c4» miissen
aber weitere Bedingungen beachtet werden. So kénnen z.B. Kreise auftreten oder
die Irrfahrt endet in einer “Sackgasse”, das ist ein Knoten, dessen Nachbarn alle
schon besucht wurden. Die ersten Werte der Folge {cn 2} n>1 sind:

N CN,2 N CN,2
0 105 284
1 41 6 780
2 12 7 2172
3 36 || 8 | 5916
4 1100 || 9 | 16268

Definition 3.1.9 Es sei

Ca(z) = Z Z 2l = Z cN,dzN

N>0 wECNyd N>0

die erzeugende Funktion fiir die Anzahl aller selbstvermeidenden Irrfahrten im
Z? vom Ursprung 0 aus.

Bemerkung 3.1.10 Die Anzahl aller selbstvermeidenden Irrfahrten lésst sich
nur fiir kleine N bestimmen.! Der Grund dafiir ist, dass der Rechenaufwand fiir
dieses Problem erheblich steigt, je grofler N wird. Bereits fiir das zweidimen-
sionale Gitter ist kein effizienter Algorithmus zur Berechnung der Anzahl aller
selbstvermeidenden Irrfahrten gegebener Lange N bekannt.

'Der aktuelle Stand liegt bei Anfertigung dieser Arbeit bei N = 71 im zweidimensionalen
Gitter.
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Auch die Bestimmung des asymptotischen Wachstums der Folge {cyq}n>1 ist
sehr aufwendig. Hierbei sind besonders untere und obere Schranken fiir diese Folge
von Interesse. Eine besonders einfache Schranke wird in dem nachfolgendem Satz
gezeigt.

Satz 3.1.11 Im Z< gilt:
dV <eng <2d(2d - 1N

Beweis. Die obere Schranke erhalten wir durch alle gewohnlichen Irrfahrten w
der Liange N fir die w(i) # w(i +2), ¢ = 0,..., N — 2 gilt. Davon gibt es im
Z4 genau 2d(2d — 1)V viele, da wir fiir den ersten Schritt genau 2d Richtungen
auswithlen kénnen und fiir alle weiteren N — 1 Schritte dann noch (2d — 1)N~!
Moéglichkeiten fiir den weiteren Verlauf der Irrfahrt besitzen.

Die untere Schranke ist die Anzahl aller d-dimensionalen positiven Koordinaten-
richtungen, diese sind notwendigerweise selbstvermeidend. =

3.1.3 Beschreibungsformen

Im Folgenden zeigen wir verschiedene Moglichkeiten auf, wie selbstvermeidende
Irrfahrten in einem Gitter Z¢ beschrieben werden kénnen.

Definition 3.1.12 Eine absolute Beschreibung einer Irrfahrt

der Linge N die im Ursprung 0 des Z¢ startet (w(0) = 0), wird der Punkt
w(i), indem sich die Irrfahrt im Schritt ¢ befindet, in Bezug auf den Ursprung
beschrieben.

Beispiel 3.1.13 Es sei d = 2 und w eine selbstvermeidende Irrfahrt im Z¢, die
im Ursprung 0 startet (Abbildung 3.2). In diesem Fall erhélt man eine absolute
Beschreibungsform durch die Koordinaten

w = ((0,0),(0,1),(1,1),(2,1),(2,0),(2,-1), (1,-1),(1,—-2)).

Definition 3.1.14 Bei einer relativen Beschreibung einer Irrfahrt w im Z¢
mit Startpunkt im Ursprung, wird der aktuelle Punkt w(i) in Bezug auf den
vorangegangenen Punkt w(i — 1) beschrieben.

Bemerkung 3.1.15 Bei einer absoluten Beschreibungsform der Irrfahrt w ge-
niigt die Angabe von w(i) um den Ort der Irrfahrt im Schritt i zu lokalisieren.
Bei einer relativen Beschreibungsform sind dazu alle vorangegangenen Punkte
notwendig.
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Abbildung 3.2: Selbstvermeidende Irrfahrt der Linge 7

Beispiel 3.1.16 Eine relative Beschreibungsform einer Irrfahrt w im Z? kann
man als ein Wort iiber den Alphabet ¥ = {r,[,0,u} angeben. Dabei stehen die
Abkiirzungen 7,l,0 und u fiir die Bewegungsrichtungsrichtung der Irrfahrt um
eine Einheit nach rechts, links, oben und unten.

Fiir die Irrfahrt w in Abbildung 3.2 erhalten wir mit der relativen Beschreibungs-
form durch das Alphabet ¥ = {r,[,0,u} das Wort w = orruulu.

Vereinbarung: Im Folgenden wollen wir zur Vereinfachung der Notation bei
einer Irrfahrt w nicht zwischen Folge und Wort unterscheiden.

3.2 Bindungskonstante

3.2.1 Asymptotisches Wachstum
Definition 3.2.1 [MS96] Es sei
1/N

= lim ¢
:u N—ooo N

die Bindungskonstante (connective constant).
Lemma 3.2.2 Es gilt:
d<p<2d-1.
Beweis. Anwendung von Satz 3.1.11 in Verbindung mit Definition 3.2.1. =
These 3.2.3 [MS96]? Das asymptotische Wachstum der Folge {cn}n>1 sei durch
ey ~ AN N

2Bei wichtigen Sitzen steht in Klammern die Literaturstelle, aus welcher der Satz entnom-
men wurde. Eigene Sétze bzw. Beweise werden durch das Symbol [] gekennzeichnet.
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bestimmt, wobei A und ~y dimensionsabhdngige positive Konstanten sind. Die
Konstante v bezeichnet man auch als den kritischen Exponenten.

Im Nachfolgenden wollen wir die Existenz der Bindungskonstante zeigen, dazu
sind zunéchst jedoch noch einige Vorbetrachtungen notwendig.

Definition 3.2.4 Die Verkettung w = w® o w® einer selbstvermeidenden Irr-
fahrt w® der Lange M mit einer selbstvermeidenden Irrfahrt w(® der Liange N ist
eine Irrfahrt w der Linge M + N, welche im Allgemeinen nicht selbstvermeidend
ist. Die Irrfahrt w ist durch

w(k) == wM(k), =0,....,.M

w(k) == wHD(M) +w?P (k- M) —w?0), k=M+1,..., M+ N.

definiert.
Lemma 3.2.5 Es gilt:

CM+N < CMCN-

Beweis. Das Produkt c,cy gibt die Anzahl aller Irrfahrten der Lange M + N
an, fiir welche die ersten M und die letzten N Schritte selbstvermeidend sind,
aber nicht die komplette Irrfahrt. m

3.2.2 Existenz der Bindungskonstante

Lemma 3.2.6 [MS96] Es sei {a,},>1 eine Folge reeller Zahlen, welche die Ei-
genschaft der Subadditivitit a,im < an, + an erfillen. Dann ist der Grenzwert
lim,, o0 apn ' konvergent und es gilt
lim < = inf 22 (3.1)
n—oo N n>1l n
Beweis. Aufgrund der Eigenschaft der Subadditivitéit folgt die Konvergenz von
a,n~! fiir n gegen unendlich. Wir zeigen zunichst:

g

a
lim = < =, k> 1. 3.2
Jim =< o5 k2 (3.2)
Fiir ein festes k definieren wir
Ap = max a,.
1<r<k

Weiterhin sei n = jk + r fiir 1 < r < k. Durch Verwendung der Eigenschaft der
Subadditivitat fiir a,, erhalten wir

X n
angajk+aT§jak+aT§Eak+Ak.

Durch Division von n und Grenzbetrachtung fiir n — oo folgt (3.2). Durch Bilden
von infy >, erhalten wir den Grenzwert (3.1). m
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Satz 3.2.7 [MS96] Der Grenzwert der Bindungskonstanten

p= lim N
N—o0 N

existiert.

Beweis. Aus
log ey < logenen = logen +logen

sehen wir, dass die Folge {logcy}n>1 die Eigenschaft der Subadditivitét erfiillt.
Damit konnen wir das vorangehende Lemma anwenden und erhalten
logeny . ¢ log cn

o= i 5 = jut S @3

Daraus folgt die Existenz des Grenzwertes der Bindungskonstanten. m

Folgerung 3.2.8 Aus (5.3) erhalten wir die Abschdtzung:

,uNch, N > 1.

3.3 Spezialfille selbstvermeidender Irrfahrten im
zweidimensionalen Gitter

Ein offenes Problem ist, ob eine erzeugende Funktion fiir die Anzahl aller selbst-
vermeidenden Irrfahrten der Linge N vom Ursprung 0 des Z? existiert. Aufgrund
der Schwierigkeit dieses Problems, beschrankt man sich auf das Aufstellen erzeu-
gender Funktionen fiir die Anzahl aller selbstvermeidenden Irrfahrten in speziellen
Untergraphen des zweidimensionalen Gitters.

In diesem Abschnitt wollen wir fiir zwei Untergraphen des Z? die erzeugende
Funktion fiir die Anzahl aller selbstvermeidenden Irrfahrten in diesen Graphen
aufstellen. Dies ist nur moglich, weil wir das zweidimensionale Gitter erheb-
lich verkleinern, beispielsweise durch Beschrankung auf einen Gitterstreifen oder
durch Entfernen von Kanten.

3.3.1 Gitterstreifen

In diesem Abschnitt zeigen wir eine Methode zur Aufstellen der erzeugenden
Funktion fiir die Anzahl aller selbstvermeidende Irrfahrt in einem Gitterstreifen.
Dieser Spezialfall wurde von Zeilberger [Zei95] entwickelt.

Definition 3.3.1 [Zei95] Es sei c[][\?’l]] die Anzahl aller selbstvermeidenden Irr-
fahrten der Lénge N im zweidimensionalen Gitter [0,1] x (—o00,00), die vom
Ursprung 0 starten.
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Abbildung 3.3: Gitterstreifen

Die Abbildung 3.3 zeigt den Gitterstreifen [0,1] x (—o00,00), in dem sich die
selbstvermeidenden Irrfahrten bewegen.

Definition 3.3.2 Es sei {F),},>0 die Folge der Fibonacci Zahlen, die sich re-
kursiv aus F,, = F,,_1 + F},,_o mit den Anfangswerten Fy = 0 und F; = 1 berech-
nen.

Lemma 3.3.3 [Tit00] Die explizite Darstellung fir die Folge der Fibonacci Zah-
1
F,=—

len {F,} lautet
1+v5)" (1-v5\"
V5 2 a 2 '

Diese explizite Darstellung der Fibonacci Zahlen wird auch als Binet’sche Form
nach Jacques Binet bezeichnet.

Satz 3.3.4 [Zei%6] Es gilt:
N
A = 8Fy — F A+ (DY) =201 (=1)Y), NeN.

Beweis. Wir werden im Folgenden mit dem Alphabet {r, [, u, 0} die selbstvermei-
denden Irrfahrten beschreiben. Die Buchstaben stehen hierbei fiir die Richtung
der einzelnen Schritte, die jeweils um eine Einheit nach rechts (r), links (1), unten
(u) oder oben (o) verlaufen. Weiterhin sei u’ eine selbstvermeidende Irrfahrt, die
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i Schritte nach unten geht und of eine selbstvermeidende Irrfahrt, die 4 Schritte
nach oben geht. Jede selbstvermeidende Irrfahrt in dem Streifen [0, 1] x (—o0, 00)
lasst sich aus 4 Grundelementen aufbauen:

1. U-Element U(i) = u'ro’, i > 0 oder U = e.
Die erzeugende Funktion fiir die Anzahl aller selbstvermeidenden Irrfahrten
im U-Element lautet

1424224255+, . =1+

1— 22

2. T-Element I'(i) = o'r oder I'(i) = 0'l, i > 1.
Die erzeugende Funktion fiir die Anzahl aller selbstvermeidenden Irrfahr-
ten in einem einzelnen I' (oder I'') Element ist % Fiir eine Folge solcher
Elemente ergibt sich

1 B 1—2
22 ] — =2

3. I-Element I(i) = o', i > 0.
Hier erhalten wir die erzeugende Funktion

1
1—=2

fiir die Anzahl aller selbstvermeidenden Irrfahrten im /-Element.

4. N-Element N(z) = o™ u’, 1 > 1 oder N = € bzw. N'(i) = o"*ru’, i > 1 oder
N =e.
Fiir dieses Element ergibt sich die erzeugende Funktion fiir die Anzahl aller
selbstvermeidenden Irrfahrten im N-Element (oder M'-Element) zu

Z4

1422 +254+224+ .. . =1+ .
1— 22

Die gesamten selbstvermeidenden Irrfahrten lassen sich nun durch
U x Folge (T oder I') x I x (N oder N)

beschreiben, wobei x die Verkettung der Teilwege symbolisiert. Daraus erhalten
wir die erzeugende Funktion

(o) () (1) () - s

Diese Funktion liefert jedoch nur die selbstvermeidenden Irrfahrten, die zunéchst
ein U-Element enthalten und dann beliebig nach oben laufen. Durch Verdoppeln
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Abbildung 3.4: Briickengraph B

erhalten wir die dazu symmetrisch liegenden Irrfahrten. Wir miissen dabei aber
beachten, dass die Irrfahrt mit null Schritten und die Irrfahrt, die nach einem
Rechtsschritt endet, doppelt gezéhlt werden. Somit folgt:

Jo1l _ o n (1+2z-2%)(1 - z—i—z)_z_
v ”(2 = 2P0 === ) 1)'

Durch Partialbruchzerlegung ergibt sich
N N
[0,1] 8 1+ \/5 1-— \/g N N N
= — — ——1+(-D)7)—=2(1— (-1
& ﬁ<2 . S (14 (-1)%) =201~ (=1)")

und durch Einsetzen der expliziten Formel fiir die Fibonacci Zahlen erhalten wir
das Ergebnis. m

3.3.2 Aufspannender Untergraph

Wir wollen hier die erzeugende Funktion fiir die Anzahl aller selbstvermeidenden
Irrfahrten fiir einen aufspannenden Untergraphen des Z? aufstellen. 3

Definition 3.3.5 [*] Ein Briickengraph B ist der folgende Graph:

Es sei B3 ein 3 x 3 Gitter mit Mittelpunkt M. Die mittleren Knoten von der
rechten, linken, oberen und unteren Seite dieses Gitters sind durch eine Briicke,
mit einer Folge von weiteren 3 x 3 Gittern verbunden (Abbildung 3.4). Eine
Gitterfolge sind dabei 3 x 3 Gitter, die in der Mitte der oberen bzw. unteren drei

3Die Konstruktion dieses Graphen und der dazugehérigen erzeugenden Funktion fiir die
Anzahl aller selbstvermeidenden Irrfahrten, basiert auf einer eigenen Idee.
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Abbildung 3.5: 3x3 Gitter B3

Knoten mit einer Kante verbunden sind. Desweiteren gehen von der horizontalen
Gitterfolge um M, von jedem dieser Gitter nach oben und unten weitere 3 x 3
Gitterfolgen ab.

Bemerkung 3.3.6 Die selbstvermeidenden Irrfahrten sollen nun im Knoten M
starten. Dieser spezielle Graph besitzt gegeniiber dem zweidimensionalen Gitter
alle Knoten, aber nicht alle Kanten. Die Kanten wurden weggelassen, um noch
die erzeugende Funktion fiir die Anzahl aller selbstvermeidenden Irrfahrten in
diesem Graphen aufstellen zu kénnen.

Im Folgenden bezeichnet [2"]F(z) den Koeffizient vor 2" in der formalen Potenz-
reihe F'(2) und sy (G, v) ist wieder die Anzahl aller selbstvermeidenden Irrfahrten
im Graphen G der Liange N, die vom Knoten v € V(G) ausgehen.

Satz 3.3.7 [x] Es sei B ein Brickengraph mit Mittelpunkt M. Dann gilt
2E(2) 2Lo(2)
B,M)=[N(E 4AM — |1+ —
mit
Eun(2) =1 +42 4822 + 82 +82% +82° +82° + 827 + 827,
Ep(z) :== 1432+ 522 +102° +102* 4 162° + 102° + 1427,
Mpg(2) =2z +22° +22° + 227,
Lp(2) = 2% 4+ 62* 4+ 225,
Lo(z) = 2% + 22* + 42°.

z

Beweis. Die Herleitung erfolgt in mehreren Schritten.

1. Das Aufstellen der erzeugenden Funktion fiir die Anzahl aller selbstvermei-
denden Irrfahrten vom Punkt M im 3 x 3 Gitter B3 (Abbildung 3.5) erfolgt
durch Abzéhlen. Wir erhalten

Eyv(z) =144z +82° +82° + 82" +82° + 820 4827 + 82°.
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Abbildung 3.6: Gittergraph G3

Wenn wir statt bei M im Punkt L, R, U oder O starten (Abbildung 3.5),
erhalten wir durch Abzéhlen die erzeugende Funktion

Er(2) = 14324522+ 102° + 102* +162° + 102° + 1427

fiir die Anzahl aller selbstvermeidenden Irrfahrten in B3, die von den Punk-
ten L, R, U oder O ausgehen.

2. Die erzeugende Funktion fiir die Anzahl aller selbstvermeidenden Irrfahrten
in B3 die von M nach L, R, U oder O geht ist

Mpg(2) = 2z +22% +22° + 22",

3. Die erzeugende Funktion fiir die Anzahl aller selbstvermeidenden Irrfahrten
in B3 die von L nach R oder von O nach U geht ist

Lp(z) = 22 + 62" + 225

4. Die erzeugende Funktion fiir die Anzahl aller selbstvermeidenden Irrfahrten
in B3 die von L nach O oder U geht ist

Lo(z) = 22% 4+ 22* + 425,

5. Zunichst stellen wir die erzeugende Funktion fiir die Anzahl aller selbst-
vermeidenden Irrfahrten im Gittergraph G3 auf, der nur nach rechts mit
weiteren 3 x 3 Gittern verbunden ist (Abbildung 3.6). Wir erhalten

Pi(2) = Ey(2) + Mr(2)2EL(2) + Mg(2)zEL(2)(2Lg(2))+
Mil2)2 B (5)(2La(2)? + ..
dabei zahlt der Term E)(z) die Anzahl aller selbstvermeidenden Irrfahrten

im ersten 3 x 3 Gitter. Der zweite Term zahlt die Anzahl der selbstvermei-
denden Irrfahrten, die bis in das 2. Gitter kommen, der 3. Term fiir das 3.
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Abbildung 3.7: Ausschnitt aus dem Briickengraph

Gitter usw. Durch Zusammenfassung ergibt sich

2E(2)

Pi(z) = Em(2) + MR(Z)?LR(Z).

Wenn wir nun diesen Graphen GG3 auch nach oben, links und unten fortset-
zen, erhalten wir

2B (2)

Py(z) = Ey(2) + 4]\/[3(2)m.

6. Jetzt miissen wir noch alle selbstvermeidenden Irrfahrten von jedem der
3x 3 Gitter von G3 nach oben und unten beriicksichtigen, um die erzeugende
Funktion fiir die Anzahl aller selbstvermeidenden Irrfahrten von M aus im
Briickengraph zu bestimmen. Dazu berechnen wir zunéchst die erzeugende
Funktion fiir die Anzahl aller selbstvermeidenden Irrfahrten von M nach O’
im Briickengraph B (Abbildung 3.7). Sie lautet

Mpg(2)zLo(z).

Ab dem Punkt O’ haben wir bereits die Anzahl der selbstvermeidenden
Irrfahrten bestimmt, diese liefert der Term
2E(2)
1— 2L R(Z) '

Wenn wir alle weiteren 3 x 3 Gitter beriicksichtigen, was durch die Summe
> ns0(2LRr(2))" geschieht, so erhalten wir die erzeugende Funktion fiir die
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Anzahl aller selbstvermeidenden Irrfahrten von M aus im Briickengraphen
B durch

P(z) = Py(2) + 4MR(z)zLO(z)% > (2Lr(2))"

n>0

Die Multiplikation mit vier kommt daher, weil wir wieder alle 4 Koordina-
tenrichtungen beachten miissen. Durch Zusammenfassung ergibt sich

P() = Eu(2) + 4MR(2)% [1 + %} .

Bemerkung 3.3.8 Mit Hilfe des Briickengraphen kénnen wir untere Schranken
fiir die Anzahl aller selbstvermeidenden Irrfahrten im Z?2 bestimmen. Die folgende
Tabelle zeigt die ersten Werte von sy (B, M) im Vergleich zu ¢y ».

N o] 1] 2] 3] 4] 5] 6
sx(B, M) | 1| 4| 12| 20| 36| 84132
en 2 1| 4| 12 36| 100 | 284 | 780



Kapitel 4

Automaten und Irrfahrten

In diesem Kapitel stellen wir dar, wie sich Automaten zur Bestimmung der er-
zeugenden Funktion fiir die Anzahl aller Irrfahrten einsetzen lassen, die keine
Kurzzyklen enthalten. Wir definieren zuerst zwei verschiedene Automatenmodel-
le und geben Beispiele an, wie sich damit Irrfahrten beschreiben lassen, die keine
Kurzzyklen beinhalten. Desweiteren erlautern wir die Konstruktion der erzeugen-
den Funktion aller der vom Automaten akzeptierten Worter und damit auch die
Anzahl aller Irrfahrten ohne Kurzzyklen kleiner k.

4.1 Deterministischer Automat

4.1.1 Begriffe und Definitionen

Definition 4.1.1 [Sch01] Ein deterministischer Automat (kurz: DEA) ist
ein Quintupel

A=(Q,%,0,q,F).
Dabei ist
1. @ eine endliche Menge (Zustandsmenge).
2. ¥ ist eine endliche Menge (Eingabealphabet).
3. §:Q x ¥ — Q ist eine Abbildung (Ubergangsfunktion).
4. qo € @ ist ein Element von () (Anfangszustand).

5. F C @ ist eine endliche Menge (Endzustandsmenge).

Definition 4.1.2 Die erweiterte Ubergangsfunktion 5 eines DEA
A=(Q,%,0,q, F) wird induktiv definiert durch:

20
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1. 8(q,€) :==q, Yq € Q,

~ ~

2. §(q,xa) :=0(d(q,x),a), Yq € Q, Yr € X*, Ya € X.
Definition 4.1.3 Es sei A = (@, %, 9, qo, F') ein DEA. Dann heif3t

~

L(A) :={x € X" | 6(qo,2) € F}

die Sprache von A. Eine Sprache heiffit regulér, wenn sie von einem DEA ak-
zeptiert wird, d.h. L C ¥* ist reguldr genau dann, wenn es einen DEA A mit
L = L(A) gibt.

4.1.2 Erzeugende Funktion

Wir wollen nun die erzeugende Funktion fiir die Anzahl aller Worter der Sprache
eines DEA’s herleiten. Dazu sind zunéchst noch einige Vorbetrachtungen notwen-
dig.

Definition 4.1.4 Sei L eine formale Sprache mit genau [,, Wortern der Lénge

n. Dann ist
L(z) = Z [ 2"

n>0

die erzeugende Funktion der Sprache L.

Definition 4.1.5 Ein n-Tupel (L4, ..., L,) formaler Sprachen heifit eindeutig,
falls sich jedes Wort « € Ly - - - L,, eindeutig in der Form

=11,
mit x; € L;, @ =1,...,n darstellen lasst.
Lemma 4.1.6 Es seien K und L formale Sprachen, sodass (K, L) eindeutig ist.
Dann gilt:

(KL)(z) = K(2) - L(z).

Beweis. Durch Anwenden der Definition der erzeugenden Funktion der Sprache
KL erhalten wir

(KL)(z) = 3 #{w € KL | |a] = n}2"

n>0

=3 #lueK [ |ul=kH#{ve L] || =1}

n>0 Fk,1>0
— k+l=n

=N N #{ue K| |ul =k}#{ve L| o] =n—k}z"

n>0 k=0

=K(2)L(z). =
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Folgerung 4.1.7 Seien Ly,..., L, formale Sprachen, sodass (L1, ..., Ly,) ein-
deutig ist. Dann erhdlt man durch vollstindige Induktion

(Ly---Ly)(2) = HLi(z).

Lemma 4.1.8 Seien Ly, Lo, ... paarweise disjunkte formale Sprachen. Dann gilt:

Beweis. Wir wenden die Definition der erzeugenden Funktion auf die Sprache
Um21 L,, an und erhalten

(U La)x) =) #{ee | L | 2] =n}="

m>1 n>0 m>1

=3 S e Lo | fal ="

n>0 m>1

= Z L,(2). =

m>1

Im Nachfolgenden zeigen wir einen wichtigen Satz, der uns eine Vorschrift zum
Aufstellen der erzeugenden Funktion fiir die Anzahl aller Worter der Sprache
eines DEA’s liefert.

Satz 4.1.9 [FS01] Es sei A = (Q,%,6,q0, F) ein DEA und A,(z), q € Q sei die
erzeugende Funktion fir die Anzahl aller Worter, die vom Zustand q in einen
Endzustand fiihren.

Dann bestimmt sich die erzeugende Funktion Ay (z) fir die Anzahl aller vom
DEA A akzeptierten Worter aus dem Gleichungssystem

(E— M(2))A(z) =b. (4.1)
Dabet ist E die Einheitsmatriz und

M(z) = (Myp(2))gpeq = (#{a € ¥ | 4(q,a) = p}2)4peq;
A(z) = (Ag(2))geq;
b= (bg)geq = (I[q € Fl)4eq-

~

Beweis. Es sei L,(A) := {z € ¥* | é(¢,x) N F # 0} die Menge aller Worter
die vom Zustand ¢ € @ in einen Endzustand fithren. Die Sprache L(A) des
Automaten A ist somit Ly, (A). Es gilt fiir jedes ¢ € Q-

Ly(A) = | J{a} Lsga(A), falls g & F,

a€ey

Ly(A) = | J{a} Lsga)(A) U{e}, falls g € F.

aex
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Die Sprachen {a}Lsgq)(A) mit a € X sind paarweise disjunkt, da die Anfangs-
buchstaben der Worter dieser Sprachen verschieden sind. Wir konnen somit Lem-
ma 4.1.8 anwenden und erhalten

A(z) = Z 2As(q.0)(2), falls ¢ ¢ F|,

a€y

Ay(z) = Z 2A5(4.0)(2) + 1, falls g € F.

aeXx

Durch Umformung folgt

Y HAsqw () =D D 2A(2)

acx a€Y peEQ
5(q,a)=p

:Z Z zA,(2)

pEQ a€EX
5(q,a)=p

= Z Mgp(2)Ap(2).

PEQ
Fiir alle g € ) ergibt sich
Ag(z) = Z Mgp(2)Ap(2) + by
PEQ

Durch Verwendung der Matrizenschreibweise erhalten wir das Ergebnis
A(z) = M(2)A(z) +b. =

Bemerkung 4.1.10 Eine Potenzreihe kann nur invertiert werden, wenn sein Ab-
solutglied ungleich null ist (siehe [Tit00]). Da nur auf der Hauptdiagonale der
Matrix £ — M(z) Polynome mit nichtverschwindenden Absolutgliedern stehen,
ist das Gleichungssystem (4.1) stets losbar.

4.1.3 Vermeidung von Kurzzyklen

Wir wollen in diesem Abschnitt zwei deterministische Automaten angeben, die al-
le Irrfahrten im Z?2 akzeptieren, die keine Zyklen der Linge zwei und keine Zyklen
der Lange zwei oder vier enthalten. Wir orientieren uns hier an der Darstellung
von [Tit01a].

DEA zur Vermeidung von Kurzzyklen der Linge zwei

Essei A = (Q,%, 0, qy, F) ein DEA, der alle Irrfahrten im Z? akzeptiert, die keine
Zyklen der Lange zwei enthalten, dass sind alle Irrfahrten w mit w(i) # w(i +2),
i=0,...,|w —2.
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Die Irrfahrt w soll im Ursprung des Z2 starten und wird als ein Wort iiber dem
Alphabet ¥ = {r,l,0,u} beschrieben. Dabei stehen die Abkiirzungen 7,1, 0, u
fiir die Bewegungsrichtung der Irrfahrt um eine Einheit nach rechts, links, oben
und unten. Der Automat soll das Wort w genau dann akzeptieren, wenn w keine
Unterworter der Form rl, lr, ou und wo enthilt, da diese Unterworter genau alle
Kreise der Liange zwei beschreiben.

Fiir diesen Automaten benotigen wir eine sechselementige Zustandsmenge

Q = {QO7 q1, 92,43, 44, CI5}

Die Ubergangsfunktion ¢ : QQ x ¥ — @ lisst sich auch als Ubergangstabelle, fiir
diesen Automaten A in der Form

olr I o w

G | @1 42 43 (g4
qa |41 45 43 g4
g2 | 45 42 43 g4
3 | @1 42 g3 G5
e | @1 G2 45 (g4
45 | 45 45 45 (g5

angeben. Der Anfangszustand dieses Automaten ist der Zustand ¢o. Die Menge
der Endzustéinde von A ist

F= {q07 q1, 42, 43, q4}

Jeder DEA akzeptiert alle Worter, bei denen der Automat sich danach in einem
der Endzustédnde befindet. Das ist genau dann der Fall, wenn er sich nicht im Zu-
stand g5 befindet. In diesen Zustand gelangt der Automat aber nur, wenn w eines
der verbotenen Unterworter rl, lr, ou und wo enthélt. Diese Worter beschreiben
genau die Kreise der Lange zwei, die der Automat nicht akzeptiert.

Die erzeugende Funktion 052)(2) fiir die Anzahl aller Irrfahrten, die keine Kreise
der Lange zwei enthalten, kénnen wir durch Satz 4.1.9 bestimmen. In diesem Fall
jedoch auch durch Uberlegung, es gibt genau 4-3V~! Moglichkeiten fiir Irrfahrten
der Lange N > 1. Damit erhalten wir die erzeugende Funktion

4z 1+z2

CP(z)=1+4) 3V 1N =1 = .
> (2) +Nz>:1 : 13, 1-3:

DEA zur Vermeidung von Kurzzyklen der Linge zwei oder vier

Jetzt geben wir einen deterministischen Automat A = (Q, X%, 4, qo, F') an, der
alle Irrfahrten w akzeptiert, welche keine Kreise im Z2 der Linge zwei oder vier
enthalten.

Es sei w = wyws . .. w, ein Wort, das die Irrfahrt wie folgt beschreibt:
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Der erste Schritt w; wird {iber dem Alphabet {r, [, 0, u} und alle weiteren Schritte
werden durch ¥ = {g, r, [} beschrieben, dabei bedeutet g, r und [, dass die Irrfahrt
im Folgeschritt eine Einheit geradeaus (g), eine Einheit um 90° nach rechts (r)
bzw. eine Einheit um 90° nach nach links (/) geht, in Bezug auf den vorherigen
Schritt. Wir betrachten im Folgenden nur das Unterwort a € ¥* von w = wsa,
da Kreise der Lange zwei oder vier nur dann auftreten konnen, wenn das Wort a
die Unterworter rrr oder [l enthélt.

Die Zustandsmenge des Automaten A sei

Q@ =1{q, 01,993, ¢5}
und die Ubergangsfunktion § : Q x £ — @

olg L 7
q [do q1 42
q1 | do 43 42
g2 | 90 q1 g4
43 | do 45 42
g4 | 90 1 G5
45 | 45 45 Qs

Der Anfangszustand dieses Automaten ist wieder der Zustand gg. Die Menge F'
der Endzustéinde von A ist

F= {q07 q1, 42, 43, q4}

Mit Hilfe von Satz 4.1.9 berechnen wir die erzeugende Funktion 054)(2) fiir die
Angzahl aller Irrfahrten, die keine Kreise der Lénge zwei oder vier enthalten. Dazu
stellen wir das Gleichungssystem

(B - M(2))A(z) = b

mit
z z 2z 00 0 Ay (2) 1
z 0z 20 0 A, (2) 1
z z 00 2z 0 Ay (2 1
M(z) = z 0 2z 00 2z |’ Alz) = AZSEZ§ und b = 1
z 2z 00 0 =z A, (2) 1
00000 32 A (2) 0

auf. Die gesuchte erzeugende Funktion C§4) (z) erhalten wir aus A, (z) durch
Hinzufiigen des Anfangsschrittes in eine der vier Richtungen und durch Addition
von eins, dies entspricht der leeren Irrfahrt (Irrfahrt der Lénge null), wir erhalten

OV (2) = 424, (2) + 1
B 1422 +222 4323
1 —27—-9222— 23
=144z + 1222 + 3623 4+ 1002* + 28425 + 8042° + ... .
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4.2 Kellerautomat

4.2.1 Begriffe und Definitionen

Definition 4.2.1 [Sch01] Ein Kellerautomat (bzw: Stackautomat) ist ein 7-
Tupel

A=(Q,%,T,6,q, 2, F).
Dabei ist
1. @ eine endliche Menge (Zustandsmenge).
2. ¥ ist eine endliche Menge (Eingabealphabet).
3. T ist eine endliche Menge (Kelleralphabet).

4. 0:Q x (2U{e}) xT — P(Q x I'*) ist eine Abbildung (Ubergangsfunk-
tion).

5. qo € @ ist ein Element von () (Anfangszustand).
6. Zy € I ist ein Element von I' (Kellerstartsymbol).

7. F C @ ist eine endliche Menge (Endzustandsmenge).

Bemerkung 4.2.2 Wenn (p,v) € 0(q,a, 2z) gilt, bedeutet dies, dass wenn sich
der Kellerautomat im Zustand ¢ € @) befindet, das Eingabesymbol a € X liest
und z € I' das oberste Kellersymbol ist, er in den Zustand p € () wechseln und
das oberste Kellerzeichen durch v € I'* ersetzen kann.

Definition 4.2.3 Unter einer Konfiguration eines Kellerautomaten
A=(Q,%,T,0,q, Zo, F') verstehen wir ein Tripel

(q,x,v7) € Q x X" x '™,

hierbei ist ¢ € @ der aktuelle Zustand, x € ¥* das noch nicht gelesene Ein-
gabewort und v € I'* der aktuelle Kellerzustand. Auf ) x ¥* x I'* definieren
wir eine bindre Relation +—, indem wir fiir alle (¢, z,7) € @ x ¥* x I'* und alle
(p, B) € d(q, a, o) festlegen:

(¢,az, o) = (p,z, 7).

Bemerkung 4.2.4 Die letzte Definition bedeutet, dass der Automat vom Zu-
stand ¢ € () in den Zustand p € @) iibergeht, indem er das Symbol a € ¥ aus der
Eingabe liest und o € I" im Keller (Stack) durch 5 € I'* ersetzt.
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Definition 4.2.5 Fiir zwei Konfigurationen K und K’ sei
KS Koo K=K oder3Ky,....K,: K=Ky— K, —...— K, =K'

Bemerkung 4.2.6 In der obigen Definition ist — die reflexive und transitive
Hiille von .

Definition 4.2.7 Die von einem Kellerautomaten A = (Q,%,T,0, g, Zo, F)
»durch Endzustand“ akzeptierte Sprache ist definiert durch

LA :={z e |IgecF, Iyel*: (g, Z) —~ (g6}
Die von A ,,durch leeren Keller* akzeptierte Sprache ist definiert durch
LA ={zeX |IqcQ:(q,z,2%) > (q¢€¢6)}.

Eine Sprache heifit kontextfrei , wenn sie von einem Kellerautomaten akzeptiert
wird (durch Endzustand oder durch leeren Keller (Stack)), d.h. L C ¥* ist kon-
textfrei genau dann, wenn es einen Kellerautomaten A gibt mit L = L(A) oder
L=1L'(A).

Definition 4.2.8 Der Kellerautomat A = (Q, 3, T, 9, qo, Zo, F') heifit determi-
nistisch, falls

‘5(% a, Oé) U 6((]7 € O‘)’ S 1

fiir alle ¢ € @, a € ¥ und «a € I' gilt. Deterministische Kellerautomaten akzep-
tieren jedoch nur durch Endzustand und nicht per leeren Keller.

Wenn in einem Kellerautomat Ubergiinge §(q, €, a) existieren, so werden diese als
e-Ubergiinge bezeichnet.

Bemerkung 4.2.9 Man kann zeigen, dass die Sprachen, die von einem Kellerau-
tomat durch Endzustand erkannt werden, genau die Sprachen sind, die von einem
Kellerautomat durch leeren Keller erkannt werden. Interessierte Leser finden den
Beweis in Hopcroft und Ullman [HUO1].

4.2.2 FErzeugende Funktion

Wir wollen nun analog wie bei den deterministischen Automaten, eine Vorschrift
zur Ableitung der erzeugenden Funktion fiir die Anzahl aller Worter der Sprache
eines Kellerautomaten herleiten. Dies gestaltet sich bei Kellerautomaten jedoch
wesentlich schwieriger, als bei den DEA’s. Wir werden uns hier bei der Aufstellung
der erzeugenden Funktion auch nur auf deterministische Kellerautomaten ohne
e-Ubergiinge beschrénken. !

'Dem Autor ist keine allgemeine Methode zur Aufstellung der erzeugenden Funktion fiir die
Sprache von Kellerautomaten bekannt.
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Definition 4.2.10 [%] Essei A = (Q, %, T, 6, qo, Zo, F') ein deterministischer Kel-

lerautomat ohne e-Ubergéinge, dann sei H ((q ﬁ)) (z) die erzeugende Funktion fiir die
Anzahl aller Worter, die vom Zustand p € () mit dem Kellerwort § € I'* in den
Zustand g € @) mit dem Kellerzeichen a € T" iibergehen.

Satz 4.2.11 [¥] Es sei A = (Q,%,T,0,qo, Zo, F') ein deterministischer Kellerau-
tomat ohne e- Uberginge und Awga)(2) sei die erzeugende Funktion fiir die Anzahl
aller Worter, die vom Zustand q € QQ mit dem Kellerwort o € I'* in einen End-
zustand fiihren, weiterhin sei Ap(z) := 0.

Die erzeugende Funktion Ay, z,)(2) fir die Anzahl der vom Kellerautomat A
durch Endzustand akzeptierten Worter bestimmt sich aus dem Gleichungssystem

Agey(2) =) 2Asgae)(2) + Il € F), Vg € Q, a €T. (4.2)

aeX

Falls 6(q,a,a) = (p, ) mit |B| # 1 existieren, so erhdlt man zusdtzlich die Glei-
chungen

Astgan) (2) = Ay (2) = HE(2) - Aoy (2). (4.3)
Beweis. Es sei
Lyay(A) ={z€X | IpeF, Iyel™: (qz,a)~ (p,e7)}

die Menge aller Worter, die vom Zustand ¢ € () mit dem Kellerwort o € T" in einen
Endzustand fiihren. Die Sprache L(A) des Automaten A ist damit L, z,)(A).
Es gilt fiir jedes ¢ € Q und o € T

Ligey(A) = | J{a} Lsgaa)(A), falls ¢ & F,
acy

Lige)(A4) = U{@}La(q,a,a) (A)U {e}, falls g € F.
acyl

Aufgrund der Tatsache, dass die Sprachen {a}Ls(ga,0)(A) mit a € ¥ paarweise
disjunkt sind, konnen wir wieder Lemma 4.1.8 anwenden und erhalten

A (2) = Z 2As(q.0,0)(2), falls ¢ & F,

a€ey

A(q7a)(2) = Z ZA(S(q,a,a) (Z) + 1, falls qc F.

aex

Es sei §(q, a, ) = (p, 3). Falls in den obigen Gleichungen alle 5 nur ein Zeichen
besitzen, haben wir ein eindeutig l6sbares Gleichungssystem (4.2) und konnen
daraus die erzeugende Funktion A, z,)(2) fiir die Anzahl aller vom Kellerauto-
maten akzeptierten Worter bestimmen.
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Wenn || # 1 existieren, miissen wir fiir diese Unbekannten Variablen die erzeu-
genden Funktionen Asq.q,q)(2) aufstellen, um ein eindeutig losbares Gleichungs-

system zu erhalten. Da H ((gg))(z) die erzeugende Funktion fiir die Anzahl aller
Worter, die vom Zustand p mit dem Kellerwort ( in den Zustand ¢ mit dem
Kellerzeichen « iibergeht, folgt

Astgao) (2) = Ay (2) = HI(2) - Agay(2).

Beispiel 4.2.12 Es sei A = (Q, %, 1,6, qo, Zo, F) ein deterministischer Kellerau-
tomat mit:

Q = {QO7q17q2}7
Y ={a,b},

F = {CI,, b, Zo},
F={q}

Die Ubergangsfunktion ¢ sei durch

(g0, @, Zo) = (q1, Zo), 6(qo, b, Zo) = (g2, Zo),
6(q1,a, Zo) = (q1,aZo), 6(q1,b: Zo) = (qo, Z0),
6(q1,a,a) = (q1,aa), 6(q1,b,a) = (q1,€),
(g2, 0, Zo) = (q2,bZ0), (g2, a, Zo) = (90, Zo),
(g2, b,0) = (g2,bb), (g2, a,b) = (g2 ¢€)

gegeben. Die Sprache des Kellerautomaten A sind alle Worter w € ¥*, die gleich-
héufig den Buchstaben a und b enthalten.
Durch Anwendung von Satz 4.2.11 erhalten wir die Gleichungen:

A(QOZO)(Z) = ZA(Ql Zo)(z) + 24 q2 Zo)( ) +1
A(ql,Zo)(Z) = ZA(ql,aZO)(Z) + ZA(qo Zo)(z)’
Ag2,20)(2) = 2A(g2.020) (2) + 2A(40.20)(2),
A(Ql,a)(z) = ZA(q1,aa)(z) + zA( o(2),
Ay ) (2) = 2A(,,) (2) + 2A (4,60 (2)
Weiter ergibt sich mit f(2) 172;@)
f(2) f(2)
A(qhaZo)(Z) = > A(Ql Zo)(z)’ A(Q2,bZO)(Z> = > A(Qz Zo)( )’
f(2) f(2)
A(Ql,aa)(z> = 7A(q17a)(2’), A(tp,bb)(’z) = 7A(QQ7b)(z)>

A(q1,6)(2) = A(q1,Zo)(2)7 A(qz,e)(z) = A(qz,Zo)(Z)'
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Durch Losen des Gleichungssystems erhalten wir die erzeugende Funktion 2
A B 1
(40,%0) (%) = \/TTz?

fiir den Kellerautomaten A.

Bemerkung 4.2.13

1. Die Bestimmung der erzeugenden Funktionen (4.3) kann sich bei umfang-
reichen Kellerautomaten schwierig gestalten.

2. Die erzeugende Funktion einer reguléren Sprache ist immer rational, bei
kontextfreien Sprachen ist dies im Allgemeinen nicht der Fall.

3. Essei L eine Sprache und L(z) die dazugehorige rationale erzeugende Funk-
tion. Im Allgemeinen gilt nicht, dass es dann einen DEA A mit L = L(A)
gibt. Wenn dies der Fall wére, gédbe es auch zu der Sprache

L={a"V"|n>1}

mit der rationalen erzeugenden Funktion

2,2

T 122

einen DEA A mit L(A) = L. Da L aber nicht regulér ist (siehe [Sch01]),
folgt, dass kein DEA A zu der Sprache L existiert.

L(2)

4.2.3 Vermeidung von Kurzzyklen

In diesem Abschnitt wollen wir nun an zwei Beispielen zeigen, wie man einen
Kellerautomaten konstruieren kann, der alle Irrfahrten, die keine Kurzzyklen der
Léange zwei und keine Kurzzyklen der Lénge zwei oder vier akzeptiert.

Kellerautomat zur Vermeidung von Kurzzyklen der Linge zwei

Es sei A = (Q,%,T,6,q0, Zo, F) ein Kellerautomat, der alle Irrfahrten im Z2
akzeptiert, welche keine Zyklen der Lange zwei enthalten. Dieser Kellerautomat
besitzt die Zustandsmenge

Q={qw, ¢}

Das Eingabealphabet ¥ = {r, [, 0,u} beschreibt die Irrfahrt durch die Anweisung
rechts, links, oben und unten. Das Kelleralphabet sei I' = {r, [, 0, u, Z,} mit dem
Kellerstartsymbol Z,. Die Ubergangsfunktion § lisst sich als Ubergangstabelle
fiir den Zustand ¢q in der Form

Dieses Ergebnis kann auch mittels Reduktionstechnik gewonnen werden, siehe dazu [Tit01c].
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) by
r l 0 U
r (QO7 T) (qh l) (QO7 0) (q07 U)
[ (q1> T) (q0> l) (qu 0) (q0> u)
I'f o (7)) (901! (%00 ~(q,u)
u | (q0:7) (q0,0) (q1,0) (qo,u)
Zo | (g,7) (q0,0) (qo,0) (qo,u)

angeben. Die Ubergangsfunktion fiir den Zustand ¢, lautet §(qy,a,b) = (q1,a)
fiir a € ¥ und b € I'. Der Anfangszustand dieses Automaten ist der Zustand gp.
Die Menge F' der Endzustidnde von A ist nur der Zustand ¢y. Dieser Kellerauto-
mat akzeptiert alle Worter ,,durch Endzustand®, die keinen Kreis der Lange zwei
besitzen.

Kellerautomat zur Vermeidung von Kurzzyklen der Linge zwei oder
vier

Der folgende Kellerautomat A = (Q, %, 1,6, qo, Zo, F') akzeptiert alle Irrfahrten,
die keine Zyklen der Lange zwei oder vier enthalten. Der Kellerautomat besitzt
eine dreielementige Zustandsmenge

Q = {QO7 q1, qQ}

Es sei w = wyws . .. w, ein Wort, welches die Irrfahrt wie folgt beschreibt:

Der erste Schritt w; wird {iber dem Alphabet {r, [, 0o, u} und alle weiteren Schritte
werden durch ¥ = {g, [} beschrieben, dabei bedeutet g, r und [, dass die Irr-
fahrt im Folgeschritt eine Einheit geradeaus (g), eine Einheit um 90° nach rechts
(r) bzw. eine Einheit um 90° nach nach links (1) geht, in Bezug auf den vorhe-
rigen Schritt. Wir betrachten im Folgenden wieder nur das Unterwort a € X*
von w = wia, da Kreise der Léange zwei oder vier nur dann auftreten kénnen,
wenn das Wort a die Unterworter rrr oder (Il enthélt. Das Kelleralphabet sei
I = {r,l,9,Z,} mit dem Kellerstartsymbol Z,. Die Ubergangstabelle fiir den
Zustand ¢y hat das Ausssehen

0 by
r [ g
r (Q1ar> (CIOa l) (qmg}
Ll () (@) (q,9)
g | (qo,7) (q0.1) (q0,9)
Zo | (q0,7)  (q0,1) (qo,9)

und fiir ¢;
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) >
r l g

r (Q2,7”) (C]oal) (QO7g)
Ll (qr) (g2,0)  (q0,9)
g (q@,7) (90,0) (q0,9)

Die Ubergangsfunktion fiir den Zustand ¢y lautet 6(gs, a,b) = (gq,a) fiir a €
und b € I'. Der Anfangszustand dieses Automaten ist der Zustand go. Die Menge
F' der Endzustinde von A sind die Zustdnde ¢ und ¢;. Dieser Kellerautomat
akzeptiert alle Worter ,,durch Endzustand®, die keinen Kreis der Lénge zwei oder
vier besitzen.

4.3 Sprachtyp der selbstvermeidenden Irrfahr-
ten

Wir wollen nun in diesem Abschnitt die Sprache der selbstvermeidenden Irrfahr-
ten charakterisieren.

Satz 4.3.1 [«] Es sei X = {r,l,0,u} ein Alphabet. Die Sprache
Lsaw := {w € ¥ | w beschreibt eine selbstvermeidende Irrfahrt}

15t nicht reguldr.

Beweis. Wir nehmen an, Lgaw ist reguldr. Dann géibe es einen DEA
A = (Q,%,0,q, F) mit L(A) = Lsaw. Es seien w; = 7™ und we = 7" mit
m < n zwei verschiedene selbstvermeidende Irrfahrten, die nur Rechtsschritte
enthalten. Weil es unendlich viele selbstvermeidende Irrfahrten gibt, die nur aus
Rechtsschritten bestehen, und da der DEA nur endlich viele Zustdnde besitzt,
existieren Indizes m und n, mit m < n welche die Bedingung

-~ -~

5((]07 rm) = (q07 rn)

erfiillen. Weiterhin sei x := ul™" o, dann ist wyz € Lgaw und wox ¢ Lgaw. Aus

A~ o~ A~ o~ ~

8(qo, wiz) = 6(3(qo, wn), ) = 6(3(qo, ws), ) = 6(go, wa)

folgt, dass bei Eingabe von wyx und wyx der Automat jeweils im gleichem Zustand
ist. Da aber nach Vorraussetzung wix € Lsaw und woz ¢ Lgaw ist, erhalten wir
einen Widerspruch und somit ist Lgaw nicht regulér. =

Bemerkung 4.3.2 Die Sprache

Lt w = {w € {r,1,0,u}* | w beschreibt eine Irrfahrt,

die keine Kreise kleiner gleich k enthilt}
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ist regulér fiir endliches k. Man kann dafiir einen DEA konstruieren, der alle
Worter akzeptiert, die keine Kreise kleiner gleich £ enthalten.

Praktisch wird der DEA so konstruiert, dass er alle Irrfahrten akzeptiert, die
Kurzzyklen kleiner gleich k enthalten. Durch Komplementbildung erhélt man
dann alle Irrfahrten, die keine Kreise kleiner gleich k enthalten. Mit so einer
Konstruktion lassen sich obere Schranken fiir die Bindungskonstante gewinnen
[PT00].

Definition 4.3.3 Eine Sprache heifit deterministisch kontextfrei, falls sie
von einem deterministischen Kellerautomaten erkannt wird.

Satz 4.3.4 [x] Es sei X = {r,l,0,u} ein Alphabet. Die Sprache
Lsaw = {w € ¥ | w beschreibt eine selbstvermeidende Irrfahrt}

st keine deterministisch kontextfreie Sprache.

Beweis. Wir nehmen an, es gibe einen deterministischen Kellerautomaten
A= (Q,%,T,0,q0, Zo, F) mit L(A) = Lgaw. Es seien wy,wy € ¥ zwei unter-
schiedliche selbstvermeidende Irrfahrten, die nur Rechtsschritte enthalten. Dann
gibt es ¢;,¢; € F'und o, € I'* mit

(q0aw1720) 'i) (Qiaeaa)7
(qo, w2, Zp) - (Qj,ﬁ ).

Es gibt unendlich viele x € ¥* mit wjx € Lgaw und wor ¢ Lgaw, da man
beispielweise in x beliebig vielen Schritten nach unten gehen kann, bevor man
spater wieder an einen Punkt kommt, den die Irrfahrt wsx schon besucht hat,
aber nicht wyx. Weil es nur endlich viele Zusténde gibt, wihlen wir x so, dass die
Bedingung

(qia z, O[) 'i) (Qka €, O/)a
(qja xz, ﬁ) 'L (Qka €, ﬁ,)
erfiillt ist, fir g, € Q und o, 8" € I'*. Es folgt

(q07w1x7 ZO) 'i> (qiaxaa) 'i> (Qka €, O/)a

(qO; w2, ZO) 'i) (QJa z, B) 'i) (q]ﬁ €, 5 )
und damit ist der deterministische Kellerautomat bei Eingabe von wiz und wyx

im Zustand gx. Da aber nach Vorraussetzung wix € Lgaw und wezx ¢ Lgaw gilt,
erhalten wir einen Widerspruch. =

Bemerkung 4.3.5 Aufgrund der Tatsache, dass die Sprache Lgaw keine deter-
ministisch kontextfreie Sprache ist, folgt die Aussage von Satz 4.3.1 sofort aus
dem letzten Satz.



Kapitel 5

Lace Expansion

Mit der Methode der Lace Expansion konnen wir eine Formel fiir die erzeugen-
de Funktion fiir die Anzahl aller selbstvermeidenden Irrfahrten zwischen zwei
Punkten z,y € Z? aufstellen. Wir leiten im Kapitel 5.1 aus dem Prinzip der
Inklusion-Exklusion eine solche Formel ab. Im Kapitel 5.2 stellen wir eine alter-
native Ableitungsmoglichkeit mittels Lace Expansion dar. Wir verwenden hierzu
die Darstellung von Madras und Slade [MS96].

5.1 Inklusion-Exklusion

5.1.1 Allgemeines Prinzip der Inklusion-Exklusion

Es sei U eine Grund- bzw. Universalmenge, dann bezeichnen wir mit
o : P(U) — R* ein endliches Maf. Im Weiteren sei A das Komplement von
Ain U und (), 4i = U.

Der folgende Satz fithrt das Prinzip der Inklusion-Exklusion ein.

Satz 5.1.1 [Doh03] Es sei o ein Maf auf einer Grundmenge U und {A,}pev
eine Familie von o-messbaren Mengen. Dann gilt

o (U AU> =y (-)'e (ﬂ Ai>

veV cv el
120
veV ICV i€l

Bemerkung 5.1.2

1. Das Prinzip der Inklusion-Exklusion hat viele Anwendungen in der Kombi-
natorik, Zahlentheorie und Wahrscheinlichkeitstheorie.

34
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2. Spezielle Mafle sind das Wahrscheinlichkeitsmafl 0(A) = P(A) oder das
ZahlmaBl o(A) = |A.

3. Das Prinzip der Inklusion-Exklusion kann auch mit der Indikatorfunktion
X (A) statt o(A) formuliert werden. Fiir die Indikatorfunktion gilt x(A)(a) =
1 falls a € A und x(A)(a) =0 falls a € U\ A.

5.1.2 Anwendung der Inklusion-Exklusion

Im Folgenden ist Q die Menge der adjazenten Punkte des Ursprungs 0 im Z¢
(Nachbarpunkte des Ursprungs) und w = (w(0),w(1),...,w(N)), w(i) € Z mit
w(i+ 1) —w(i) € Q eine gewohnliche Irrfahrt.

Definition 5.1.3 Es sei Sy q(,y) die Menge aller gewohnlichen Irrfahrten und
Cna(z,y) die Menge aller selbstvermeidenden Irrfahrten von x nach y mit N
Schritten im Z?. Falls kein bestimmtes d vorgegeben ist, schreiben wir zur Ab-
kiirzung auch Sy(z,y) fir Sya(z,y) und Cy(z,y) fiir Cy(z,y).

Mit ena(z,y) = |Cna(z,y)| bzw. cn(x,y) == |Cn(x,y)| ist

[e.9]

G.(z,y) = Z en(z,y) 2.

N=0

die erzeugende Funktion fiir die Anzahl aller selbstvermeidenden Irrfahrten im
Z% von x nach y.

Im Nachfolgenden sei ¢, , die Kroneckerfunktion, die fiir x = y den Wert 1 hat
und sonst den Wert 0 besitzt.

Bemerkung 5.1.4 Fiir x =0 und y = x folgt aus Definition 5.1.3

G.(0,2) = o + i en (0, 7). (5.1)

N=1

Satz 5.1.5 [MS96] Fiir v € Z% und N > 1 gilt

en(0,2) = |evaly,x)— > T0ew®]|. (5.2)

yeQ w(l)ECNfl(y,x)

Beweis. [*] Wir verwenden das Prinzip der Inklusion-Exklusion zur Herleitung
von (5.2). Es sei U die Menge aller Irrfahrten der Lange N zwischen dem Urspung
0 und z € Z¢, die ab dem zweiten Schritt selbstvermeidend sind. In U gibt
es somit Irrfahrten, die einmal zum Ursprung 0 zuriickkehren und sonst keinen
Punkt des Z¢ mehrfach besuchen.

Wir definieren Ag, 2 < S < N als die Menge aller Irrfahrten der Lénge N
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zwischen 0 und z, die im Schritt S zum Ursprung zurtickkehren und sonst keinen
Punkt des Z¢ mehrfach besuchen. Damit ist Ag die Menge aller Irrfahrten in
U, die im Schritt S nicht zum Ursprung zuriickkehren. Daraus folgt mit dem

ZahlmaB o(Ag) = |As|

en(0,2) =0 (ﬂ A_S> = Ul =) |As].

S=2 S=2

Die Irrfahrten in der Menge Ag sind im Schritt S im Ursprung 0, damit kénnen
wir diese Irrfahrten in den Teil w® von y nach 0 und in den Teil w® von 0 nach
x zerlegen und erhalten

en(0,2) = Z c1(0,y)en—1(y, x Z Z Iw® Nnw® = {0}]
S=1

yeQ w2 ecg(y,0)
’LU(B) ECN_S_I(O,I)

(5.3)

Da ¢,(0,y) = 1 fiir y € Q und durch Zusammenfassen von w® und w® zu w®
im zweiten Term erhalten wir

en(0,x) = Z en—1(y,z) — Z 10ewD]|. m (5.4)

yeQ weCy_1(y,x)

Bemerkung 5.1.6 Der erste Term von (5.2) zahlt alle Irrfahrten der Lange NV
von 0 nach z, welche selbstvermeidend nach dem ersten Schritt sind. Der zweite
Term subtrahiert die Anzahl aller selbstvermeidenden Irrfahrten von y nach =z,
die zum Ursprung 0 zuriickkehren.

Wir setzen nun (5.2) in (5.1) ein und erhalten

G.(0,z) = ox + Z Z en-1(y, ) — Z 10 € w] | 2N

N=1 yeQ weCn_1(y,x)
SRS D) MU E S 55 SIS SRR
yeQ N=1 ye N=1ywMeCn_1(y,2)

=00at2Y G.y.z ZZ MM ToewM]. (55)

yeQ yeQ N=0 wMeCy (y,z)
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Durch Gleichsetzen von (5.3) und (5.4) folgt

> Ioew! Z > Iw®nw® = {0}

weCn (y,x) 5=1 w®@ecg(y,0)
'LU(S)GCNis(O,z)

Z cs(y,0)en—s(0,2) — Z Iw® Nnw® £ {0}]

S=1 w@ ecg(y,0)
w(3) €Cn_g(0,z)

Es sei Ug die Menge aller selbstvermeidenden Kreise der Lange S, die zum Start-
punkt 0 zuriickkehren und wug := |Ug|. Damit kénnen wir den dritten Term von
(5.5) schreiben als

S3 S ewt)
yeQ N=0 weCy (y,x)
=Y FusC0.0) =03 3T #FNI® nu® £ {0)]
N=0S=2 4, cvg

w®) ecy(0,2)

S5=2

Das Prinzip der Inklusion-Exklusion kann nun weiter auf den letzten Term der
rechten Seite angewandt werden.

Beispiel 5.1.7 Wir berechnen fiir z = (1,1) € Z? die ersten Werte der Folge
{en2(0,2)}n>1 nach Formel (5.2). Fiir die Menge 2 der Nachbarnpunkte des
Ursprungs 0 = (0,0) erhalten wir

Q= {(07 1)7 (1? 0)7 (_17 O)a (0, _1)}-
Fir N =1 folgt ¢12(0,2) = 0 und fiir N = 2 erhélt man

c22(0,7) = Z 2y, @) — Z 1[0 € w]

yeQ w®) Ecl,g(y,x)

= 6172((17 O)? (17 1)) + 01,2((07 1)7 (17 1)) =2.

Fiir N = 3 gibt es keine selbstvermeidende Irrfahrt zum Punkt z = (1,1), also
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ist ¢32(0,2) = 0. Fiir N = 4 erhalten wir
c12(0, ) = ¢32((1,0),(1,1)) — > 10 € w]+

w(l)ECS,Q((l»O)»(Ll))

¢32((0,1),(1,1)) — > 1[0 € w]+

wMeC3 2((0,1),(1,1))

03,2((_17())7(171))_ Z I[O Ew(l)]—l—
wMeCs 2((—1,0),(1,1))
c32((0,-1),(1,1)) — Z 110 € w']

w<1)6C3,2((07—1)»(171))

Hierbei ist beispielsweise die Menge der selbstvermeidenden Irrfahrten von (1,0)
nach (1,1) der Lénge 3

Cs2((1,0), (1,1)) = {((1,0),(0,0), (0,1), (1, 1)), ((1,0),(2,0),(2,1), (1,1))}.

Die erste selbstvermeidende Irrfahrt in dieser Menge kehrt zum Ursprung zuriick
und wird deshalb in der obigen Summe abgezogen.

5.2 Algebraische Ableitung

5.2.1 Einige wichtige Definitionen

Definition 5.2.1 Es sei w = (w(0),...,w(N)) eine Irrfahrt und s,t € [0, N],
dann sei

=1, falls w(s) = w(t)
Ust(w) :== { 0, falls w(s) # w(t).

Satz 5.2.2 Fir x € Z% gilt:

G.(0,z)= Y M J[ (4 Ua(w)).

w: 0—x 0<s<t<|w|

Beweis. Wir summieren hier iiber alle Irrfahrten (nicht unbedingt selbstver-
meidend) von 0 nach z. Das Produkt ist genau dann eins, wenn die Irrfahrt w
selbstvermeidend ist, ansonsten ist es null. m

Definition 5.2.3 Eine Irrfahrt w mit Gedéachtnislinge 7 € N ist eine Irrfahrt,
die im Ursprung des Z? beginnt und welche die Bedingung w(i) # w(j) fiir alle
i,j € Nmit 0 < |i — j| < 7 erfiillt.
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@ « ¢ « 3N O o0

b TN YN

a b

Abbildung 5.1: nicht stark zusammenhéngende und stark zusammenhéngende
G-Graphen

Bemerkung 5.2.4 Die erzeugende Funktion G,(0, ;) fiir die Anzahl der Irr-
fahrten von 0 nach x € Z¢ mit Gedichtnislinge 7 lautet

G.(0,2;7) == > A T (14 Ua(w)). (5.6)

w: 0—x 0<s<t<|w]|
t—s<t

Fiir 7 = 0 erhélt man die erzeugende Funktion fiir die Anzahl aller gewdhnlichen
Irrfahrten von 0 nach x im Z9 und fiir 7 = oo die erzeugende Funktion fiir die
Anzahl aller selbstvermeidenden Irrfahrten von 0 nach z im Z<.

Definition 5.2.5 [MS96] Gegeben seien zwei natiirliche Zahlen a, b und die Men-
ge I, = [a,b], deren Elemente man als Knoten bezeichnet. Ein Paar {s,t¢}
(kurz: st), s,t € I, s <t heift Kante. Die Linge einer Kante st ist ¢t — s.
Eine Menge von Kanten bezeichnet man als G-Graph. Ein G-Graph X heifit
stark zusammenhingend, wenn a und b Endpunkte von Kanten in X sind
und es fiir alle ¢ € (a, b) Elemente s,t € I, gibt, mit s < ¢ < t und st € X.

In Abbildung 5.1(a) sind zwei nicht stark zusammenhéngende G-Graphen und in
(b) ein stark zusammenhéngender G-Graph abgebildet.

Im Folgenden definieren wir verschiedene Mengen von G-Graphen, die im weiteren
Verlauf noch eine wichtige Rolle spielen werden.

Definition 5.2.6 [MS96] Es sei a,b,7 € N, 0 <7 <b—a und
Via, b :={st|a<s<t<b t—s<t}

die Menge aller Kanten zwischen a und b der Lénge 7 oder kleiner und
Vla,b] := Vy_4[a,b]. Die Menge aller G-Graphen mit Kanten aus V. [a,b] sei
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Abbildung 5.2: G-Graph X und Minimal Lace £x

B.[a,b] (einschlieBlich des G-Graphen mit der leeren Kantenmenge). Weiterhin
sei G,[a,b] die Menge aller stark zusammenhéngenden G-Graphen sowie D, [a, b]
die Menge aller nicht stark zusammenhéngenden G-Graphen von B [a, b].

Bemerkung 5.2.7 Es gilt:

B [av b] = P(VT [av b])7
B.[a,b] = G.[a,b] UD,|a,b.

Definition 5.2.8 Ein Lace ist ein stark zusammenhéngender G-Graph, bei dem
durch Entfernen einer Kante der entstehende G-Graph nicht mehr stark zusam-
menhéngend ist. Die Menge aller Laces mit Kanten aus V,[a,b] bezeichnen wir
mit £.[a,b], und die Menge aller Laces, welche aus genau n Kanten bestehen, sei

L;na,b].

Definition 5.2.9 Es sei X C V;[a,b] ein G-Graph, dann sei s; := a und
t1 := max{t | at € X} und weiter

ti:==max{t | st € X, s <t;_1},
s;:=min{s | st; € X}, i>2.

Die Rekursion wird solange fortgefiihrt, bis entweder ¢, = b oder der Knoten ¢
eines stark zusammenhéngenden G-Graphen {a,a+1,...,¢—1,¢} C X erreicht
ist, wobei {a,a+1,..., ¢, c+ 1} nicht stark zusammenhéngend ist. Die Rekursion
wird dann am Beginn des néchst grofleren Knotens ¢ + 1 fortgesetzt, jetzt mit
c+ 1 an Stelle von a. Der Minimal G-Graph Ly zu X ist dann definiert durch
die Menge der Kanten {sity, sato, ..., sitr}. Wenn Ly stark zusammenhéngend
ist, so bezeichnet man Ly auch als Minimal Lace.

Die Abbildung 5.2 zeigt einen G-Graphen X und den dazugehérigen Minimal
Lace Lx.
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Bemerkung 5.2.10

1. Wenn der G-Graph X stark zusammenhéngend ist, so ist auch Lx stark
zusammenhéngend. Bei Entfernung einer Kante von Ly wiirde der entste-
hende G-Graph nicht mehr stark zusammenhéngend sein.

2. Es gilt
L. ]a,b] C G,la,b] C B,[a,b]
und

ET[a7 b] = {EX | X e gT[a7 b]}

Definition 5.2.11 Sei X ein G-Graph und C.(X) sei die Menge aller Kanten
st € Vi[a, b\ X mit Lxygsy = X. Die Kanten in C.(X) heiflen kompatibel mit
X.

Definition 5.2.12 Es sei w eine Irrfahrt und a,b,7 € Nmit 0 <7 <b —a.
Dann sei

HstGVT[a,b](l + Ug(w)), a<b
K, fa, bl(w) = y . 6
07 a > b

und J],,cp Ust(w) := 1.

Lemma 5.2.13 Fira <b gilt

Kfa.bl(w) = Y]] Uslw). (58)

XeB-[a,b] steX
Beweis. Diese Formel erhalten wir durch Ausmultiplizieren von (5.7). m

Auf analoger Weise, wie bei K [a,b](w) in Folgerung 5.2.13, definieren wir eine
Grofle, in der die Summe nur iiber alle stark zusammenhéngenden G-Graphen
lauft.

Definition 5.2.14 Es sei w eine Irrfahrt und a,b,7 € Nmit 0 <7 <b—a.
Dann sei

ZXE Grla,b] HsteX USt(w)v a<b
L,

a=>b (5.9)
0, a > b.

Jrla, b](w) :=

Zur Vereinfachung der Notation schreiben wir fiir Uy (w), K.[a,b](w) und J;|a, b)(w)
auch Uy, K.[a,b] und J,[a,b].
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5.2.2 Abstract Lace Expansion

Im Nachfolgenden sei P*(V') die Menge aller nichtleeren Teilmengen von V.

Definition 5.2.15 [Zei97] Sei V eine endliche Menge. Eine Lace Abbildung
auf V ist eine Abbildung { : P(V') — P(V), sodass fiir alle Teilmengen X und Y
von V gilt:

L I(X)CX,

2. (X)) CYCX=U(X)=1Y),

3.UX)=1Y)=1(XUY) =1(X).
Falls [ eine Lace Abbildung auf V' ist, dann heifit eine Teilmenge X von V' 1-Lace,
wenn [(X) = X gilt.
Satz 5.2.16 [Zei97] Fir jeden G-Graphen X C V.|a,b] sei

I(X) = Lx.

Dann ist | eine Lace Abbildung auf V,]a,b] und Lx ein l-Lace.

Beweis. Wir zeigen, dass | die Eigenschaften 1 bis 3 erfiillt. Eigenschaft 1 ist
erfiillt, {(X) € X. 2. Wenn [(X) € X' C X, X € V,[a,b], dann ist aufgrund
der Definition des Minimal G-Graphen Lx: Lx = L. 3. Aus [(X) = I(X") folgt,
IXUX)=U(X)Ul(X)=1(X). =

Weitere Beispiele fiir Lace Abbildungen findet man in [Zei97]. Wir zeigen im
Folgenden Zeilberger’s ,,Abstract Lace Expansion“, welche eine Verbesserung der
Inklusion-Exklusion mit Hilfe von Lace Abbildungen darstellt. Verbesserung heifit
in diesem Falle, dass hier iiber weniger Terme summiert werden muss. Weiter-
fiihrende Informationen zu Lace Abbildungen und zu verbesserten Inklusion-
Exklusions Relationen, wie Abstrakten Tuben, findet man in Dohmen [Doh03].

Satz 5.2.17 [Zei97] Sei {A,}vev eine Familie von Mengen und sei | eine Lace
Abbildung auf V. Dann gilt:

x(UAv>= St (NAan N 4] 610

veV TeP*(V) iel jeC(I)

1 ist ein l-Lace

x(ﬂA_v>= S x[NAan ) A (5.11)

veV IeP(V) iel JjeC (1)

I ist ein l-Lace
Hierber ist

Cy(I) == {ve V\I | IIU{v}) = I}.
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Beweis. Wir wenden das Prinzip der Inklusion-Exklusion an und erhalten

(U 3o (QA)
SV SN (oFY

IeP*(V) JeP*(V) JjE€J
I ist ein I-Lace I(J)=

- Z Z 1)1 ﬂAz‘ﬂ ﬂ A

IEPH(V)  JEP*(V) el jeJ\I
I ist ein l-Lace I(J)=1I

- > (_1)11X<ﬂAi> Yo EDNI L) 4

IeP*(V) el JEP*(V) jeJINI
I ist ein l-Lace W(J)=I1

= Y ey (mi) > (e (nAk>
IeP*(V) el KCV\I keK
I ist ein l-Lace I(JUK)=I

- ¥ comn(na) 3w
1eP*(V) iel KCCy(I) keK

I ist ein 1-Lace

Wenden wir auf den letzten Teil das Prinzip der Inklusion-Exklusion an, so er-
halten wir (5.10). Die Formel (5.11) folgt durch Komplementbildung. =

Lemma 5.2.18 [+] Es sei {Ag}stev, (o := {{w € Sn(0,2) [ w(s) = w(t)} }stev, (a4
a < b < N eine Familie von Mengen. Dann gilt

K.[a,b] = x ﬂ Ag

steVr|a,b]

Beweis. Aufgrund der Definition von Ay, ist Ay, = {w € Sy(0,2) | w(s) # w(t)}
mit st € V;[a,b] und a < b < N. Wir erhalten mit w € Sy (0, x)

v N A= T a4 Uaw) = Ko bl(w). =

steVr|a,b] steVr(a,b]

Satz 5.2.19 [MS96] Fiira < b gilt:

Z HUSt H (1+ Ugyr).

I€L [ab] stel  s't'eC,(I)
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Beweis. [*x] Es sei N > b, wir wenden die Abstract Lace Expansion auf die
Mengenfamilie

Ag ={w e Sy(0,2) | w(s) =w(t)}, st € Via,b]

und der Lace Abbildung I(X) = Lx, X C V,[a,b] an und erhalten mit Lemma
5.2.18 und P(V;[a, b]) = B.[a,b] die Identitat

K la,b) = > (-1 (ﬂAst> N A/t/ (5.12)

I€Br[a,b] stel s't'eCy(I
Ly=I

wobei
Ci(I) = {st € V[a,b\I | Liugery =1} = C;(I).
Durch Einsetzung der Indikatorfunktionen

X (ﬂ Ast) = (_1)‘1‘ H Usta

stel stel
X m Zs’t’ = H (]_ + Us’t’)
s't'eCr (1) s't'eCr(I)
in (5.12) und wegen G.[a, bl U D, [a, b] = B;[a,b] folgt

= > Ive II a+ven)+ > TIUa II +Uw).

zegT [a,b] stel s't'eCr (1) LeDrla,b] stel s't'eCr (L)
=1 L7=L

Den zweiten Summanden vereinfachen wir zu

S IMve I 0etin= ¥ [T X ] ve

LeDr(a.b] stel, s't'eCyr (L) LeDrla.b] steL Xibx=LseX\L
Lr=L Lp=L
— E E | | USt | | U/t,
LeDr(ab] X:Lx=L stel s't'eX\L
Lp=L

- Y Mo

XeDr[a,b] steX

Wegen K [a,b] = J:[a,b]+ 3" vep, o [ Lsex Ust folgt die Behauptung des Satzes.
n

Definition 5.2.20 Fiir a < b und n € N sei

JT,n[av b] = Z H Ust H (]- + Us’t’)‘ (513)

LEET,n[C%b} steL S/t,ECT (L)
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Lemma 5.2.21 FEs gilt:

JT[CL, b] = Z Jr,n[aa b]

n=1

und J:,la,b] =0, Vn > b — a.

Beweis. Nach Definition besitzt die Menge L, ,[a,b] genau die Laces mit n
Kanten aus V;[a, b]. Da es keine Laces gibt, die in [a, b] mehr als b — a Kanten
besitzen, ist J,,[a,b] =0 fir allen >b—a. =

5.2.3 Ableitung einer Formel fiir G.(0,z;7)
Lemma 5.2.22 [MS96| Fir a € N gilt:

Jrla,a+1] = 0.

Beweis. In der Menge {a,a+1} gibt es genau einen Lace, namlich £, [a,a+1] =
{a,a + 1}. Weiterhin ist U, o41(w) = 0 fiir alle Irrfahrten w, weil eine Irrfahrt
nach zwei hintereinanderliegenden Zeitpunkten nicht an ein und demselben Ort
sein kann. Damit folgt J.[a,a+ 1] =0. =

Satz 5.2.23 [MS96] Fiir alle a < b gilt:

K.la,b] = K. fa+ 1,00+ Y J-[a, j]K.[5,0].

j=a+2

Beweis. Der Term K [a + 1,b] beriicksichtigt nur die G-Graphen X, fiir die a
nicht in einer Kante von X enthalten ist. Der andere Teil ergibt sich, indem wir
alle stark zusammenhéngenden G-Graphen die eine Kante besitzen, die a enthélt,
hinzunehmen. Dies erfolgt durch den Term

> 0w a+r2<j<n

X€ Grlaj) steX

Die Summierung beginnt erst ab j > a+2, da nach Lemma 5.2.22 U, ,41(w) =0
ist. Wir erhalten somit

K lo,b) = K- Ja+ 1,00+ > > ] Ua:[5,0]

j=a+2 X€G [a,j] steX

Der Term K[y, b] berticksichtigt alle G-Graphen, die im verbleibenden Intervall
[7,b] liegen. Durch Einsetzen der Definition fiir J; [a, j] erhalten wir das Ergebnis.
n
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Definition 5.2.24 Es sei

(0, 257) = (=1)" Y 2L7,[0, w]]

w: 0—x

|w|>1
und
IL(0,2;7) : = Y (=1)"T1(0, 3 7)
n=1
= Y L0, |wl].
gl

Zur Wiederholung, es sei 2 die Menge der adjazenten Punkte des Ursprungs 0
des Z4.

Satz 5.2.25 [MS96] Fiir x € Z¢ und 7 € N gilt

G.(0,257) = Goo + 2 3 Galy, 2i7) + > TL(0,0:7)Ga(v, 25 7).

yeQ vezd

Beweis. Durch Anwendung der Definition fiir K. [a,b] in (5.6) erhalten wir

G.(0,2;7) = b0+ Y 2"E[0, |w]].

w: 0—x
[w]>1

Durch Verwendung von Satz 5.2.23 folgt:

|w|

G.(0,2;7) = o + Z R Jw)] + Z |w‘ZJ 0, J1K,[4, |w]|]-

w: 0—x w: 0—zx

Jw|>1 |w|>1

Der Faktor K,[1, |w]|] ist dann von null verschieden, wenn die Irrfahrt selbstver-
meidend (mit Gedédchtnislénge 7) nach dem ersten Schritt ist. Durch Summierung
iiber alle y € 2 im ersten Schritt ergibt

|wl

G.(0,z;7) = 50@—1—2262(3/,“% T Z |W‘ZJ 0, j] K7, |w]]

e
|w]
= b0 +2 Y Galy,x;7) +Zz DI04 N
yeQ w: O—z j=2

|w|=N
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Durch Vertauschen der Summationsreihenfolge folgt

G.(0,z;7) = (Sox—l—ZZG (y,x;7) —1—22]2 N=j Z J:10, 71K [j, N]

yeQ u\)w\o_;vac
_60x+ZZG Y, T;T) —|—ZZJ OJZN]Z
yeN = N=j w: 0—zx
|w|=N

—50x—|—zZG Y, T T) —i—ZzJ [0, 4] ZzN Z K.lj,j+ N]
yeN Jj=2 N=0 w: 0—w
|w|=j+N

=000 t+2Y Guly.zsm)+ Y 2L00,5] > AIE) wl].

Da J;[a,a+1] = 0 nach Lemma 5.2.22 ist, kann die Summierung bereits bei j = 1
beginnen. Durch Aufspalten der letzten Summe erhalten wir

G.(0,z;7) = (Sox—l—ZZG (y,x;7) —|—ZZJ [0, 4]

yeN
DIDIEDS '“””‘Koww I
UEZd <) 0—v ’LU(2> v—T

o= w® 20

Durch Einsetzen von G, (v, z;7) folgt

G.(0,2;7) = 6o + ZZGZ(y,ZE;T) + Z iszT[O,j] Z G.(v,x;7)

yEQ UEZd j:1 w1): 0—w
lw(D) =4
(1
=b0at+2) Glymm)+ Y D VL0, lw VNG (v, ;7).
yEQ UEZd (1). 0—w
\w<1)\21

Unter Verwendung der Definition von I1,(0, v; 7) erhalten wir das Ergebnis

G-(0,2;7) = 000+ 2 _ Gy, m;7) + > TL(0,0;7)Ga(v,257). m

yeN veZd

Beispiel 5.2.26 Wir wollen die erzeugende Funktion G (0, z; 1) fiir x € Z4\{0}
mit der Gedéachtsnislange 7 = 2 aufstellen.

Es sei w eine Irrfahrt, bei Gedéachtnislange von zwei enthalten die Laces alle
Kanten der Léange zwei aus dem Interval [0, |w]|], es gilt

sonst

o]0, |w]](w) = {H'w 2 Uy sio(w), falls [w| =n+1
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und J5[0, |w|](w) = H'w‘ U, opo(w) fiir alle |w| > 2. Nach Satz 5.2.25 folgt
G.(0,2;2) :zZGZy,xQ ZH (0,v;2)G,(v, x;2)

yeN veZd
:zZGZ(y,x 2) Z Z 217500, |w])(w) G (v, ; 2).
yeq vezd v A
Wegen J5[0, 1] = 0 erhalten wir
|w|—2
0x2—zZG y,x2+zz ‘“"HUSSJFQ G.(v,x;2)
yeN vezd w: 0—wv
|lw|>2
yeQ vezd w(:i::?ﬂ?éb)
Vse[0,|w|—2]
|w|=>2
ye veZd w<§‘§;3751i2>
Vse[0,|w|—2]
|w|=>2

Da wir nur iiber alle Irrfahrten w von 0 nach v mit |w| > 2 summieren, fiir die
w(s) =w(s+2), Vs € [0, |w] —2]
gilt, kann v nur Element aus Q U {0} sein. Somit folgt:

G.(0,;2) —ZZG (y,:;2) —2d222N+2G (0,;2) +ZZZ2N+3G (v, 2:;2)

yeQ vEQN 0
:zZGZ(y,x;Q)— d1 (0, ;2) —1—21_22 L(v,x;2)
yeQ vEQ
2
= x2)—2d 5G.(0, 75 2).
yGQ Z

Durch Umstellen nach G, (0, z;2) erhalten wir
G(0,2:2) = ——— N Gy, 22
(0,2;2) = 1—z2+2dz2Z (y,2:2).
yeQ
Bemerkung 5.2.27

1. Die Lace Expansion wurde von Brydges und Spencer [BS85] eingefiihrt. Sie
untersuchten damit schwache selbstvermeidende Irrfahrten, das sind Irr-
fahrten, bei denen der Faktor 1 4+ U durch 1 + AU, mit 0 < A < 1 ersetzt

wird.

2. Eine Anwendung der Lace Expansion ist die Cluster Expansion in der stati-
stischen Mechanik und in der Quantenfeldtheorie, sieche dazu auch [Bry86].



Kapitel 6

Anwendung der Lace Expansion

In diesem Kapitel werden Anwendungen der Lace Expansion diskutiert. Im ersten
Teil wird die Expansion fiir die erzeugende Funktion von Gitterbdumen hergelei-
tet. Im zweiten Teil wird eine dhnliche Ableitung fiir die Expansion der erzeu-
genden Funktion von Gittertieren gezeigt. Wir verwenden hierzu die Darstellung
von Madras und Slade [MS96].

6.1 Expansion fiir Gitterbdume

Definition 6.1.1 Ein Gitterbaum ist ein kreisfreier zusammenhéngender Teil-
graph des Z% Falls + € Z% ein Endpunkt einer Kante in 7 ist, schreibt man
x € T. Die Anzahl der Kanten in einem Baum 7 sei |7|.

Definition 6.1.2 Die erzeugende Funktion fiir Gitterbdume 7 sei definiert durch

GIay) = Y 7, wye 2t

Tozy

Im Folgenden stellen wir die Expansion fiir die erzeugende Funktion GT(z,y) in
analoger Weise wie bei den selbstvermeidenden Irrfahrten auf. Dazu fithren wir
zunéchst noch einige Definitionen ein.

Definition 6.1.3 [MS96] Es seien z,y € Z¢ und ein Gitterbaum 7 > x,y gege-
ben. Der Weg, welcher aus Kanten von 7 besteht, die z und y verbinden, nennt
man T-Riickgrat 57 (z,y) von 7. Die Knoten im T-Riickgrat werden von x nach
y mit f7(0) = x bis fr(n) = y bezeichnet. Beim Entfernen der Kanten im T-
Riickgrat zerfallt der Gitterbaum 7 in n+ 1 disjunkte Badume Ry, ..., R,, welche
als T-Rippen bezeichnet werden.

Die Abbildung 6.1 zeigt einen Gitterbaum 7" mit einem Weg der Léange n zwischen
den Punkten z und y.

49
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® Br(n) =y
R,

— 9

Br(1)

Ry TﬁT(O) =z |

Abbildung 6.1: Gitterbaum

Definition 6.1.4 Gegeben sei die Menge R := { Ry, ..., R,} von n + 1 Bidumen
R; C Z% und s,t € [0,n]. Dann seien

UT (R) = —1, falls R, und R; einen gemeinsamen Punkt besitzen
st o 0, falls R, und R; keinen gemeinsamen Punkt besitzen

und |R;| die Anzahl der Kanten in R;.

Lemma 6.1.5 Fiir z € Z¢ gilt

|w|

GI0,z)= > T DO 2™ I +Ui®).
)

w: 0—x =0 R;5w(i 0<s<t<|w|

Beweis. Jede der inneren Summen iiber R; ist eine Summe iiber Bédume, die
w(i) enthalten, dabei ist R = (Ry,..., Rjy). Die dulere Summe {iber w ist die
Summe iiber alle gewohnlichen Irrfahrten von 0 nach x. Irrfahrten, welche nicht
selbstvermeidend sind, liefern den Wert 0. [

Definition 6.1.6 Ein G-Graph X C VJa,b] heiit schwach zusammenhén-
gender G-Graph, falls ¢ und b Endpunkte von Kanten in X sind und wenn
es fiir alle ¢ € (a,b) Elemente s,t € [a,b] gibt, sodass fiir s < ¢ < ¢ entweder
{s,t} € X oder {s,c} € X und {c,t} € X gilt.

Beispiel 6.1.7 Der G-Graph
X ={{0,3},{3,5}} c V[0, 5]

ist schwach zusammenhéngend, aber nicht stark zusammenhéangend.
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Abbildung 6.2: G-Graph X und semi-Minimal Lace £5%

Definition 6.1.8 Ein semi-Lace ist ein schwach zusammenhéngender G-Graph,
bei dem durch Entfernen einer Kante der G-Graph nicht mehr schwach zusam-
menhéngend ist.

Definition 6.1.9 Essei X C VJa,b] ein schwach zusammenhéngender G-Graph,
dann sei s; := a und t; := max{t | at € X} und weiter

ti:=max{t | st € X, s <t; 1},

s; == min{s | st; € X}, i>2.

Das Rekursionsende ist ¢, = b. Der semi-Minimal Lace £ zu X ist definiert
durch die Menge der Kanten {s1t1, saota, ..., Sk, tx}-

Die Abbildung 6.2 zeigt einen G-Graphen X und den dazugehorigen semi-Minimal
Lace L%.

Bemerkung 6.1.10 Der semi-Minimal Lace ist nur fiir schwach zusammenhén-
gende G-Graphen X definiert. Damit ist L5 stets schwach zusammenhéngend.

Definition 6.1.11 Es sei R eine Menge von Biumen im Z? und a,b € N mit
0 <a<b<|R|. Dann sei L[a,b] := Ly_4[a,b],

C(X) = {St S V[a’ b]\X | Eg{u{st} = X}7
Kla,0(R) = [ 1 +UL(R)),

steV|a,b]
Ja,0)(R) = Y [JULR) T (+Uk(R)
XeLlab] steX s"t'€C(X)

und Kla,a|(R) := J[a,a](R) := 1.

Zur Vereinfachung der Notation lassen wir im Folgenden das Argument R von

Kla,b](R) und J[a, b](R) weg.
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Lemma 6.1.12 Fiir alle b > 1 gult:
b—1
K[0,0] = K[1,b] + Y _ J[0,a]K[a + 1,b] + J[0,b].
a=1
Beweis. Dieses Ergebnis folgt aus Lemma 5.2.23 mit Ersetzung von stark zu-

sammenhéngend durch schwach zusammenhéngend. m

Es sei wieder Q die Menge der adjazenten Punkte des Ursprungs des Z?. Ein Paar
{,y} mit z,y € Z% und y— =z € Q ist damit eine Kante des Z?. Nun priisentieren
wir die Expansion fiir Gitterbdume.

Satz 6.1.13 [MS96] Fiir x € Z¢ gilt:

GT(0,2) = So.g7 +T12(0,2) + 29! ZGT u, x) Z 70, u)GT (v, 2)

ueD (u,v)eE(zd)

mit

gl =) 2",

T30
|w]
m0,) = Y 2T Yo A% g0, jwl).
w‘w‘O;lz 1=0 R;5w(z)

Beweis. Durch Anwendung von Lemma 6.1.12 auf

|w|

G0 = S T 3D 2| Ko, )

w: 0—x =0 R;>w(3)

erhalten wir

|w|

GL(0,2) =Y 2Mlsg, + > T YO 2% KL, fwl]

Ro>0 w‘w‘();x 1=0 R;>w(7)
[ ol 1 twl=1
+ AT DS AR Y J0,aKa+ 1 wl]
w‘rw‘oz—; | ©=0 Ridw(i) ] o=l
|lw]
+ > AT Y AR o, ).
w‘w‘OZ—iw | =0 Ri3w(i)
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Der erste und der letzte Term auf der rechten Seite kann als g7dg, und II7(0, z)
geschrieben werden. Fiir den zweiten Term folgt:

|w|

Z H Z A KL Jw|] = Z z|R°|zZGZ(u,x)

w: 0z i=0 R;>w(i) Ro30 ueQ

jwl>1
= 29, ZGT u, x)

u€eN

Im dritten Term zerlegen wir w in zwei Teilwege w; von 0 nach v und in einen
Weg wy von v nach x. Damit erhalten wir

|w] |w|—1
ST Z TS0, al K+ 1, [w]
w‘w(‘);gx i=0 R;2>w(q) a=1
w1
=z Z Z 2wl H Z Bl 770, [ws ]
(u,v)EE(Z4) wﬁ“?;l“ =0 R;2w1 (¢
|wa|
Y TS 2| Ko,
R CE G

=z Z 2 (0,u)GE (v, z). =

(u,v)EE(Z4)

6.2 Expansion fiir Gittertiere

Definition 6.2.1 Ein Gittertier A ist ein zusammenhéngender Teilgraph des
Z%. Falls + € Z% ein Endpunkt einer Kante in A ist, schreibt man = € A. Die
Anzahl der Kanten in einem Gittertier A sei |A|.

Wir wollen nun analog wie bei Gitterbdumen, nur mit ein wenig abgednderter
Definitionen, die Expansion fiir die erzeugende Funktion fiir Gittertiere herleiten.
Die Modifikationen der Definitionen sind notwendig, da es bei Gittertieren im
Allgemeinen nicht nur einen Weg zwischen zwei Punkten z,y € Z¢ gibt.

Definition 6.2.2 [MS96] Sei A ein Gittertier mit z,y € A. Eine Kantenfolge
zwischen x und y heift Doppelverbindung, falls zwei disjunkte (teilen sich kei-
ne gemeinsame Kante) selbstvermeidende Irrfahrten in A zwischen x und y exi-
stieren oder z = y gilt. Eine Kante {u, v} in A heifit Hauptkante oder Briicke
zwischen x und y, falls bei der Entfernung dieser Kante das Gittertier in zwei
zusammenhéangende Teilgraphen zerfallt, mit x in der einen und y in der anderen
Teilgraphen.
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®y

D, D,

Abbildung 6.3: Gittertier

Definition 6.2.3 Die erzeugende Funktion fiir Gittertiere A sei definiert durch

Glw,y) = > M, wzyez

A>z,y

Definition 6.2.4 [MS96] Gegeben seien zwei Punkte z,y € Z? und ein Gittertier
A > z,y. Das A-Riickgrat von A ist die Menge aller Hauptkanten in dem Weg
zwischen z und y. Es entstehen zusammenhéngende Graphen, nachdem das A-
Riickgrat aus dem Gittertier A entfernt wurde, man nennt sie A-Rippen D; von

A.

Bemerkung 6.2.5 Im Allgemeinen sind hier A-Riickgrat im Gegensatz zu den
T-Riickgrat im vorigen Abschnitt nicht zusammenhéngend.

Definition 6.2.6 Die Menge aller Gittertiere, die eine Doppelverbindung zwi-
schen z und y besitzen, sei D, ,. Wir definieren

gl z,y) = ) AP

DGDz,y

In Abbildung 6.3 ist ein Gittertier A dargestellt mit z,y € A. Dieses Gittertier
besitzt zwei A-Riickgrate (fett gedruckte Kanten). Falls diese entfernt werden,
zerfallt das Gittertier A in drei A-Rippen Dg, D1, Ds.

Definition 6.2.7 Es seien D := {Dy, Dy,...,D,} eine Menge von A-Rippen
und s,t € [0,n]. Dann sei

A (D) = —1, falls Dy und D; einen gemeinsamen Punkt besitzen
st T 0, falls D, und D, keinen gemeinsamen Punkt besitzen.
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Definition 6.2.8 Es sei z € Z% und

B = ((ul, ’01), ceey (una Un))

eine endliche geordnete Tupel von gerichteten Kanten des Z? sowie vy := 0 und
U|B|+1 =x.

Lemma 6.2.9 Es sei B eine Menge, welche die Voraussetzungen der vorange-
henden Definition erfillt. Dann gilt fiir x € Z¢

| B
GHozy = > APIT Y. AP I a+uim).
B:|B|>0 i=0 D;€Du;,u;, 0<s<t<|B|

Beweis. Diese Formel folgt mit analogen Uberlegungen wie bei Gitterbaumen.
Wir ersetzen dort alle Irrfahrten w von 0 nach x durch die Menge B aller gerich-
teten Kanten von 0 nach z. Die innere Summe lduft dann {iber alle Doppelver-
bindungen zwischen v; nach u;; 1. =

Zur Vereinfachung der Notation ersetzen wir in Definition 6.1.11 in Kla, b] und

Jla,b] die Variable UL (R) durch U4 (D).
Satz 6.2.10 [MS96] Fiir x € Z¢ gilt

G2(0,2) = g2(0,2) + TI2(0, z) + 2g2(0,u) Y G (u, z)

(ue
+z Y 0, u)G(v, x)
(u,v)EE(Z4)
mat
| Bl
140, z) := Z 2Bl H Z P 770, |BJ]].
B:|B|>1 i=0 D;€Du; u;

Beweis. Durch Anwendung von Lemma (6.1.12) auf

| Bl

GHo,z)= > AT D AP Ko,|B]

B:|B|>0 i=0 Di€Du; uyy 4
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ergibt sich

|B
GHo,x)= > AP AP DD AP KL B
D€Dg B:|B|>1 i=0 D;i€Dy,u; 4
BE 1 1811
+ > AT DD AP D J0,alKa + 1, | B]]
B:|B|>2 | =0 Di€Dy, u, | =
3 -
+ > AT S AP o Bl
B:|B|>1 | i=0 Di€Du, u;y, ]

Der erste und der letzte Term auf der rechten Seite kann als ¢g2(0, z) und I14(0, z)
geschrieben werden. Fiir den zweiten Term folgt:

|B]
Z 2Bl H Z P K[1,|B|] = Z Z‘D‘ZZGf(u,x)
B:|B|>1 i=0 D;€Du;u; 44 DeDo,u uef
= 292(0,u) Z G (u, z).
u€es)

Im dritten Term zerlegen wir B in zwei Teilwege B; von 0 nach v und in einen
Weg B, von v nach x. Damit erhalten wir

|B] |B|—-1
Z P H Z 2Pl Z J[0,a]K[a + 1,|B]]
B:|B|>2 i=0 D;€Dy, u; a=1
|B1l
=z 3, > AL X A o Bl
(u,v)EE(Z4) B1:|B1|>1 1=0 D;€Dv;,u;1 4
| B2
DR | IR EA (A
Bo:|Ba|>0 i=0 D;€Du, u,

=2z Z 120, )G (v, z). m

(u,v)EE(Z4)
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Komplexitidt des Anzahlproblems

Die Komplexitéatstheorie klassifiziert algorithmische Probleme geméfl ihres Be-
darfes an Berechnungsressourcen, z.B. Rechenzeit oder Speicherplatz. Ziel ist, fiir
ein spezielles Problem ein effizientes Verfahren anzugeben oder zu zeigen, dass
kein effizientes Verfahren existiert.

Wir stellen im Kapitel 7.1 zunéchst einige wichtige Komplexitatsklassen vor. Im
néchsten Abschnitt ordnen wir das Problem der Bestimmung der Anzahl aller
selbstvermeidenden Irrfahrten der Linge N zwischen zwei Punkten z,y € Z2 in
diese Komplexitatsklassen ein.

7.1 Wichtige Komplexititsklassen

7.1.1 Entscheidungsprobleme

Definition 7.1.1 Eine Instanz eines Problems ist ein spezieller Parametersatz
fiir alle Variablen dieses Problems, sodass eine exakt definierte Aufgabe entsteht.
Es sei T4(I) die Anzahl der elementaren Rechenschritte, die der Algorithmus A
fiir die Losung eines Problems mit der gegebenen Instanz I benétigt. Mit ||
bezeichnet man die Grofie der Instanz I und mit

Ta(n) == max{Ta(I)| |I| =n}
die worst case complexity.

Bemerkung 7.1.2 Die Grofle einer Instanz kann die Anzahl der Variablen, die
Dimension einer Matrix oder auch die Anzahl der Knoten oder Kanten eines
Graphen sein.

Definition 7.1.3 Es seien f,g : N — R zwei reellwertige Funktionen. Man
schreibt
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wenn Konstanten ng € N und C' € RT existieren, sodass
|f(n)] < Clg(n)], ¥n = ng

gilt.

Ein Problem heif3t Entscheidungsproblem, falls die Lésung des Problems entweder
Ja oder Nein bedeutet. Entscheidungsprobleme sind beispielsweise die Fragen
danach, ob ein Graph einen Hamiltionkreis besitzt oder eine natiirliche Zahl eine
Primzahl ist.

Bemerkung 7.1.4 Im Folgenden werden wir ein Problem und eine Sprache mit
einander identifizieren. So gehoren beispielsweise alle natiirlichen Zahlen n > 2,
die nur die Teiler 1 und n besitzen zur Sprache L, der Primzahlen. Ein Entschei-
dungsproblem fiir eine natiirliche Zahl n lautet dann: Ist n € L7

Definition 7.1.5 Ein Entscheidungsproblem bzw. Sprache heifit polynomial
16sbar, wenn ein Algorithmus der Komplexitdt O(n*) mit k € R fiir seine Lo-
sung existiert. Die Menge aller in polynomialer Zeit l6sbaren Probleme bezeichnet
man mit P.

Definition 7.1.6 Es sei NP die Menge aller Sprachen mit der Eigenschaft, dass
samtliche Ja-Instanzen (Instanzen, fiir die die Losung des Entscheidungsproblem
Ja lautet) einen in polynomialen Zeit verifizierbaren Beweis besitzen.

Bemerkung 7.1.7 Streng formal definiert man die Komplexitétsklassen P und
NP mittels deterministischer bzw. nichtdeterministischer Turingmaschinen. Da
hier nur eine kurze Einfiihrung zum Thema Komplexitdtstheorie gegeben wird,
wollen wir mit den vereinfachten Definitionen von P und NP arbeiten. Wir ver-
weisen fiir weitergehende Informationen auf die einschliagige Literatur, wie bei-
spielsweise Garey, Johnson [GJ79] und Schéning [Sch01].

Definition 7.1.8 Seien L; C ¥* und Ly C I'* Sprachen iiber den Alphabeten >*
und I'*. Dann heifit L; auf Ly, polynomial reduzierbar, symbolisch L; <, Lo,
falls es eine mit polynomialer Komplexitdat berechenbare Funktion f : ¥* — I'*
gibt, sodass fiir alle x € ¥* gilt:

re Ll & f(x) € L.

Definition 7.1.9 Eine Sprache L; heifit INP-schwer, falls jede Sprache
L, € NP in polynomialer Zeit auf Ly reduzierbar ist (Ls <, L;). Die Sprache
Ly heit NP-vollstandig, falls L; NP-schwer und L; € NP ist. Die Menge aller
NP-vollstdandigen Probleme bezeichnet man mit NPC.

Lemma 7.1.10 Falls Ly <, Ly und Ly <, L3 gilt, folgt daraus Ly <, Ls.
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NP-schwer

~ NPC_

Abbildung 7.1: Komplexitétsklassen

Beweis. Es seien Lj, Lo, Ly Sprachen iiber den Alphabeten 37,33 %% und
fi X7 — X5 und fy : 5 — X5 polynomiale Transformationen von L; nach Lo
bzw. Lo nach Ls. Dann sei die Funktion f : ¥} — Xj definiert durch
f(z) = fa(fi(2)), Vo € ¥7, eine Transformation von L; nach Ls. Es gilt f(z) € Ls
genau dann, wenn z € L;. Die Transformation f ist polynomial, da die Summe
zweier hintereinander ausgefiihrter polynomialer Transformationen wieder eine
polynomiale Transformation ist. m

Bemerkung 7.1.11 Es gilt trivialerweise P C NP (Abbildung 7.1), aber ob
die beiden Komplexitéitsklassen gleich oder echt ineinander enthalten sind, ist
unbekannt. Dieses Problem wird auch das P-NP Problem genannt. Es ist eins
von sieben Problemen der Mathematik, fiir deren Losung im Jahre 2000 vom Clay
Mathematics Institute eine Preisgeld in Hohe von 1.000.000 Dollar ausgesetzt
wurde. !

Lemma 7.1.12 Falls Ly <, Ly und Ly € P, so ist auch L; € P.

Beweis. Wenn L, € P, gibt es eine polynomiale Berechnungsvorschrift fiir L,. Da
nach Voraussetzung L; <, Lo gilt, folgt, dass es eine polynomiale Transformation
von Ly nach Ly gibt. Die Summe beider Transfomationen ist wieder polynomial
und damit ist L; € P. =

Satz 7.1.13 [Sch01] Sei A € NPC. Dann gilt:
AeP < P=NP.

Beweis. Sei A € P und L € NP beliebig. Da A nach Voraussetzung NP-
vollstandig ist, gilt L <, A. Mit Anwendung von Lemma 7.1.12 folgt: L € P.
Wegen L beliebig aus NP, folgt P=NP.

Sei umgekehrt P=NP angenommen. Da A € NP, ist auch A€ P. =

Satz 7.1.14 [SchOl] Es seien Ly, Ly € NP, Ly NP-vollstindig und Ly <, Lo.
Dann ist Ly NP-vollstindig.

siehe dazu www.claymath.org
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Beweis. Da L, € NP, brauchen wir nur die Definition der NP-Vollstandigkeit
anzuwenden und zu zeigen, dass fiir alle L' € NP gilt: L' <, Lo. Nach Voraus-
setzung ist Ly € NPC, daraus folgt L' <, L;. Wegen L; <, L, und mit der
Eigenschaft der Transitititdt von <, folgt L' <, L,. m

Bemerkung 7.1.15

1. Aus Satz 7.1.13 folgt, wenn es zu einem NP-vollstédndigen Problem einen
polynomialen Algorithmus gibt, kann jedes Problem in NP in polynomialer
Zeit gelost werden.

2. Der Satz 7.1.14 liefert uns eine Methode zum Nachweis der NP-Vollsténdig-
keit eines Problems. Falls man von einem Problem A nachweist, dass es
die Eigenschaft der NP-Vollstandigkeit erfiillt, kann dieses dazu genutzt
werden, um weitere NP-vollstdndige Probleme zu finden. Die allgemeinen
Schritte zum Nachweis, dass ein Problem A NP-vollstandig ist, sind dann
die Folgenden:

(a) Nachweis, dass A € NP ist.

(b) Auswahl eines bekannten NP-vollstandigen Problems B.
) Konstruktion einer Transformation f von B zu A.
)

(c

(d) Nachweis, dass f eine polynomiale Transfomation ist.

Beispiel 7.1.16 [Sch01] Die Folgenden Probleme sind NP-vollstandig:

e Gegeben sei eine aussagenlogische Formel F'; d.h. eine Formel mit Variablen
x; bzw. —x; (- - Negation) die mittels V und A verkiipft sind. Gibt es eine
Belegung der Variablen von F' mit Konstanten aus {0, 1}, sodass F' den
Wert 1 erhilt? 2

e Gegeben sei ein Graph G. Besitzt G einen Hamilton-Kreis?
e Gegeben seien natiirliche Zahlen aq, as,...ar € N und b € N. Gibt es eine

Teilmenge 1 C {1,2,...,k} mit ) ., a; = b7 (Rucksack Problem)

7.1.2 Zéihlprobleme

Ein Z&hlproblem ist ein Problem, bei dem die Anzahl der Losungen fiir eine
gegebene Instanz I gesucht wird.

Definition 7.1.17 Es sei FP die Menge aller in polynomialer Zeit l16sbaren Z&hl-
probleme. Die Komplexitétsklasse #P ist die Menge aller Z&hlprobleme der Form
f(z), sodass das Entscheidungsproblem f(z) =0 in NP liegt.

2Dies war das erste NP-vollstindige Problem, bekannt als das Erfiillbarkeitsproblem der
Aussagenlogik.
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Definition 7.1.18 Ein Problem A heiit #P-schwer, falls jedes Problem
A" € #P in polynomialer Zeit auf A reduzierbar ist. Das Problem A heifit #P-
vollstindig, falls A #P-schwer ist und A € #P.

Beispiel 7.1.19 [Wel93] Die Folgenden Probleme sind #P-vollsténdig:
e Gegeben sei ein Graph G. Wie viele Hamiltonkreise besitzt G7

e Gegeben sei eine aussagenlogische Formel F'. Wie viele Belegungen der Va-
riablen von F' mit Konstanten aus {0,1} gibt es, sodass F' den Wert 1
erhalt?

Bemerkung 7.1.20 Es gibt Entscheidungsprobleme in P, fiir die das dazu ge-
horige Zahlproblem nicht in polynomialer Zeit gelost werden kann. Beispielsweise
ist die Bestimmung der Anzahl aller perfekten Matchings in einen bipartiten
Graphen #P-vollstéandig, aber das dazugehorige Entscheidungsproblem kann in
polynomialer Zeit gelost werden. Weitere Beispiele findet man in Welsh [Wel93].
Falls also P=NP wiire, konnten alle Probleme in NP in polynomialer Zeit gelost
werden, aber nicht alle Z&hlprobleme.

7.2 Beweis der #P-Vollstindigkeit

Im Jahre 1979 bewies Valiant [Val79], dass die Berechnung der Anzahl aller s — ¢
Wege in ungerichteten und gerichteten Graphen #P schwer ist. Fraglich war, ob
auch die Bestimmung der Anzahl aller selbstvermeidenden Irrfahrten gegebener
Liange im zweidimensionalen Gitter in #P liegt. Liskiewicz, Ogihara und Toda
[LOTO01] zeigten, dass die Berechnung der Anzahl der selbstvermeidenden Irrfahr-
ten gegebener Lange im zweidimensionalen Gitter #P-vollstéindig ist.

Zur Wiederholung, es sei ¢y 4(2,y) die Anzahl aller selbstvermeidenden Irrfahrten
der Linge N zwischen z und y im Z¢.

Lemma 7.2.1 [x] Es sei x,y € Z? und N > 1. Das Entscheidungsproblem
ena(z,y) >0

liegt in P.

Beweis. Im zweidimensionalen Gitter gibt es zwischen zwei Punkten x = (x4, x5)
und y = (y1,y2) stets mindestens eine selbstvermeidende Irrfahrt der Linge N,
wenn die Bedingung

|21 — 1| + |22 —yo| + 2k = N

fiir ein k£ € N erfiillt ist. Falls dies nicht der Fall ist, folgt cyo(x,y) =0. =
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Abbildung 7.2: Biegung einer vertikalen Linie

Lemma 7.2.2 [LOT01] Das Problem der Anzahlbestimmung aller Hamiltonschen
Wege in planaren Graphen mit maximalem Knotengrad drei ist #P-vollstindig.

Satz 7.2.3 [LOTO01| Die folgenden Varianten des Problems der Bestimmung der
Anzahl aller selbstvermeidenden Irrfahrten im zweidimensionalen Gitter sind #P-
vollstandig:

1. Die Bestimmung der Anzahl aller selbstvermeidenden Irrfahrten vom Ur-
sprung zu einem speziellen Punkt mit einer bestimmten Ldnge.

2. Die Bestimmung der Anzahl aller selbstvermeidenden Irrfahrten vom Ur-
sprung zu einem beliebigen Punkt mit einer bestimmten Ldinge.

3. Die Bestimmung der Anzahl aller selbstvermeidenden Irrfahrten zwischen
zwet Punkten mat einer bestimmten Ldnge.

4. Die Bestimmung der Anzahl aller selbstvermeidenden Irrfahrten vom Ur-
sprung zu einem speziellen Punkt mit einer beliebigen Linge.

5. Die Bestimmung der Anzahl aller selbstvermeidenden Irrfahrten vom Ur-
sprung zu einem beliebigen Punkt mit einer beliebigen Ldnge.

6. Die Bestimmung der Anzahl aller selbstvermeidenden Irrfahrten zwischen
zwet Punkten mat einer beliebigen Ldnge.

Beweis. Wir transformieren das Problem der Anzahlbestimmung aller Hamil-
tonscher Wege in einem planaren 3-reguldren Graphen auf unser Problem der
Bestimmung aller selbstvermeidenden Irrfahrten im zweidimensionalen Gitter.
Wir zeigen hier nur die Aussagen 1-3.

Es ist bekannt, dass planare Graphen in polynomialer Zeit in das zweidimensio-
nale Gitter eingebettet werden konnen (siehe dazu [CP95]). Es sei G = (V, E) ein
planarer Graph mit maximalem Knotengrad drei und n := |V/|. Wir konstruieren
einen Graphen G’ aus GG mittels Hinzufiigen zweier Knoten s’ und ¢’ und zweier
Kanten (s,s’) und (¢,t'), s,t € V(G). Auf diesen neuen Graphen G’ wenden wir
unseren Einbettungsalgorithmus an und erhalten damit eine Einbettung von G’
in das zweidimensionale Gitter.

Es sei U die Menge aller Bilder der Knoten von G in Bezug auf die Einbettung
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1 2 21(e)

Abbildung 7.3: Konstruktion des Turms

von G', und s’ besitze die Koordinaten (0,0) in der Einbettung. Das so entstan-
dene zweidimensionale Gitter bezeichnen wir mit FEj.

Jetzt konstruieren wir ein zweidimensionales Gitter F; wie folgt: Wir vergroflern
Ey mit dem Faktor vier. Wir ersetzen damit jeden Punkt (a,b) aus Ey durch
(4a,4b) und jede Kante ((a,b), (a’,0')) von Ey durch eine Kante der Lénge vier
von (4a,4b) nach (4a’,4b'). Fiir jede Kante e € E(G'), die eine gerade vertikale
Linie in Ej ist, fligen wir eine Biegung der folgenden Form ein:

Wir nehmen an, dass die gerade Linie von (a, b) nach (o, V') fithrt, mit 0" < b—4.
Dann ersetzten wir die Kante ((a,b — 1), (a,b — 2)) durch den Weg (Abbildung
7.2):

(a'7b_1)7<a+1ab_1)a(a’+27b_1)a(a’+3ab_1)v
(a+37b_2)7(a+2ab_2)a(a+17b_2)7(a7b_2)‘

Im Folgenden konstruieren wir aus dem Gitter E; ein Gitter Fs. Fiir alle Kanten
e € E(G') sei 6(e) die Liange des Weges, welcher e in Fj realisiert und

L:=min{l |l=a* a €N, [ >n? §(e)<I, Ve BE(G")}.

Wir vergréflern nun £; um den Faktor von L und bezeichnen das erhaltene Gitter
mit Ef. Fir alle Kanten e € E(G’) sei 6*(e) die Léange des Weges, welcher e in
EY darstellt. Die Langen dieser Wege sind gerade fiir alle Kanten e € E(G'). Fiir
alle e € E(G") ist damit 6*(e) ein Vielfaches von 2L.

Fiir jede Kante e aus G’ fithren wir nun das Folgende durch: Wir wéhlen eine
horizontale Linie der Lange 2L 4 1 aus, die einen Teil eines Weges von e in EY
realisiert. Wir bezeichnen die 2L + 1 Kanten mit a(1),...,a(2L + 1) von links
nach rechts. Dann ist

L? —5*(e)

I(e) := 5T
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eine ganze Zahl. Wir ersetzen fiir alle ¢ mit 1 < i < I(e) die Kante a(2i) durch
einen ,, Turm* der Breite 1 und der Hohe L ausgehend von a(2¢) (Abbildung 7.3).
Diese entstandene Konstruktion bezeichnen wir mit Es.

Jeder Turm vergroflert die Lange des Weges um 2L. Damit haben wir alle Kanten
e € E(G") durch einen Weg der Lénge

5*(e) + 2L - I(e) = L?

realisiert. Da G’ genau n + 2 Knoten besitzt, wird jeder Hamiltonsche Weg in G’
durch einen Weg in F, der Linge

h:=L*n+1)

realisiert. Jeder Weg in F, mit der Linge h entspricht einem Hamiltonschen
Weg in G’. Die Anzahl der selbstvermeidenden Irrfahrten in Ey mit der Léinge h
entsprechen dann genau der Anzahl aller Hamiltonscher Wege in G’. Damit ist
die polynomiale Reduktion vom Hamiltonschen Weg auf die Aussagen 1, 2 und 3
hergestellt. Den Beweis der Aussagen 4-6 findet man in [LOTO1]. =

Folgerung 7.2.4 [%| Es sei N > 1 und M € N eine belicbige Konstante. Dann
15t das Entscheidungsproblem

ena(z,y) < M, (7.1)
#P-schwer und insbesondere NP-schwer.

Beweis. Wir nechmen an, wir konnen (7.1) in polynomialer Zeit 16sen. Da
cna(z,y) € I, == [0,4"] fiir alle N > 1 ist, kann man mittels Intervallhalbie-
rung von I. den Wert cyo(x,y) bestimmen. Dazu benétigt man maximal O(N)
Schritte. Bei jedem Schritt 16st man mit dem hypothetischen polynomialen Al-
gorithmus das Problem (7.1). Damit konnen wir cy(x,y) in polynomialer Zeit
bestimmen. Da dieses Problem aber #P-schwer ist, muss das Entscheidungspro-
blem cna(x,y) < M #P-schwer und insbesondere NP-schwer sein. =

Definition 7.2.5 Eine geschlossene selbstvermeidende Irrfahrt der Linge
N im Z? ist eine Irrfahrt, die im Ursprung 0 des Z¢ startet und endet und in
dem dazwischenliegenden Teil die Eigenschaft der Selbstvermeidung erfiillt. Ein
selbstvermeidendes Polygon ist eine geschlossene selbstvermeidende Irrfahrt
im Z2. Als identisch gelten alle Polygone, die durch Translation auseinander her-
vorgehen. Es sei ky die Anzahl aller selbstvermeidenden Polygone der Linge N
im Z2, die nicht durch Translation auseinander hervorgehen.

Bemerkung 7.2.6 Selbstvermeidende Polygone treten nur in gerader Léange auf.
Die Abbildung 7.4 zeigt alle selbstvermeidenden Polygone der Lange 4, 6 und 8.

N|4 6 8 10 12 14 16 18
ky |1 2 7 28 124 5838 2938 15268




KAPITEL 7. KOMPLEXITAT DES ANZAHLPROBLEMS 65

Abbildung 7.4: Polygone der Lénge N =4, N =6 und N =8

Satz 7.2.7 [x] Die Bestimmung der Anzahl aller selbstvermeidenden Polygone
der Linge N ist #P-vollstindig.

Beweis. Es sei wieder (2 die Menge aller adjazenten Punkte des Ursprungs 0 im
Z?2. Aus der Definition von ky folgt, dass 2NV - ky die Anzahl aller geschlossenen
selbstvermeidenden Irrfahrten der Linge N im Z2 sind.

Da es genauso viele horizontale wie vertikale Kanten in jeder geschlossenen selbst-
vermeidenden Irrfahrt gibt, ist 2cy_1(0,x), = € €2 die Anzahl aller geschlossenen
selbstvermeidenden Irrfahrten der Lénge N, die entweder rechts oder links um
den Ursprung gehen. Damit erhalten wir

2
ky = NCN,l(O,:c), €N m

Bemerkung 7.2.8 Die Bestimmung der Anzahl aller selbstvermeidenden Irr-
fahrten der Lange N vom Ursprung des zweidimensionalen Gitter ist nach Satz
7.2.3 #P-vollstandig. Damit kann man aber nicht die Existenz einer Funktion
1(2) ausschlieBen, fiir die

PN (0)
Cy(z) = Z i 2N
gilt, hierbei ist /") (2) die N-te Ableitung von v(z). Die Bestimmung der Koef-
fizienten der Taylorreihenentwicklung von #(z) muss damit aber #P-vollstandig
sein. Fraglich ist, ob solche Funktionen mit dieser Eigenschaft iiberhaupt existie-
ren.



Thesen

Wir geben nun eine Zusammenfassung der in dieser Diplomarbeit enthaltenen
Ergebnisse.

1.

Die Bestimmung der Anzahl aller selbstvermeidenden Irrfahrten gegebener
Liange im d-dimensionalen Gitter, zdhlt zu einem der schwierigsten Proble-
me der Enumerativen Kombinatorik.

Es existieren zur Zeit nur fiir Untergraphen des Z¢ erzeugende Funktionen
fiir die Anzahl aller selbstvermeidenden Irrfahrten.

Mit Hilfe von Automaten lassen sich erzeugende Funktionen fiir die Anzahl
aller Irrfahrten im Z2 ableiten, die keine Kurzzyklen enthalten. Mit dieser
Methode lassen sich obere Schranken fiir die Bindungskonstante ableiten.

Aus der Methode der Inklusion-Exklusion und der Lace Expansion kann eine
Formel fiir die erzeugende Funktion fiir die Anzahl aller selbstvermeidenden
Irrfahrten zwischen zwei Punkten z,y € Z¢ aufgestellt werden.

Die Lace Expansion liefert ein Verfahren, mit deren Hilfe man die Expansion
fiir die erzeugende Funktion von Gitterbdumen und Gittertieren herleiten
kann.

Das Problem der Bestimmung aller selbstvermeidenden Irrfahrten der Lén-
ge N zwischen zwei Punkten z,y € Z? ist #P-vollstindig.
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