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Erstprüfer: Prof. Dr. rer. nat. Peter Tittmann
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Referat:

Ziel der Diplomarbeit ist es, selbstvermeidende Irrfahrten im hyperdimensionalen
Gitter Zd zu untersuchen. Eine wichtige Frage hierbei ist die Bestimmung der An-
zahl aller selbstvermeidenden Irrfahrten der Länge N von einem gegebenen Punkt
aus. Nach einer Einführung in das Thema der selbstvermeidenden Irrfahrten wer-
den Untergraphen des Z2 diskutiert, für welche sich erzeugende Funktionen für
die Anzahl aller selbstvermeidenden Irrfahrten in diesen Graphen herleiten lassen.
Desweiteren wird vorgestellt, wie mittels Automaten sich Irrfahrten beschreiben
lassen, die keine Kurzzyklen enthalten. Anschließend wird erläutert, wie mit Hil-
fe der Lace Expansion eine Formel für die erzeugende Funktion der Anzahl aller
selbstvermeidenden Irrfahrten zwischen zwei Punkten x, y ∈ Zd aufgestellt wird.
Zuletzt erfolgt eine Einordnung des Problems der Bestimmung der Anzahl aller
selbstvermeidenden Irrfahrten der Länge N zwischen zwei Punkten des Z2 in
die Komplexitätstheorie und im besonderen in die Klasse der #P-vollständigen
Probleme.



Vorwort

Die vorliegende Diplomarbeit bildet den Abschluss meines Studiums der Ang-
wandten Mathematik an der Hochschule Mittweida.
Ich danke Herrn Prof. Dr. Peter Tittmann, der mir dieses interessante Thema zur
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Kapitel 1

Einleitung

Eine selbstvermeidende Irrfahrt ist ein Weg in einem hyperdimensionalen Gitter
Zd, welche keinen Punkt des Gitters mehrfach besucht. Ein hyperdimensionales
Gitter Zd ist ein Graph im d-dimensionalen Euklidischen Raum Rd, dessen Kno-
ten die ganzzahligen Koordinatenpunkte des Rd sind, wobei je zwei Knoten vom
Abstand eins durch eine Kante verbunden sind. Die selbstvermeidende Irrfahrt
ist ein mathematisches Modell, das wichtige Anwendungsbereiche in der statisti-
schen Mechanik und Chemie hat.
Eine wichtiges Problem ist hierbei die Bestimmung der Anzahl aller selbstvermei-
denden Irrfahrten der Länge N von einem gegebenen Punkt des d-dimensionalen
Gitters aus. Dieses Problem ist sehr schwierig und man kann diese Werte nur für
kleine N bestimmen. Schon für das zweidimensionale Gitter ist kein effizienter
Algorithmus zur Berechnung der Anzahl aller selbstvermeidenden Irrfahrten ge-
gebener Länge N bekannt.
Ein interessante Fragestellung hierbei ist, ob eine erzeugende Funktion C(z)

C(z) = c0 + c1z + c2z
2 + c3z

3 + c4z
4 + c5z

5 + . . .

existiert, in deren Reihenentwicklung die Koeffizienten cN die Anzahl aller selbst-
vermeidenden Irrfahrten der Länge N vom Ursprung 0 des Zd angeben. Die Exi-
stenz einer solchen Funktion muss jedoch noch nicht die effektive Berechnung der
Terme cN gewährleisten. Das Aufstellen erzeugender Funktionen für die Anzahl
aller selbstvermeidenden Irrfahrten ist bis jetzt nur für spezielle Untergraphen
des zweidimensionalen Gitters, beispielsweise bei Gitterstreifen, möglich.
Eine andere Möglichkeit ist das Zählen von Irrfahrten, die keine Kurzzyklen ent-
halten. Das gelingt mit der Theorie der endlichen Automaten und man erhält
damit obere Schranken für die Anzahl aller selbstvermeidenden Irrfahrten im Z2.
Gewöhnliche Irrfahrten, also Irrfahrten die nicht notwendigerweise selbstvermei-
dend sein müssen, können mittels Markovketten modelliert werden und sind Ge-
genstand der Wahrscheinlichkeitstheorie. In dieser Arbeit wollen wir uns jedoch
hauptsächlich mit kombinatorischen Fragestellungen beschäftigen.
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KAPITEL 1. EINLEITUNG 2

Diese Diplomarbeit ist wie folgt gegliedert: Im Kapitel 2 wiederholen wir verschie-
dende Begriffe aus der Graphentheorie und Notationen zu Wörtern und Sprachen.
Leser mit entsprechenden Kenntnissen auf diesen Gebieten können dieses Kapitel
überspringen.
Im Kapitel 3 erfolgt eine Einführung in das Thema der selbstvermeidenden Irr-
fahrten. Es werden zwei verschiedene Untergraphen des Z2 diskutiert, für welche
sich erzeugende Funktionen für die Anzahl aller selbstvermeidenden Irrfahrten
herleiten lassen. Das erste ist eine Methode von Zeilberger [Zei95], mit der man
für einen unendlichen Gitterstreifen die erzeugende Funktion für die Anzahl aller
selbstvermeidenden Irrfahrten aufstellen kann. Die zweite Variante ist eine eigene
Konstruktion für einen Untergraphen des Z2, der alle Knoten, aber nicht alle
Kanten des zweidimensionalen Gitters enthält.
In Kapitel 4 stellen wir dar, wie sich Automaten zur Bestimmung der erzeugen-
den Funktion für Irrfahrten einsetzen lassen, die keine Kurzzyklen enthalten. Wir
definieren zuerst zwei verschiedene Automatenmodelle und geben Beispiele an,
wie sich damit Irrfahrten beschreiben lassen, die keine Kurzzyklen enthalten. Im
Weiteren erläutern wir die Konstruktion der erzeugenden Funktion aller der vom
Automaten akzeptierten Wörter und damit auch die Anzahl aller Irrfahrten ohne
Kurzzyklen.
In Kapitel 5 wird eine Formel für die erzeugende Funktion der Anzahl aller selbst-
vermeidenden Irrfahrten zwischen zwei Punkten x, y ∈ Zd aufgestellt. Diese For-
mel wird zuerst aus dem Prinzip der Inklusion-Exklusion abgeleitet. Im zweiten
Teil erfolgt eine alternative Ableitungsmöglichkeit mittels Lace Expansion.
Im Kapitel 6 werden Anwendungen der Lace Expansion diskutiert. Wir werden
die Expansion für die erzeugende Funktion von Gitterbäumen und Gittertieren
herleiten.
Im Kapitel 7 erfolgt eine Einordnung des Problems der Bestimmung der Anzahl
aller selbstvermeidenden Irrfahrten der Länge N zwischen zwei Punkten x, y ∈ Z2

in die Komplexitätstheorie. Zuerst führen wir wichtige Komplexitätsklassen für
Entscheidungs- und Zählprobleme ein. Im zweiten Teil dieses Kapitels stellen wir
einen Teil des Beweises von Liskiewicz, Ogihara und Toda [LOT01] vor, dieser
beinhaltet, dass die Bestimmung der Anzahl aller selbstvermeidenden Irrfahrten
der Länge N zwischen zwei Punkten x, y ∈ Z2 in die Klasse der #P-vollständigen
Probleme gehört. Danach werden noch einige Schlussfolgerungen aus diesem Er-
gebnis genannt.



Kapitel 2

Vorbetrachtungen

In diesem Kapitel besprechen wir verschiedene Grundbegriffe aus der Graphen-
theorie und der Diskreten Mathematik. Die Notationen aus der Graphentheorie
stimmen mit denen von Tittmann [Tit03] überein.

2.1 Graphen

Definition 2.1.1 Ein ungerichteter Graph G = (V,E) besteht aus einer
Knotenmenge V = V (G) und einer Kantenmenge E = E(G), wobei jeder
Kante e ∈ E(G) zwei (nicht notwendig verschiedene) Knoten aus V (G) zugeord-
net sind. Eine Kante mit zwei Endknoten u und v wird in der Form e = {u, v}
beschrieben. Zwei Knoten u, v ∈ V , die durch eine Kante e = {u, v} verbunden
sind, heißen adjazent. Wenn v ein Endknoten der Kante e ist, so heißt v in-

zident zu e. Eine Kante e = {u, v}, für welche die Endknoten zusammenfallen,
heißt Schlinge. Zwei Kanten e = {u, v} und f = {u, v} zwischen denselben End-
knoten heißen parallel. Ein Graph, der weder Schlingen noch parallele Kanten
besitzt, heißt schlichter Graph. Der Grad deg v eines Knotens v ∈ V (G) ist
die Anzahl der zu v inzidenten Kanten von G.
Ein gerichteter Graph G = (V,E) besteht aus einer Knotenmenge V = V (G)
und einer Bogenmenge E = E(G), sodass jedem Bogen (gerichtete Kante)
e = (u, v), u, v ∈ V ein geordnetes Paar von Knoten aus V zugeordnet ist.
Der Knoten u heißt Anfangsknoten, v der Endknoten des Bogens e = (u, v). Ein
r-regulärer Graph ist ein Graph, dessen Knoten alle den Grad r besitzen. Eine
Darstellung eines Graphen G in der Ebene ohne Kantenüberkreuzungen nennt
man planare Einbettung von G. Ein Graph, der eine planare Einbettung be-
sitzt, heißt planarer Graph.
Eine Kantenfolge ist eine Folge

v1, e1, v2, e2, . . . , vk−1, ek−1, vk

von Knoten vi ∈ V und Kanten ei ∈ E eines Graphen G, sodass die Kante ei

für i = 1, . . . , k − 1 jeweils die Endknoten vi und vi+1 besitzt. Die Länge der

3



KAPITEL 2. VORBETRACHTUNGEN 4

Kantenfolge ist die Anzahl der Kanten dieser Folge. Eine Kantenfolge in einem
Graphen G = (V,E) ist ein Weg, wenn jeder Knoten aus V höchstens einmal in
dieser Folge auftritt. Gilt v1 = vk in der Kantenfolge v1, e1, v2, e2, . . . , vk−1, ek−1, vk

so spricht man von einer geschlossenen Kantenfolge. Kommt, mit Ausnahme
von vk, kein Knoten doppelt in der geschlossenen Kantenfolge vor, so bildet diese
Folge einen Kreis des Graphen. Ein Hamiltonkreis eines Graphen G = (V,E)
ist ein Kreis von G, der alle Knoten aus V enthält. Ein Hamiltonweg in einem
Graphen ist ein Weg, der alle Knoten des Graphen durchläuft.
Ein Graph H = (W,F ) ist ein Untergraph des Graphen G = (V,E), wenn
W ⊆ V und F ⊆ E gilt. Ein aufspannender Untergraph H = (V, F ) eines
GraphenG = (V,E) besitzt dieselbe Knotenmenge wie der AusgangsgraphG. Ein
Graph G = (V,E) heißt zusammenhängend, wenn zwischen je zwei Knoten u
und v seiner Knotenmenge ein Weg existiert. Ein maximal zusammenhängender
Untergraph eines Graphen G heißt eine zusammenhängende Komponente

von G.
Das Entfernen einer Kante e ∈ E erzeugt einen neuen Graphen
G−e := (V,E\{e}). Für einen Knoten v ∈ V sei G−v der Graph, der aus G
durch Entfernen eines Knotens v hervorgeht. Das Entfernen eines Knotens
v schließt hierbei das gleichzeitige Entfernen aller zu v inzidenten Kanten des
Graphen ein.
Es sei c(G) die Anzahl der zusammenhängenden Komponenten eines Graphen G.
Eine Kante e ∈ E eines Graphen G = (V,E) mit der Eigenschaft c(G−e) > c(G)
nennt man Brücke von G. Ein Knoten v ∈ V mit der Eigenschaft c(G−v) > c(G)
bezeichnet man als Artikulation von G.

2.2 Wörter

Definition 2.2.1 Es sei Σ eine endliche Menge, die man als Alphabet bezeich-
net. Die Elemente von Σ nennt man Buchstaben. Ein Wort a über Σ ist eine
Folge

a = a1a2 · · ·an

von Buchstaben ai ∈ Σ. Die Anzahl |a| der Buchstaben eines Wortes a nennt man
Länge von a. Das Wort der Länge null heißt leeres Wort und man bezeichnet
dies mit ε. Es ist

Σn := {a1a2 · · ·an | ai ∈ Σ, i = 1, . . . , n}

die Menge aller Wörter der Länge n und

Σ∗ :=
⋃

n≥0

Σn
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die Menge aller Wörter über Σ. Die Verkettung der Wörter

a = a1a2 · · ·an und b = b1b2 · · · bn

liefert das Wort

ab = a1a2 · · ·anb1b2 · · · bn.

Für das leere Wort ε gilt aε = εa = a, a ∈ Σ∗. Ein Wort v ∈ Σ∗ heißt Unterwort

eines Wortes a, falls man a in der Form a = uvx mit u, x ∈ Σ∗ schreiben kann.
Jede Teilmenge L ⊆ Σ∗ heißt Sprache über dem Alphabet Σ. Es seien L1, . . . , Ln

Sprachen über dem Alphabet Σ. Dann ist

L1 · · ·Ln := {l1 · · · ln | l1 ∈ L1, . . . , ln ∈ Ln}

die Verkettung von L1 bis Ln.

Definition 2.2.2 Es sind M1,M2 Mengen, dann sei |M1| oder #M1 die Anzahl
der Elemente in M1 und P(M1) die Menge aller Teilmengen von M1. Mit ∅ be-
zeichnen wir die leere Menge. Weiterhin seien

M1\M2 := {x ∈M1 | x /∈ M2},
Ja, bK := {x ∈ Z | a ≤ x ≤ b}, a, b ∈ Z,

(a, b) := {x ∈ Z | a < x < b}, a, b ∈ Z

die Mengendifferenz, das abgeschlossene und das offene ganzzahlige Intervall.
Mit I definieren wir eine Indikatorfunktion der Form

I[Aussage] =

{
1, falls Aussage = Wahr
0, sonst.



Kapitel 3

Selbstvermeidende Irrfahrten

Selbstvermeidende Irrfahrten sind Wege in einem Graphen. In dieser Arbeit wer-
den wir uns mit dem höherdimensionalen Gittergraphen beschäftigen, in welchen
die Irrfahrten stattfinden. In diesem Kapitel erhält der Leser eine Einführung in
das Thema der selbstvermeidende Irrfahrten, weiterführende Informationen dazu
findet man in Madras und Slade [MS96].

3.1 Einführung und Überblick

3.1.1 Grundlegende Definitionen

Definition 3.1.1 Ein hyperdimensionales Gitter Zd ist ein Graph im d-
dimensionalen Euklidischen Raum Rd, dessen Knoten die ganzzahligen Koor-
dinatenpunkte des Rd sind, wobei je zwei Knoten vom Abstand eins durch eine
Kante verbunden sind.

Definition 3.1.2 Das Skalarprodukt (x, y)s mit x = (x1, x2, . . . , xd) und
y = (y1, y2, . . . , yd) ∈ Zd des Euklidischen Raumes Rd sei

(x, y)s :=
d∑

i=1

xiyi,

mit der dazugehörigen Euklidischen Norm ‖x‖ =
√

(x, x)s.

Definition 3.1.3 Eine gewöhnliche Irrfahrt (kurz: Irrfahrt) w im Zd, be-
ginnt an einem Punkt x ∈ Zd und ist definiert als eine Folge

w = (w(0), w(1), . . . , w(N))

mit w(i) = (w1(i), w2(i), . . . , wd(i)) ∈ Zd und w(0) = x welche die Eigenschaft

‖w(i+ 1) − w(i)‖ = 1, i = 0, . . . , N − 1

6



KAPITEL 3. SELBSTVERMEIDENDE IRRFAHRTEN 7

w(0)

w(N)

Abbildung 3.1: Selbstvermeidende Irrfahrten im Z2

erfüllt. Die Länge von w ist die Anzahl der Elemente der Folge w minus eins.
Eine Irrfahrt heißt selbstvermeidend, wenn zusätzlich die Eigenschaft

w(i) 6= w(j), ∀i, j ∈ J0, NK, i 6= j

gilt. Mit |w| sei die Länge von w bezeichnet.

Die Abbildung 3.1 zeigt eine selbstvermeidende Irrfahrt der Länge 7 im zweidi-
mensionalen Gitter Zd.

Definition 3.1.4 Eine Irrfahrt w = (w(0), w(1), . . . , w(N)) der Länge N besitzt
einen Kreis bzw. Zyklus der Länge k ∈ N, falls Indizes i, j ∈ J0, NK, i < j
existieren mit j − i = k und w(i) = w(j). Eine Irrfahrt w der Länge N heißt
selbstvermeidender Kreis der Länge N , wenn w(0) = w(N) und die Irrfahrt
sonst überall selbstvermeidend ist.

Bemerkung 3.1.5 Kreise können im Zd nur in gerader Länge auftreten. Eine
Irrfahrt ist genau dann selbstvermeidend, wenn sie keinen Kreis besitzt.

3.1.2 Anzahlproblem

Von großem Interesse in der Thematik der selbstvermeidenden Irrfahrten ist die
Bestimmung der Anzahl aller selbstvermeidenden Irrfahrten der Länge N im d-
dimensionalen Gitter.

Definition 3.1.6 Es sei G = (V,E) ein ungerichteter Graph und v ∈ V . Mit
sN(G, v) ist die Anzahl aller selbstvermeidenden Irrfahrten im Graphen G der
Länge N definiert, die vom Knoten v ausgehen. Falls G = Zd und die Irrfahrt
im Ursprung 0 startet, sei CN,d die Menge aller selbstvermeidenden Irrfahrten der
Länge N und cN,d := |CN,d|. Falls kein spezielles d vorgegeben ist, schreiben wir
zur Abkürzung von CN,d auch CN und cN := |CN |.
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Wir vereinbaren, dass es genau eine selbstvermeidende Irrfahrt der Länge null
gibt.

Satz 3.1.7 Es sei G = (V,E) ein ungerichteter Graph, v ∈ V und Γ(G, v) sei
die Menge aller adjazenten Knoten von v in G. Dann gilt:

sN (G, v) =
∑

w∈Γ(G,v)

sN−1(G−v, w).

Beweis. Vom Knoten v kann die selbstvermeidende Irrfahrt nur zu einem der
Nachbarknoten w ∈ Γ(G, v) führen. Das Löschen der bereits besuchten Knoten
sichert, dass die Irrfahrt selbstvermeidend ist.

Beispiel 3.1.8 Die ersten Zahlen der Folge {cN,2}N≥1 lassen sich noch leicht
durch Fallunterscheidung oder durch Verwendung von Satz 3.1.7 finden.
Vom Ursprung hat man genau vier verschiedene Möglichkeiten für den ersten
Schritt. Nach jedem weiteren Schritt genau drei, da man nicht zu den vorherge-
henden Knoten zurückkehren darf. Bereits ab der Berechnung von c4,2 müssen
aber weitere Bedingungen beachtet werden. So können z.B. Kreise auftreten oder
die Irrfahrt endet in einer “Sackgasse“, das ist ein Knoten, dessen Nachbarn alle
schon besucht wurden. Die ersten Werte der Folge {cN,2}N≥1 sind:

N cN,2 N cN,2

0 1 5 284
1 4 6 780
2 12 7 2172
3 36 8 5916
4 100 9 16268

Definition 3.1.9 Es sei

Cd(z) :=
∑

N≥0

∑

w∈CN,d

z|w| =
∑

N≥0

cN,dz
N

die erzeugende Funktion für die Anzahl aller selbstvermeidenden Irrfahrten im
Zd vom Ursprung 0 aus.

Bemerkung 3.1.10 Die Anzahl aller selbstvermeidenden Irrfahrten lässt sich
nur für kleine N bestimmen.1 Der Grund dafür ist, dass der Rechenaufwand für
dieses Problem erheblich steigt, je größer N wird. Bereits für das zweidimen-
sionale Gitter ist kein effizienter Algorithmus zur Berechnung der Anzahl aller
selbstvermeidenden Irrfahrten gegebener Länge N bekannt.

1Der aktuelle Stand liegt bei Anfertigung dieser Arbeit bei N = 71 im zweidimensionalen
Gitter.
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Auch die Bestimmung des asymptotischen Wachstums der Folge {cN,d}N≥1 ist
sehr aufwendig. Hierbei sind besonders untere und obere Schranken für diese Folge
von Interesse. Eine besonders einfache Schranke wird in dem nachfolgendem Satz
gezeigt.

Satz 3.1.11 Im Zd gilt:

dN ≤ cN,d ≤ 2d(2d− 1)N−1.

Beweis. Die obere Schranke erhalten wir durch alle gewöhnlichen Irrfahrten w
der Länge N für die w(i) 6= w(i + 2), i = 0, . . . , N − 2 gilt. Davon gibt es im
Zd genau 2d(2d− 1)N−1 viele, da wir für den ersten Schritt genau 2d Richtungen
auswählen können und für alle weiteren N − 1 Schritte dann noch (2d − 1)N−1

Möglichkeiten für den weiteren Verlauf der Irrfahrt besitzen.
Die untere Schranke ist die Anzahl aller d-dimensionalen positiven Koordinaten-
richtungen, diese sind notwendigerweise selbstvermeidend.

3.1.3 Beschreibungsformen

Im Folgenden zeigen wir verschiedene Möglichkeiten auf, wie selbstvermeidende
Irrfahrten in einem Gitter Zd beschrieben werden können.

Definition 3.1.12 Eine absolute Beschreibung einer Irrfahrt

w = (w(0), . . . , w(N))

der Länge N die im Ursprung 0 des Zd startet (w(0) = 0), wird der Punkt
w(i), indem sich die Irrfahrt im Schritt i befindet, in Bezug auf den Ursprung
beschrieben.

Beispiel 3.1.13 Es sei d = 2 und w eine selbstvermeidende Irrfahrt im Zd, die
im Ursprung 0 startet (Abbildung 3.2). In diesem Fall erhält man eine absolute
Beschreibungsform durch die Koordinaten

w = ((0, 0), (0, 1), (1, 1), (2, 1), (2, 0), (2,−1), (1,−1), (1,−2)) .

Definition 3.1.14 Bei einer relativen Beschreibung einer Irrfahrt w im Zd

mit Startpunkt im Ursprung, wird der aktuelle Punkt w(i) in Bezug auf den
vorangegangenen Punkt w(i− 1) beschrieben.

Bemerkung 3.1.15 Bei einer absoluten Beschreibungsform der Irrfahrt w ge-
nügt die Angabe von w(i) um den Ort der Irrfahrt im Schritt i zu lokalisieren.
Bei einer relativen Beschreibungsform sind dazu alle vorangegangenen Punkte
notwendig.
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Abbildung 3.2: Selbstvermeidende Irrfahrt der Länge 7

Beispiel 3.1.16 Eine relative Beschreibungsform einer Irrfahrt w im Z2 kann
man als ein Wort über den Alphabet Σ = {r, l, o, u} angeben. Dabei stehen die
Abkürzungen r, l, o und u für die Bewegungsrichtungsrichtung der Irrfahrt um
eine Einheit nach rechts, links, oben und unten.
Für die Irrfahrt w in Abbildung 3.2 erhalten wir mit der relativen Beschreibungs-
form durch das Alphabet Σ = {r, l, o, u} das Wort w = orruulu.

Vereinbarung: Im Folgenden wollen wir zur Vereinfachung der Notation bei
einer Irrfahrt w nicht zwischen Folge und Wort unterscheiden.

3.2 Bindungskonstante

3.2.1 Asymptotisches Wachstum

Definition 3.2.1 [MS96] Es sei

µ := lim
N→∞

c
1/N
N ,

die Bindungskonstante (connective constant).

Lemma 3.2.2 Es gilt:

d ≤ µ ≤ 2d− 1.

Beweis. Anwendung von Satz 3.1.11 in Verbindung mit Definition 3.2.1.

These 3.2.3 [MS96]2 Das asymptotische Wachstum der Folge {cN}N≥1 sei durch

cN ∼ AµNNγ−1

2Bei wichtigen Sätzen steht in Klammern die Literaturstelle, aus welcher der Satz entnom-
men wurde. Eigene Sätze bzw. Beweise werden durch das Symbol [∗] gekennzeichnet.
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bestimmt, wobei A und γ dimensionsabhängige positive Konstanten sind. Die
Konstante γ bezeichnet man auch als den kritischen Exponenten.

Im Nachfolgenden wollen wir die Existenz der Bindungskonstante zeigen, dazu
sind zunächst jedoch noch einige Vorbetrachtungen notwendig.

Definition 3.2.4 Die Verkettung w = w(1) ◦w(2) einer selbstvermeidenden Irr-
fahrt w(1) der LängeM mit einer selbstvermeidenden Irrfahrt w(2) der LängeN ist
eine Irrfahrt w der Länge M +N , welche im Allgemeinen nicht selbstvermeidend
ist. Die Irrfahrt w ist durch

w(k) := w(1)(k), k = 0, . . . ,M
w(k) := w(1)(M) + w(2)(k −M) − w(2)(0), k = M + 1, . . . ,M +N.

definiert.

Lemma 3.2.5 Es gilt:

cM+N ≤ cMcN .

Beweis. Das Produkt cMcN gibt die Anzahl aller Irrfahrten der Länge M +N
an, für welche die ersten M und die letzten N Schritte selbstvermeidend sind,
aber nicht die komplette Irrfahrt.

3.2.2 Existenz der Bindungskonstante

Lemma 3.2.6 [MS96] Es sei {an}n≥1 eine Folge reeller Zahlen, welche die Ei-
genschaft der Subadditivität an+m ≤ an + am erfüllen. Dann ist der Grenzwert
limn→∞ ann

−1 konvergent und es gilt

lim
n→∞

an

n
= inf

n≥1

an

n
. (3.1)

Beweis. Aufgrund der Eigenschaft der Subadditivität folgt die Konvergenz von
ann

−1 für n gegen unendlich. Wir zeigen zunächst:

lim
n→∞

an

n
≤ ak

k
, k ≥ 1. (3.2)

Für ein festes k definieren wir

Ak := max
1≤r≤k

ar.

Weiterhin sei n = jk + r für 1 ≤ r ≤ k. Durch Verwendung der Eigenschaft der
Subadditivitat für an erhalten wir

an ≤ ajk + ar ≤ jak + ar ≤
n

k
ak + Ak.

Durch Division von n und Grenzbetrachtung für n→ ∞ folgt (3.2). Durch Bilden
von infk≥1 erhalten wir den Grenzwert (3.1).



KAPITEL 3. SELBSTVERMEIDENDE IRRFAHRTEN 12

Satz 3.2.7 [MS96] Der Grenzwert der Bindungskonstanten

µ = lim
N→∞

c
1/N
N

existiert.

Beweis. Aus

log cN+M ≤ log cNcM = log cN + log cM

sehen wir, dass die Folge {log cN}N≥1 die Eigenschaft der Subadditivität erfüllt.
Damit können wir das vorangehende Lemma anwenden und erhalten

log µ = lim
N→∞

log cN
N

= inf
N≥1

log cN
N

. (3.3)

Daraus folgt die Existenz des Grenzwertes der Bindungskonstanten.

Folgerung 3.2.8 Aus (3.3) erhalten wir die Abschätzung:

µN ≤ cN , N ≥ 1.

3.3 Spezialfälle selbstvermeidender Irrfahrten im

zweidimensionalen Gitter

Ein offenes Problem ist, ob eine erzeugende Funktion für die Anzahl aller selbst-
vermeidenden Irrfahrten der Länge N vom Ursprung 0 des Z2 existiert. Aufgrund
der Schwierigkeit dieses Problems, beschränkt man sich auf das Aufstellen erzeu-
gender Funktionen für die Anzahl aller selbstvermeidenden Irrfahrten in speziellen
Untergraphen des zweidimensionalen Gitters.
In diesem Abschnitt wollen wir für zwei Untergraphen des Z2 die erzeugende
Funktion für die Anzahl aller selbstvermeidenden Irrfahrten in diesen Graphen
aufstellen. Dies ist nur möglich, weil wir das zweidimensionale Gitter erheb-
lich verkleinern, beispielsweise durch Beschränkung auf einen Gitterstreifen oder
durch Entfernen von Kanten.

3.3.1 Gitterstreifen

In diesem Abschnitt zeigen wir eine Methode zur Aufstellen der erzeugenden
Funktion für die Anzahl aller selbstvermeidende Irrfahrt in einem Gitterstreifen.
Dieser Spezialfall wurde von Zeilberger [Zei95] entwickelt.

Definition 3.3.1 [Zei95] Es sei c
J0,1K
N die Anzahl aller selbstvermeidenden Irr-

fahrten der Länge N im zweidimensionalen Gitter J0, 1K × (−∞,∞), die vom
Ursprung 0 starten.
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Abbildung 3.3: Gitterstreifen

Die Abbildung 3.3 zeigt den Gitterstreifen J0, 1K × (−∞,∞), in dem sich die
selbstvermeidenden Irrfahrten bewegen.

Definition 3.3.2 Es sei {Fn}n≥0 die Folge der Fibonacci Zahlen, die sich re-
kursiv aus Fn = Fn−1 + Fn−2 mit den Anfangswerten F0 = 0 und F1 = 1 berech-
nen.

Lemma 3.3.3 [Tit00] Die explizite Darstellung für die Folge der Fibonacci Zah-
len {Fn} lautet

Fn =
1√
5

[(
1 +

√
5

2

)n

−
(

1 −
√

5

2

)n]
.

Diese explizite Darstellung der Fibonacci Zahlen wird auch als Binet’sche Form
nach Jacques Binet bezeichnet.

Satz 3.3.4 [Zei96] Es gilt:

c
[0,1]
N = 8FN − N

2
(1 + (−1)N) − 2(1 − (−1)N), N ∈ N.

Beweis. Wir werden im Folgenden mit dem Alphabet {r, l, u, o} die selbstvermei-
denden Irrfahrten beschreiben. Die Buchstaben stehen hierbei für die Richtung
der einzelnen Schritte, die jeweils um eine Einheit nach rechts (r), links (l), unten
(u) oder oben (o) verlaufen. Weiterhin sei ui eine selbstvermeidende Irrfahrt, die
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i Schritte nach unten geht und oi eine selbstvermeidende Irrfahrt, die i Schritte
nach oben geht. Jede selbstvermeidende Irrfahrt in dem Streifen J0, 1K×(−∞,∞)
lässt sich aus 4 Grundelementen aufbauen:

1. U -Element U(i) = uiroi, i ≥ 0 oder U = ε.
Die erzeugende Funktion für die Anzahl aller selbstvermeidenden Irrfahrten
im U -Element lautet

1 + z + z3 + z5 + . . . = 1 +
z

1 − z2
.

2. Γ-Element Γ(i) = oir oder Γ′(i) = oil, i ≥ 1.
Die erzeugende Funktion für die Anzahl aller selbstvermeidenden Irrfahr-
ten in einem einzelnen Γ (oder Γ′) Element ist z2

1−z
. Für eine Folge solcher

Elemente ergibt sich

1

1 − z2

1−z

=
1 − z

1 − z − z2
.

3. I-Element I(i) = oi, i ≥ 0.
Hier erhalten wir die erzeugende Funktion

1

1 − z

für die Anzahl aller selbstvermeidenden Irrfahrten im I-Element.

4. ∩-Element ∩(i) = oi+1lui, i ≥ 1 oder ∩ = ε bzw. ∩′(i) = oi+1rui, i ≥ 1 oder
∩′ = ε.
Für dieses Element ergibt sich die erzeugende Funktion für die Anzahl aller
selbstvermeidenden Irrfahrten im ∩-Element (oder ∩′-Element) zu

1 + z4 + z6 + z8 + . . . = 1 +
z4

1 − z2
.

Die gesamten selbstvermeidenden Irrfahrten lassen sich nun durch

U × Folge (Γ oder Γ′) × I × (∩ oder ∩′)

beschreiben, wobei × die Verkettung der Teilwege symbolisiert. Daraus erhalten
wir die erzeugende Funktion
(

1 +
z

1 − z2

)(
1 − z

1 − z − z2

)(
1

1 − z

)(
1 +

z4

1 − z2

)
=

(1 + z − z2)(1 − z2 + z4)

(1 − z2)2(1 − z − z2)
.

Diese Funktion liefert jedoch nur die selbstvermeidenden Irrfahrten, die zunächst
ein U -Element enthalten und dann beliebig nach oben laufen. Durch Verdoppeln
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M

Abbildung 3.4: Brückengraph B

erhalten wir die dazu symmetrisch liegenden Irrfahrten. Wir müssen dabei aber
beachten, dass die Irrfahrt mit null Schritten und die Irrfahrt, die nach einem
Rechtsschritt endet, doppelt gezählt werden. Somit folgt:

c
J0,1K
N = [zN ]

(
2
(1 + z − z2)(1 − z2 + z4)

(1 − z2)2(1 − z − z2)
− z − 1

)
.

Durch Partialbruchzerlegung ergibt sich

c
J0,1K
N =

8√
5



(

1 +
√

5

2

)N

−
(

1 −
√

5

2

)N

− N

2
(1 + (−1)N) − 2(1 − (−1)N)

und durch Einsetzen der expliziten Formel für die Fibonacci Zahlen erhalten wir
das Ergebnis.

3.3.2 Aufspannender Untergraph

Wir wollen hier die erzeugende Funktion für die Anzahl aller selbstvermeidenden
Irrfahrten für einen aufspannenden Untergraphen des Z2 aufstellen. 3

Definition 3.3.5 [∗] Ein Brückengraph B ist der folgende Graph:
Es sei B3 ein 3 × 3 Gitter mit Mittelpunkt M . Die mittleren Knoten von der
rechten, linken, oberen und unteren Seite dieses Gitters sind durch eine Brücke,
mit einer Folge von weiteren 3 × 3 Gittern verbunden (Abbildung 3.4). Eine
Gitterfolge sind dabei 3× 3 Gitter, die in der Mitte der oberen bzw. unteren drei

3Die Konstruktion dieses Graphen und der dazugehörigen erzeugenden Funktion für die
Anzahl aller selbstvermeidenden Irrfahrten, basiert auf einer eigenen Idee.
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L

U

M

O

R

Abbildung 3.5: 3×3 Gitter B3

Knoten mit einer Kante verbunden sind. Desweiteren gehen von der horizontalen
Gitterfolge um M , von jedem dieser Gitter nach oben und unten weitere 3 × 3
Gitterfolgen ab.

Bemerkung 3.3.6 Die selbstvermeidenden Irrfahrten sollen nun im Knoten M
starten. Dieser spezielle Graph besitzt gegenüber dem zweidimensionalen Gitter
alle Knoten, aber nicht alle Kanten. Die Kanten wurden weggelassen, um noch
die erzeugende Funktion für die Anzahl aller selbstvermeidenden Irrfahrten in
diesem Graphen aufstellen zu können.

Im Folgenden bezeichnet [zn]F (z) den Koeffizient vor zn in der formalen Potenz-
reihe F (z) und sN(G, v) ist wieder die Anzahl aller selbstvermeidenden Irrfahrten
im Graphen G der Länge N , die vom Knoten v ∈ V (G) ausgehen.

Satz 3.3.7 [∗] Es sei B ein Brückengraph mit Mittelpunkt M . Dann gilt

sN(B,M) = [zN ]

(
EM(z) + 4MR(z)

zEL(z)

1 − zLR(z)

(
1 +

zLO(z)

1 − zLR(z)

))

mit

EM(z) := 1 + 4z + 8z2 + 8z3 + 8z4 + 8z5 + 8z6 + 8z7 + 8z8,

EL(z) := 1 + 3z + 5z2 + 10z3 + 10z4 + 16z5 + 10z6 + 14z7,

MR(z) := z + 2z3 + 2z5 + 2z7,

LR(z) := z2 + 6z4 + 2z6,

LO(z) := 2z2 + 2z4 + 4z6.

Beweis. Die Herleitung erfolgt in mehreren Schritten.

1. Das Aufstellen der erzeugenden Funktion für die Anzahl aller selbstvermei-
denden Irrfahrten vom Punkt M im 3×3 Gitter B3 (Abbildung 3.5) erfolgt
durch Abzählen. Wir erhalten

EM(z) = 1 + 4z + 8z2 + 8z3 + 8z4 + 8z5 + 8z6 + 8z7 + 8z8.
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M

Abbildung 3.6: Gittergraph G3

Wenn wir statt bei M im Punkt L, R, U oder O starten (Abbildung 3.5),
erhalten wir durch Abzählen die erzeugende Funktion

EL(z) = 1 + 3z + 5z2 + 10z3 + 10z4 + 16z5 + 10z6 + 14z7

für die Anzahl aller selbstvermeidenden Irrfahrten in B3, die von den Punk-
ten L, R, U oder O ausgehen.

2. Die erzeugende Funktion für die Anzahl aller selbstvermeidenden Irrfahrten
in B3 die von M nach L, R, U oder O geht ist

MR(z) = z + 2z3 + 2z5 + 2z7.

3. Die erzeugende Funktion für die Anzahl aller selbstvermeidenden Irrfahrten
in B3 die von L nach R oder von O nach U geht ist

LR(z) = z2 + 6z4 + 2z6.

4. Die erzeugende Funktion für die Anzahl aller selbstvermeidenden Irrfahrten
in B3 die von L nach O oder U geht ist

LO(z) = 2z2 + 2z4 + 4z6.

5. Zunächst stellen wir die erzeugende Funktion für die Anzahl aller selbst-
vermeidenden Irrfahrten im Gittergraph G3 auf, der nur nach rechts mit
weiteren 3 × 3 Gittern verbunden ist (Abbildung 3.6). Wir erhalten

P1(z) = EM(z) +MR(z)zEL(z) +MR(z)zEL(z)(zLR(z))+

MR(z)zEL(z)(zLR(z))2 + ...,

dabei zählt der Term EM(z) die Anzahl aller selbstvermeidenden Irrfahrten
im ersten 3× 3 Gitter. Der zweite Term zählt die Anzahl der selbstvermei-
denden Irrfahrten, die bis in das 2. Gitter kommen, der 3. Term für das 3.
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R′RM M ′

U

O O′

U ′

L L′

Abbildung 3.7: Ausschnitt aus dem Brückengraph

Gitter usw. Durch Zusammenfassung ergibt sich

P1(z) = EM(z) +MR(z)
zEL(z)

1 − zLR(z)
.

Wenn wir nun diesen Graphen G3 auch nach oben, links und unten fortset-
zen, erhalten wir

P2(z) = EM(z) + 4MR(z)
zEL(z)

1 − zLR(z)
.

6. Jetzt müssen wir noch alle selbstvermeidenden Irrfahrten von jedem der
3×3 Gitter von G3 nach oben und unten berücksichtigen, um die erzeugende
Funktion für die Anzahl aller selbstvermeidenden Irrfahrten von M aus im
Brückengraph zu bestimmen. Dazu berechnen wir zunächst die erzeugende
Funktion für die Anzahl aller selbstvermeidenden Irrfahrten von M nach O′

im Brückengraph B (Abbildung 3.7). Sie lautet

MR(z)zLO(z).

Ab dem Punkt O′ haben wir bereits die Anzahl der selbstvermeidenden
Irrfahrten bestimmt, diese liefert der Term

zEL(z)

1 − zLR(z)
.

Wenn wir alle weiteren 3× 3 Gitter berücksichtigen, was durch die Summe∑
n≥0(zLR(z))n geschieht, so erhalten wir die erzeugende Funktion für die
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Anzahl aller selbstvermeidenden Irrfahrten von M aus im Brückengraphen
B durch

P (z) = P2(z) + 4MR(z)zLO(z)
zEL(z)

1 − zLR(z)

∑

n≥0

(zLR(z))n.

Die Multiplikation mit vier kommt daher, weil wir wieder alle 4 Koordina-
tenrichtungen beachten müssen. Durch Zusammenfassung ergibt sich

P (z) = EM(z) + 4MR(z)
zEL(z)

1 − zLR(z)

[
1 +

zLO(z)

1 − zLR(z)

]
.

Bemerkung 3.3.8 Mit Hilfe des Brückengraphen können wir untere Schranken
für die Anzahl aller selbstvermeidenden Irrfahrten im Z2 bestimmen. Die folgende
Tabelle zeigt die ersten Werte von sN(B,M) im Vergleich zu cN,2.

N 0 1 2 3 4 5 6
sN(B,M) 1 4 12 20 36 84 132

cN,2 1 4 12 36 100 284 780



Kapitel 4

Automaten und Irrfahrten

In diesem Kapitel stellen wir dar, wie sich Automaten zur Bestimmung der er-
zeugenden Funktion für die Anzahl aller Irrfahrten einsetzen lassen, die keine
Kurzzyklen enthalten. Wir definieren zuerst zwei verschiedene Automatenmodel-
le und geben Beispiele an, wie sich damit Irrfahrten beschreiben lassen, die keine
Kurzzyklen beinhalten. Desweiteren erläutern wir die Konstruktion der erzeugen-
den Funktion aller der vom Automaten akzeptierten Wörter und damit auch die
Anzahl aller Irrfahrten ohne Kurzzyklen kleiner k.

4.1 Deterministischer Automat

4.1.1 Begriffe und Definitionen

Definition 4.1.1 [Sch01] Ein deterministischer Automat (kurz: DEA) ist
ein Quintupel

A = (Q,Σ, δ, q0, F ).

Dabei ist

1. Q eine endliche Menge (Zustandsmenge).

2. Σ ist eine endliche Menge (Eingabealphabet).

3. δ : Q× Σ → Q ist eine Abbildung (Übergangsfunktion).

4. q0 ∈ Q ist ein Element von Q (Anfangszustand).

5. F ⊆ Q ist eine endliche Menge (Endzustandsmenge).

Definition 4.1.2 Die erweiterte Übergangsfunktion δ̂ eines DEA
A = (Q,Σ, δ, q0, F ) wird induktiv definiert durch:

20
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1. δ̂(q, ε) := q, ∀q ∈ Q,

2. δ̂(q, xa) := δ(δ̂(q, x), a), ∀q ∈ Q, ∀x ∈ Σ∗, ∀a ∈ Σ.

Definition 4.1.3 Es sei A = (Q,Σ, δ, q0, F ) ein DEA. Dann heißt

L(A) := {x ∈ Σ∗ | δ̂(q0, x) ∈ F}
die Sprache von A. Eine Sprache heißt regulär, wenn sie von einem DEA ak-
zeptiert wird, d.h. L ⊆ Σ∗ ist regulär genau dann, wenn es einen DEA A mit
L = L(A) gibt.

4.1.2 Erzeugende Funktion

Wir wollen nun die erzeugende Funktion für die Anzahl aller Wörter der Sprache
eines DEA’s herleiten. Dazu sind zunächst noch einige Vorbetrachtungen notwen-
dig.

Definition 4.1.4 Sei L eine formale Sprache mit genau ln Wörtern der Länge
n. Dann ist

L(z) =
∑

n≥0

lnz
n

die erzeugende Funktion der Sprache L.

Definition 4.1.5 Ein n-Tupel (L1, . . . , Ln) formaler Sprachen heißt eindeutig,
falls sich jedes Wort x ∈ L1 · · ·Ln eindeutig in der Form

x = x1 · · ·xn

mit xi ∈ Li, i = 1, . . . , n darstellen lässt.

Lemma 4.1.6 Es seien K und L formale Sprachen, sodass (K,L) eindeutig ist.
Dann gilt:

(KL)(z) = K(z) · L(z).

Beweis. Durch Anwenden der Definition der erzeugenden Funktion der Sprache
KL erhalten wir

(KL)(z) =
∑

n≥0

#{x ∈ KL | |x| = n}zn

=
∑

n≥0

∑

k,l≥0
k+l=n

#{u ∈ K | |u| = k}#{v ∈ L | |v| = l}zn

=
∑

n≥0

n∑

k=0

#{u ∈ K | |u| = k}#{v ∈ L | |v| = n− k}zn

= K(z)L(z).



KAPITEL 4. AUTOMATEN UND IRRFAHRTEN 22

Folgerung 4.1.7 Seien L1, . . . , Ln formale Sprachen, sodass (L1, . . . , Ln) ein-
deutig ist. Dann erhält man durch vollständige Induktion

(L1 · · ·Ln)(z) =
n∏

i=1

Li(z).

Lemma 4.1.8 Seien L1, L2, . . . paarweise disjunkte formale Sprachen. Dann gilt:

(L1 ∪ L2 ∪ . . .)(z) = L1(z) + L2(z) + . . . .

Beweis. Wir wenden die Definition der erzeugenden Funktion auf die Sprache⋃
m≥1 Lm an und erhalten

(
⋃

m≥1

Lm)(z) =
∑

n≥0

#{x ∈
⋃

m≥1

Lm | |x| = n}zn

=
∑

n≥0

∑

m≥1

#{x ∈ Lm | |x| = n}zn

=
∑

m≥1

Lm(z).

Im Nachfolgenden zeigen wir einen wichtigen Satz, der uns eine Vorschrift zum
Aufstellen der erzeugenden Funktion für die Anzahl aller Wörter der Sprache
eines DEA’s liefert.

Satz 4.1.9 [FS01] Es sei A = (Q,Σ, δ, q0, F ) ein DEA und Aq(z), q ∈ Q sei die
erzeugende Funktion für die Anzahl aller Wörter, die vom Zustand q in einen
Endzustand führen.
Dann bestimmt sich die erzeugende Funktion Aq0(z) für die Anzahl aller vom
DEA A akzeptierten Wörter aus dem Gleichungssystem

(E −M(z))A(z) = b. (4.1)

Dabei ist E die Einheitsmatrix und

M(z) := (Mqp(z))q,p∈Q := (#{a ∈ Σ | δ(q, a) = p}z)q,p∈Q,

A(z) := (Aq(z))q∈Q,

b := (bq)q∈Q := (I[q ∈ F ])q∈Q.

Beweis. Es sei Lq(A) := {x ∈ Σ∗ | δ̂(q, x) ∩ F 6= ∅} die Menge aller Wörter
die vom Zustand q ∈ Q in einen Endzustand führen. Die Sprache L(A) des
Automaten A ist somit Lq0(A). Es gilt für jedes q ∈ Q:

Lq(A) =
⋃

a∈Σ

{a}Lδ(q,a)(A), falls q /∈ F,

Lq(A) =
⋃

a∈Σ

{a}Lδ(q,a)(A) ∪ {ε}, falls q ∈ F.
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Die Sprachen {a}Lδ(q,a)(A) mit a ∈ Σ sind paarweise disjunkt, da die Anfangs-
buchstaben der Wörter dieser Sprachen verschieden sind. Wir können somit Lem-
ma 4.1.8 anwenden und erhalten

Aq(z) =
∑

a∈Σ

zAδ(q,a)(z), falls q /∈ F,

Aq(z) =
∑

a∈Σ

zAδ(q,a)(z) + 1, falls q ∈ F.

Durch Umformung folgt

∑

a∈Σ

zAδ(q,a)(z) =
∑

a∈Σ

∑

p∈Q
δ(q,a)=p

zAp(z)

=
∑

p∈Q

∑

a∈Σ
δ(q,a)=p

zAp(z)

=
∑

p∈Q

Mqp(z)Ap(z).

Für alle q ∈ Q ergibt sich

Aq(z) =
∑

p∈Q

Mqp(z)Ap(z) + bq.

Durch Verwendung der Matrizenschreibweise erhalten wir das Ergebnis

A(z) = M(z)A(z) + b.

Bemerkung 4.1.10 Eine Potenzreihe kann nur invertiert werden, wenn sein Ab-
solutglied ungleich null ist (siehe [Tit00]). Da nur auf der Hauptdiagonale der
Matrix E −M(z) Polynome mit nichtverschwindenden Absolutgliedern stehen,
ist das Gleichungssystem (4.1) stets lösbar.

4.1.3 Vermeidung von Kurzzyklen

Wir wollen in diesem Abschnitt zwei deterministische Automaten angeben, die al-
le Irrfahrten im Z2 akzeptieren, die keine Zyklen der Länge zwei und keine Zyklen
der Länge zwei oder vier enthalten. Wir orientieren uns hier an der Darstellung
von [Tit01a].

DEA zur Vermeidung von Kurzzyklen der Länge zwei

Es sei A = (Q,Σ, δ, q0, F ) ein DEA, der alle Irrfahrten im Z2 akzeptiert, die keine
Zyklen der Länge zwei enthalten, dass sind alle Irrfahrten w mit w(i) 6= w(i+2),
i = 0, . . . , |w| − 2.
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Die Irrfahrt w soll im Ursprung des Z2 starten und wird als ein Wort über dem
Alphabet Σ = {r, l, o, u} beschrieben. Dabei stehen die Abkürzungen r, l, o, u
für die Bewegungsrichtung der Irrfahrt um eine Einheit nach rechts, links, oben
und unten. Der Automat soll das Wort w genau dann akzeptieren, wenn w keine
Unterwörter der Form rl, lr, ou und uo enthält, da diese Unterwörter genau alle
Kreise der Länge zwei beschreiben.
Für diesen Automaten benötigen wir eine sechselementige Zustandsmenge

Q = {q0, q1, q2, q3, q4, q5}.

Die Übergangsfunktion δ : Q × Σ → Q lässt sich auch als Übergangstabelle, für
diesen Automaten A in der Form

δ r l o u
q0 q1 q2 q3 q4
q1 q1 q5 q3 q4
q2 q5 q2 q3 q4
q3 q1 q2 q3 q5
q4 q1 q2 q5 q4
q5 q5 q5 q5 q5

angeben. Der Anfangszustand dieses Automaten ist der Zustand q0. Die Menge
der Endzustände von A ist

F = {q0, q1, q2, q3, q4}.

Jeder DEA akzeptiert alle Wörter, bei denen der Automat sich danach in einem
der Endzustände befindet. Das ist genau dann der Fall, wenn er sich nicht im Zu-
stand q5 befindet. In diesen Zustand gelangt der Automat aber nur, wenn w eines
der verbotenen Unterwörter rl, lr, ou und uo enthält. Diese Wörter beschreiben
genau die Kreise der Länge zwei, die der Automat nicht akzeptiert.
Die erzeugende Funktion C

(2)
2 (z) für die Anzahl aller Irrfahrten, die keine Kreise

der Länge zwei enthalten, können wir durch Satz 4.1.9 bestimmen. In diesem Fall
jedoch auch durch Überlegung, es gibt genau 4 ·3N−1 Möglichkeiten für Irrfahrten
der Länge N ≥ 1. Damit erhalten wir die erzeugende Funktion

C
(2)
2 (z) = 1 + 4

∑

N≥1

3N−1zN = 1 +
4z

1 − 3z
=

1 + z

1 − 3z
.

DEA zur Vermeidung von Kurzzyklen der Länge zwei oder vier

Jetzt geben wir einen deterministischen Automat A = (Q,Σ, δ, q0, F ) an, der
alle Irrfahrten w akzeptiert, welche keine Kreise im Z2 der Länge zwei oder vier
enthalten.
Es sei w = w1w2 . . . wn ein Wort, das die Irrfahrt wie folgt beschreibt:
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Der erste Schritt w1 wird über dem Alphabet {r, l, o, u} und alle weiteren Schritte
werden durch Σ = {g, r, l} beschrieben, dabei bedeutet g, r und l, dass die Irrfahrt
im Folgeschritt eine Einheit geradeaus (g), eine Einheit um 90◦ nach rechts (r)
bzw. eine Einheit um 90◦ nach nach links (l) geht, in Bezug auf den vorherigen
Schritt. Wir betrachten im Folgenden nur das Unterwort a ∈ Σ∗ von w = w1a,
da Kreise der Länge zwei oder vier nur dann auftreten können, wenn das Wort a
die Unterwörter rrr oder lll enthält.
Die Zustandsmenge des Automaten A sei

Q = {q0, q1, q2, q3, q4, q5}
und die Übergangsfunktion δ : Q× Σ → Q

δ g l r
q0 q0 q1 q2
q1 q0 q3 q2
q2 q0 q1 q4
q3 q0 q5 q2
q4 q0 q1 q5
q5 q5 q5 q5

Der Anfangszustand dieses Automaten ist wieder der Zustand q0. Die Menge F
der Endzustände von A ist

F = {q0, q1, q2, q3, q4}.
Mit Hilfe von Satz 4.1.9 berechnen wir die erzeugende Funktion C

(4)
2 (z) für die

Anzahl aller Irrfahrten, die keine Kreise der Länge zwei oder vier enthalten. Dazu
stellen wir das Gleichungssystem

(E −M(z))A(z) = b

mit

M(z) =




z z z 0 0 0
z 0 z z 0 0
z z 0 0 z 0
z 0 z 0 0 z
z z 0 0 0 z
0 0 0 0 0 3z



, A(z) =




Aq0(z)
Aq1(z)
Aq2(z)
Aq3(z)
Aq4(z)
Aq5(z)




und b =




1
1
1
1
1
0




auf. Die gesuchte erzeugende Funktion C
(4)
2 (z) erhalten wir aus Aq0(z) durch

Hinzufügen des Anfangsschrittes in eine der vier Richtungen und durch Addition
von eins, dies entspricht der leeren Irrfahrt (Irrfahrt der Länge null), wir erhalten

C
(4)
2 (z) = 4zAq0(z) + 1

=
1 + 2z + 2z2 + 3z3

1 − 2z − 2z2 − z3

= 1 + 4z + 12z2 + 36z3 + 100z4 + 284z5 + 804z6 + . . . .



KAPITEL 4. AUTOMATEN UND IRRFAHRTEN 26

4.2 Kellerautomat

4.2.1 Begriffe und Definitionen

Definition 4.2.1 [Sch01] Ein Kellerautomat (bzw: Stackautomat) ist ein 7-
Tupel

A = (Q,Σ,Γ, δ, q0, Z0, F ).

Dabei ist

1. Q eine endliche Menge (Zustandsmenge).

2. Σ ist eine endliche Menge (Eingabealphabet).

3. Γ ist eine endliche Menge (Kelleralphabet).

4. δ : Q× (Σ ∪ {ε}) × Γ → P(Q× Γ∗) ist eine Abbildung (Übergangsfunk-

tion).

5. q0 ∈ Q ist ein Element von Q (Anfangszustand).

6. Z0 ∈ Γ ist ein Element von Γ (Kellerstartsymbol).

7. F ⊆ Q ist eine endliche Menge (Endzustandsmenge).

Bemerkung 4.2.2 Wenn (p, γ) ∈ δ(q, a, z) gilt, bedeutet dies, dass wenn sich
der Kellerautomat im Zustand q ∈ Q befindet, das Eingabesymbol a ∈ Σ liest
und z ∈ Γ das oberste Kellersymbol ist, er in den Zustand p ∈ Q wechseln und
das oberste Kellerzeichen durch γ ∈ Γ∗ ersetzen kann.

Definition 4.2.3 Unter einer Konfiguration eines Kellerautomaten
A = (Q,Σ,Γ, δ, q0, Z0, F ) verstehen wir ein Tripel

(q, x, γ) ∈ Q× Σ∗ × Γ∗,

hierbei ist q ∈ Q der aktuelle Zustand, x ∈ Σ∗ das noch nicht gelesene Ein-
gabewort und γ ∈ Γ∗ der aktuelle Kellerzustand. Auf Q × Σ∗ × Γ∗ definieren
wir eine binäre Relation 7→, indem wir für alle (q, x, γ) ∈ Q × Σ∗ × Γ∗ und alle
(p, β) ∈ δ(q, a, α) festlegen:

(q, ax, αγ) 7→ (p, x, βγ).

Bemerkung 4.2.4 Die letzte Definition bedeutet, dass der Automat vom Zu-
stand q ∈ Q in den Zustand p ∈ Q übergeht, indem er das Symbol a ∈ Σ aus der
Eingabe liest und α ∈ Γ im Keller (Stack) durch β ∈ Γ∗ ersetzt.
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Definition 4.2.5 Für zwei Konfigurationen K und K ′ sei

K
∗7→ K ′ :⇔ K = K ′ oder ∃K0, . . . , Kn : K = K0 7→ K1 7→ . . . 7→ Kn = K ′.

Bemerkung 4.2.6 In der obigen Definition ist
∗7→ die reflexive und transitive

Hülle von 7→.

Definition 4.2.7 Die von einem Kellerautomaten A = (Q,Σ,Γ, δ, q0, Z0, F )

”
durch Endzustand“ akzeptierte Sprache ist definiert durch

L(A) := {x ∈ Σ∗ | ∃q ∈ F, ∃γ ∈ Γ∗ : (q0, x, Z0)
∗7→ (q, ε, γ)}.

Die von A
”
durch leeren Keller“ akzeptierte Sprache ist definiert durch

L′(A) := {x ∈ Σ∗ | ∃q ∈ Q : (q0, x, Z0)
∗7→ (q, ε, ε)}.

Eine Sprache heißt kontextfrei , wenn sie von einem Kellerautomaten akzeptiert
wird (durch Endzustand oder durch leeren Keller (Stack)), d.h. L ⊆ Σ∗ ist kon-
textfrei genau dann, wenn es einen Kellerautomaten A gibt mit L = L(A) oder
L = L′(A).

Definition 4.2.8 Der Kellerautomat A = (Q,Σ,Γ, δ, q0, Z0, F ) heißt determi-

nistisch, falls

|δ(q, a, α) ∪ δ(q, ε, α)| ≤ 1

für alle q ∈ Q, a ∈ Σ und α ∈ Γ gilt. Deterministische Kellerautomaten akzep-
tieren jedoch nur durch Endzustand und nicht per leeren Keller.
Wenn in einem Kellerautomat Übergänge δ(q, ε, α) existieren, so werden diese als
ε-Übergänge bezeichnet.

Bemerkung 4.2.9 Man kann zeigen, dass die Sprachen, die von einem Kellerau-
tomat durch Endzustand erkannt werden, genau die Sprachen sind, die von einem
Kellerautomat durch leeren Keller erkannt werden. Interessierte Leser finden den
Beweis in Hopcroft und Ullman [HU01].

4.2.2 Erzeugende Funktion

Wir wollen nun analog wie bei den deterministischen Automaten, eine Vorschrift
zur Ableitung der erzeugenden Funktion für die Anzahl aller Wörter der Sprache
eines Kellerautomaten herleiten. Dies gestaltet sich bei Kellerautomaten jedoch
wesentlich schwieriger, als bei den DEA’s. Wir werden uns hier bei der Aufstellung
der erzeugenden Funktion auch nur auf deterministische Kellerautomaten ohne
ε-Übergänge beschränken. 1

1Dem Autor ist keine allgemeine Methode zur Aufstellung der erzeugenden Funktion für die
Sprache von Kellerautomaten bekannt.
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Definition 4.2.10 [∗] Es sei A = (Q,Σ,Γ, δ, q0, Z0, F ) ein deterministischer Kel-

lerautomat ohne ε-Übergänge, dann sei H
(q,α)
(p,β) (z) die erzeugende Funktion für die

Anzahl aller Wörter, die vom Zustand p ∈ Q mit dem Kellerwort β ∈ Γ∗ in den
Zustand q ∈ Q mit dem Kellerzeichen α ∈ Γ übergehen.

Satz 4.2.11 [∗] Es sei A = (Q,Σ,Γ, δ, q0, Z0, F ) ein deterministischer Kellerau-
tomat ohne ε-Übergänge und A(q,α)(z) sei die erzeugende Funktion für die Anzahl
aller Wörter, die vom Zustand q ∈ Q mit dem Kellerwort α ∈ Γ∗ in einen End-
zustand führen, weiterhin sei A∅(z) := 0.
Die erzeugende Funktion A(q0,Z0)(z) für die Anzahl der vom Kellerautomat A
durch Endzustand akzeptierten Wörter bestimmt sich aus dem Gleichungssystem

A(q,α)(z) =
∑

a∈Σ

zAδ(q,a,α)(z) + I[q ∈ F ], ∀q ∈ Q, α ∈ Γ. (4.2)

Falls δ(q, a, α) = (p, β) mit |β| 6= 1 existieren, so erhält man zusätzlich die Glei-
chungen

Aδ(q,a,α)(z) = A(p,β)(z) = H
(q,α)
(p,β) (z) · A(q,α)(z). (4.3)

Beweis. Es sei

L(q,α)(A) := {x ∈ Σ∗ | ∃p ∈ F, ∃γ ∈ Γ∗ : (q, x, α)
∗7→ (p, ε, γ)}.

die Menge aller Wörter, die vom Zustand q ∈ Qmit dem Kellerwort α ∈ Γ in einen
Endzustand führen. Die Sprache L(A) des Automaten A ist damit L(q0,Z0)(A).
Es gilt für jedes q ∈ Q und α ∈ Γ:

L(q,α)(A) =
⋃

a∈Σ

{a}Lδ(q,a,α)(A), falls q /∈ F,

L(q,α)(A) =
⋃

a∈Σ

{a}Lδ(q,a,α)(A) ∪ {ε}, falls q ∈ F.

Aufgrund der Tatsache, dass die Sprachen {a}Lδ(q,a,α)(A) mit a ∈ Σ paarweise
disjunkt sind, können wir wieder Lemma 4.1.8 anwenden und erhalten

A(q,α)(z) =
∑

a∈Σ

zAδ(q,a,α)(z), falls q /∈ F,

A(q,α)(z) =
∑

a∈Σ

zAδ(q,a,α)(z) + 1, falls q ∈ F.

Es sei δ(q, a, α) = (p, β). Falls in den obigen Gleichungen alle β nur ein Zeichen
besitzen, haben wir ein eindeutig lösbares Gleichungssystem (4.2) und können
daraus die erzeugende Funktion A(q0,Z0)(z) für die Anzahl aller vom Kellerauto-
maten akzeptierten Wörter bestimmen.



KAPITEL 4. AUTOMATEN UND IRRFAHRTEN 29

Wenn |β| 6= 1 existieren, müssen wir für diese Unbekannten Variablen die erzeu-
genden Funktionen Aδ(q,a,α)(z) aufstellen, um ein eindeutig lösbares Gleichungs-

system zu erhalten. Da H
(q,α)
(p,β) (z) die erzeugende Funktion für die Anzahl aller

Wörter, die vom Zustand p mit dem Kellerwort β in den Zustand q mit dem
Kellerzeichen α übergeht, folgt

Aδ(q,a,α)(z) = A(p,β)(z) = H
(q,α)
(p,β) (z) · A(q,α)(z).

Beispiel 4.2.12 Es sei A = (Q,Σ,Γ, δ, q0, Z0, F ) ein deterministischer Kellerau-
tomat mit:

Q = {q0, q1, q2},
Σ = {a, b},
Γ = {a, b, Z0},
F = {q0}.

Die Übergangsfunktion δ sei durch

δ(q0, a, Z0) = (q1, Z0), δ(q0, b, Z0) = (q2, Z0),

δ(q1, a, Z0) = (q1, aZ0), δ(q1, b, Z0) = (q0, Z0),

δ(q1, a, a) = (q1, aa), δ(q1, b, a) = (q1, ε),

δ(q2, b, Z0) = (q2, bZ0), δ(q2, a, Z0) = (q0, Z0),

δ(q2, b, b) = (q2, bb), δ(q2, a, b) = (q2, ε)

gegeben. Die Sprache des Kellerautomaten A sind alle Wörter w ∈ Σ∗, die gleich-
häufig den Buchstaben a und b enthalten.
Durch Anwendung von Satz 4.2.11 erhalten wir die Gleichungen:

A(q0,Z0)(z) = zA(q1,Z0)(z) + zA(q2,Z0)(z) + 1,

A(q1,Z0)(z) = zA(q1,aZ0)(z) + zA(q0 ,Z0)(z),

A(q2,Z0)(z) = zA(q2,bZ0)(z) + zA(q0,Z0)(z),

A(q1,a)(z) = zA(q1,aa)(z) + zA(q1 ,ε)(z),

A(q2,b)(z) = zA(q2,bb)(z) + zA(q2,ε)(z).

Weiter ergibt sich mit f(z) = z2

1−f(z)

A(q1,aZ0)(z) =
f(z)

z
A(q1,Z0)(z), A(q2,bZ0)(z) =

f(z)

z
A(q2,Z0)(z),

A(q1,aa)(z) =
f(z)

z
A(q1,a)(z), A(q2,bb)(z) =

f(z)

z
A(q2,b)(z),

A(q1,ε)(z) = A(q1,z0)(z), A(q2,ε)(z) = A(q2,z0)(z).
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Durch Lösen des Gleichungssystems erhalten wir die erzeugende Funktion 2

A(q0,Z0)(z) =
1√

1 − 4z2

für den Kellerautomaten A.

Bemerkung 4.2.13

1. Die Bestimmung der erzeugenden Funktionen (4.3) kann sich bei umfang-
reichen Kellerautomaten schwierig gestalten.

2. Die erzeugende Funktion einer regulären Sprache ist immer rational, bei
kontextfreien Sprachen ist dies im Allgemeinen nicht der Fall.

3. Es sei L eine Sprache und L(z) die dazugehörige rationale erzeugende Funk-
tion. Im Allgemeinen gilt nicht, dass es dann einen DEA A mit L = L(A)
gibt. Wenn dies der Fall wäre, gäbe es auch zu der Sprache

L = {anbn | n ≥ 1}

mit der rationalen erzeugenden Funktion

L(z) =
z2

1 − z2

einen DEA A mit L(A) = L. Da L aber nicht regulär ist (siehe [Sch01]),
folgt, dass kein DEA A zu der Sprache L existiert.

4.2.3 Vermeidung von Kurzzyklen

In diesem Abschnitt wollen wir nun an zwei Beispielen zeigen, wie man einen
Kellerautomaten konstruieren kann, der alle Irrfahrten, die keine Kurzzyklen der
Länge zwei und keine Kurzzyklen der Länge zwei oder vier akzeptiert.

Kellerautomat zur Vermeidung von Kurzzyklen der Länge zwei

Es sei A = (Q,Σ,Γ, δ, q0, Z0, F ) ein Kellerautomat, der alle Irrfahrten im Z2

akzeptiert, welche keine Zyklen der Länge zwei enthalten. Dieser Kellerautomat
besitzt die Zustandsmenge

Q = {q0, q1}.

Das Eingabealphabet Σ = {r, l, o, u} beschreibt die Irrfahrt durch die Anweisung
rechts, links, oben und unten. Das Kelleralphabet sei Γ = {r, l, o, u, Zo} mit dem
Kellerstartsymbol Z0. Die Übergangsfunktion δ lässt sich als Übergangstabelle
für den Zustand q0 in der Form

2Dieses Ergebnis kann auch mittels Reduktionstechnik gewonnen werden, siehe dazu [Tit01c].
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δ Σ
r l o u

r (q0, r) (q1, l) (q0, o) (q0, u)
l (q1, r) (q0, l) (q0, o) (q0, u)

Γ o (q0, r) (q0, l) (q0, o) (q1, u)
u (q0, r) (q0, l) (q1, o) (q0, u)
Z0 (q0, r) (q0, l) (q0, o) (q0, u)

angeben. Die Übergangsfunktion für den Zustand q1 lautet δ(q1, a, b) = (q1, a)
für a ∈ Σ und b ∈ Γ. Der Anfangszustand dieses Automaten ist der Zustand q0.
Die Menge F der Endzustände von A ist nur der Zustand q0. Dieser Kellerauto-
mat akzeptiert alle Wörter

”
durch Endzustand“, die keinen Kreis der Länge zwei

besitzen.

Kellerautomat zur Vermeidung von Kurzzyklen der Länge zwei oder

vier

Der folgende Kellerautomat A = (Q,Σ,Γ, δ, q0, Z0, F ) akzeptiert alle Irrfahrten,
die keine Zyklen der Länge zwei oder vier enthalten. Der Kellerautomat besitzt
eine dreielementige Zustandsmenge

Q = {q0, q1, q2}.

Es sei w = w1w2 . . . wn ein Wort, welches die Irrfahrt wie folgt beschreibt:
Der erste Schritt w1 wird über dem Alphabet {r, l, o, u} und alle weiteren Schritte
werden durch Σ = {g, r, l} beschrieben, dabei bedeutet g, r und l, dass die Irr-
fahrt im Folgeschritt eine Einheit geradeaus (g), eine Einheit um 90◦ nach rechts
(r) bzw. eine Einheit um 90◦ nach nach links (l) geht, in Bezug auf den vorhe-
rigen Schritt. Wir betrachten im Folgenden wieder nur das Unterwort a ∈ Σ∗

von w = w1a, da Kreise der Länge zwei oder vier nur dann auftreten können,
wenn das Wort a die Unterwörter rrr oder lll enthält. Das Kelleralphabet sei
Γ = {r, l, g, Zo} mit dem Kellerstartsymbol Z0. Die Übergangstabelle für den
Zustand q0 hat das Ausssehen

δ Σ
r l g

r (q1, r) (q0, l) (q0, g)
Γ l (q0, r) (q1, l) (q0, g)

g (q0, r) (q0, l) (q0, g)
Z0 (q0, r) (q0, l) (q0, g)

und für q1
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δ Σ
r l g

r (q2, r) (q0, l) (q0, g)
Γ l (q0, r) (q2, l) (q0, g)

g (q0, r) (q0, l) (q0, g).

Die Übergangsfunktion für den Zustand q2 lautet δ(q2, a, b) = (q2, a) für a ∈ Σ
und b ∈ Γ. Der Anfangszustand dieses Automaten ist der Zustand q0. Die Menge
F der Endzustände von A sind die Zustände q0 und q1. Dieser Kellerautomat
akzeptiert alle Wörter

”
durch Endzustand“, die keinen Kreis der Länge zwei oder

vier besitzen.

4.3 Sprachtyp der selbstvermeidenden Irrfahr-

ten

Wir wollen nun in diesem Abschnitt die Sprache der selbstvermeidenden Irrfahr-
ten charakterisieren.

Satz 4.3.1 [∗] Es sei Σ = {r, l, o, u} ein Alphabet. Die Sprache

LSAW := {w ∈ Σ∗ | w beschreibt eine selbstvermeidende Irrfahrt}

ist nicht regulär.

Beweis. Wir nehmen an, LSAW ist regulär. Dann gäbe es einen DEA
A = (Q,Σ, δ, q0, F ) mit L(A) = LSAW. Es seien w1 = rm und w2 = rn mit
m < n zwei verschiedene selbstvermeidende Irrfahrten, die nur Rechtsschritte
enthalten. Weil es unendlich viele selbstvermeidende Irrfahrten gibt, die nur aus
Rechtsschritten bestehen, und da der DEA nur endlich viele Zustände besitzt,
existieren Indizes m und n, mit m < n welche die Bedingung

δ̂(q0, r
m) = δ̂(q0, r

n)

erfüllen. Weiterhin sei x := ulm+1o, dann ist w1x ∈ LSAW und w2x /∈ LSAW. Aus

δ̂(q0, w1x) = δ̂(δ̂(q0, w1), x) = δ̂(δ̂(q0, w2), x) = δ̂(q0, w2x)

folgt, dass bei Eingabe von w1x und w2x der Automat jeweils im gleichem Zustand
ist. Da aber nach Vorraussetzung w1x ∈ LSAW und w2x /∈ LSAW ist, erhalten wir
einen Widerspruch und somit ist LSAW nicht regulär.

Bemerkung 4.3.2 Die Sprache

Lk
SAW = {w ∈ {r, l, o, u}∗ | w beschreibt eine Irrfahrt,

die keine Kreise kleiner gleich k enthält}
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ist regulär für endliches k. Man kann dafür einen DEA konstruieren, der alle
Wörter akzeptiert, die keine Kreise kleiner gleich k enthalten.
Praktisch wird der DEA so konstruiert, dass er alle Irrfahrten akzeptiert, die
Kurzzyklen kleiner gleich k enthalten. Durch Komplementbildung erhält man
dann alle Irrfahrten, die keine Kreise kleiner gleich k enthalten. Mit so einer
Konstruktion lassen sich obere Schranken für die Bindungskonstante gewinnen
[PT00].

Definition 4.3.3 Eine Sprache heißt deterministisch kontextfrei, falls sie
von einem deterministischen Kellerautomaten erkannt wird.

Satz 4.3.4 [∗] Es sei Σ = {r, l, o, u} ein Alphabet. Die Sprache

LSAW = {w ∈ Σ∗ | w beschreibt eine selbstvermeidende Irrfahrt}
ist keine deterministisch kontextfreie Sprache.

Beweis. Wir nehmen an, es gäbe einen deterministischen Kellerautomaten
A = (Q,Σ,Γ, δ, q0, Z0, F ) mit L(A) = LSAW. Es seien w1, w2 ∈ Σ zwei unter-
schiedliche selbstvermeidende Irrfahrten, die nur Rechtsschritte enthalten. Dann
gibt es qi, qj ∈ F und α, β ∈ Γ∗ mit

(q0, w1, Z0)
∗7→ (qi, ε, α),

(q0, w2, Z0)
∗7→ (qj, ε, β).

Es gibt unendlich viele x ∈ Σ∗ mit w1x ∈ LSAW und w2x /∈ LSAW, da man
beispielweise in x beliebig vielen Schritten nach unten gehen kann, bevor man
später wieder an einen Punkt kommt, den die Irrfahrt w2x schon besucht hat,
aber nicht w1x. Weil es nur endlich viele Zustände gibt, wählen wir x so, dass die
Bedingung

(qi, x, α)
∗7→ (qk, ε, α

′

),

(qj, x, β)
∗7→ (qk, ε, β

′

)

erfüllt ist, für qk ∈ Q und α
′
, β

′ ∈ Γ∗. Es folgt

(q0, w1x, Z0)
∗7→ (qi, x, α)

∗7→ (qk, ε, α
′

),

(q0, w2x, Z0)
∗7→ (qj, x, β)

∗7→ (qk, ε, β
′

)

und damit ist der deterministische Kellerautomat bei Eingabe von w1x und w2x
im Zustand qk. Da aber nach Vorraussetzung w1x ∈ LSAW und w2x /∈ LSAW gilt,
erhalten wir einen Widerspruch.

Bemerkung 4.3.5 Aufgrund der Tatsache, dass die Sprache LSAW keine deter-
ministisch kontextfreie Sprache ist, folgt die Aussage von Satz 4.3.1 sofort aus
dem letzten Satz.



Kapitel 5

Lace Expansion

Mit der Methode der Lace Expansion können wir eine Formel für die erzeugen-
de Funktion für die Anzahl aller selbstvermeidenden Irrfahrten zwischen zwei
Punkten x, y ∈ Zd aufstellen. Wir leiten im Kapitel 5.1 aus dem Prinzip der
Inklusion-Exklusion eine solche Formel ab. Im Kapitel 5.2 stellen wir eine alter-
native Ableitungsmöglichkeit mittels Lace Expansion dar. Wir verwenden hierzu
die Darstellung von Madras und Slade [MS96].

5.1 Inklusion-Exklusion

5.1.1 Allgemeines Prinzip der Inklusion-Exklusion

Es sei U eine Grund- bzw. Universalmenge, dann bezeichnen wir mit
σ : P(U) → R

+ ein endliches Maß. Im Weiteren sei A das Komplement von
A in U und

⋂
i∈∅Ai = U .

Der folgende Satz führt das Prinzip der Inklusion-Exklusion ein.

Satz 5.1.1 [Doh03] Es sei σ ein Maß auf einer Grundmenge U und {Av}v∈V

eine Familie von σ-messbaren Mengen. Dann gilt

σ

(
⋃

v∈V

Av

)
=
∑

I⊆V
I 6=∅

(−1)|I|−1σ

(
⋂

i∈I

Ai

)

σ

(
⋂

v∈V

Av

)
=
∑

I⊆V

(−1)|I| σ

(
⋂

i∈I

Ai

)
.

Bemerkung 5.1.2

1. Das Prinzip der Inklusion-Exklusion hat viele Anwendungen in der Kombi-
natorik, Zahlentheorie und Wahrscheinlichkeitstheorie.

34
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2. Spezielle Maße sind das Wahrscheinlichkeitsmaß σ(A) = P (A) oder das
Zählmaß σ(A) = |A|.

3. Das Prinzip der Inklusion-Exklusion kann auch mit der Indikatorfunktion
χ(A) statt σ(A) formuliert werden. Für die Indikatorfunktion gilt χ(A)(a) =
1 falls a ∈ A und χ(A)(a) = 0 falls a ∈ U\A.

5.1.2 Anwendung der Inklusion-Exklusion

Im Folgenden ist Ω die Menge der adjazenten Punkte des Ursprungs 0 im Zd

(Nachbarpunkte des Ursprungs) und w = (w(0), w(1), . . . , w(N)), w(i) ∈ Zd mit
w(i+ 1) − w(i) ∈ Ω eine gewöhnliche Irrfahrt.

Definition 5.1.3 Es sei SN,d(x, y) die Menge aller gewöhnlichen Irrfahrten und
CN,d(x, y) die Menge aller selbstvermeidenden Irrfahrten von x nach y mit N
Schritten im Zd. Falls kein bestimmtes d vorgegeben ist, schreiben wir zur Ab-
kürzung auch SN (x, y) für SN,d(x, y) und CN (x, y) für CN,d(x, y).
Mit cN,d(x, y) := |CN,d(x, y)| bzw. cN (x, y) := |CN(x, y)| ist

Gz(x, y) :=

∞∑

N=0

cN(x, y)zN .

die erzeugende Funktion für die Anzahl aller selbstvermeidenden Irrfahrten im
Zd von x nach y.

Im Nachfolgenden sei δx,y die Kroneckerfunktion, die für x = y den Wert 1 hat
und sonst den Wert 0 besitzt.

Bemerkung 5.1.4 Für x = 0 und y = x folgt aus Definition 5.1.3

Gz(0, x) = δ0,x +

∞∑

N=1

cN (0, x)zN . (5.1)

Satz 5.1.5 [MS96] Für x ∈ Zd und N ≥ 1 gilt

cN(0, x) =
∑

y∈Ω


cN−1(y, x) −

∑

w(1)∈CN−1(y,x)

I[0 ∈ w(1)]


 . (5.2)

Beweis. [∗] Wir verwenden das Prinzip der Inklusion-Exklusion zur Herleitung
von (5.2). Es sei U die Menge aller Irrfahrten der Länge N zwischen dem Urspung
0 und x ∈ Zd, die ab dem zweiten Schritt selbstvermeidend sind. In U gibt
es somit Irrfahrten, die einmal zum Ursprung 0 zurückkehren und sonst keinen
Punkt des Zd mehrfach besuchen.
Wir definieren AS, 2 ≤ S ≤ N als die Menge aller Irrfahrten der Länge N
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zwischen 0 und x, die im Schritt S zum Ursprung zurückkehren und sonst keinen
Punkt des Zd mehrfach besuchen. Damit ist AS die Menge aller Irrfahrten in
U , die im Schritt S nicht zum Ursprung zurückkehren. Daraus folgt mit dem
Zählmaß σ(AS) = |AS|

cN(0, x) = σ

(
N⋂

S=2

AS

)
= |U | −

N∑

S=2

|AS|.

Die Irrfahrten in der Menge AS sind im Schritt S im Ursprung 0, damit können
wir diese Irrfahrten in den Teil w(2) von y nach 0 und in den Teil w(3) von 0 nach
x zerlegen und erhalten

cN(0, x) =
∑

y∈Ω


c1(0, y)cN−1(y, x) −

N−1∑

S=1

∑

w(2)∈CS(y,0)

w(3)∈CN−S−1(0,x)

I[w(2) ∩ w(3) = {0}]


 .

(5.3)

Da c1(0, y) = 1 für y ∈ Ω und durch Zusammenfassen von w(2) und w(3) zu w(1)

im zweiten Term erhalten wir

cN(0, x) =
∑

y∈Ω


cN−1(y, x) −

∑

w(1)∈CN−1(y,x)

I[0 ∈ w(1)]


 . (5.4)

Bemerkung 5.1.6 Der erste Term von (5.2) zählt alle Irrfahrten der Länge N
von 0 nach x, welche selbstvermeidend nach dem ersten Schritt sind. Der zweite
Term subtrahiert die Anzahl aller selbstvermeidenden Irrfahrten von y nach x,
die zum Ursprung 0 zurückkehren.

Wir setzen nun (5.2) in (5.1) ein und erhalten

Gz(0, x) = δ0,x +

∞∑

N=1

∑

y∈Ω


cN−1(y, x) −

∑

w(1)∈CN−1(y,x)

I[0 ∈ w(1)]


 zN

= δ0,x +
∑

y∈Ω

∞∑

N=1

cN−1(y, x)z
N −

∑

y∈Ω

∞∑

N=1

∑

w(1)∈CN−1(y,x)

I[0 ∈ w(1)]zN

= δ0,x + z
∑

y∈Ω

Gz(y, x) −
∑

y∈Ω

∞∑

N=0

zN+1
∑

w(1)∈CN (y,x)

I[0 ∈ w(1)]. (5.5)
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Durch Gleichsetzen von (5.3) und (5.4) folgt

∑

w(1)∈CN (y,x)

I[0 ∈ w(1)] =

N∑

S=1

∑

w(2)∈CS(y,0)

w(3)∈CN−S(0,x)

I[w(2) ∩ w(3) = {0}]

=
N∑

S=1


cS(y, 0)cN−S(0, x) −

∑

w(2)∈CS(y,0)

w(3)∈CN−S(0,x)

I[w(2) ∩ w(3) 6= {0}]


 .

Es sei US die Menge aller selbstvermeidenden Kreise der Länge S, die zum Start-
punkt 0 zurückkehren und us := |US|. Damit können wir den dritten Term von
(5.5) schreiben als

∑

y∈Ω

∞∑

N=0

zN+1
∑

w(1)∈CN (y,x)

I[0 ∈ w(1)]

=

∞∑

S=2

zSuSGz(0, x) −
∞∑

N=0

∞∑

S=2

∑

w(2)∈US

w(3)∈CN (0,x)

zS+NI[w(2) ∩ w(3) 6= {0}].

Das Prinzip der Inklusion-Exklusion kann nun weiter auf den letzten Term der
rechten Seite angewandt werden.

Beispiel 5.1.7 Wir berechnen für x = (1, 1) ∈ Z2 die ersten Werte der Folge
{cN,2(0, x)}N≥1 nach Formel (5.2). Für die Menge Ω der Nachbarnpunkte des
Ursprungs 0 = (0, 0) erhalten wir

Ω = {(0, 1), (1, 0), (−1, 0), (0,−1)}.

Für N = 1 folgt c1,2(0, x) = 0 und für N = 2 erhält man

c2,2(0, x) =
∑

y∈Ω


c1,2(y, x) −

∑

w(1)∈C1,2(y,x)

I[0 ∈ w(1)]




= c1,2((1, 0), (1, 1)) + c1,2((0, 1), (1, 1)) = 2.

Für N = 3 gibt es keine selbstvermeidende Irrfahrt zum Punkt x = (1, 1), also
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ist c3,2(0, x) = 0. Für N = 4 erhalten wir

c4,2(0, x) = c3,2((1, 0), (1, 1))−
∑

w(1)∈C3,2((1,0),(1,1))

I[0 ∈ w(1)]+

c3,2((0, 1), (1, 1))−
∑

w(1)∈C3,2((0,1),(1,1))

I[0 ∈ w(1)]+

c3,2((−1, 0), (1, 1))−
∑

w(1)∈C3,2((−1,0),(1,1))

I[0 ∈ w(1)]+

c3,2((0,−1), (1, 1))−
∑

w(1)∈C3,2((0,−1),(1,1))

I[0 ∈ w(1)]

= 4 · (2 − 1) = 4.

Hierbei ist beispielsweise die Menge der selbstvermeidenden Irrfahrten von (1, 0)
nach (1, 1) der Länge 3

C3,2((1, 0), (1, 1)) = {((1, 0), (0, 0), (0, 1), (1, 1)), ((1, 0), (2, 0), (2, 1), (1, 1))}.

Die erste selbstvermeidende Irrfahrt in dieser Menge kehrt zum Ursprung zurück
und wird deshalb in der obigen Summe abgezogen.

5.2 Algebraische Ableitung

5.2.1 Einige wichtige Definitionen

Definition 5.2.1 Es sei w = (w(0), . . . , w(N)) eine Irrfahrt und s, t ∈ J0, NK,
dann sei

Ust(w) :=

{
−1, falls w(s) = w(t)

0, falls w(s) 6= w(t).

Satz 5.2.2 Für x ∈ Zd gilt:

Gz(0, x) =
∑

w: 0→x

z|w|
∏

0≤s<t≤|w|

(1 + Ust(w)).

Beweis. Wir summieren hier über alle Irrfahrten (nicht unbedingt selbstver-
meidend) von 0 nach x. Das Produkt ist genau dann eins, wenn die Irrfahrt w
selbstvermeidend ist, ansonsten ist es null.

Definition 5.2.3 Eine Irrfahrt w mit Gedächtnislänge τ ∈ N ist eine Irrfahrt,
die im Ursprung des Zd beginnt und welche die Bedingung w(i) 6= w(j) für alle
i, j ∈ N mit 0 < |i− j| ≤ τ erfüllt.



KAPITEL 5. LACE EXPANSION 39

(a)

(b)

b

a b

ba

a

Abbildung 5.1: nicht stark zusammenhängende und stark zusammenhängende
G-Graphen

Bemerkung 5.2.4 Die erzeugende Funktion Gz(0, x; τ) für die Anzahl der Irr-
fahrten von 0 nach x ∈ Zd mit Gedächtnislänge τ lautet

Gz(0, x; τ) :=
∑

w: 0→x

z|w|
∏

0≤s<t≤|w|
t−s≤τ

(1 + Ust(w)). (5.6)

Für τ = 0 erhält man die erzeugende Funktion für die Anzahl aller gewöhnlichen
Irrfahrten von 0 nach x im Zd und für τ = ∞ die erzeugende Funktion für die
Anzahl aller selbstvermeidenden Irrfahrten von 0 nach x im Zd.

Definition 5.2.5 [MS96] Gegeben seien zwei natürliche Zahlen a, b und die Men-
ge Iab := Ja, bK, deren Elemente man als Knoten bezeichnet. Ein Paar {s, t}
(kurz: st), s, t ∈ Iab, s < t heißt Kante. Die Länge einer Kante st ist t− s.
Eine Menge von Kanten bezeichnet man als G-Graph. Ein G-Graph X heißt
stark zusammenhängend, wenn a und b Endpunkte von Kanten in X sind
und es für alle c ∈ (a, b) Elemente s, t ∈ Iab gibt, mit s < c < t und st ∈ X.

In Abbildung 5.1(a) sind zwei nicht stark zusammenhängende G-Graphen und in
(b) ein stark zusammenhängender G-Graph abgebildet.
Im Folgenden definieren wir verschiedene Mengen von G-Graphen, die im weiteren
Verlauf noch eine wichtige Rolle spielen werden.

Definition 5.2.6 [MS96] Es sei a, b, τ ∈ N, 0 ≤ τ ≤ b− a und

Vτ [a, b] := {st | a ≤ s < t ≤ b, t− s ≤ τ}
die Menge aller Kanten zwischen a und b der Länge τ oder kleiner und
V [a, b] := Vb−a[a, b]. Die Menge aller G-Graphen mit Kanten aus Vτ [a, b] sei
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LX

X
a b

a b

Abbildung 5.2: G-Graph X und Minimal Lace LX

Bτ [a, b] (einschließlich des G-Graphen mit der leeren Kantenmenge). Weiterhin
sei Gτ [a, b] die Menge aller stark zusammenhängenden G-Graphen sowie Dτ [a, b]
die Menge aller nicht stark zusammenhängenden G-Graphen von Bτ [a, b].

Bemerkung 5.2.7 Es gilt:

Bτ [a, b] = P(Vτ [a, b]),

Bτ [a, b] = Gτ [a, b] ∪ Dτ [a, b].

Definition 5.2.8 Ein Lace ist ein stark zusammenhängender G-Graph, bei dem
durch Entfernen einer Kante der entstehende G-Graph nicht mehr stark zusam-
menhängend ist. Die Menge aller Laces mit Kanten aus Vτ [a, b] bezeichnen wir
mit Lτ [a, b], und die Menge aller Laces, welche aus genau n Kanten bestehen, sei
Lτ,n[a, b].

Definition 5.2.9 Es sei X ⊆ Vτ [a, b] ein G-Graph, dann sei s1 := a und
t1 := max{t | at ∈ X} und weiter

ti := max{t | st ∈ X, s < ti−1},
si := min{s | sti ∈ X}, i ≥ 2.

Die Rekursion wird solange fortgeführt, bis entweder tk = b oder der Knoten c
eines stark zusammenhängenden G-Graphen {a, a+ 1, . . . , c− 1, c} ⊂ X erreicht
ist, wobei {a, a+1, . . . , c, c+1} nicht stark zusammenhängend ist. Die Rekursion
wird dann am Beginn des nächst größeren Knotens c + 1 fortgesetzt, jetzt mit
c+1 an Stelle von a. Der Minimal G-Graph LX zu X ist dann definiert durch
die Menge der Kanten {s1t1, s2t2, . . . , sktk}. Wenn LX stark zusammenhängend
ist, so bezeichnet man LX auch als Minimal Lace.

Die Abbildung 5.2 zeigt einen G-Graphen X und den dazugehörigen Minimal
Lace LX .
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Bemerkung 5.2.10

1. Wenn der G-Graph X stark zusammenhängend ist, so ist auch LX stark
zusammenhängend. Bei Entfernung einer Kante von LX würde der entste-
hende G-Graph nicht mehr stark zusammenhängend sein.

2. Es gilt

Lτ [a, b] ⊆ Gτ [a, b] ⊆ Bτ [a, b]

und

Lτ [a, b] = {LX | X ∈ Gτ [a, b]}.

Definition 5.2.11 Sei X ein G-Graph und Cτ (X) sei die Menge aller Kanten
st ∈ Vτ [a, b]\X mit LX∪{st} = X. Die Kanten in Cτ (X) heißen kompatibel mit
X.

Definition 5.2.12 Es sei w eine Irrfahrt und a, b, τ ∈ N mit 0 ≤ τ ≤ b− a.
Dann sei

Kτ [a, b](w) :=





∏
st∈Vτ [a,b](1 + Ust(w)), a < b

1, a = b
0, a > b

(5.7)

und
∏

st∈∅ Ust(w) := 1.

Lemma 5.2.13 Für a < b gilt

Kτ [a, b](w) =
∑

X∈Bτ [a,b]

∏

st∈X

Ust(w). (5.8)

Beweis. Diese Formel erhalten wir durch Ausmultiplizieren von (5.7).

Auf analoger Weise, wie bei Kτ [a, b](w) in Folgerung 5.2.13, definieren wir eine
Größe, in der die Summe nur über alle stark zusammenhängenden G-Graphen
läuft.

Definition 5.2.14 Es sei w eine Irrfahrt und a, b, τ ∈ N mit 0 ≤ τ ≤ b− a.
Dann sei

Jτ [a, b](w) :=





∑
X∈ Gτ [a,b]

∏
st∈X Ust(w), a < b

1, a = b
0, a > b.

(5.9)

Zur Vereinfachung der Notation schreiben wir für Ust(w), Kτ [a, b](w) und Jτ [a, b](w)
auch Ust, Kτ [a, b] und Jτ [a, b].
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5.2.2 Abstract Lace Expansion

Im Nachfolgenden sei P∗(V ) die Menge aller nichtleeren Teilmengen von V .

Definition 5.2.15 [Zei97] Sei V eine endliche Menge. Eine Lace Abbildung

auf V ist eine Abbildung l : P(V ) → P(V ), sodass für alle Teilmengen X und Y
von V gilt:

1. l(X) ⊆ X,

2. l(X) ⊆ Y ⊆ X ⇒ l(X) = l(Y ),

3. l(X) = l(Y ) ⇒ l(X ∪ Y ) = l(X).

Falls l eine Lace Abbildung auf V ist, dann heißt eine Teilmenge X von V l-Lace,
wenn l(X) = X gilt.

Satz 5.2.16 [Zei97] Für jeden G-Graphen X ⊆ Vτ [a, b] sei

l(X) := LX .

Dann ist l eine Lace Abbildung auf Vτ [a, b] und LX ein l-Lace.

Beweis. Wir zeigen, dass l die Eigenschaften 1 bis 3 erfüllt. Eigenschaft 1 ist
erfüllt, l(X) ⊆ X. 2. Wenn l(X) ⊆ X

′ ⊆ X, X
′ ∈ Vτ [a, b], dann ist aufgrund

der Definition des Minimal G-Graphen LX : LX = L′

X . 3. Aus l(X) = l(X
′
) folgt,

l(X ∪X ′
) = l(X) ∪ l(X ′) = l(X).

Weitere Beispiele für Lace Abbildungen findet man in [Zei97]. Wir zeigen im
Folgenden Zeilberger’s

”
Abstract Lace Expansion“, welche eine Verbesserung der

Inklusion-Exklusion mit Hilfe von Lace Abbildungen darstellt. Verbesserung heißt
in diesem Falle, dass hier über weniger Terme summiert werden muss. Weiter-
führende Informationen zu Lace Abbildungen und zu verbesserten Inklusion-
Exklusions Relationen, wie Abstrakten Tuben, findet man in Dohmen [Doh03].

Satz 5.2.17 [Zei97] Sei {Av}v∈V eine Familie von Mengen und sei l eine Lace
Abbildung auf V . Dann gilt:

χ

(
⋃

v∈V

Av

)
=

∑

I∈P∗(V )
I ist ein l-Lace

(−1)|I|−1χ


⋂

i∈I

Ai ∩
⋂

j∈Cl(I)

Aj


 , (5.10)

χ

(
⋂

v∈V

Av

)
=

∑

I∈P(V )
I ist ein l-Lace

(−1)|I| χ


⋂

i∈I

Ai ∩
⋂

j∈Cl(I)

Aj


 . (5.11)

Hierbei ist

Cl(I) := {v ∈ V \I | l(I ∪ {v}) = I}.
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Beweis. Wir wenden das Prinzip der Inklusion-Exklusion an und erhalten

χ

(
⋃

v∈V

Av

)
=

∑

I∈P∗(V )

(−1)|I|−1χ

(
⋂

i∈I

Ai

)

=
∑

I∈P∗(V )
I ist ein l-Lace

∑

J∈P∗(V )
l(J)=I

(−1)|J |−1χ

(
⋂

j∈J

Aj

)

=
∑

I∈P∗(V )
I ist ein l-Lace

∑

J∈P∗(V )
l(J)=I

(−1)|I|+|J\I|−1χ


⋂

i∈I

Ai ∩
⋂

j∈J\I

Aj




=
∑

I∈P∗(V )
I ist ein l-Lace

(−1)|I|−1χ

(
⋂

i∈I

Ai

)
∑

J∈P∗(V )
l(J)=I

(−1)|J\I|χ


 ⋂

j∈J\I

Aj




=
∑

I∈P∗(V )
I ist ein l-Lace

(−1)|I|−1χ

(
⋂

i∈I

Ai

)
∑

K⊆V \I

l(I∪K)=I

(−1)|K|χ

(
⋂

k∈K

Ak

)

=
∑

I∈P∗(V )
I ist ein l-Lace

(−1)|I|−1χ

(
⋂

i∈I

Ai

)
∑

K⊆Cl(I)

(−1)|K|χ

(
⋂

k∈K

Ak

)

Wenden wir auf den letzten Teil das Prinzip der Inklusion-Exklusion an, so er-
halten wir (5.10). Die Formel (5.11) folgt durch Komplementbildung.

Lemma 5.2.18 [∗] Es sei {Ast}st∈Vτ [a,b] := {{w ∈ SN(0, x) | w(s) = w(t)}}st∈Vτ [a,b],
a < b ≤ N eine Familie von Mengen. Dann gilt

Kτ [a, b] = χ


 ⋂

st∈Vτ [a,b]

Ast


 .

Beweis. Aufgrund der Definition von Ast ist Ast = {w ∈ SN (0, x) | w(s) 6= w(t)}
mit st ∈ Vτ [a, b] und a < b ≤ N . Wir erhalten mit w ∈ SN (0, x)

χ


 ⋂

st∈Vτ [a,b]

Ast


 (w) =

∏

st∈Vτ [a,b]

(1 + Ust(w)) = Kτ [a, b](w).

Satz 5.2.19 [MS96] Für a < b gilt:

Jτ [a, b] =
∑

I∈Lτ [a,b]

∏

st∈I

Ust

∏

s′t′∈Cτ (I)

(1 + Us′t′).
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Beweis. [∗] Es sei N ≥ b, wir wenden die Abstract Lace Expansion auf die
Mengenfamilie

Ast = {w ∈ SN (0, x) | w(s) = w(t)}, st ∈ Vτ [a, b]

und der Lace Abbildung l(X) = LX , X ⊆ Vτ [a, b] an und erhalten mit Lemma
5.2.18 und P(Vτ [a, b]) = Bτ [a, b] die Identität

Kτ [a, b] =
∑

I∈Bτ [a,b]
LI=I

(−1)|I|χ

(
⋂

st∈I

Ast

)
 ⋂

s′t′∈Cl(I)

As′t′


 (5.12)

wobei

Cl(I) = {st ∈ Vτ [a, b]\I | LI∪{st} = I} = Cτ(I).

Durch Einsetzung der Indikatorfunktionen

χ

(
⋂

st∈I

Ast

)
= (−1)|I|

∏

st∈I

Ust,

χ


 ⋂

s′t′∈Cτ (I)

As′t′


 =

∏

s′t′∈Cτ (I)

(1 + Us′t′)

in (5.12) und wegen Gτ [a, b] ∪ Dτ [a, b] = Bτ [a, b] folgt

Kτ [a, b] =
∑

I∈Gτ [a,b]
LI=I

∏

st∈I

Ust

∏

s′t′∈Cτ (I)

(1 + Us′t′) +
∑

L∈Dτ [a,b]
LL=L

∏

st∈L

Ust

∏

s′t′∈Cτ (L)

(1 + Us′t′).

Den zweiten Summanden vereinfachen wir zu
∑

L∈Dτ [a,b]
LL=L

∏

st∈L

Ust

∏

s′t′∈Cτ (L)

(1 + Us′t′) =
∑

L∈Dτ [a,b]
LL=L

∏

st∈L

Ust

∑

X:LX=L

∏

s′t′∈X\L

Us′t′

=
∑

L∈Dτ [a,b]
LL=L

∑

X:LX=L

∏

st∈L

Ust

∏

s′t′∈X\L

Us′t′

=
∑

X∈Dτ [a,b]

∏

st∈X

Ust.

Wegen Kτ [a, b] = Jτ [a, b]+
∑

X∈Dτ [a,b]

∏
st∈X Ust folgt die Behauptung des Satzes.

Definition 5.2.20 Für a < b und n ∈ N sei

Jτ,n[a, b] :=
∑

L∈Lτ,n[a,b]

∏

st∈L

Ust

∏

s′t′∈Cτ (L)

(1 + Us′t′). (5.13)



KAPITEL 5. LACE EXPANSION 45

Lemma 5.2.21 Es gilt:

Jτ [a, b] =
∞∑

n=1

Jτ,n[a, b]

und Jτ,n[a, b] = 0, ∀n > b− a.

Beweis. Nach Definition besitzt die Menge Lτ,n[a, b] genau die Laces mit n
Kanten aus Vτ [a, b]. Da es keine Laces gibt, die in Ja, bK mehr als b − a Kanten
besitzen, ist Jτ,n[a, b] = 0 für alle n > b− a.

5.2.3 Ableitung einer Formel für Gz(0, x; τ)

Lemma 5.2.22 [MS96] Für a ∈ N gilt:

Jτ [a, a + 1] = 0.

Beweis. In der Menge {a, a+1} gibt es genau einen Lace, nämlich Lτ [a, a+1] =
{a, a + 1}. Weiterhin ist Ua,a+1(w) = 0 für alle Irrfahrten w, weil eine Irrfahrt
nach zwei hintereinanderliegenden Zeitpunkten nicht an ein und demselben Ort
sein kann. Damit folgt Jτ [a, a+ 1] = 0.

Satz 5.2.23 [MS96] Für alle a < b gilt:

Kτ [a, b] = Kτ [a+ 1, b] +

b∑

j=a+2

Jτ [a, j]Kτ [j, b].

Beweis. Der Term Kτ [a + 1, b] berücksichtigt nur die G-Graphen X, für die a
nicht in einer Kante von X enthalten ist. Der andere Teil ergibt sich, indem wir
alle stark zusammenhängenden G-Graphen die eine Kante besitzen, die a enthält,
hinzunehmen. Dies erfolgt durch den Term

∑

X∈ Gτ [a,j]

∏

st∈X

Ust, a+ 2 ≤ j ≤ b.

Die Summierung beginnt erst ab j > a+2, da nach Lemma 5.2.22 Ua,a+1(w) = 0
ist. Wir erhalten somit

Kτ [a, b] = Kτ [a+ 1, b] +
b∑

j=a+2

∑

X∈Gτ [a,j]

∏

st∈X

UstKτ [j, b].

Der Term Kτ [j, b] berücksichtigt alle G-Graphen, die im verbleibenden Intervall
Jj, bK liegen. Durch Einsetzen der Definition für Jτ [a, j] erhalten wir das Ergebnis.
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Definition 5.2.24 Es sei

Π(n)
z (0, x; τ) := (−1)n

∑

w: 0→x
|w|≥1

z|w|Jτ,n[0, |w|]

und

Πz(0, x; τ) : =
∞∑

n=1

(−1)nΠ(n)
z (0, x; τ)

=
∑

w: 0→x
|w|≥1

z|w|Jτ [0, |w|].

Zur Wiederholung, es sei Ω die Menge der adjazenten Punkte des Ursprungs 0
des Zd.

Satz 5.2.25 [MS96] Für x ∈ Zd und τ ∈ N gilt

Gz(0, x; τ) = δ0,x + z
∑

y∈Ω

Gz(y, x; τ) +
∑

v∈Zd

Πz(0, v; τ)Gz(v, x; τ).

Beweis. Durch Anwendung der Definition für Kτ [a, b] in (5.6) erhalten wir

Gz(0, x; τ) = δ0,x +
∑

w: 0→x
|w|≥1

z|w|Kτ [0, |w|].

Durch Verwendung von Satz 5.2.23 folgt:

Gz(0, x; τ) = δ0,x +
∑

w: 0→x
|w|≥1

z|w|Kτ [1, |w|] +
∑

w: 0→x
|w|≥1

z|w|

|w|∑

j=2

Jτ [0, j]Kτ [j, |w|].

Der Faktor Kτ [1, |w|] ist dann von null verschieden, wenn die Irrfahrt selbstver-
meidend (mit Gedächtnislänge τ) nach dem ersten Schritt ist. Durch Summierung
über alle y ∈ Ω im ersten Schritt ergibt

Gz(0, x; τ) = δ0,x + z
∑

y∈Ω

Gz(y, x; τ) +
∑

w: 0→x
|w|≥1

z|w|

|w|∑

j=2

Jτ [0, j]Kτ [j, |w|]

= δ0,x + z
∑

y∈Ω

Gz(y, x; τ) +

∞∑

N=1

zN
∑

w: 0→x
|w|=N

|w|∑

j=2

Jτ [0, j]Kτ [j, N ].
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Durch Vertauschen der Summationsreihenfolge folgt

Gz(0, x; τ) = δ0,x + z
∑

y∈Ω

Gz(y, x; τ) +

∞∑

j=2

zj

∞∑

N=j

zN−j
∑

w: 0→x
|w|=N

Jτ [0, j]Kτ [j, N ]

= δ0,x + z
∑

y∈Ω

Gz(y, x; τ) +
∞∑

j=2

zjJτ [0, j]
∞∑

N=j

zN−j
∑

w: 0→x
|w|=N

Kτ [j, N ]

= δ0,x + z
∑

y∈Ω

Gz(y, x; τ) +
∞∑

j=2

zjJτ [0, j]
∞∑

N=0

zN
∑

w: 0→x
|w|=j+N

Kτ [j, j +N ]

= δ0,x + z
∑

y∈Ω

Gz(y, x; τ) +

∞∑

j=2

zjJτ [0, j]
∑

w: 0→x
|w|≥j

z|w|−jKτ [j, |w|].

Da Jτ [a, a+1] = 0 nach Lemma 5.2.22 ist, kann die Summierung bereits bei j = 1
beginnen. Durch Aufspalten der letzten Summe erhalten wir

Gz(0, x; τ) = δ0,x + z
∑

y∈Ω

Gz(y, x; τ) +

∞∑

j=1

zjJτ [0, j]

·
∑

v∈Zd

∑

w(1): 0→v

|w(1)|=j

∑

w(2): v→x

|w(2) |≥0

z|w
(2)|Kτ [0, |w(2)|].

Durch Einsetzen von Gz(v, x; τ) folgt

Gz(0, x; τ) = δ0,x + z
∑

y∈Ω

Gz(y, x; τ) +
∑

v∈Zd

∞∑

j=1

zjJτ [0, j]
∑

w(1): 0→v

|w(1) |=j

Gz(v, x; τ)

= δ0,x + z
∑

y∈Ω

Gz(y, x; τ) +
∑

v∈Zd

∑

w(1): 0→v

|w(1)|≥1

z|w
(1)|Jτ [0, |w(1)|]Gz(v, x; τ).

Unter Verwendung der Definition von Πz(0, v; τ) erhalten wir das Ergebnis

Gz(0, x; τ) = δ0,x + z
∑

y∈Ω

Gz(y, x; τ) +
∑

v∈Zd

Πz(0, v; τ)Gz(v, x; τ).

Beispiel 5.2.26 Wir wollen die erzeugende Funktion Gz(0, x; τ) für x ∈ Zd\{0}
mit der Gedächtsnislänge τ = 2 aufstellen.
Es sei w eine Irrfahrt, bei Gedächtnislänge von zwei enthalten die Laces alle
Kanten der Länge zwei aus dem Interval J0, |w|K, es gilt

J2,n[0, |w|](w) =

{ ∏|w|−2
s=0 Us,s+2(w), falls |w| = n+ 1

0, sonst
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und J2[0, |w|](w) =
∏|w|−2

s=0 Us,s+2(w) für alle |w| ≥ 2. Nach Satz 5.2.25 folgt

Gz(0, x; 2) = z
∑

y∈Ω

Gz(y, x; 2) +
∑

v∈Zd

Πz(0, v; 2)Gz(v, x; 2)

= z
∑

y∈Ω

Gz(y, x; 2) +
∑

v∈Zd

∑

w: 0→v
|w|≥1

z|w|J2[0, |w|](w)Gz(v, x; 2).

Wegen J2[0, 1] = 0 erhalten wir

Gz(0, x; 2) = z
∑

y∈Ω

Gz(y, x; 2) +
∑

v∈Zd

∑

w: 0→v
|w|≥2

z|w|

|w|−2∏

s=0

Us,s+2(w)Gz(v, x; 2)

= z
∑

y∈Ω

Gz(y, x; 2) +
∑

v∈Zd

∑

w: 0→v
w(s)=w(s+2)
∀s∈J0,|w|−2K

|w|≥2

z|w|(−1)|w|−1Gz(v, x; 2)

= z
∑

y∈Ω

Gz(y, x; 2) −
∑

v∈Zd

∑

w: 0→v
w(s)=w(s+2)
∀s∈J0,|w|−2K

|w|≥2

(−z)|w|Gz(v, x; 2).

Da wir nur über alle Irrfahrten w von 0 nach v mit |w| ≥ 2 summieren, für die

w(s) = w(s+ 2), ∀s ∈ J0, |w| − 2K

gilt, kann v nur Element aus Ω ∪ {0} sein. Somit folgt:

Gz(0, x; 2) = z
∑

y∈Ω

Gz(y, x; 2) − 2d

∞∑

N=0

z2N+2Gz(0, x; 2) +
∑

v∈Ω

∞∑

N=0

z2N+3Gz(v, x; 2)

= z
∑

y∈Ω

Gz(y, x; 2) − 2d
z2

1 − z2
Gz(0, x; 2) +

∑

v∈Ω

z3

1 − z2
Gz(v, x; 2)

=
z

1 − z2

∑

y∈Ω

Gz(y, x; 2)− 2d
z2

1 − z2
Gz(0, x; 2).

Durch Umstellen nach Gz(0, x; 2) erhalten wir

Gz(0, x; 2) =
z

1 − z2 + 2dz2

∑

y∈Ω

Gz(y, x; 2).

Bemerkung 5.2.27

1. Die Lace Expansion wurde von Brydges und Spencer [BS85] eingeführt. Sie
untersuchten damit schwache selbstvermeidende Irrfahrten, das sind Irr-
fahrten, bei denen der Faktor 1 + Ust durch 1 + λUst mit 0 ≤ λ ≤ 1 ersetzt
wird.

2. Eine Anwendung der Lace Expansion ist die Cluster Expansion in der stati-
stischen Mechanik und in der Quantenfeldtheorie, siehe dazu auch [Bry86].



Kapitel 6

Anwendung der Lace Expansion

In diesem Kapitel werden Anwendungen der Lace Expansion diskutiert. Im ersten
Teil wird die Expansion für die erzeugende Funktion von Gitterbäumen hergelei-
tet. Im zweiten Teil wird eine ähnliche Ableitung für die Expansion der erzeu-
genden Funktion von Gittertieren gezeigt. Wir verwenden hierzu die Darstellung
von Madras und Slade [MS96].

6.1 Expansion für Gitterbäume

Definition 6.1.1 Ein Gitterbaum ist ein kreisfreier zusammenhängender Teil-
graph des Zd. Falls x ∈ Zd ein Endpunkt einer Kante in T ist, schreibt man
x ∈ T . Die Anzahl der Kanten in einem Baum T sei |T |.

Definition 6.1.2 Die erzeugende Funktion für Gitterbäume T sei definiert durch

GT
z (x, y) :=

∑

T 3x,y

z|T |, x, y ∈ Zd.

Im Folgenden stellen wir die Expansion für die erzeugende Funktion GT
z (x, y) in

analoger Weise wie bei den selbstvermeidenden Irrfahrten auf. Dazu führen wir
zunächst noch einige Definitionen ein.

Definition 6.1.3 [MS96] Es seien x, y ∈ Zd und ein Gitterbaum T 3 x, y gege-
ben. Der Weg, welcher aus Kanten von T besteht, die x und y verbinden, nennt
man T-Rückgrat βT (x, y) von T . Die Knoten im T-Rückgrat werden von x nach
y mit βT (0) = x bis βT (n) = y bezeichnet. Beim Entfernen der Kanten im T-
Rückgrat zerfällt der Gitterbaum T in n+1 disjunkte Bäume R0, . . . , Rn, welche
als T-Rippen bezeichnet werden.

Die Abbildung 6.1 zeigt einen Gitterbaum T mit einem Weg der Länge n zwischen
den Punkten x und y.

49
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βT (0) = x

βT (1)

βT (n) = y

R0

Rn

Abbildung 6.1: Gitterbaum

Definition 6.1.4 Gegeben sei die Menge R := {R0, . . . , Rn} von n+ 1 Bäumen
Ri ⊆ Zd und s, t ∈ J0, nK. Dann seien

UT
st(R) :=

{
−1, falls Rs und Rt einen gemeinsamen Punkt besitzen

0, falls Rs und Rt keinen gemeinsamen Punkt besitzen

und |Ri| die Anzahl der Kanten in Ri.

Lemma 6.1.5 Für x ∈ Zd gilt

GT
z (0, x) =

∑

w: 0→x

z|w|




|w|∏

i=0

∑

Ri3w(i)

z|Ri|


 ∏

0≤s<t≤|w|

(1 + UT
st(R)).

Beweis. Jede der inneren Summen über Ri ist eine Summe über Bäume, die
w(i) enthalten, dabei ist R = (R0, . . . , R|w|). Die äußere Summe über w ist die
Summe über alle gewöhnlichen Irrfahrten von 0 nach x. Irrfahrten, welche nicht
selbstvermeidend sind, liefern den Wert 0.

Definition 6.1.6 Ein G-Graph X ⊆ V [a, b] heißt schwach zusammenhän-

gender G-Graph, falls a und b Endpunkte von Kanten in X sind und wenn
es für alle c ∈ (a, b) Elemente s, t ∈ Ja, bK gibt, sodass für s < c < t entweder
{s, t} ∈ X oder {s, c} ∈ X und {c, t} ∈ X gilt.

Beispiel 6.1.7 Der G-Graph

X = {{0, 3}, {3, 5}} ⊂ V [0, 5]

ist schwach zusammenhängend, aber nicht stark zusammenhängend.
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Ls
X

X
a b

a b

Abbildung 6.2: G-Graph X und semi-Minimal Lace Ls
X

Definition 6.1.8 Ein semi-Lace ist ein schwach zusammenhängender G-Graph,
bei dem durch Entfernen einer Kante der G-Graph nicht mehr schwach zusam-
menhängend ist.

Definition 6.1.9 Es sei X ⊆ V [a, b] ein schwach zusammenhängender G-Graph,
dann sei s1 := a und t1 := max{t | at ∈ X} und weiter

ti := max{t | st ∈ X, s ≤ ti−1},
si := min{s | sti ∈ X}, i ≥ 2.

Das Rekursionsende ist tk = b. Der semi-Minimal Lace Ls
X zu X ist definiert

durch die Menge der Kanten {s1t1, s2t2, . . . , sk, tk}.
Die Abbildung 6.2 zeigt einen G-GraphenX und den dazugehörigen semi-Minimal
Lace Ls

X .

Bemerkung 6.1.10 Der semi-Minimal Lace ist nur für schwach zusammenhän-
gende G-Graphen X definiert. Damit ist Ls

X stets schwach zusammenhängend.

Definition 6.1.11 Es sei R eine Menge von Bäumen im Zd und a, b ∈ N mit
0 ≤ a < b ≤ |R|. Dann sei L[a, b] := Lb−a[a, b],

C(X) := {st ∈ V [a, b]\X | Ls
X∪{st} = X},

K[a, b](R) :=
∏

st∈V [a,b]

(1 + UT
st(R)),

J [a, b](R) :=
∑

X∈L[a,b]

∏

st∈X

UT
st(R)

∏

s′t′∈C(X)

(1 + UT
s′t′(R))

und K[a, a](R) := J [a, a](R) := 1.

Zur Vereinfachung der Notation lassen wir im Folgenden das Argument R von
K[a, b](R) und J [a, b](R) weg.
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Lemma 6.1.12 Für alle b ≥ 1 gilt:

K[0, b] = K[1, b] +
b−1∑

a=1

J [0, a]K[a+ 1, b] + J [0, b].

Beweis. Dieses Ergebnis folgt aus Lemma 5.2.23 mit Ersetzung von stark zu-
sammenhängend durch schwach zusammenhängend.

Es sei wieder Ω die Menge der adjazenten Punkte des Ursprungs des Zd. Ein Paar
{x, y} mit x, y ∈ Zd und y−x ∈ Ω ist damit eine Kante des Zd. Nun präsentieren
wir die Expansion für Gitterbäume.

Satz 6.1.13 [MS96] Für x ∈ Zd gilt:

GT
z (0, x) = δ0,xg

T
z + ΠT

z (0, x) + zgT
z

∑

u∈Ω

GT
z (u, x) + z

∑

(u,v)∈E(Zd)

ΠT
z (0, u)GT

z (v, x)

mit

gT
z :=

∑

T30

z|T |,

ΠT
z (0, x) :=

∑

w: 0→x
|w|≥1

z|w|




|w|∏

i=0

∑

Ri3w(i)

z|Ri|


 J [0, |w|].

Beweis. Durch Anwendung von Lemma 6.1.12 auf

GT
z (0, x) =

∑

w: 0→x

z|w|




|w|∏

i=0

∑

Ri3w(i)

z|Ri|


K[0, |w|]

erhalten wir

GT
z (0, x) =

∑

R030

z|R0|δ0,x +
∑

w: 0→x
|w|≥1

z|w|




|w|∏

i=0

∑

Ri3w(i)

z|Ri|


K[1, |w|]

+
∑

w: 0→x
|w|≥2

z|w|




|w|∏

i=0

∑

Ri3w(i)

z|Ri|




|w|−1∑

a=1

J [0, a]K[a + 1, |w|]

+
∑

w: 0→x
|w|≥1

z|w|




|w|∏

i=0

∑

Ri3w(i)

z|Ri|


 J [0, |w|].
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Der erste und der letzte Term auf der rechten Seite kann als gT
z δ0,x und ΠT

z (0, x)
geschrieben werden. Für den zweiten Term folgt:

∑

w: 0→x
|w|≥1

z|w|




|w|∏

i=0

∑

Ri3w(i)

z|Ri|


K[1, |w|] =

∑

R030

z|R0|z
∑

u∈Ω

GT
z (u, x)

= zgT
z

∑

u∈Ω

GT
z (u, x).

Im dritten Term zerlegen wir w in zwei Teilwege w1 von 0 nach u und in einen
Weg w2 von v nach x. Damit erhalten wir

∑

w: 0→x
|w|≥2

z|w|




|w|∏

i=0

∑

Ri3w(i)

z|Ri|




|w|−1∑

a=1

J [0, a]K[a + 1, |w|]

= z
∑

(u,v)∈E(Zd)

∑

w1: 0→u

|w1|≥1

z|w1|




|w1|∏

i=0

∑

Ri3w1(i)

z|Ri|


 J [0, |w1|]

×
∑

w2: v→x

|w2|≥0

z|w2|




|w2|∏

i=0

∑

Ri3w2(i)

z|Ri|


K[0, |w2|]

= z
∑

(u,v)∈E(Zd)

ΠT
z (0, u)GT

z (v, x).

6.2 Expansion für Gittertiere

Definition 6.2.1 Ein Gittertier A ist ein zusammenhängender Teilgraph des
Zd. Falls x ∈ Zd ein Endpunkt einer Kante in A ist, schreibt man x ∈ A. Die
Anzahl der Kanten in einem Gittertier A sei |A|.
Wir wollen nun analog wie bei Gitterbäumen, nur mit ein wenig abgeänderter
Definitionen, die Expansion für die erzeugende Funktion für Gittertiere herleiten.
Die Modifikationen der Definitionen sind notwendig, da es bei Gittertieren im
Allgemeinen nicht nur einen Weg zwischen zwei Punkten x, y ∈ Zd gibt.

Definition 6.2.2 [MS96] Sei A ein Gittertier mit x, y ∈ A. Eine Kantenfolge
zwischen x und y heißt Doppelverbindung, falls zwei disjunkte (teilen sich kei-
ne gemeinsame Kante) selbstvermeidende Irrfahrten in A zwischen x und y exi-
stieren oder x = y gilt. Eine Kante {u, v} in A heißt Hauptkante oder Brücke

zwischen x und y, falls bei der Entfernung dieser Kante das Gittertier in zwei
zusammenhängende Teilgraphen zerfällt, mit x in der einen und y in der anderen
Teilgraphen.



KAPITEL 6. ANWENDUNG DER LACE EXPANSION 54

D0

y

x

D2D1

Abbildung 6.3: Gittertier

Definition 6.2.3 Die erzeugende Funktion für Gittertiere A sei definiert durch

GA
z (x, y) :=

∑

A3x,y

z|A|, x, y ∈ Zd.

Definition 6.2.4 [MS96] Gegeben seien zwei Punkte x, y ∈ Zd und ein Gittertier
A 3 x, y. Das A-Rückgrat von A ist die Menge aller Hauptkanten in dem Weg
zwischen x und y. Es entstehen zusammenhängende Graphen, nachdem das A-
Rückgrat aus dem Gittertier A entfernt wurde, man nennt sie A-Rippen Di von
A.

Bemerkung 6.2.5 Im Allgemeinen sind hier A-Rückgrat im Gegensatz zu den
T-Rückgrat im vorigen Abschnitt nicht zusammenhängend.

Definition 6.2.6 Die Menge aller Gittertiere, die eine Doppelverbindung zwi-
schen x und y besitzen, sei Dx,y. Wir definieren

gA
z (x, y) :=

∑

D∈Dx,y

z|D|.

In Abbildung 6.3 ist ein Gittertier A dargestellt mit x, y ∈ A. Dieses Gittertier
besitzt zwei A-Rückgrate (fett gedruckte Kanten). Falls diese entfernt werden,
zerfällt das Gittertier A in drei A-Rippen D0, D1, D2.

Definition 6.2.7 Es seien D := {D0, D1, . . . , Dn} eine Menge von A-Rippen
und s, t ∈ J0, nK. Dann sei

UA
st(D) :=

{
−1, falls Ds und Dt einen gemeinsamen Punkt besitzen

0, falls Ds und Dt keinen gemeinsamen Punkt besitzen.
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Definition 6.2.8 Es sei x ∈ Zd und

B := ((u1, v1), . . . , (un, vn))

eine endliche geordnete Tupel von gerichteten Kanten des Zd sowie v0 := 0 und
u|B|+1 := x.

Lemma 6.2.9 Es sei B eine Menge, welche die Voraussetzungen der vorange-
henden Definition erfüllt. Dann gilt für x ∈ Zd

GA
z (0, x) =

∑

B:|B|≥0

z|B|




|B|∏

i=0

∑

Di∈Dvi,ui+1

z|Di|


 ∏

0≤s<t≤|B|

(1 + UA
st(D)).

Beweis. Diese Formel folgt mit analogen Überlegungen wie bei Gitterbäumen.
Wir ersetzen dort alle Irrfahrten w von 0 nach x durch die Menge B aller gerich-
teten Kanten von 0 nach x. Die innere Summe läuft dann über alle Doppelver-
bindungen zwischen vi nach ui+1.

Zur Vereinfachung der Notation ersetzen wir in Definition 6.1.11 in K[a, b] und
J [a, b] die Variable UT

st(R) durch UA
st(D).

Satz 6.2.10 [MS96] Für x ∈ Zd gilt

GA
z (0, x) = gA

z (0, x) + ΠA
z (0, x) + zgA

z (0, u)
∑

(u∈Ω

GA
z (u, x)

+ z
∑

(u,v)∈E(Zd)

ΠA
z (0, u)GA

z (v, x)

mit

ΠA
z (0, x) :=

∑

B:|B|≥1

z|B|




|B|∏

i=0

∑

Di∈Dvi,ui+1

z|Di|


 J [0, |B|]].

Beweis. Durch Anwendung von Lemma (6.1.12) auf

GA
z (0, x) =

∑

B:|B|≥0

z|B|




|B|∏

i=0

∑

Di∈Dvi,ui+1

z|Di|


K[0, |B|]
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ergibt sich

GA
z (0, x) =

∑

D∈D0,x

z|D| +
∑

B:|B|≥1

z|B|




|B|∏

i=0

∑

Di∈Dvi,ui+1

z|Di|


K[1, |B|]

+
∑

B:|B|≥2

z|B|




|B|∏

i=0

∑

Di∈Dvi,ui+1

z|Di|




|B|−1∑

a=1

J [0, a]K[a + 1, |B|]

+
∑

B:|B|≥1

z|B|




|B|∏

i=0

∑

Di∈Dvi,ui+1

z|Di|


 J [0, |B|].

Der erste und der letzte Term auf der rechten Seite kann als gA
z (0, x) und ΠA

z (0, x)
geschrieben werden. Für den zweiten Term folgt:

∑

B:|B|≥1

z|B|




|B|∏

i=0

∑

Di∈Dvi,ui+1

z|Di|


K[1, |B|] =

∑

D∈D0,u

z|D|z
∑

u∈Ω

GA
z (u, x)

= zgA
z (0, u)

∑

u∈Ω

GA
z (u, x).

Im dritten Term zerlegen wir B in zwei Teilwege B1 von 0 nach u und in einen
Weg B2 von v nach x. Damit erhalten wir

∑

B:|B|≥2

z|B|




|B|∏

i=0

∑

Di∈Dvi,ui+1

z|Di|




|B|−1∑

a=1

J [0, a]K[a+ 1, |B|]

= z
∑

(u,v)∈E(Zd)

∑

B1:|B1|≥1

z|B1|




|B1|∏

i=0

∑

Di∈Dvi,ui+1

z|Di|


 J [0, |B1|]]

×
∑

B2:|B2|≥0

z|B2 |



|B2|∏

i=0

∑

Di∈Dvi,ui+1

z|Di|


K[0, |B2|]]

= z
∑

(u,v)∈E(Zd)

ΠA
z (0, u)GA

z (v, x).



Kapitel 7

Komplexität des Anzahlproblems

Die Komplexitätstheorie klassifiziert algorithmische Probleme gemäß ihres Be-
darfes an Berechnungsressourcen, z.B. Rechenzeit oder Speicherplatz. Ziel ist, für
ein spezielles Problem ein effizientes Verfahren anzugeben oder zu zeigen, dass
kein effizientes Verfahren existiert.
Wir stellen im Kapitel 7.1 zunächst einige wichtige Komplexitätsklassen vor. Im
nächsten Abschnitt ordnen wir das Problem der Bestimmung der Anzahl aller
selbstvermeidenden Irrfahrten der Länge N zwischen zwei Punkten x, y ∈ Z2 in
diese Komplexitätsklassen ein.

7.1 Wichtige Komplexitätsklassen

7.1.1 Entscheidungsprobleme

Definition 7.1.1 Eine Instanz eines Problems ist ein spezieller Parametersatz
für alle Variablen dieses Problems, sodass eine exakt definierte Aufgabe entsteht.
Es sei TA(I) die Anzahl der elementaren Rechenschritte, die der Algorithmus A
für die Lösung eines Problems mit der gegebenen Instanz I benötigt. Mit |I|
bezeichnet man die Größe der Instanz I und mit

TA(n) := max{TA(I)| |I| = n}

die worst case complexity.

Bemerkung 7.1.2 Die Größe einer Instanz kann die Anzahl der Variablen, die
Dimension einer Matrix oder auch die Anzahl der Knoten oder Kanten eines
Graphen sein.

Definition 7.1.3 Es seien f, g : N → R zwei reellwertige Funktionen. Man
schreibt

f(n) = O(g(n)),

57
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wenn Konstanten n0 ∈ N und C ∈ R
+ existieren, sodass

|f(n)| ≤ C|g(n)|, ∀n ≥ n0

gilt.

Ein Problem heißt Entscheidungsproblem, falls die Lösung des Problems entweder
Ja oder Nein bedeutet. Entscheidungsprobleme sind beispielsweise die Fragen
danach, ob ein Graph einen Hamiltionkreis besitzt oder eine natürliche Zahl eine
Primzahl ist.

Bemerkung 7.1.4 Im Folgenden werden wir ein Problem und eine Sprache mit
einander identifizieren. So gehören beispielsweise alle natürlichen Zahlen n ≥ 2,
die nur die Teiler 1 und n besitzen zur Sprache Lp der Primzahlen. Ein Entschei-
dungsproblem für eine natürliche Zahl n lautet dann: Ist n ∈ Lp?

Definition 7.1.5 Ein Entscheidungsproblem bzw. Sprache heißt polynomial

lösbar, wenn ein Algorithmus der Komplexität O(nk) mit k ∈ R
+ für seine Lö-

sung existiert. Die Menge aller in polynomialer Zeit lösbaren Probleme bezeichnet
man mit P.

Definition 7.1.6 Es sei NP die Menge aller Sprachen mit der Eigenschaft, dass
sämtliche Ja-Instanzen (Instanzen, für die die Lösung des Entscheidungsproblem
Ja lautet) einen in polynomialen Zeit verifizierbaren Beweis besitzen.

Bemerkung 7.1.7 Streng formal definiert man die Komplexitätsklassen P und
NP mittels deterministischer bzw. nichtdeterministischer Turingmaschinen. Da
hier nur eine kurze Einführung zum Thema Komplexitätstheorie gegeben wird,
wollen wir mit den vereinfachten Definitionen von P und NP arbeiten. Wir ver-
weisen für weitergehende Informationen auf die einschlägige Literatur, wie bei-
spielsweise Garey, Johnson [GJ79] und Schöning [Sch01].

Definition 7.1.8 Seien L1 ⊆ Σ∗ und L2 ⊆ Γ∗ Sprachen über den Alphabeten Σ∗

und Γ∗. Dann heißt L1 auf L2 polynomial reduzierbar, symbolisch L1 ≤p L2,
falls es eine mit polynomialer Komplexität berechenbare Funktion f : Σ∗ → Γ∗

gibt, sodass für alle x ∈ Σ∗ gilt:

x ∈ L1 ⇔ f(x) ∈ L2.

Definition 7.1.9 Eine Sprache L1 heißt NP-schwer, falls jede Sprache
L2 ∈ NP in polynomialer Zeit auf L1 reduzierbar ist (L2 ≤p L1). Die Sprache
L1 heißt NP-vollständig, falls L1 NP-schwer und L1 ∈ NP ist. Die Menge aller
NP-vollständigen Probleme bezeichnet man mit NPC.

Lemma 7.1.10 Falls L1 ≤p L2 und L2 ≤p L3 gilt, folgt daraus L1 ≤p L3.
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P

NPC

NP

NP−schwer

Abbildung 7.1: Komplexitätsklassen

Beweis. Es seien L1, L2, L3 Sprachen über den Alphabeten Σ∗
1,Σ

∗
2,Σ

∗
3 und

f1 : Σ∗
1 → Σ∗

2 und f2 : Σ∗
2 → Σ∗

3 polynomiale Transformationen von L1 nach L2

bzw. L2 nach L3. Dann sei die Funktion f : Σ∗
1 → Σ∗

3 definiert durch
f(x) = f2(f1(x)), ∀x ∈ Σ∗

1, eine Transformation von L1 nach L3. Es gilt f(x) ∈ L3

genau dann, wenn x ∈ L1. Die Transformation f ist polynomial, da die Summe
zweier hintereinander ausgeführter polynomialer Transformationen wieder eine
polynomiale Transformation ist.

Bemerkung 7.1.11 Es gilt trivialerweise P ⊆ NP (Abbildung 7.1), aber ob
die beiden Komplexitätsklassen gleich oder echt ineinander enthalten sind, ist
unbekannt. Dieses Problem wird auch das P-NP Problem genannt. Es ist eins
von sieben Problemen der Mathematik, für deren Lösung im Jahre 2000 vom Clay
Mathematics Institute eine Preisgeld in Höhe von 1.000.000 Dollar ausgesetzt
wurde. 1

Lemma 7.1.12 Falls L1 ≤p L2 und L2 ∈ P, so ist auch L1 ∈ P.

Beweis. Wenn L2 ∈ P, gibt es eine polynomiale Berechnungsvorschrift für L2. Da
nach Voraussetzung L1 ≤p L2 gilt, folgt, dass es eine polynomiale Transformation
von L1 nach L2 gibt. Die Summe beider Transfomationen ist wieder polynomial
und damit ist L1 ∈ P.

Satz 7.1.13 [Sch01] Sei A ∈ NPC. Dann gilt:

A ∈ P ⇔ P = NP.

Beweis. Sei A ∈ P und L ∈ NP beliebig. Da A nach Voraussetzung NP-
vollständig ist, gilt L ≤p A. Mit Anwendung von Lemma 7.1.12 folgt: L ∈ P.
Wegen L beliebig aus NP, folgt P=NP.
Sei umgekehrt P=NP angenommen. Da A ∈ NP, ist auch A ∈ P.

Satz 7.1.14 [Sch01] Es seien L1, L2 ∈ NP, L1 NP-vollständig und L1 ≤p L2.
Dann ist L2 NP-vollständig.

1siehe dazu www.claymath.org
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Beweis. Da L2 ∈ NP, brauchen wir nur die Definition der NP-Vollständigkeit
anzuwenden und zu zeigen, dass für alle L′ ∈ NP gilt: L′ ≤p L2. Nach Voraus-
setzung ist L1 ∈ NPC, daraus folgt L′ ≤p L1. Wegen L1 ≤p L2 und mit der
Eigenschaft der Transititität von ≤p folgt L′ ≤p L2.

Bemerkung 7.1.15

1. Aus Satz 7.1.13 folgt, wenn es zu einem NP-vollständigen Problem einen
polynomialen Algorithmus gibt, kann jedes Problem in NP in polynomialer
Zeit gelöst werden.

2. Der Satz 7.1.14 liefert uns eine Methode zum Nachweis der NP-Vollständig-
keit eines Problems. Falls man von einem Problem A nachweist, dass es
die Eigenschaft der NP-Vollständigkeit erfüllt, kann dieses dazu genutzt
werden, um weitere NP-vollständige Probleme zu finden. Die allgemeinen
Schritte zum Nachweis, dass ein Problem A NP-vollständig ist, sind dann
die Folgenden:

(a) Nachweis, dass A ∈ NP ist.

(b) Auswahl eines bekannten NP-vollständigen Problems B.

(c) Konstruktion einer Transformation f von B zu A.

(d) Nachweis, dass f eine polynomiale Transfomation ist.

Beispiel 7.1.16 [Sch01] Die Folgenden Probleme sind NP-vollständig:

• Gegeben sei eine aussagenlogische Formel F , d.h. eine Formel mit Variablen
xi bzw. ¬xi (¬ - Negation) die mittels ∨ und ∧ verküpft sind. Gibt es eine
Belegung der Variablen von F mit Konstanten aus {0, 1}, sodass F den
Wert 1 erhält? 2

• Gegeben sei ein Graph G. Besitzt G einen Hamilton-Kreis?

• Gegeben seien natürliche Zahlen a1, a2, . . . ak ∈ N und b ∈ N. Gibt es eine
Teilmenge I ⊆ {1, 2, . . . , k} mit

∑
i∈I ai = b? (Rucksack Problem)

7.1.2 Zählprobleme

Ein Zählproblem ist ein Problem, bei dem die Anzahl der Lösungen für eine
gegebene Instanz I gesucht wird.

Definition 7.1.17 Es sei FP die Menge aller in polynomialer Zeit lösbaren Zähl-
probleme. Die Komplexitätsklasse #P ist die Menge aller Zählprobleme der Form
f(x), sodass das Entscheidungsproblem f(x) = 0 in NP liegt.

2Dies war das erste NP-vollständige Problem, bekannt als das Erfüllbarkeitsproblem der
Aussagenlogik.
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Definition 7.1.18 Ein Problem A heißt #P-schwer, falls jedes Problem
A′ ∈ #P in polynomialer Zeit auf A reduzierbar ist. Das Problem A heißt #P-

vollständig, falls A #P-schwer ist und A ∈ #P .

Beispiel 7.1.19 [Wel93] Die Folgenden Probleme sind #P-vollständig:

• Gegeben sei ein Graph G. Wie viele Hamiltonkreise besitzt G?

• Gegeben sei eine aussagenlogische Formel F . Wie viele Belegungen der Va-
riablen von F mit Konstanten aus {0, 1} gibt es, sodass F den Wert 1
erhält?

Bemerkung 7.1.20 Es gibt Entscheidungsprobleme in P, für die das dazu ge-
hörige Zählproblem nicht in polynomialer Zeit gelöst werden kann. Beispielsweise
ist die Bestimmung der Anzahl aller perfekten Matchings in einen bipartiten
Graphen #P-vollständig, aber das dazugehörige Entscheidungsproblem kann in
polynomialer Zeit gelöst werden. Weitere Beispiele findet man in Welsh [Wel93].
Falls also P=NP wäre, könnten alle Probleme in NP in polynomialer Zeit gelöst
werden, aber nicht alle Zählprobleme.

7.2 Beweis der #P-Vollständigkeit

Im Jahre 1979 bewies Valiant [Val79], dass die Berechnung der Anzahl aller s− t
Wege in ungerichteten und gerichteten Graphen #P schwer ist. Fraglich war, ob
auch die Bestimmung der Anzahl aller selbstvermeidenden Irrfahrten gegebener
Länge im zweidimensionalen Gitter in #P liegt. Liskiewicz, Ogihara und Toda
[LOT01] zeigten, dass die Berechnung der Anzahl der selbstvermeidenden Irrfahr-
ten gegebener Länge im zweidimensionalen Gitter #P-vollständig ist.

Zur Wiederholung, es sei cN,d(x, y) die Anzahl aller selbstvermeidenden Irrfahrten
der Länge N zwischen x und y im Zd.

Lemma 7.2.1 [∗] Es sei x, y ∈ Z2 und N ≥ 1. Das Entscheidungsproblem

cN,2(x, y) > 0

liegt in P.

Beweis. Im zweidimensionalen Gitter gibt es zwischen zwei Punkten x = (x1, x2)
und y = (y1, y2) stets mindestens eine selbstvermeidende Irrfahrt der Länge N ,
wenn die Bedingung

|x1 − y1| + |x2 − y2| + 2k = N

für ein k ∈ N erfüllt ist. Falls dies nicht der Fall ist, folgt cN,2(x, y) = 0.
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Abbildung 7.2: Biegung einer vertikalen Linie

Lemma 7.2.2 [LOT01] Das Problem der Anzahlbestimmung aller Hamiltonschen
Wege in planaren Graphen mit maximalem Knotengrad drei ist #P-vollständig.

Satz 7.2.3 [LOT01] Die folgenden Varianten des Problems der Bestimmung der
Anzahl aller selbstvermeidenden Irrfahrten im zweidimensionalen Gitter sind #P-
vollständig:

1. Die Bestimmung der Anzahl aller selbstvermeidenden Irrfahrten vom Ur-
sprung zu einem speziellen Punkt mit einer bestimmten Länge.

2. Die Bestimmung der Anzahl aller selbstvermeidenden Irrfahrten vom Ur-
sprung zu einem beliebigen Punkt mit einer bestimmten Länge.

3. Die Bestimmung der Anzahl aller selbstvermeidenden Irrfahrten zwischen
zwei Punkten mit einer bestimmten Länge.

4. Die Bestimmung der Anzahl aller selbstvermeidenden Irrfahrten vom Ur-
sprung zu einem speziellen Punkt mit einer beliebigen Länge.

5. Die Bestimmung der Anzahl aller selbstvermeidenden Irrfahrten vom Ur-
sprung zu einem beliebigen Punkt mit einer beliebigen Länge.

6. Die Bestimmung der Anzahl aller selbstvermeidenden Irrfahrten zwischen
zwei Punkten mit einer beliebigen Länge.

Beweis. Wir transformieren das Problem der Anzahlbestimmung aller Hamil-
tonscher Wege in einem planaren 3-regulären Graphen auf unser Problem der
Bestimmung aller selbstvermeidenden Irrfahrten im zweidimensionalen Gitter.
Wir zeigen hier nur die Aussagen 1-3.
Es ist bekannt, dass planare Graphen in polynomialer Zeit in das zweidimensio-
nale Gitter eingebettet werden können (siehe dazu [CP95]). Es sei G = (V,E) ein
planarer Graph mit maximalem Knotengrad drei und n := |V |. Wir konstruieren
einen Graphen G′ aus G mittels Hinzufügen zweier Knoten s′ und t′ und zweier
Kanten (s, s′) und (t, t′), s, t ∈ V (G). Auf diesen neuen Graphen G′ wenden wir
unseren Einbettungsalgorithmus an und erhalten damit eine Einbettung von G′

in das zweidimensionale Gitter.
Es sei U die Menge aller Bilder der Knoten von G in Bezug auf die Einbettung
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L

1 2 2I(e)

Abbildung 7.3: Konstruktion des Turms

von G′, und s′ besitze die Koordinaten (0,0) in der Einbettung. Das so entstan-
dene zweidimensionale Gitter bezeichnen wir mit E0.
Jetzt konstruieren wir ein zweidimensionales Gitter E1 wie folgt: Wir vergrößern
E0 mit dem Faktor vier. Wir ersetzen damit jeden Punkt (a, b) aus E0 durch
(4a, 4b) und jede Kante ((a, b), (a′, b′)) von E0 durch eine Kante der Länge vier
von (4a, 4b) nach (4a′, 4b′). Für jede Kante e ∈ E(G′), die eine gerade vertikale
Linie in E0 ist, fügen wir eine Biegung der folgenden Form ein:
Wir nehmen an, dass die gerade Linie von (a, b) nach (a′, b′) führt, mit b′ ≤ b− 4.
Dann ersetzten wir die Kante ((a, b − 1), (a, b − 2)) durch den Weg (Abbildung
7.2):

(a, b− 1), (a+ 1, b− 1), (a+ 2, b− 1), (a+ 3, b− 1),

(a + 3, b− 2), (a+ 2, b− 2), (a+ 1, b− 2), (a, b− 2).

Im Folgenden konstruieren wir aus dem Gitter E1 ein Gitter E2. Für alle Kanten
e ∈ E(G′) sei δ(e) die Länge des Weges, welcher e in E1 realisiert und

L := min{l | l = a2, a ∈ N, l ≥ n2, δ(e) ≤ l, ∀e ∈ E(G′)}.

Wir vergrößern nun E1 um den Faktor von L und bezeichnen das erhaltene Gitter
mit E∗

1 . Für alle Kanten e ∈ E(G′) sei δ∗(e) die Länge des Weges, welcher e in
E∗

1 darstellt. Die Längen dieser Wege sind gerade für alle Kanten e ∈ E(G′). Für
alle e ∈ E(G′) ist damit δ∗(e) ein Vielfaches von 2L.
Für jede Kante e aus G′ führen wir nun das Folgende durch: Wir wählen eine
horizontale Linie der Länge 2L + 1 aus, die einen Teil eines Weges von e in E∗

1

realisiert. Wir bezeichnen die 2L + 1 Kanten mit a(1), . . . , a(2L + 1) von links
nach rechts. Dann ist

I(e) :=
L2 − δ∗(e)

2L
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eine ganze Zahl. Wir ersetzen für alle i mit 1 ≤ i ≤ I(e) die Kante a(2i) durch
einen

”
Turm“ der Breite 1 und der Höhe L ausgehend von a(2i) (Abbildung 7.3).

Diese entstandene Konstruktion bezeichnen wir mit E2.
Jeder Turm vergrößert die Länge des Weges um 2L. Damit haben wir alle Kanten
e ∈ E(G′) durch einen Weg der Länge

δ∗(e) + 2L · I(e) = L2

realisiert. Da G′ genau n+ 2 Knoten besitzt, wird jeder Hamiltonsche Weg in G′

durch einen Weg in E2 der Länge

h := L2(n+ 1)

realisiert. Jeder Weg in E2 mit der Länge h entspricht einem Hamiltonschen
Weg in G′. Die Anzahl der selbstvermeidenden Irrfahrten in E2 mit der Länge h
entsprechen dann genau der Anzahl aller Hamiltonscher Wege in G′. Damit ist
die polynomiale Reduktion vom Hamiltonschen Weg auf die Aussagen 1, 2 und 3
hergestellt. Den Beweis der Aussagen 4-6 findet man in [LOT01].

Folgerung 7.2.4 [∗] Es sei N ≥ 1 und M ∈ N eine beliebige Konstante. Dann
ist das Entscheidungsproblem

cN,2(x, y) ≤M, (7.1)

#P-schwer und insbesondere NP-schwer.

Beweis. Wir nehmen an, wir können (7.1) in polynomialer Zeit lösen. Da
cN,2(x, y) ∈ Ic := J0, 4NK für alle N ≥ 1 ist, kann man mittels Intervallhalbie-
rung von Ic den Wert cN,2(x, y) bestimmen. Dazu benötigt man maximal O(N)
Schritte. Bei jedem Schritt löst man mit dem hypothetischen polynomialen Al-
gorithmus das Problem (7.1). Damit können wir cN,2(x, y) in polynomialer Zeit
bestimmen. Da dieses Problem aber #P-schwer ist, muss das Entscheidungspro-
blem cN,2(x, y) ≤M #P-schwer und insbesondere NP-schwer sein.

Definition 7.2.5 Eine geschlossene selbstvermeidende Irrfahrt der Länge
N im Zd ist eine Irrfahrt, die im Ursprung 0 des Zd startet und endet und in
dem dazwischenliegenden Teil die Eigenschaft der Selbstvermeidung erfüllt. Ein
selbstvermeidendes Polygon ist eine geschlossene selbstvermeidende Irrfahrt
im Z2. Als identisch gelten alle Polygone, die durch Translation auseinander her-
vorgehen. Es sei kN die Anzahl aller selbstvermeidenden Polygone der Länge N
im Z2, die nicht durch Translation auseinander hervorgehen.

Bemerkung 7.2.6 Selbstvermeidende Polygone treten nur in gerader Länge auf.
Die Abbildung 7.4 zeigt alle selbstvermeidenden Polygone der Länge 4, 6 und 8.

N 4 6 8 10 12 14 16 18
kN 1 2 7 28 124 588 2938 15268
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N = 4 N = 6

N = 8

Abbildung 7.4: Polygone der Länge N = 4, N = 6 und N = 8

Satz 7.2.7 [∗] Die Bestimmung der Anzahl aller selbstvermeidenden Polygone
der Länge N ist #P-vollständig.

Beweis. Es sei wieder Ω die Menge aller adjazenten Punkte des Ursprungs 0 im
Z2. Aus der Definition von kN folgt, dass 2N · kN die Anzahl aller geschlossenen
selbstvermeidenden Irrfahrten der Länge N im Z2 sind.
Da es genauso viele horizontale wie vertikale Kanten in jeder geschlossenen selbst-
vermeidenden Irrfahrt gibt, ist 2cN−1(0, x), x ∈ Ω die Anzahl aller geschlossenen
selbstvermeidenden Irrfahrten der Länge N , die entweder rechts oder links um
den Ursprung gehen. Damit erhalten wir

kN =
2

N
cN−1(0, x), x ∈ Ω.

Bemerkung 7.2.8 Die Bestimmung der Anzahl aller selbstvermeidenden Irr-
fahrten der Länge N vom Ursprung des zweidimensionalen Gitter ist nach Satz
7.2.3 #P-vollständig. Damit kann man aber nicht die Existenz einer Funktion
ψ(z) ausschließen, für die

C2(z) =
∑

N≥0

ψ(N)(0)

N !
zN

gilt, hierbei ist ψ(N)(z) die N -te Ableitung von ψ(z). Die Bestimmung der Koef-
fizienten der Taylorreihenentwicklung von ψ(z) muss damit aber #P-vollständig
sein. Fraglich ist, ob solche Funktionen mit dieser Eigenschaft überhaupt existie-
ren.



Thesen

Wir geben nun eine Zusammenfassung der in dieser Diplomarbeit enthaltenen
Ergebnisse.

1. Die Bestimmung der Anzahl aller selbstvermeidenden Irrfahrten gegebener
Länge im d-dimensionalen Gitter, zählt zu einem der schwierigsten Proble-
me der Enumerativen Kombinatorik.

2. Es existieren zur Zeit nur für Untergraphen des Zd erzeugende Funktionen
für die Anzahl aller selbstvermeidenden Irrfahrten.

3. Mit Hilfe von Automaten lassen sich erzeugende Funktionen für die Anzahl
aller Irrfahrten im Z2 ableiten, die keine Kurzzyklen enthalten. Mit dieser
Methode lassen sich obere Schranken für die Bindungskonstante ableiten.

4. Aus der Methode der Inklusion-Exklusion und der Lace Expansion kann eine
Formel für die erzeugende Funktion für die Anzahl aller selbstvermeidenden
Irrfahrten zwischen zwei Punkten x, y ∈ Zd aufgestellt werden.

5. Die Lace Expansion liefert ein Verfahren, mit deren Hilfe man die Expansion
für die erzeugende Funktion von Gitterbäumen und Gittertieren herleiten
kann.

6. Das Problem der Bestimmung aller selbstvermeidenden Irrfahrten der Län-
ge N zwischen zwei Punkten x, y ∈ Z2 ist #P-vollständig.
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Abkürzungen und Symbole

|M |, #M Mächtigkeit der Menge M
M Komplementmenge von M
Ja, bK geschlossenes ganzzahliges Intervall zwischen a, b ∈ Z

(a, b) offenes ganzzahliges Intervall zwischen a, b ∈ Z

{x, y} Kante zwischen Knoten x und y
‖x‖ Euklidische Norm
f(x) ∼ g(x) limx→∞ f(x)/g(x) = 1
◦ Verkettungsoperator zweier Irrfahrten
× Verkettungsoperator für Menge von Irrfahrten
\ Mengendifferenz
¬ Negation
∨ logisches Oder
∧ logisches Und
≤p polynomiale Reduktion von Sprachen
0 Ursprung des Zd

∅ leere Menge

A Automat
AS Menge aller Irrfahrten zw. 0 u. x ∈ Zd der Länge N , die im

Schritt S zur 0 zurückkehren und sonst selbstverm. sind
Ast Menge aller Irrfahrten w der Länge N zwischen 0 und x ∈ Zd

mit w(s) = w(t) für st ∈ Vτ [a, b], N ≥ b
A Gittertier
B geordnete Menge von gerichteten Kanten
Bτ [a, b] Menge aller Graphen mit Kanten aus Vτ [a, b]
βT (x, y) T-Rückgrat vom Gitterbaum T
c(G) Anzahl der Komponenten eines Graphen G
cN , cN,d Anz. der selbstv. Irrf. im Zd der Länge N vom Ursprung
cN(x, y), cN,d(x, y) Anz. der selbstv. Irrf. im Zd der Länge N zwischen x und y

c
J0,1K
N Anz. der selbstv. Irrf. in [0, 1] × (−∞,∞) der Länge N
Cd(z) Erzeugende Funktion für die Anzahl aller selbstvermeidenden

Irrfahrten vom Ursprung des Zd aus
CN , CN,d Menge aller selbstv. Irrf. im Zd der Länge N vom Ursprung
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CN (x, y) Menge aller selbstv. Irrf. im Zd der Länge N zw. x und y
C(X) Menge aller Kanten aus V [a, b] die mit L kompatibel sind
Cτ (X) Menge aller Kanten aus Vτ [a, b] die mit L kompatibel sind
Cl(I) Menge in der Abstract Lace Expansion
χ(A)(a) =1, falls a ∈ A; =0 sonst
δ Übergangsfunktion eines Automaten
δx,y Kroneckersymbol
Dτ [a, b] Menge aller nicht stark zusammenh. G-Graphen aus Bτ [a, b]
Di A-Rippe vom Gittertier
D Menge von A-Rippen
Dx,y Menge aller Gittertiere mit einer Doppelverb. zw. x und y
ε leeres Wort
E Einheitsmatrix
E(G) Kantenmenge eines Graphen G
F Menge der Endzustände eines Automaten
Fn n-te Fibonacci Zahl
G gerichteter oder ungerichteter Graph
G−e Graph, der durch Entfernen von Kante e aus G hervorgeht
G−v Graph, der durch Entfernen von Knoten v aus G hervorgeht
Gz(x, y) Erzeugende Funktion für die Anzahl aller selbstvermeidenen

Irrfahrten im Zd zwischen x und y
Gz(x, y; τ) Erzeugende Funktion für die Anz. aller Irrfahrten im Zd

zwischen x und y mit Gedächtnislänge τ
GA

z (x, y) Erzeugende Funktion für Gittertiere
GT

z (x, y) Erzeugende Funktion für Gitterbäume
Gτ [a, b] Menge aller stark zusammenhängende Graphen aus Bτ [a, b]
γ kritischer Exponent für cn
Γ Kelleralphabet
Γ(G, v) Menge der adjazenten Knoten von v im Graphen G
I Instanz eines Problems
Iab ={a, a+ 1, . . . , b− 1, b}
I[Aussage] =1, falls Aussage=Wahr; =0 sonst
Jτ [a, b], Jτ,n[a, b] selbstvermeidende Interaktion
Kτ [a, b] selbstvermeidende Interaktion
l(X) Lace Abbildung
L Sprache
L(A) Sprache eines Automaten A
LX Minimal G-Graph von X
Ls

X semi-Minimal Lace von X
L[a, b] Menge aller semi-Laces aus Bb−a[a, b]
Lτ [a, b] Menge aller Laces aus Bτ [a, b]
Lτ,n[a, b] Menge aller Laces aus Bτ [a, b] mit n Kanten
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µ Bindungskonstante
N Länge einer Irrfahrt
O(g(n)) Landau Symbol
P(V ) Menge aller Teilmengen der Menge V
P∗(V ) Menge aller nichtleeren Teilmengen der Menge V
Πz(0, x; τ) Zweipunkt Funktion in der Lace Expansion

Π
(n)
z (0, x; τ) Zweipunkt Funktion in der Lace Expansion

q0 Startzustand eines Automaten
Q Menge der Zustände eines Automaten
Ri T-Rippe vom Gitterbaum
R Menge von T-Rippen
st Kante von s nach t
sN(G, v) Anzahl der selbstvermeidenden Irrfahrten im Graphen G

der Länge N vom Knoten v
SN (x, y) Menge aller Irrfahrten der Länge N von x nach y
σ(A) Maß von A
Σ Alphabet
Σn Menge aller Wörter der Länge n über Σ
Σ∗ Menge aller Wörter über Σ
T Gitterbaum
TA(n) Worst case complexity
τ Gedächtnislänge
us Anzahl aller selbstvermeidenden Kreise der Länge S
U Grund bzw. Universalmenge
US Menge aller selbstvermeidenden Kreise der Länge S
Ust(w) = −1, falls w(s) = w(t); = 0 sonst
UA

st −1, falls Ds und Dt einen gem. Punkt besitzen; =0 sonst
UT

st −1, falls Rs und Rt einen gem. Punkt besitzen; =0 sonst
V [a, b] Menge aller Kanten aus I
Vτ [a, b] Menge aller Kanten aus I der Länge kleiner gleich τ
V (G) Knotenmenge eines Graphen G
w Irrfahrt
|w| Länge einer Irrfahrt w
Ω Menge aller adjazenten Punkte des Ursprungs
X G-Graph
Z0 Kellerstartsymbol
Zd d-dimensionales Gitter
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reguläre, 21

T-Rippen, 49
T-Rückgrat, 49

worst case complexity, 57
Wörter und Sprachen, 4

Zyklus, 7
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