Hochschule Aalen — Technik und Wirtschaft

Grundlagen der Mathematik

Skriptum des Sommersemesters 2020 mit Videolinks

Florian Worz
M. Sc. in Mathematik

Basierend auf dem Skript von Prof. Dr. Thomas Thierauf


https://bit.ly/GdM-Playlist

Hochschule Aalen — Technik und Wirtschaft

Disclaimer

Dies ist ein Skript zur Vorlesung ,Grundlagen der Mathematik” in den Bachelor-
Studiengangen Allgemeine Informatik, IT-Sicherheit, Medieninformatik, Software Engineering,
und Data Science, welche an der Hochschule Aalen von mir im Sommersemester 2020 als
Lehrbeauftragter gehalten wurde. Ich bin Herrn Prof. Dr. Thomas Thierauf zutiefst zu
Dank verpflichtet, da die urspriingliche Version des Skriptes auf ihn zuriickgeht.

Die Videomaterialen zur Vorlesung sind abrufbar unter https://bit.ly/GdM-Playlist.
Die vorliegende Version des Skriptes ist vorldufig. Bei Fragen, Wiinschen und Verbesse-

rungsvorschldgen konnen Sie gerne eine E-Mail an mich schreiben.
Copyright
© Thomas Thierauf, Florian Worz.

Version
14. Juli 2020, 14:58 Uhr


https://www.uni-ulm.de/in/theo/m/woerz/
https://bit.ly/GdM-Playlist

Mathematics, rightly viewed, possesses not only truth, but
supreme beauty.

— Bertrand Russell






Vorwort

Diese Vorlesung bildet den Grundstock Ihrer Informatikausbildung. Die Inhalte werden
Sie durch Thr gesamtes Studium begleiten und immer wieder relevant sein. Die Vorlesung
ist daher vermutlich eine der wichtigsten in Ihrem Studium.

Wir geben Thnen zunéchst einige allgemeine Tipps, wie Sie die Teilnahme an der Vorlesung
erfolgreich gestalten konnen: Sehr wahrscheinlich ist die Vorlesung ganz anders als Sie
erwartet haben, und moglicherweise empfinden Sie die Art der Stoffvermittlung und
das Abstraktionsniveau als eine Zumutung. Fassen Sie dies als eine Herausforderung
auf, und nehmen Sie diese Herausforderung an. Stellen Sie Fragen, wenn Sie etwas nicht
verstehen und tauschen Sie sich (online*) mit Thren Kommilitonen aus. Versuchen Sie
den Inhalt der Vorlesung wirklich zu verstehen (und lassen Sie sich nicht entmutigen,
wenn Thnen das nicht immer sofort gelingt). Geben Sie sich nicht damit zufrieden,
irgendwie durchzukommen. Versuchen Sie, mit Spafs und Interesse bei der Sache zu sein.
Weitere Tipps finden Sie unter https://image.informatik.htw-aalen.de/~thierauf/
MatheGrundlagen/Handouts/mathe-anleitung.pdf.

Inhalt der Vorlesung

Es werden grundlegende mathematische Begriffe und Techniken eingefiihrt. Dabei wer-
den auch zahlreiche Anwendungen in der Informatik beleuchtet. Schwerpunkte liegen
auf den Methoden aus der diskreten Mathematik, die zur Entwicklung und Analyse von
effizienten Algorithmen gebraucht werden. Induktion, Kombinatorik, Zahlentheorie, Gra-
phentheorie, Algebra sind besonders wichtige Gebiete fiir die Informatik und Grundlage
weiterer Anwendungen, wie zum Beispiel Kryptographie und Codierungstheorie. Bei der
Darstellung des Stoffes soll neben der mathematisch exakten Vorgehensweise besonders
das intuitive Verstdndnis gefordert werden. Dies wird durch zahlreiche Beispiele und
Ubungsaufgaben unterstiitzt.

Voraussichtliches Inhaltsverzeichnis / Gliederung der Vorlesung:

1. Logik
Junktoren, Formeln, Aquivalenz von Formeln, Normalformen, Minimierung.
2. Mengenlehre
Definition, Notationen, Antinomien, Operationen, Potenzmenge, Kreuzprodukt.

* Diese Vorlesung wurde online wihrend der COVID-19-Pandemie gehalten.


https://image.informatik.htw-aalen.de/~thierauf/MatheGrundlagen/Handouts/mathe-anleitung.pdf
https://image.informatik.htw-aalen.de/~thierauf/MatheGrundlagen/Handouts/mathe-anleitung.pdf

Relationen und Graphen

Verkettung, Umkehrrelation, Aquivalenzrelationen, Ordnungsrelationen.
Funktionen

Bijektionen, Permutationen, Machtigkeiten.

Vollstindige Induktion

Summen, Rekursion, Eulersche Polyeder-Formel, planare Graphen, Graphenfar-
bung, Schleifen-Invarianten.

Kombinatorik

Anzahlprobleme, Binomialkoeffizienten, Pascalsches Dreieck, Binomialtheorem.
Zahlentheorie (nur bei viel Zeit am Ende)

Teilbarkeit, Euklidischer Algorithmus, Primzahlen, Kongruenzen, Chinesischer
Restsatz, Eulersche @-Funktion, Exkurs in die Kryptologie.

Modulbeschreibung

Modulart Pflichtmodul
Credits 5 CP (ECTS)

SWS 4

Workload Prisenz 60 h

Selbststudium 90 h
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Diskrete Strukturen 1, Angelika Steger, Springer 2001.
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Diskrete Mathematik, Laszlo Lovasz, Joszsef Pelikan und Katalin Vesztergombi,
Springer, 2003.
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Concrete Mathematics, Ronald Graham, Donald Knuth und Oren Patashnik, Addison-
Wesley, 1989.

Introduction to Algorithms, Thomas Corman, Charles Leiserson und Ronald Rivest
und Cliff Stein The MIT Press, 2001.

Diskrete Mathematik, Martin Aigner, Vieweg 2004.

Graphentheorie, Reinhard Diestel, Springer 2000.

Mathe-Toolbox: Mathematische Notationen, Grundbegriffe und Beweismethoden, Uwe
Schoning und Hans A. Kestler, Lehmanns, 2015.



Modulziele

Fachkompetenz (,Wissen und Verstehen” und ,Fertigkeiten“) Anhand von Beispie-
len in der Vorlesung sowie dem selbstindigen Lésen von Ubungsaufgaben kénnen die
Studierenden Sachverhalte durch logische Formeln beschreiben und dann vereinfachen.
Sie konnen den prinzipiellen Aufbau der Mathematik aus der Mengenlehre erklaren. Die
Studierenden kénnen die Beweismethode der vollstandigen Induktion in Bereichen wie
der Graphentheorie, der Programmverifikation und rekursiver Programmierung anwen-
den. Mit Mitteln der Kombinatorik sind die Studierenden in der Lage, die Laufzeiten von
Algorithmen zu analysieren.

Uberfachliche Kompetenz (,Sozialkompetenz” und ,Selbststindigkeit”) Die Stu-
dierenden konnen sich in Kleingruppen organisieren, gemeinsam Ubungsaufgaben
bearbeiten und das erlernte Wissen vertiefen. In den angebotenen Tutorien kénnen die
Studierenden offene Fragen kldren und verschiedene Losungswege diskutieren.

Besondere Methodenkompetenz Die Studierenden verstehen Formeln als Handlungs-
vorschriften und kénnen die daraus resultierenden Berechnungen durchfiihren. Sie sind
in der Lage, Fragestellungen bedarfsgerecht zu erfassen und geeignete Verfahren zur
Bearbeitung auszuwéhlen und zielgerichtet einzusetzen, um einen Transfer zu dhnlich
gelagerten Fragestellungen herzustellen.

Organisation und Ablauf der Vorlesungen und Tutorien

Canvas und Moodle-Kurse
Die Organisation der Vorlesung erfolgt tiber
https://aalen.instructure.com/courses/1533.

Mittwochs erhalten Sie immer das neue Skript mit den zugehoérigen Videolektionen, die
im Skript verlinkt sind. Bearbeiten Sie das Material langsam, sorgfaltig und gewissenhaft
jede Woche.


https://aalen.instructure.com/courses/1533

Freiwillige Ubungsblitter

In unregelmifligen Abstdnden stellen wir Ihnen Aufgabenblitter zur Wiederholung
des Stoffes zur Verfiigung. Die Bearbeitung dieser Blitter ist freiwillig — aber drin-
gend angeraten. Sie unterscheiden sich von den Tutorienbléttern, die zum Erhalt der
Priifungszulassung bearbeitet werden miissen (siehe weiter unten).

Lesen Sie vor der Bearbeitung der Blétter den Artikel ,,Wie bearbeitet man ein Ubungs—
blatt?” von Prof. Dr. Manfred Lehn der Johannes Gutenberg-Universitidt Mainz sorgfiltig
durch. Er gibt einige wichtige Hinweise, wie an Hochschulen Ubungsblatter zu bearbeiten
sind (dies unterscheidet sich stark von den gewohnten Hausaufgaben an Schulen!).

Wir besprechen die Blitter in der Regel im Rahmen der Vorlesungen der folgenden
Vorlesungswoche. Es ist nicht sinnvoll, sich bei der Besprechung nur , berieseln” zu lassen;
man sollte sich zuvor (intensiv) mit den Aufgaben auseinander gesetzt haben.

Tutorien und Tutorienblitter

Die Tutorien finden begleitend zur Vorlesung statt. Die Tutorien werden gemaf$ der
geplanten Zeiten des Vorlesungsplans bis auf weiteres als Zoom/BigBlueButton-Meeting
stattfinden. Die Tutorien finden (voraussichtlich) in 3 Gruppen statt. Sie miissen sich in
eine Gruppe eintragen (siehe Gruppeneinteilung im unten verlinkten Canvas-Kurs):

» montags von 08:00 — 09:30 Uhr,
» dienstags von 08:00 — 09:30 Uhr,
» dienstags von 09:45 —11:15 Uhr.

Zur Organisation hierzu verwenden wir den Kurs
https://aalen.instructure.com/courses/221/.

Den Einladelink zum Kurs finden Sie in den Ankiindigungen im Vorlesungs-Canvas-Kurs.
Herr Bernd Oder vom Grundlagenzentrum ist der Ansprechpartner fiir die Verwaltung
der Tutorien. Sie kénnen sich ab dem 22.04. 2020 um 18:00 Uhr in eine der drei Tutori-
umsgruppen eintragen. Um eine ausgewogene Betreuungsrelation zu gewéhrleisten, ist
die Teilnehmendenzahl pro Gruppe auf ~25 Studierende begrenzt. Bis Mittwoch, den
29.04.2020 koénnen Sie noch selber die Gruppe wechseln. Danach ist ein Wechsel aus
organisatorischen Griinden nicht mehr moglich.


https://www.agtz.mathematik.uni-mainz.de/wie-bearbeitet-man-ein-uebungsblatt-von-prof-dr-manfred-lehn/
https://www.agtz.mathematik.uni-mainz.de/wie-bearbeitet-man-ein-uebungsblatt-von-prof-dr-manfred-lehn/
https://aalen.instructure.com/courses/221/
https://www.hs-aalen.de/de/users/2476

Ablauf. Die Tutorien starten ab dem 27.04.2020 mit einer Einfithrung in den orga-
nisatorischen und technischen Ablauf, bei dem insbesondere auch ihre Fragen geklart
werden.

Jeweils donnerstags wird ein Aufgabenblatt zum Vorlesungsstoff im Canvas-Tutorienkurs
bereitgestellt. Sie haben dann bis zum Freitag der darauffolgende Woche um 12:00 Uhr Zeit,
die Aufgaben zu bearbeiten und Ihre schriflichen Lésungen unter Diskussionen (https:
//aalen.instructure.com/courses/221/discussion_topics)hochzuladen bzw. auch
Fragen dazu im Laufe der Woche zu posten.” Dafiir wird es jede Woche einen neuen
Thread geben.

Hilfe bei Verstindnisproblemen. Wir wollen Sie natiirlich beim Bewiltigen des Stoffes
nicht alleine lassen! Bitte versuchen Sie, die Fragen Ihrer Mitstudierenden in Canvas zu
beantworten und sich gegenseitig zu helfen. Probleme, die nicht gelost werden konnten,
werden gemeinsam im Tutorium besprochen. Der Austausch zwischen Thnen ist sehr
gewtiinscht. Helfen Sie Thren Mitstudierenden, so hat das nicht nur fiir die Fragestellenden
Vorteile, sondern auch fiir Sie — Sie festigen Ihr Wissen und das ist Voraussetzung fiir
eine erfolgreiche Klausur.

Voraussetzungen zur Teilnahme an der Klausur. Die Teilnahme an der GAM-Klausur
ist nur moglich, wenn Sie einen ,Ubungsschein” erwerben.

1. Sie kénnen wochentlich schriftliche Losungen zum aktuellen Ubungsblatt frist-
gerecht in der dazugehorigen Diskussion einreichen sowie am dazugehdrigen
Tutoriumstermin teilnehmen. Stimmen eingereichte Losungen einer Aufgabe bei
mehreren Studierenden 1:1 tiberein, so wird diese Aufgabe bei keinem dieser Studie-
renden gewertet.

2. Gemifs Modulhandbuch ist zusétzlich ein Zwischentest in der Mitte der Vorle-
sungszeit zu schreiben, der in die Wertung fiir den Ubungsschein eingeht. Die
Hochschulleitung kldrt momentan ob und wie Priifungen im online-Format durch-
gefiihrt werden konnen. Da aufgrund der aktuellen Corona-Situation gegenwartig
noch keine sichere Planung moglich ist, werden wir Sie in den ndchsten Wochen
informieren, ob ein Zwischentest durchgefiihrt wird. Wir bitten um Verstdndnis.

Die Vergabe des Ubungsscheins erfolgt nach folgenden Kriterien: Ist 2 der Anteil der
Punkte, die Sie im Zwischentest erreicht haben und b der Anteil der gemafs Punkt 1
gewerteten Aufgaben, dann erhalten Sie einen Ubungsschein, falls

1
;32 +b) > 60%.

* Das erste Aufgabenblatt erscheint am Donnerstag, den 23. 04.2020. Achtung: Wegen des Maifeiertags haben
Sie abweichend nur bis zum Donnerstag, den 30.04. 2020 um 12:00 Uhr Zeit, Ihre schriftlichen Losungen
einzureichen.


https://aalen.instructure.com/courses/221/discussion_topics
https://aalen.instructure.com/courses/221/discussion_topics

Falls kein Zwischentest durchgefiihrt werden kann, behilt sich der Studiengang vor, den
Ubungsschein auch ohne Kurztest zu vergeben, falls

b > 60%

ist. Wir werden Sie rechtzeitig tiber die finale Entscheidung informieren.

Die asynchrone Begriifung zum Kurs findet am Mittwoch, den 22. April 2020 um
14:00 Uhr iiber eine YouTube Premiere statt. Das Video ist abrufbar unter

https://youtu.be/GbyCCfbxP4Y.


https://youtu.be/GbyCCfbxP4Y
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Logik

Logik ist die Sprache der Mathematik. Sie dient einerseits dazu, mathe-
matische Objekte sowie deren Eigenschaften und Beziehungen klar zu
beschreiben, und ermoglicht andererseits eine verbindliche und missver-
standnisfreie Argumentation tiber diese Eigenschaften und Beziehungen,
die — bei extrem penibler Durchfiihrung — sogar ein Computer algorith-
misch nachpriifen kann.

Grundelemente der Logik sind Aussagen. Dies sind Sitze, die wahr oder
falsch sind. Beispiele sind

A =
B =

“3 ist Primzahl”

“4 ist Primzahl”

Von der mathematischen Bedeutung der Aussagen wissen wir, dass A
wabhr ist und B falsch. Dagegen sind zum Beispiel Fragesédtze (“Wieviel
Uhr ist es?”) oder Aufforderungen (“Sagen Sie mir bitte die Uhrzeit”)
keine Aussagen.

Weitere Beispiele und Gegenbeispiele wurden im Vorlesungsvideo ge-
geben. Denken Sie daran: Video und Skript ergdnzen sich in beide
Richtungen (ohne, dass dies notwendigerweise immer erwahnt wird)!

1.1 Formeln

Aussagen konnen zu neuen, komplexeren Satzen verbunden werden,
wie

A und B,

A oder B,
entweder A oder B,
wenn A dann B,
nicht A.

Solche zusammengesetzten Aussagen heiflen (logische) Formeln, oder, zu
Ehren von George Boole, auch Boolesche Formeln. Die Verkniipfungen
und, oder, . .. heilen Junktoren oder Konnektoren. In der Logik wollen wir
solchen Formeln ebenfalls einen Wahrheitwert, wahr oder falsch, zuord-
nen. Dieser hédngt nattirlich von den Wahrheitswerten der beteiligten
Aussagen ab. Wir definieren den Wahrheitswert einer Formel mit einer
Wahrheitstabelle, in die wir fiir jede mogliche Kombination der Wahrheits-
werte der einzelnen Aussagen den Wahrheitswert der Formel angeben.
Zur Abkiirzung ersetzen wir dabei den Wahrheitswert wahr durch 1 und
falsch durch 0.

Das rote @-Symbol in der Randspalte
kennzeichnet die zugehorigen Vorlesungs-
videos zum behandelten Thema (das Sym-
bol ist anklickbar!). Skript und Videos er-
géanzen sich dabei gegenseitig: Nicht al-
les findet sich im Video, und nicht al-
les im Video Gesagte ist im Skript ab-
getippt. Die Playlist ist verfligbar unter
https://bit.ly/GdM-Playlist.

Grundlagen Mathematik | 01.01: Einfiih-
rung Logik — Was sind Aussagen in der

Logik? Was sind keine?
11Formeln .............. 1
Negation . . ............ 2
Konjunktion ........... 2
Disjunktion . . .......... 2
Implikation und Aquivalenz . 3
Lingere Formeln . . ... .... 4
Erfiillbarkeit, Tautologien . . . 4
1.2 Aquivalenz von Formeln. . .. 7
Kommutativgesetze . . . . . .. 8
Assoziativgesetze . ....... 8
Distributivgesetze . . . ... .. 9
Negation, deMorgan . .. .. 10
Absorbtionsgesetze . . . . .. 10
Rechnen mit Konstanten. . . 10
Weitere Gesetze . ........ 11
1.3 Normalformen . ........ 12
DNF................ 13
KNF................ 14
Vollstindige Basen . ... .. 15

1.4 Minimierung Normalformen 16
Quine-McCluskey Verfahren 16
Karnaugh-Veitch Diagramme 17

1.5 Die Liange der Normalformen 17

1.6 Resolution . . .. ........ 19

1.7 Pradikatenlogik ........ 20

1.8 Zusatziibungen . . . . ... .. 20


https://bit.ly/GdM-Playlist
https://youtu.be/5HOHRxORn4Q
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Grundlagen Mathematik | 01.02: Wahr-
heitstabelle Negation, Konjunktion, Dis-
junktion, XOR, Implikation

Negation

Die Verneinung von Aussage A ist nicht A. Die Abkiirzung dafiir ist =A
oder A. Wir definieren A als wahr, wenn A falsch ist, und als falsch,
wenn A wahr ist. Damit erhalten wir folgende Wahrheitstabelle fiir die
Negation:

Al -A

0] 1

110

In der linken Spalte sind die beiden moglichen Wahrheitswerte der
Aussage A. Man sagt dazu auch die beiden (Wahrheits-) Belegungen
der Aussage-Variablen A. In der rechten Spalte sind die entsprechenden
Wahrheitwerte von —A angegeben.

Konjunktion

Die und-Verkniipfung A und B wird auch als Konjunktion bezeichnet und
mit A A B abgekiirzt. Wir definieren A A B als wahr, wenn beide Aussagen,
A und B, wahr sind. Bei zwei Aussagen gibt es 4 Kombinationen der
Wahrheitwerte. Deshalb hat die Wahrheitstabelle nun 4 Eintréage:

Disjunktion und exklusive Disjunktion

Die oder-Verkniipfung A oder B wird auch als Disjunktion bezeichnet und
mit A V B abgekiirzt. Wir definieren A V B als wahr, wenn mindestens
eine der Aussagen, A oder B, wahr ist.

Sind also beide Aussagen A, B wahr, dann ist A V B als wahr definiert ist.
Soll dieser Fall ausgeschlossen werden, sagen wir entweder A oder B. Diese
Verkniipfung wird als ausschliefSliches oder bzw. exklusives oder bezeichnet
und mit A @ B abgekiirzt. A @ B ist also wahr, wenn genau eine der
beiden Aussagen, A oder B, wahr ist.



https://youtu.be/iO-HIUi9nw0

Implikation und Aquivalenz

Die wenn-dann-Verkniipfung wenn A dann B wird auch als Implikation
bezeichnet und mit A — B abgekiirzt. Die Aussage vor dem Pfeil, A,
nennt man auch die Voraussetzung, und die Aussage nach dem Pfeil, B,
die Folgerung. Wir definieren A — B in folgenden Féllen als wahr: Ist die
Voraussetzung A wahr, dann muss auch die Folgerung B wahr sein. Ist
die Voraussetzung A dagegen falsch, dann ist A — B wahr, unabhéngig
von B. Diese letzte Festlegung ist sinnvoll, da die Implikation ja lediglich
sagen soll, dass B wahr ist, wenn A wahr ist. Es soll aber nichts tiber B
ausgesagt werden, wenn die Voraussetzung A gar nicht zutrifft. Als
Wabhrheitstabelle erhalten wir:

A—B

Y e =N=1hN
_ O = Ol
)—\OHD—\l

Die Implikation A — B ist also nur dann falsch, wenn A wahr ist und B
falsch.

Nehmen wir als Beispiel A = “es regnet” und B = “wir bleiben zu
Hause”. Dannist A — B = “wenn es regnet dann bleiben wir zu Hause”.
Betrachten wir den Wahrheitswert:

» Wenn es tatsédchlich regnet und die Voraussetzung damit wahr ist,
dannist A — B wahr wenn wir zu Hause bleiben, und falsch wenn
wir ausgehen.

» Wenn es nicht regnet und die Voraussetzung damit falsch ist, dann
ist A — B wahr, egal ob wir zu Hause bleiben oder ausgehen.
Dartiber, was wir machen wenn es nicht regnet, haben wir ja nichts
ausgesagt.

Am néchsten Tag erzdhlen wir jemand ob wir ausgegangen sind oder
nicht. Was kann derjenige iiber das Wetter schlieflen wenn A — B wahr
war?

» Sind wir ausgegangen, dann hat es folglich nicht geregnet.
» Sind wir dagegen zu Hause geblieben, dann kann man nicht sagen,
ob es geregnet hat oder nicht, beide Fille sind mdoglich.

Will man nun zusétzlich ausdriicken, dass wir nur zu Hause bleiben wenn
es regnet und ansonsten ausgehen, dann bentitzt man die genau-dann-
wenn-Verkniipfung genau wenn A dann B. Sie wird auch als Aquivalenz
bezeichnet und mit A <> B abgekiirzt. Die Wahrheitstabelle ist wie folgt
definiert:

A B|AoB
0 0| 1
0 1| 0
1 0 0
11| 1

In unserem Beispiel haben wir A <> B = “genau dann wenn es regnet
bleiben wir zu Hause”. Im Unterschied zur Implikation kénnen wir nun
nicht zu Hause bleiben wenn es nicht regnet.

1.1 Formeln

3
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Grundlagen Mathematik | 01.03: Ausfiil-
len Wahrheitstabelle zusammengesetzte
Boolesche Formel

Wir verwenden die Konvention, dass —
stdrker als alle anderen Konnektoren bin-
det. Das hilft uns, Klammern zu sparen.

Grundlagen Mathematik | 01.04: Erfiill-
bare Boolesche Formel, Unerfiillbare logi-
sche Formel, Tautologie

Man fasst die erfiillbaren Booleschen For-
meln oft zu einer Menge zusammen, saT
genannt. Wir lernen Mengen in Kapitel 2
kennen. Ist eine Formel F erfiillbar, kann
man dann auch F € sat schreiben.

Hierfiir wird auch F € unsar geschrieben.

Die Menge der Tautologien erhélt den Be-
zeichner TAUT.

Bei der Aquivalenz sind die beiden Aussagen A und B in gewisser Weise
gleichwertig: Wenn A <> B wahr ist sind entweder beide Aussagen wahr
oder beide falsch.

Liangere Formeln

Damit kénnen wir auch gréfiere Formeln nach dem Baukasten-Prinzip
konstruieren: sind F und G bereits Formeln, dann sind auch 1_-", F AG,
FVG,FeG,F —> Gund F & G Formeln, wobei wir eventuell noch
Klammern setzen miissen. Ein Beispiel: Starten wir mit den Variablen
A, Bund C, dann konnen wir F; = A bilden. Dann verkniipfen wir F;
mit Bzu F, = A A B. Sei F; = A — C. Wir verkniipfen F, und F3 zu

Fs=F,&F;=(AAB)® (A — C) usw.

Bei solchen grofieren Formeln sieht man nicht mehr direkt ob sie wahr
oder falsch sind wenn man die Wahrheitswerte der beteiligten Aussagen
kennt. Mithilfe der Wahrheittabellen konnen wir den Wahrheitswert jetzt
aber ausrechnen. Betrachten wir z.,B. obige Formel F;. Es sind drei Aussa-
gen beteiligt. Dafiir gibt es 8 Kombinationen der Wahrheitwerte. Geméf3
dem Aufbau von F4 bestimmen wir der Reihe nach die Wahrheitswerte
von Fl, F2, F3, P4.

A B C|F=A|FR=AAB||F3=A—>C|F,=F,®F;
0 0 0 1 0 1 1
0 0 1 1 0 1 1
0 1 0 1 1 1 0
01 1 1 1 1 0
1 0 0 0 0 0 0
1 0 1 0 0 1 1
1 1 0 0 0 0 0
1 1 1 0 0 1 1

Nun kénnen wir den Wahrheitswert von Fj4 ablesen. Sind z. B. alle drei
Aussagen A, B, C falsch, dann ist F4 wahr.

Erfiillbare Formeln und Tautologien

Die folgenden Begriffe klassifizieren Boolesche Formeln nach Eigenschaf-
ten ihrer Wahrheitstabelle.

Ein Formel F heifst erfiillbar, wenn es mindestens eine Belegung ihrer
Variablen gibt, so dass F wahr wird. D.h. erfiillbare Formeln haben
mindestens eine 1in ihrer Wahrheitstabelle. Z. B. ist die Formel F = A A B
erfiillbar, da fiir A = 1 und B = 0 die Formel F wabhr ist.

Ist eine Formel nicht erfiillbar, so nennt man sie auch unerfiillbar. Ein

Beispiel fiir eine unerfiillbare Formel ist A A A.

Eine Formel, die bei jeder Belegung ihrer Variablen wahr ist, nennt man
gliltig oder eine Tautologie. D. h. dass in allen Zeilen der Wahrheitstabelle

eine 1 steht. Ein Beispiel fiir eine Tautologie ist A V A.

Tautologien und unerfiillbare Formeln sind Negationen voneinander: F
ist Tautologie genau dann wenn F unerfiillbar ist.


https://youtu.be/xaV2Bwx7xhc
https://youtu.be/ThSANJgjD0I

Beweise und Beweisprinzipien. Wir haben den Begriff der Tautologie
eingefiihrt, da Tautologien beim Beweisen eine zentrale Rolle zukommt.
Folgende Tautologien sind dabei so zentral, dass sie einen eigenen Namen
erhalten:

» Direkter Beweis (modus ponens):

(AA(A— B)) - B.

v

Widerspruchsbeweis (reductio ad absurdum):

((—|A — B) A —|B) — A.

\4

Fallunterscheidung:

((A—> B)A(=A — B)) — B.

v

Doppelte Negation:
-—A o A.

v

Kontraposition:
(A > B) & (=B — —A).

Aquivalenz durch Ringschluss:

v

((A—> B)A(B— A)) & (A < B).

v

Prinzip des ausgeschlossenen Dritten (tertium non datur):
AV -A.

Warum sind wir nun aber so an Tautologien interessiert? In Beweisen
koénnen diese immer benutzt werden - sie sind ja schon aus , logischen
Griinden” wabhr, also ohne, dass wir spezielle Voraussetzungen oder
Eigenschaften von speziellen Objekten benutzen miissen. So erlauben
wir z. B. den modus ponens als Deduktionsregel, d. h., wenn A gilt und
A — B gilt, dann diirfen wir B schlussfolgern.

Nachdem wir dies besprochen haben, kénnen wir den Begriff des Bewei-
ses formalisieren.”

Definition 1.1.1. Ein Beweis ist eine endliche Abfolge von (pradikaten-)
logischen Formeln. Jede dieser Formeln ist dabei entweder eine gege-
bene Voraussetzung oder eine Annahme, ein gegebenes Axiom, eine
logische Tautologie, oder eine Formel, die sich durch modus ponens
(oder Generalisierung) aus den zuvor aufgelisteten Formeln ableiten
lasst. Die letzte Formel der Liste ist dann die unter den Voraussetzun-
gen bewiesene Formel.

* Dies ist eine etwas grobe Beschreibung des Hilbert-Kalkiils, siehe z.B. https://de.
wikipedia.org/wiki/Hilbert-Kalk%C3%BCl. Bei spédteren Beweisen, werden wir aber
deutlich weniger formal vorgehen (da unsere Beweise nicht computerlesbar sein miissen),
d.h. Sachverhalte werden oft textuell oder schematisch beschrieben, ohne genaue aus-
sagenlogische Formeln anzugeben. Dabei achten wir allerdings auf Schliissigkeit und
Liickenlosigkeit in unserer Argumentationskette! Unsere Beweise miissen sich jederzeit
solange expandieren lassen, bis man bei einem ganz formalen Beweis im Sinne der
Definition 1.1.1 ankommt!
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Die folgenden Ausfithrungen eignen sich
am besten fiir ein ruhiges, konzentriertes
Selbststudium ohne Videos. Kommen Sie
ruhig im Semesterverlauf immer wieder
zum Nachschlagen zu den Beweisprinzipi-
en zuriick. Um Beweise kennen zu lernen,
gehen Sie diese langsam, Schritt fiir Schritt,
Zeile fir Zeile durch. Jedes Wort ist wich-
tig! Uberspringen Sie nichts! Am Ende des
Abschnitts hole ich Sie wieder mit Videos
ab. Lesen Sie immer Skript und schauen Sie
die Videos. Beides ergénzt sich gegenseitig.
In einer erstmaligen Lektiire dieses Skripts
konnen Sie jedoch die nachfolgenden Aus-
fiihrungen bis Abschnitt 1.2 tiberspringen
und spéter darauf zuriickkommen.

Siehe auch Gleichung (1.2).

Die Kontraposition werden wir in Ab-
schnitt 1.2 formal herleiten.

Der Ringschluss ldsst sich leicht auf meh-
rere Variablen anwenden (so wird er auch
am héufigsten verwendet): Um etwa die
Aquivalenz von drei Aussagen A, B, C zu
zeigen, also um zu zeigen, dass A <> B <
C eine Tautologie ist, gentigt es z. B. zu zei-
gen,dass (A > B)A(B—>C)A(C — A)
giiltig ist.

Im Video tiber Pradikatenlogik werden
wir spdter noch das Generalisierungs-
Konzept besprechen, das uns hilft Aussa-
gen der Form  fiir alle x gilt die Aussage
@(x)” zu zeigen.

Aktuell kennen wir nur logische Formeln.
Wir werden préadikatenlogische Formeln
erst spater kennen lernen.


https://de.wikipedia.org/wiki/Hilbert-Kalk%C3%BCl
https://de.wikipedia.org/wiki/Hilbert-Kalk%C3%BCl
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Implizit benutzen wir hier sogar bereits
Generalisierung.

Pedantischer Weise sei angemerkt, dass
wir weder definiert haben, was eine
Waurzel einer Zahl a ist (diejenige nicht-
negative Zahl x fir die x2=q gilt), noch,
was irrational (nicht als Bruch darstellbar)
bedeutet. An dieser Stelle ziehen wir uns
gelegentlich noch auf Schulstoff zuriick,
um bereits jetzt anschauliche Beispiele bie-
ten zu kénnen.

Beispiel 1.1.2 (Direkter Beweis). Wir wollen zeigen, dass fiir alle
natiirlichen Zahlen 7 gilt: Wenn n gerade ist, dann ist n? gerade.

Sei also 7 eine beliebige gerade natiirliche Zahl. Da n gerade ist, muss
es eine nattirliche Zahl k geben, sodass wir nn = 2k schreiben konnen.
Dann ist aber n2 = (2k)?> = 4k? = 2 - 2k?. Da sich n? in dieser Form
schreiben lésst, ist n2 eine gerade natiirliche Zahl. Weil wir nn zu Beginn
beliebig gewahlt haben, gilt unser Beweis fiir alle natiirlichen Zahlen .

Beispiel 1.1.3 (Beweis tiber Kontraposition). Wir wollen zeigen, dass
fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt: Wenn 2 gerade ist, dann ist n gerade.

Dies zeigen wir, indem wir stattdessen die Kontraposition zeigen.
Dazu sei eine beliebige natiirliche Zahl n fixiert. Weiter sei A = “ n? ist
gerade” und B = “ die fixierte Zahl 1 ist gerade”. AnstattnunA = B
zu zeigen, zeigen wir ~B = -A. Wir zeigen also: Wenn n ungerade
ist, dann ist n2 auch ungerade. Dies ist nun wieder ein direkter Beweis.
Man erhlt ihn leicht, indem man Beispiel 1.1.2 modifiziert. Dies sei
dem Leser zur Ubung iiberlassen!

Beispiel 1.1.4 (Widerspruchsbeweis). Wir wollen zeigen, dass V2
irrational ist. Die Beweisfiithrung erfolgt nach der Methode des Wi-
derspruchsbeweises, das heif$t, es wird gezeigt, dass die Annahme,
die Wurzel aus 2 sei eine rationale Zahl, zu einem Widerspruch fiihrt
(reductio ad absurdum).

Nehmen wir also an, dass die Quadratwurzel aus 2 rational ist und
sich somit als Bruch £ darstellen lisst (mit rationalen Zahlen p, g
und g # 0). Wir kénnen ferner ohne Beschrankung der Allgemeinheit
annehmen, dass p und g teilerfremde ganze Zahlen sind, der Bruch s
also in gekiirzter Form vorliegt:

V2 =

|

Also erhalten wir durch Quadrieren

2
2= (3]
4
oder umgeformt

Da 242 eine gerade Zahl ist, ist auch p? gerade. Mit Beispiel 1.1.3 folgt,
dass auch die Zahl p gerade ist. Also ldsst sie sich darstellen durch

p =2a,
wobei a eine ganze Zahl ist. Damit erhélt man mit obiger Gleichung
2¢% = p* = (2a)* = 4a°.

Nach Division durch 2 folgt



Mit der gleichen Argumentation wie zuvor folgt, dass g2 und damit
auch ¢ eine gerade Zahl ist. Nun haben wir aber herausgefunden, dass
p und q durch 2 teilbar sind, d. h. der Bruch g lag gar nicht in gekiirzter
Form dar. Das ist ein Widerspruch!

Dieser Widerspruch zeigt, dass die Annahme, die Wurzel aus 2 sei
eine rationale Zahl, falsch ist und daher das Gegenteil gelten muss.
Damit ist die Behauptung, dass V2 irrational ist, bewiesen.

1.2 Aquivalenz von Formeln

Manche Formeln sind zwar (syntaktisch) verschieden, d. h. wenn man sie
Zeichen fiir Zeichen von links nach rechts vergleicht stimmen sie nicht
tiberein, aber sie haben immer den gleichen Wahrheitswert, egal welche
Wahrheitswerte die beteiligten Aussagen auch haben. Zum Beispiel ist
intuitiv klar, dass es keinen Unterschied macht, ob man A V B oder
B vV A sagt. Auch formal kann man das leicht einsehen indem man
die Wahrheitstabellen der beiden Formeln vergleicht. Die von A V B ist
oben angegeben. Die von B V A erhilt man, indem B die Rolle von A
in A v B iibernimmt und A die Rolle von B. Dann ergibt sich diesselbe
Wabhrheitstabelle. Man nennt solche Formeln dquivalent und driickt dies
durch die Schreibweise AV B = BV A aus.

Definition 1.2.1. Zwei Formeln F und G heiflen dquivalent, schreibe
F = G, wenn sie bei jeder Belegung der Aussage-Variablen den gleichen
Wahrheitswert haben.

Die Aquivalenz von Formeln kénnen wir auch mit der genau-dann-wenn
Verkniipfung ausdriicken. F = G heifst ja nichts anderes als dass F genau
dann wahr ist, wenn G wahr ist. Also: F = G genau dann, wenn F < G
Tautologie ist.

Das genau-dann-wenn, so wie wir es gerade beniitzt haben, macht eine
Aussage tiber Formeln. Wir stellen uns gewissermaflen eine Stufe hoher
(auf eine Metaebene) und beniitzen die Logik um tiber Formeln zu
sprechen. Wir verwenden dabei zwar die logischen Verkniipfungen
und, oder, nicht, entweder oder, wenn-dann, genau-dann-wenn, und zwar
genau im oben definierten Sinn, aber eben nicht die dafiir innerhalb von
Formeln verwendeten Zeichen A, V, -, ®, —, <. Stattdessen belassen
wir es meistens bei der verbalen Formulierung. Anstatt F = G kann man
also auch sagen: F genau dann, wenn G (das “ist wahr” ldsst man dabei
weg). Da “genau dann wenn” viel verwendet wird und eben doch ein

bisschen lang ist (immerhin 13 Buchstaben!), hat man dafiir Abkiirzungen.

Gelegentlich sieht man gdw., die am hédufigsten verwendete Abkiirzung ist

aber wohl <= . Die hat den Vorteil, dass sie an den Junktor < erinnert.

Anstatt F = G kann man also auch F &= G schreiben. Entsprechend
wird die Formulierung “wenn dann” durch = abgekiirzt.
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Zur Belohnung, dass Sie diesen Be-
weis durchgearbeitet haben, konnen
Sie sich nun unter https://youtu.be/
tPfnEByx9r0 den Song zum Beweis vom
Mathe-Youtuber DorFuchs anschauen —
ein viraler Hit zu meinen Studiumszeiten.

Grundlagen Mathematik | 01.05: Aquiva-
lenz von Booleschen Formeln, Wahrheits-
tabellen Vergleich, gdw

Sie haben sicher schon bemerkt: Begriffe,
die wir neu einfiihren oder definieren sind
kursiv gedruckt.


https://youtu.be/tPfnEByx9r0
https://youtu.be/tPfnEByx9r0
https://youtu.be/-asHm_DP8ik
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Grundlagen Mathematik | 01.06: Kom-
mutativgesetze Boolesche Formeln erklart,
Implikation kommutativ?

Grundlagen Mathematik | 01.07: Assozia-
tivgesetz fiir Boolesche Formel mit Wahr-
heitstabelle beweisen

Kommutativgesetze

Im obigen Beispiel wurde gezeigt, dass man die Reihenfolge der Variablen
bei einer oder-Verkniipfung vertauschen kann. Man sagt, dass die oder-
Verkntipfung kommutativ ist. Dasselbe gilt auch fiir die und-Verkniipfung,
das exklusive Oder und die genau-dann-wenn-Verkniipfung:

AVB = BVA,
AANB = BAA,
A®B = Bo®A,
Ao B = Beo A

Die Implikation ist dagegen nicht kommutativ. Vergleichen wir die beiden
Wabhrheitstabellen miteinander:

A B|/A—->B|B—-A

== 0 O

N
1
1
0
1

)—\»—\Op—\l

0
1
0
1
Da die beiden letzten Spalten nicht iibereinstimmen gilt

A—>B#£B—> A.

Assoziativgesetze

Sollen drei Aussagevariablen mit oder verkniipft werden, so kdnnen wir
(zunéchst) nicht einfach A V B V C schreiben, da so nicht klar ist, welche
der beiden oder-Verkniipfungen zuerst angewendet werden soll. Deshalb
setzen wir Klammern. Hier gibt es zwei mogliche Klammerungen,

(AvB)vC oder AV (BVC).

Wenn wir allerdings die Wahrheitstabelle der beiden Formeln ansehen,
stellen wir fest, dass sie dquivalent sind.

A B C|AVB|(AVB)VC|[BVC|AV(BVC)
0 0 0] 0 0 0 0
00 1| o0 1 1 1
01 0] 1 1 1 1
01 1] 1 1 1 1
10 0] 1 1 0 1
10 1] 1 1 1 1
11 0] 1 1 1 1
11 1] 1 1 1 1

D. h. bei der oder-Verkniipfung spielt es keine Rolle, wie die Klammern
gesetzt werden, sie ist assoziativ. Deshalb ldsst man in der Regel die
Klammern einfach weg und schreibt eben doch A v B vV C. Analog
tiberzeugt man sich, dass die und-Verkniipfung, das exklusive Oder und


https://youtu.be/3c_YMFM0qzk
https://youtu.be/TynRhOG7Q5o

die genau-dann-wenn-Verkniipfung assoziativ sind:

(AvVB)vC = AV (BVCQC),

(AAB)AC = AABAQ),

(AeB)oC = Ae(BaQ),
(AeoB)eoC = Ao (Be Q).

Die Implikation ist dagegen nicht assoziativ:

A B C|A-»B|(A->B)»C||B>C|A—>(B—-C)
0 0 O 1 0 1 1
0 0 1 1 1 1 1
0 1 0 1 0 0 1
0 1 1 1 1 1 1
1 0 O 0 1 1 1
1 0 1 0 1 1 1
1 1 0 1 0 0 0
1 1 1 1 1 1 1
Distributivgesetze

Kommen verschiedene logische Verkniipfungen in einer Formel vor, dann
kann man auf Klammern nicht mehr verzichten. Die Formel A A (B V C)
kann man so umschreiben, dass man A in die Klammer bringt und mit B
und C und-verkniipft. Also

AABVC)=(AAB)V(AACQ),
wie man leicht durch eine Wahrheitstabelle tiberpriifen kann. Dies ist
analog wie in der Arithmetika - (b +c¢)=a-b+Db - cist.

In der Arithmetik darf man die Operationen nicht vertauschen, a + (b - ¢)
istim Allgemeinen nicht das gleiche wie (a+b)-(a +¢). Die Operationen A
und V darf man dagegen schon vertauschen, es gilt auch

AV(BAC)=(AVB)A(AV ).

Wir werden spéter noch sehen, dass das A einer Multiplikation entspricht,
aber bei V und der Addition gibt es gewisse Unterschiede, und die zeigen
sich zum Beispiel hier beim Distributivgesetz.

Dagegen entspricht @ einer Addition, wie wir noch sehen werden. Wenn
wir also A und @ betrachten, erhalten wir analog wie in der Arithmetik
nur ein Distributivgesetz

ANBo®C)=(AAB)®(ANCQ),

die Formeln A @ (B A C) und (A @ B) A (A @ C) sind dagegen nicht
dquivalent wie man anhand ihrer Wahrheitstabelle {iberpriifen kann.

1.2 Aquivalenz von Formeln 9

Grundlagen Mathematik | 01.08: Ist die
Implikation fiir Boolesche Formeln asso-
ziativ? Beweis erklart

Grundlagen Mathematik | 01.09: Distribu-
tivgesetze Logik und Boolesche Formeln —
Und, Oder, XOR


https://youtu.be/ZeU8Wim8R70
https://youtu.be/dOZvezW_Dfw
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Grundlagen Mathematik | 01.10: Negati-
on, deMorgansche Regeln, Doppelnegati-
on

Manchen Formeln geben wir eine Num-
mer, damit wir diese spéter referenzieren
konnen.

Grundlagen Mathematik | 01.11: Absorp-
tionsregel in der Logik hergeleitet

Grundlagen Mathematik | 01.12: Rechnen
mit Konstanten in der Logik, Wdh. uner-
fiillbar und Tautologie

Negation und deMorgansche Gesetze

Negiert man eine Formel F, betrachtet also 1_3, dann kann man mit Hilfe
der deMorganschen Gesetze die Negation nach innen zu den einzelnen
Aussagen bringen:

AVB =
AANB =

[ |
| =

N D,
V b.
Umgangsprachlich setzt man keine Klammern. Bei “nicht (ich bleibe zu
Hause oder gehe ins Kino)” miisste man die Klammern aber mitsprechen.
Um das zu umgehen zieht man die Negation nach innen und sagt “ich
bleibe nicht zu Hause und gehe nicht ins Kino”, oder gleichwertig “ich
bleibe weder zu Hause, noch gehe ich ins Kino”.

Anders verhilt sich das exklusive oder. Negiert man beide Aussagen in
A & B, so dndert sich der Wahrheitwert nicht,
A®B=A®B.

Negiert man dagegen die ganze Formel A @ B, so wird daraus eine
Aquivalenz,
A®B=A < B. (1.1)

Negiert man eine Aussage oder Formel doppelt, so erhilt man wieder
dieselbe Aussage.

||
i
N

1.2)

Absorbtionsgesetze

Wir wollen die Formel A V (A A B) vereinfachen. Versuchen wir es mit
dem Distributivgesetz:

AV(AAB) = (AVA)A(AVB)
AAN(AV B).

Wenn wir auf die so erhaltene Formel A A (A V B) nochmal das Distribu-
tivgesetz anwenden, so landen wir wieder bei der Ausgangsformel. Mit
unseren seitherigen Rechenregeln lasst sich diese Formel nicht vereinfa-
chen.

Schauen wir uns die Formel direkt an. Damit A A B wahr ist, miissen A
und B wahr sein. Bei der oder-Verkniipfung mit A reicht es aber schon,
wenn A alleine wahr ist. Es gilt also

AV(AANB)=AAN(AVB)=A.

Rechnen mit Konstanten

Die kiirzesten Formeln die wir seither gesehen haben bestehen nur
aus einere Aussage, z.B. A. Es erweist sich als praktisch auch noch
die Konstanten 0 und 1 als Formeln zuzulassen. Dabei steht 0 fiir eine


https://youtu.be/5ncpPMZ0txA
https://youtu.be/wL3yJdUpUqY
https://youtu.be/bDaDy2eTh6U

unerfiillbare Formel, und 1 fiir eine Tautologie. Wir kénnen also schreiben
ANA=0undAVA=1.

In einer Wahrheitstabelle wird mit 0 und 1 gerechnet indem die gan-
ze Spalte mit 0 bzw. 1 ausgefiillt wird. Damit ergeben sich folgende
Rechenregeln:

AND=0, AN1=A,
AV0O=A, Avli=l,
A®0=A, Aol=A.

Weitere Gesetze

Oft ist es niitzlich eine gegebene Formel umzuschreiben. So kann man
beispielsweise eine Aquivalenz A < B mit Hilfe von Implikationen

ausdriicken,
Ao B=(A—>B)A(B— A). (1.3)

Eine Implikation kann man wiederum durch eine Disjunktion ersetzen,

A—>B=AVB. (1.4)

Nehmen wir nochmal unser friitheres Beispiel A = “es regnet” und B =
“wir bleiben zu Hause”. Dann ist A — B = “wenn es regnet dann bleiben
wir zu Hause” gleichwertig zu A V B = “es regnet nicht oder wir bleiben
zu Hause”.

Bis hierher haben wir Aquivalenzen immer durch ihre Wahrheitstabel-
le tberpriift. Wir konnen aber auch die bereits als richtig bewiesenen
Aquivalenzen beniitzen, um damit gegebene Formeln dquivalent umzu-
formen. Nehmen wir als Beispiel obige Formel AV B. Wir negieren B
doppelt, wenden das Kommutativgesetz an und dann Formel 1.4 fiir die
Implikation:

Damit haben wir die Aquivalenz
A—B=B— A. (1.5)

Die Formel B — A wird als Kontraposition von A — B bezeichnet. In
unserem obigen Beispiel konnten wir also auch sagen: “Wenn wir nicht
zu Hause bleiben dann regnet es nicht”.

Ersetzen wir in (1.3) die Implikationen durch Disjunktionen gemaf$ (1.4),
so erhalten wir _ _
A B=(AVB)A(AVB). (1.6)

Wir kénnen die rechte Seite weiter umformen indem wir das Distributiv-
gesetz (zweifach) anwenden:

(ANA)YV(AAB)V (BAA)V(BAB)
—— S——
=0 =0

(AAB)V (BAA)
(AAB)V (A AB).

(AVB)A(AVB)
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Grundlagen Mathematik | 01.13: Weite-
re Rechenregeln fiir Boolesche Formeln,
Anwendung Rechenregeln


https://youtu.be/pPGAMQngiL8
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| Ende der 1. Vorlesungswoche

Grundlagen Mathematik | 01.14: Konjunk-
tive und disjunktive Normalform aus einer
Wahrheitstabelle

Dabei wurde geméfs den Rechenregeln mit Konstanten die 0 weggelassen,
daFVO=F.

Damit haben wir eine weitere Darstellung der Aquivalenz,
Ao B=(AAB)V(AAB). (17)
Nach (1.1) ist A @ B die Negation von A <> B. Mit den deMorganschen

Gesetzen erhalten wir damit aus (1.6) und (1.7)

(AAB)V (AAB) (1.8)
(AV B)A(AV B). (1.9)

A®B

ToDos fiir Sie diese Woche

» In Canvas finden Sie unter den Modulen (siehe https://aalen.
instructure.com/courses/1533/modules) bereits das erste
freiwillige Ubungsblatt. Bearbeiten Sie dies nach einem sorg-
féltigen Studium der Inhalte der ersten Vorlesungswoche. Wir
werden das Blatt im Rahmen der Vorlesungswoche 2 bespre-
chen. Sie bekommen dadurch bereits einen Einblick, was wir
von Thnen im Rahmen des Tutoriums erwarten.

» Tragen Sie sich auflerdem in den Tutorienkurs ein: https://
aalen.instructure.com/courses/221/.

» Stimmen Sie bis Mittwoch, den 29. 04. 2020 fiir ein Tutorium
ab!

» Am Donnerstag, den 22. April 2020 kommt das erste Tutorien-
tibungsblatt online. Denken Sie auch an dessen Bearbeitung.

Besprechung Blatt 01

Schauen Sie sich die Besprechung des Freiwilligen Ubungsblattes 01
an: https://youtu.be/1Ej_DI_wZIg. Bei Fragen, nutzen Sie bitte
gerne unsere Hilfsangebote (allen voran die Tutorien). Keine Frage ist
dumm! Oft haben viele andere Studierende den gleichen Gedanken
und trauen sich nur nicht nachzufragen. Diese sind Ihnen dann
dankbar.

1.3 Normalformen

Im vorherigen Abschnitt sind wir von Formeln ausgegangen und haben
deren Wahrheitstabellen betrachtet. Jetzt wollen wir den umgekehrten
Schritt tun: wir starten mit einer Wahrheitstabelle und wollen eine
dazu passende Formel angeben. Wir geben zwei Methoden an, die zu
unterschiedlichen Darstellungen fiihren.


https://aalen.instructure.com/courses/1533/modules
https://aalen.instructure.com/courses/1533/modules
https://aalen.instructure.com/courses/221/
https://aalen.instructure.com/courses/221/
https://youtu.be/lEj_DI_wZIg
https://youtu.be/nX0Qy_8Xhio

Disjunktive Normalform (DNF)

Betrachten wir ein Beispiel. Gegeben sei die Formel F mit der folgenden
Wabhrheitstabelle:

A B CI|F
0 0 0[O0
0 0 1|1
01 0|0
01 1]0
1 0 0]0
1 0 110
1 1 0]0
1 1 110

Die Formel F ist also genau einmal wahr, und zwar wenn A und B falsch
sind und C wahr ist. D. h. eine Formel fiir F ist

F=AABAC.

Eine Aussagevariable oder ihre Negation bezeichnet man als Literal. Die
Formel F ist also eine Konjunktion von Literalen.

Ist die gesuchte Formel an mehreren Stellen wahr, so konnen wir zunachst
fiir jede Zeile mit Wert 1 eine entsprechende Konjunktion wie oben fiir F
angeben. Wenn wir dann diese Konjunktionen mit oder verkniipfen, so
erhalten wir genau die gewiinschte Formel. Als Beispiel betrachten wir

A B Cl|G
0 0 0[]0
00 11
0 1 00
0 1 11
1 0 00
1 0 11]0
1 1 00
1 1 1)1

Damit erhalten wir
G=(AABAC)V(AABAC)V(AABAC).

Eine Konjunktion von Literalen bezeichnet man als und-Klausel (auch
Minterm). Die Formel G ist also eine Disjunktion von und-Klauseln,
und damit eine Disjunktion von Konjunktionen von Literalen. Diese
Darstellung von G bezeichnet man als disjunktive Normalform (DNF)
von G.

Unser Vorgehen klappt natiirlich analog bei jeder Anzahl von Einsen
in der Tabelle und bei jeder Anzahl von Variablen. Damit haben wir
das eingangs gestellte Problem also schon gelst. Folglich l4sst sich jede
Formel F in disjunktive Normalform bringen: man erstellt zunéchst die

Wahrheitstabelle von F und daraus dann die disjunktive Normalform.

Damit haben wir nachfolgendes Theorem bewiesen.

Theorem 1.3.1. Zu jeder Formel gibt es eine dquivalente Formel in disjunk-
tiver Normalform.

1.3 Normalformen
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Konjunktive Normalform (KNF)

Die disjunktive Normalform haben wir bekommen, indem wir ange-
fangen haben die Einsen in der Wahrheitstabelle durch Konjunktionen
auszudriicken. Man kann sich aber auch die Nullen zuniitze machen.
Betrachten wir ein Beispiel, in dem genau eine Zeile den Wahrheitswert
falsch hat:

A B C|H
0 0 01
0 0 1]0
0 1 01
01 1]1
1 0 01
1 0 11
1 1 01
1 1 11

H ist also die Negation von F:

H=F=AABAC = AVBVC.

Diese letzte fiir Formel H ist also eine Disjunktion von Literalen, eine
oder-Klausel oder kurz Klausel (auch Maxterm). Man hétte diese Formel
auch direkt angeben kénnen: eine Disjunktion von Literalen ist bei genau
einer Belegung falsch, ndmlich dann, wenn alle Literale falsch sind. Dies
ist hier genau dann der Fall, wenn A und B falsch sind und C wahr ist.
Daraus ergibt sich ebenfalls die Darstellung H = A V BV C.

Ist die gesuchte Formel an mehreren Stellen falsch, so kénnen wir
zundchst fiir jede Zeile mit Wert 0 eine entsprechende Disjunktion wie
fiir H angeben, und diese dann mit und verkniipfen. Fiir

A B C|K
0 0 01
0 0 1]0
01 01
01 1]0
1 0 01
1 0 11
1 1 01
1 1 110

erhalten wir also
K=(AVBVC) A (AVBVC) A (AVBVOQ).

Die Formel K ist also eine Konjunktion von oder-Klauseln, und damit
eine Konjunktion von Disjunktionen von Literalen. Diese Darstellung
von K bezeichnet man als konjunktive Normalform (KNF) von K.

Da unser Vorgehen wieder analog bei jeder Anzahl von Nullen in der
Tabelle und bei jeder Anzahl von Variablen funktioniert. ldsst sich folglich
jede Formel auch in konjunktive Normalform bringen. Das heift, wir
haben auch das folgende Theorem bereits bewiesen.



Theorem 1.3.2. Zu jeder Formel gibt es eine dquivalente Formel in konjunk-
tiver Normalform.

Der Weg tiber die Wahrheitstabelle ist nicht die einzige Moglichkeit um
eine Formel F in DNF oder KNF zu bringen. Man kann F auch mit den
Rechenregeln aus dem vorherigen Abschnitt passend umformen. Wir
haben auch schon einige Beispiele gesehen. So ist nach Aquivalenz (1.4)
AV B sowohl DNF wie auch KNF von A — B.In Aquivalenz (1.6) haben
wir die DNF von A < B, und in (1.7) die KNF. In (1.8) und (1.9) haben
wir KNF und DNF von A @ B. Man kann auch allgemein zeigen, dass
man jede Formel allein durch Anwendung unserer Rechenregeln in DNF
und in KNF bringen kann.

Vollstindige Basen

DNF und KNF beniitzen lediglich die drei Junktoren A, V, . Diese
reichen also aus, um jede Formel oder Wahrheitstabelle dquivalent
auszudriicken. Man sagt, {A, V, =} bildet eine vollstindige Basis.

Nachdem wir anfangs eine ganze Reihe von Junktoren definiert haben
und man nattirlich leicht noch weitere definieren kann, ist es vielleicht
doch einigermafien tiberraschend, dass man mit lediglich 3 Junktoren
jeden logischen Sachverhalt beschreiben kann. Und es reichen sogar zwei:
Bereits {A, =} bildet eine vollstdndige Basis. Das liegt daran, dass man
die ,fehlende Operation” V durch A und — ausdriicken kann:

AVB=AVB=AAB.

D.h. in jeder Formel, die A, V, = beniitzt, ldsst sich V ersetzen und es
bleibt nur noch A, - iibrig. Analog kann man zeigen, dass auch Vv, - eine
vollstandige Basis bilden.

Eine offensichtliche Frage ist nun, ob auch {A, V} eine vollstindige Basis

bildet. Dies ist allerdings nicht der Fall. Das kann man wie folgt einsehen.

Wir interpretieren die beiden Wahrheitswerte 0 und 1 wie Zahlen und
ordnen sie wie iiblich durch 0 < 1.

Der Junktor V verkniipft zwei Aussagen A und B miteinander. Halten
wir die eine Aussage fest, sagen wir A, und fiir die zweite Aussage setzen

wir zuerst den kleineren Wert 0 und danach den grofleren Wert 1 ein.

Dann gilt auch, dass der Wahrheitswert von A V 0 kleiner oder gleich

dem Wahrheitswert von A V 1 ist, egal welchen Wahrheitswert A hat.

Dasselbe gilt fiir den Vergleich von 0 V B mit 1 V B. Man sagt, dass V
monoton ist.

Einen analoge Betrachtung zeigt, dass auch A monoton ist. Aufserdem
sieht man leicht ein, dass eine Formel, die aus lauter monotonen Junktoren
aufgebaut ist, selbst auch wieder monoton ist. D. h. mittels A, V bekommt
man ausschliefSlich monotone Formeln.

Im Gegensatz dazu ist die Negation — nicht monoton. Wenn man in
—-A den Wert von A von 0 auf 1 erhoht, dann verkleinert sich der
Wahrheitswert von 1 auf 0. Folglich ist es nicht moéglich = durch A, vV
auszudriicken, und somit bildet {A, V} keine vollstindige Basis.
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Zu diesem Thema ist kein Video verfiigbar.
Der Abschnitt ist sehr leicht verstandlich
(falls nicht: stellen Sie Fragen). Hier kon-
nen Sie einiiben, sich ein kleines Thema
selbststindig anzueignen — Sie werden
das im Verlauf Ihres Studiums immer wie-
der tun miissen. Die Schreibweise mit ge-
schweiften Klammern wird in Kapitel 2
klarer.

Versuchen Sie dies zu zeigen!

Der Beweis zur Beantwortung dieser Frage
ist fiir interessierte Leser empfohlen. Er ist
nicht klausurrelevant.

Mehr zu sogenannten Ordnungsrelatio-
nen erfahren wir in Kapitel 3.
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Grundlagen Mathematik | 01.15: Sind
Normalformen von Booleschen Formeln
(KNF/DNF) vereinfachbar?

Grundlagen Mathematik | 01.16: Einfa-
ches Beispiel zum Quine-McCluskey Ver-
fahren zum Minimieren

Die Zeichen ,:=" werden gelesen als defi-
niert als/durch.

1.4 Minimierung der Normalformen

Wenn wir die Normalform so wie oben aus der Wahrheitstabelle erzeugen,
dann kommt in jeder Klausel jede Variable (direkt oder negiert) genau
einmal vor. In diesem Fall nennt man die Normalform auch kanonische
disjunktive bzw. kanonische konjunktive Normalform. Diese sind eindeutig.
Bei n Variablen hat die Wahrheitstabelle 2" Zeilen. Besteht die kanonische
DNF einer Formel aus m und-Klauseln, dann hat die kanonische KNF
2" — m oder-Klauseln. Manchmal kann man Normalformen verkiirzen.
Dann sind sie nattirlich nicht mehr kanonisch. Wir lernen im Folgenden
zwei Verfahren dazu kennen.

Das Quine-McCluskey Verfahren

Nehmen wir als Beispiel obige Formel G in KNF. Die beiden letzten
Klauseln von G kann man vereinfachen:

(AVBVC) A(AVBVC) = (AANA) Vv (BVC)
BVvC.

Folglich erhalten wir fiir G die kiirzere KNF
G=(AVBVC) A (BVQ).

Etwas allgemeiner kénnen wir also Formeln in KNF oder DNF nach fol-
genden Regeln verkiirzen: fiir Literale L1, L, und eine Aussagevariable A
gilt

(LiVIyVA) A (Ly VI VA)
(LiALy AA) V (Ly ALy AA)

L1V Ly, (1.10)
L1 A Lp. (1.11)

Eine interessante Aufgabe ist es, die minimale DNF oder KNF fiir eine
Formel zu bestimmen. Das Verfahren von Quine und McCluskey wendet
auf eine gegebene Formel F obige Regeln so lange an, bis keine weitere
Verkiirzung mehr moglich ist. Die Regeln werden dabei auch auf die
abgeleiteten Klauseln angewandt. Sei zum Beispiel

F:=(AABAC)V (AABAC) V(AABAC) V (AABAC).

Wir kénnen nun Regel (1.11) mehrfach anwenden, wie in folgendem
Diagramm gezeigt wird.

AANBAC AAB
AABAC AANC
AABAC BAC
AABAC

Auf der linken Seite stehen die Klauseln von F, auf der rechten Seite
die verkiirzten Klauseln. Auf diese verkiirzten Klauseln lisst sich Re-
gel (1.11) nicht weiter anwenden. Die Klauseln, die sich nicht weiter


https://youtu.be/uUniA-FzHH0
https://youtu.be/j3Vib8C0pYE
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verkiirzen lassen nennt man Primimplikanten von F. Die Disjunktion aller
Primimplikanten ist dquivalent zu F:

F=(AAB)V (AAC) V (BAC).

Wie wir an dem Beispiel sehen, kann eine Klausel in mehrere solcher
Ableitungsschritte involviert sein. Wir stellen dies durch folgende Tabelle
dar.

11234
AANB | X |X
AANC x | x
BAC | X X

Die Zahlen 1, 2, 3, 4 in den Spalten stehen stellvertretend fiir die Klauseln
von F, von links nach rechts durchnummeriert. Fiir jede der erhaltenen
verkiirzten Klauseln haben wir eine Zeile. In der Tabelle markieren wir die
Eingangsklauseln aus denen die kiirzeren Klauseln erzeugt wurden.

Nun sieht man, dass man gar nicht alle abgeleiteten Klauseln braucht:
bereits die beiden unteren Klauseln (A A C) und (B A C) decken alle vier
Klauseln von F ab. Die Formel F lasst sich also noch weiter verkiirzen, es
gilt

F=(AAC) VvV (BAQ).

Dies ist nun die minimale DNF von F.

Nur durch Anwendung von Regel 1.11 ladsst sich also nicht unbedingt
die minimale DNF erzeugen. Es bleibt im Anschluss noch die Aufgabe,
aus den abgeleiteten Klauseln eine minimale Auswahl zu treffen. Das
Verfahren fiir die KNF lauft vollig analog mit Regel (1.10).

Karnaugh-Veitch Diagramme

Eine graphische Darstellung des Quine/McCluskey Verfahrens erhélt
man mittels KV-Diagrammen, benannt nach Karnaugh und Veitch. Es
eignet sich aber nur fiir Formeln mit wenigen Aussagevariablen. Bis zu
vier Variablen ist es aber sehr tibersichtlich.

Das Verfahren wird ausschliefllich in der Videolektion vorgestellt.

1.5 Die Liange der Normalformen

Wir wollen noch auf einige Aspekte bzgl. der Lange der Normalformen
hinweisen. Es gibt Formeln, bei denen die kanonische Normalform bereits
minimal ist. Ein Beispiel daftir ist

Pyi=A & 8 A,.

Die Formel P, hat also n Variable die mit exklusivem oder verkniipft
sind. Klammern sind keine gesetzt, da @ assoziativ ist. Bei @ spricht man
manchmal auch von der Parititsverkniipfung, da die Formel P,, genau dann
wahr ist, wenn eine ungerade Anzahl der Variablen A, ..., A, wahr ist.
Diese Eigenschaft werden wir in einem spéteren Kapitel voraussichtlich

Grundlagen Mathematik | 01.17: Weiteres
Beispiel zum Verfahren nach Quine und
McCluskey

Grundlagen Mathematik |  01.18:
Karnaugh-Veitch ~ Diagramme, KV-
Diagramme

Dieser Abschnitt ist nicht klausurrelevant.
Er bietet aber eine interessante Lektiire.
Wir sehen den ersten anspruchsvolleren
Beweis und lernen die Parititsfunktion
kennen, die uns sicher wieder begegnen
wird.


https://youtu.be/1_v8T1G6b4E
https://youtu.be/jvli5_kHm5Q
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Fiir das Prinzip eines Widerspruchsbewei-
ses sei auch an Beispiel 1.1.4 erinnert.

Das Ende eines Beweises kennzeichnen
wir mit einem offenen Tombstone Symbol.
Das Symbol geht auf den Mathematiker
Paul Halmos zuriick und steht fiir quod
erat demonstrandum, was zu beweisen war.

noch beweisen. Fiir den Moment geniigt uns folgende Beobachtung:
wenn man die Belegung einer Variablen von P, dndert, dann dndert sich
auch der Wahrheitswert von P,,. Nehmen wir z. B. die Variable A,,, dann
gilt

P,=P,1®A,.

Nach Definition von @ (siehe Wahrheitstabelle auf Seite 2) dndert sich
der Wahrheitswert von P,, wenn wir die Belegung von A, d&ndern, egal
welchen Wahrheitswert P,,_1 hat.

Theorem 1.5.1. Die kanonischen Normalformen fiir P, sind beide minimal.

Wir fithren einen indirekten Beweis oder Widerspruchsbeweis dessen Vor-
gehensweise wir hier zunéchst noch einmal allgemein erldutern wollen.
Bei einem Widerspruchsbeweis nimmt man an, dass die zu beweisen-
de Aussage falsch ist. Dann zeigt man, dass diese Annahme zu einem
Widerspruch fiihrt und die Annahme deswegen falsch sein muss. Jetzt
habe wir eine doppelte Negation vorliegen: wir haben gezeigt, dass die
negierte Aussage falsch ist. Folglich war die Aussage richtig.

Beweis von Theorem 1.5.1. Wir beweisen die Behauptung fiir die DNF. Wir
machen also die Annahme, dass es eine DNF fiir P, gibt, die nicht
kanonisch ist. Sei P,, = Ky V --- V K,;; eine solche nicht kanonische DNF,
wobei Kj, ..., K;, die und-Klauseln sind. Dann kommt in (mindestens)
einer der Klauseln, sagen wir Ky, nicht alle n Variablen vor. Sagen wir, A,
kommt in K7 nicht vor. Dann kénnen wir die restlichen n — 1 Variablen
so belegen, dass K; wahr ist. Wenn K; wahr ist, ist auch P, wahr, da
die Klauseln mit oder verkniipft sind. Dies gilt, egal ob A, mit wahr
oder falsch belegt wird. Dies ist aber ein Widerspruch zu unserer oben
gemachten Beobachtung, dass sich der Wahrheitswert von P,, d&ndert
wenn wir die Belegung von A, dndern.

Folglich war unsere Annahme falsch und und somit die Aussage des
Satzes richtig. Den Beweis fiir die KNF tiberlassen wir dem Leser. [

Es gibt gleich viele Belegungen die eine gerade bzw. eine ungerade
Anzahl von Variablen mit wahr belegen. Da P, die Paritatsformel ist,
haben also DNF und KNF jeweils 2"~! Klauseln.

Als néchstes sehen wir ein Beispiel mit sehr kurzen Normalformen. Dazu
betrachten wir folgende Wahrheitstabelle einer Formel G:

A B Cl|G
0 0 00
0 0 1/0
01 00
01 1/0
1 0 01
1 0 11
1 1 01
1 1 1)1

Die obere Hilfte der Wahrheitstabelle ist also falsch, die untere Hilfte
wabhr. D. h. dass die kanonischen Normalformen aus jeweils 4 Klauseln
bestehen. Die Formel G hat aber eine sehr einfach DNF und KNF die nur


https://en.wikipedia.org/wiki/Tombstone_(typography)
https://en.wikipedia.org/wiki/Paul_Halmos
https://de.wikipedia.org/wiki/Quod_erat_demonstrandum
https://de.wikipedia.org/wiki/Quod_erat_demonstrandum

aus einer Klausel besteht: G = A. Verallgemeinert man das Beispiel auf n
Aussagevariablen, so haben die kanonischen Normalformen, genau wie
bei der Paritit oben, jeweils 2! Klauseln. Hier lassen sich beide aber
bis auf eine Klausel verkiirzen.

Das letzte Beispiel ist aber eher die Ausnahme. Meistens ist es so wie bei
der Paritat, dass man die kanonischen Normalformen nicht verkiirzen
kann, oder zumindest nur sehr wenig. Das kann man sich einfach
plausibel machen: von den kiirzeren Formeln gibt es ja viel weniger
als von langeren, eben weil sie kiirzer sind. Entsprechend kann es
nur fiir wenige ldngere Formeln eine dquivalente kiirzere geben. D. h.
insbesondere, dass wenn eine der beiden Normalformen kurz ist, dass
dann die andere in der Regel lang ist, so wie es auch bei den kanonischen
Normalformen der Fall ist. Ein Beispiel liefert folgende Formel

F=(A1®A)AN(A3DANDN - AN(Ay-1 B Ay),

mit n Variablen Ay, ..., A, wobei wir annehmen, dass n gerade ist. In F
werden also die Variablen in n/2 Zweier-Gruppen eingeteilt. Die erste
Gruppe ist A1, Ay, die zweite Gruppe Az, A4, usw. Die Formel F ist wahr,
genau dann wenn in jeder Gruppe genau eine der beiden Variablen wahr
ist. Fir jede der n/2 Gruppen gibt es 4 Belegungen und bei 2 davon wird
die entsprechende Klammer in F war. Folglich gibt es insgesamt 2"/
Belegungen, bei denen F wahr wird.

» Mit einem ganz dhnlichen Argument wie in Theorem 1.5.1 kann
man zeigen, dass die kanonische DNF fiir F minimal ist. D. h. die
minimale DNF von F hat 2"/2 Klauseln.

» Betrachten wir die KNF von F. Dazu ersetzen wir einfach die
Klammern durch ihre KNF gemif Aquivalenz (1.9) auf Seite 12.
D.h. jede der n/2 Klammern wird durch 2 Klauseln ersetzt. Die
entstehende KNF hat folglich 2 - 5 = n Klauseln.

Die minimale DNF von F ist also exponentiell grofSer als die minimale
KNF von F. Entsprechend hat jeder Algorithmus, der die KNF von F in
eine DNF umwandelt, exponentielle Laufzeit.

Betrachtet man statt F die Formel G,
C=(A1®A) V(A3 @A)V - V(AL1 ®Ay),

so erhilt man ein analoges Beispiel mit kleiner DNF und grofier KNF.

1.6 Resolution

Die Resolution ist ein Verfahren der formalen Logik, um eine logische
Formel auf Giiltigkeit zu testen. Genauer ist es ein Widerlegungsverfah-
ren: Statt direkt die Allgemeingiiltigkeit einer Formel zu zeigen, leitet
es einen logischen Widerspruch aus deren Verneinung ab. Diese Herlei-
tung geschieht mittels eines Algorithmus auf rein formalem Weg und
kann deshalb von einem Computerprogramm durchgefiihrt werden. Die
Resolution ist eine der bekanntesten Techniken des Maschinengestiitzten
Beweisens.
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Solche Argumente werden wir spéter im
Kapitel tiber Kombinatorik vertiefend stu-
dieren.

Grundlagen Mathematik | 01.19: Resoluti-
on zum Beweis der Unerfiillbarkeit Boole-
scher Formeln

Die Grofle und der Platz von Resolutions-
beweisen ist ein sehr aktuelles Forschungs-
gebiet. Aktuelle Forschungsarbeiten und
Vortrage meinerseits zum von der Deut-
schen Forschungsgemeinschaft (DFG) ge-
forderten Forschungsprojekt Komplexitits-
mafSe fiir die Losung von aussagenlogischen
Formeln finden Sie unter https://www.
uni-ulm.de/in/theo/m/woerz/.


https://youtu.be/uS5hcc8JPRQ
https://www.uni-ulm.de/in/theo/m/woerz/
https://www.uni-ulm.de/in/theo/m/woerz/
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Im néchsten Kapitel lernen wir die Vereini-
gung von Mengen erst formal kennen. Im
Video ist aber erklirt, was dies anschaulich
bedeutet.

Ein Beispiel zum Verfahren wurde in der
Videolektion gegeben.

Die leere Klausel ist die Klausel mit keinen
Literalen.

Grundlagen Mathematik | 01.20: Pradika-
tenlogik

Eine Primzahl ist eine natiirliche Zahl, die
grofer als 1 und ausschliefSlich durch sich
selbst und durch 1 teilbar ist. Insbesondere
ist 1 per Definition keine Primzahl. Diese
Festlegung hat gute Griinde, die durch
den Fundamentalsatz der Arithmetik kla-
rer werden (den wir aber an dieser Stelle
nicht verstehen zu brauchen).

Seien C und D Klauseln einer aussagenlogischen Formel, die in konjunk-
tiver Normalform vorliegt. Gibt es ein Literal L, welches in C positiv und
in D negativ vorkommt, ist die Vereinigung beider Klauseln ohne das
positive und negative Literal L der Resolvent R, in Zeichen:

R:= (C1 \{L}) U (C2 \ {L}).

Das heift insbesondere: Gibt es kein komplementéres Literal, so gibt
es auch keinen Resolventen. Es darf immer nur genau ein Literal resol-
viert werden. Je nach Ausgangsklauseln ist die Bildung verschiedener
Resolventen moglich.

Anders notiert: Aus
(LVAyV---VA,)AB1VByV---VB, V-L)
wird auf den Resolventen
AyV---VA, VB V---VB,

geschlossen.

Der Resolvent ist nicht &quivalent zu den Ausgangsklauseln. Die Bedeu-
tung des Resolventen liegt vielmehr darin, dass die Ausgangsklauseln nur
dann beide gleichzeitig erfiillbar sind, wenn auch der Resolvent erfiillbar
ist (eine sogenannte notwendige Bedingung). Gelingt es, die leere Klausel
zu resolvieren, die stets unerfiillbar ist, ist somit die Unerfiillbarkeit der
gesamten Formel gezeigt.

1.7 Pradikatenlogik

In der nebenstehenden Videolektion geben wir eine Einfithrung in die
Pradikatenlogik. Wir lernen insbesondere Generalisierung kennen und
erfahren, wie man Quantoren negiert. Pradikatenlogik wird Thnen vor
allem in der Analysis begegnen. Ein sicherer Umgang mit ihr sollte daher
eingetiibt werden.

1.8 Zusitzliche Ubungsaufgaben zum Kapitel

Die hier vorgestellten Ubungsaufgaben sind oft leichte Veranderungen
von bewiesenen Sachverhalten aus der Vorlesung. Diese werden (anders
als die Ubungsblatter und Tutorien-Ubungsblitter) nicht besprochen
und miissen nicht abgegeben oder bearbeitet werden.

1. Beweisen Sie durch Widerspruch, dass es unendlich viele Primzahlen
gibt (etwas knifflig). Uberlegen Sie sich dazu, wie Sie aus einer gegebenen
endlichen Liste von Primzahlen eine weitere Primzahl, die nicht in der
Liste auftaucht, konstruieren kénnen. Losungshinweise finden Sie unter
https://de.wikipedia.org/wiki/Satz_von_Euklid.

2. Beweisen Sie Theorem 1.5.1 fiir die KNF von P,,.


https://youtu.be/2aTgZcIasiQ
https://de.wikipedia.org/wiki/Primfaktorzerlegung#Fundamentalsatz_der_Arithmetik
https://de.wikipedia.org/wiki/Satz_von_Euklid

3. Zeigen Sie, dass dass die kanonische DNF minimal ist fiir
Fi=(A1®A)AN(A3D AN N AN(Ay1 B Ay).

4. Es sei

G:= (Al @Az) V(A3@A4)V - V(A @An).

Zeigen Sie:

(a) die kanonische KNF von G hat 2"/2 Klauseln und ist minimal.
(b) G hat eine DNF mit n Klauseln.

1.8 Zusatziibungen
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Mengen

Gregor Cantor definierte 1895 eine Menge als eine Zusammenfassung
wohldefinierter, unterscheidbarer Objekte. Eine Menge wird als neues
Objekt angesehen, die Menge ihrer Objekte. Ein Objekt x aus der Menge M

wird als Element von M bezeichnet. Wir schreiben dafiir kurz: x € M.

Gehort ein Objekt y nicht zur Menge M, so schreiben wir: y ¢ M.

Die Anzahl der Elemente einer Menge M wird auch als deren Michtigkeit
bezeichnet und mit |M| abgekiirzt.

Notation von Mengen. Es gibt verschiedene Moglichkeiten, Mengen
aufzuschreiben. Eine davon ist die Aufzdhlung der Elemente innerhalb
von Mengenklammern {.. . }.

» Zum Beispiel ist D = {3} die Menge, die nur aus dem Element 3
besteht. Also ist |D| = 1.

» Die Menge der Teiler von 10 ist Tip = {1,2,5,10}. Es gilt also
Tro| = 4.

Die leere Menge ist die Menge, die keine Elemente enthilt. Sie wird mit @
bezeichnet. Es ist also @ = {} und |0| = 0. Die Menge der natiirlichen
Zahlen wird mit N bezeichnet,

N:={0,1,2,...}.

Da diese Menge unendlich viele Elemente enthélt kann man nicht mehr
alle aufschreiben. Stattdessen sollen die 3 Punkte andeuten, wie es weiter
geht. Aber auch bei Mengen mit endlich vielen Elementen kommt die
Schreibweise mit Punkten zum Einsatz: fiir n € N* := {1,2,3,...}
definieren wir die Menge

[n]:={1,...,n}.

Die Menge [n] besteht also aus allen natiirlichen Zahlen von 1 bis n.

Ein Wiirfel zeigt die Zahlen der Menge [6] = {1,2,3,4,5, 6} an. Fiir
Lottospieler ist speziell die Menge [49] = {1, 2, ..., 49} interessant. Mit
Z wird die Menge der ganzen Zahlen bezeichnet,

z:={...,-2,-1,0,1,2,...}.

Dies ist die Erganzung der natiirlichen Zahlen durch entprechende
negative Zahlen.

Eine Menge ist alleine dadurch definiert, welche Elemente sie enthilt.

Zwei Mengen A und B heifSen gleich, falls sie die gleichen Elemente
enthalten. Wir schreiben dann A = B. Insbesondere spielt die Reihenfolge
in der man die Elemente einer Menge notiert keine Rolle. Beispielsweise
kann man die Menge Ty auch wie folgt schreiben: Typ = {10, 5, 2, 1}.

2.1Teilmengen ........... 25
2.2 Operationen auf Mengen .. 27
2.3Rechengesetze ......... 29
2.4Kreuzprodukte . . ........ 31

Etwas formaler konnte man definieren:
YyEM: = =(y e M).

Hierbei bedeutet das Zeichen : &= per
definitionem genau dann wenn.

Grundlagen Mathematik | 02.01: Einfiih-
rung Mengenlehre, Notationen, Mengen-
gleichheit

Eine natiirliche Zahl a ist genau dann ein
Teiler einer natiirlichen Zahl n, wenn es
eine natiirliche Zahl b gibt, fiirdiea-b = n
gilt. Man schreibt dafiir formal: a | n.

Obacht: Hier gibt es unterschiedliche Kon-
ventionen. Darauf wird im Video einge-
gangen.

Anders formuliert: A = B gilt genau dann,
wennVx : (x € A & x € B)gilt.


https://youtu.be/TgdhH-35GTA
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Formaler, mit Hilfe von Pradikaten, haben
wir dies im Video besprochen.

Grundlagen Mathematik | 02.02: Rus-
selsche Antinomie, Barbier von Sevilla,
Barbier-Paradoxon

Nach unserer naiven Definition ist M tat-
sdchlich eine Menge. Aufgrund des Pa-
radoxos, das sich aus der Definition ent-
wickelt, ldsst man solche Mengen nicht
zu. Es handelt sich formal um eine Klas-

se. Eine Erklarung sprengt allerdings den
Vorlesungsrahmen.

Abbildung 2.1: Die Plaza de Espafia in
Sevilla. Es kursieren viele Varianten des
Paradoxons, zum Beispiel: Der Barbier von
Sevilla rasiert alle Mdinner von Sevilla, nur
nicht die, die sich selbst rasieren. Diese Aus-
schmiickung liefert aber genau genommen
nicht Russells sinnlose Definition, sondern
impliziert nur, dass der Barbier kein Mann
von Sevilla ist (vielleicht ein weiblicher
Barbier oder ein dort arbeitender Barbier
aus einer Nachbarstadt).

Eine andere Art Mengen zu notieren ist die Form:
M = {x | x hat die Eigenschaft E }.

Es gehoren dann alle Elemente x zur Menge M, die die Eigenschaft E
haben. Zum Beispiel

Tio
[n]

{t|teNundtteilt 10 },
{k|keNund1<k<n}.

Arbeitet man tiber einer Grundmenge, so wie hier {iber den nattirlichen
Zahlen, so schreibt man auch (iibersichtlicher) Tjg = {t € N | f teilt 10 }.
Ein Beispiel fiir eine unendliche Menge sind die rationalen Zahlen,

a

@‘:<b

a,beZundbiO}.

Antinomien. Der hier vorgestellte Ansatz fiir die Mengenlehre nach
Cantor wird als naive Mengenlehre bezeichnet, da er zu Widerspriichen
fithrt. Ende des 19-ten Jahrhunderts entdeckte Bertrand Russell diese
sogenannten Antinomien. Wir betrachten ein Beispiel.

Ein Teil der Méanner in einem Dorf rasiert sich selbst. Die anderen Manner
rasiert der Barbier.

Wir bilden folgende , Menge”
M := {alle Minner, die sich nicht selbst rasieren}.

Offenbar werden hier wohldefinierte, unterscheidbare Objekte zusam-
mengefasst. Es handelt sich somit um eine zuldssige Mengenbildung
gemdf3 obiger Definition. Die Frage ist nun, ob der Barbier b zu M
gehort.

Es gilt

beM b rasiert sich nicht selbst
b wird vom Barbier rasiert
b rasiert sich selbst

b¢M,

1Tl

was absurd ist!

Beispiele wie dieses 16sten damals eine tiefe Krise in der Mathematik aus.
Es bedurfte eines erheblichen Aufwands die Mengenlehre so aufzubauen,
dass diese Widerspriiche nicht mehr auftreten kénnen. In der heutigen
Mengenlehre ist eine Mengenbildung wie in obiger Antinomie nicht
moglich. Fiir unsere Zwecke reicht die naive Mengendefinition aber vollig
aus. Unsere Mengen sind immer Teilmengen von vorher festgelegten
Grundmengen, wie beispielsweise den ganzen Zahlen. Dann kénnen
obige Widerspriiche nicht auftreten.


https://youtu.be/ihbrjXWBuAo
https://de.wikipedia.org/wiki/Klasse_(Mengenlehre)
https://de.wikipedia.org/wiki/Klasse_(Mengenlehre)

2.1 Teilmengen

Fiir zwei Mengen A und B heifit A Teilmenge von B (oder B Obermenge
von A), falls jedes Element von A auch Element von B ist. Wir schreiben
daftir kurz: A C B. Zur Teilmengen-Beziehung C sagt man auch Inklusion.
Zum Beispiel gilt Tip C [12] €N Cc Z C Q.

Ist A keine Teilmenge von B, so schreiben wir A ¢ B. Beispielsweise ist
[5] € Tio, da 3 € [5] aber 3 ¢ Tqo.

Fiir jede Menge A ist A Teilmenge von sich selbst, A € A. Ebenso ist
die leere Menge Teilmenge von A, @ C A, da jedes Element der leeren
Menge, ndmlich keines, auch Element von A ist. Deswegen nennt man
A und 0 auch die trivialen Teilmengen von A.Ist A C B fiir eine Menge
B # A, dann sagt man auch, dass A echte Teilmenge von B ist, und schreibt
ACB.

Die Inklusion ist transitiv: fiir drei Mengen A, B und C gilt

ACBundBCcC = ACC.

Mengengleichheit beweisen. Eine weitere einfache Beobachtung ist,
dass zwei Mengen A und B genau dann gleich sind, wenn jede in der
anderen enthalten ist:

ACBundBCA < A=B.

Diese Eigenschaft ist niitzlicher als es auf den ersten Blick erscheinen
mag. Oft hat man ndmlich den Fall, dass Mengen A und B mit so
unterschiedlichen Beschreibungen gegeben sind, dass man nicht sofort
sieht, dass in Wirklichkeit A = B gilt. Mit obiger Eigenschaft kann man
diesen Nachweis nun in zwei Schritte zerlegen, was oft einfacher ist. Man
weist dann nach, dass jede Menge in der anderen enthalten ist.

Als Beispiel betrachten wir die Menge A, die aus allen geraden ganzen
Zahlen besteht. Das sind alle Zahlen g € Z, die sich in der Form g = 2n
schreiben lassen, fiir eine ganze Zahl n,

A={2n|nez}.

Die Menge B besteht aus allen Zahlen, die sich als Summe von zwei
ungeraden ganzen Zahlen schreiben lassen,

B:={u+v|u,veZsind ungerade }.

Man sieht also nicht sofort, dass A und B gleich sind (zumindest als
Anfanger). Wir zeigen A = B, indem wir zunédchst A C B, und dann
B C A nachweisen.

Beweis. 1. A C B: Fiir ein beliebiges Element a € A zeigen wir, dass
a auch in B liegt. Sei a = 2n fiir eine ganze Zahl n. Wir zerlegen a
inu =2n —1und v = 1. Dann sind # und v beide ungerade und

u+v=02n-1)+1=2n=a.

Damitist a € B.

2.1 Teilmengen 25

Grundlagen Mathematik | 02.03: Teilmen-
gen und Mengengleichheit beweisen — Bei-
spiel

Wir kénnen auch B 2 A schreiben.

Auch hier gibt es unterschiedliche Konven-
tionen, die im Video besprochen wurden.


https://youtu.be/3R3ia9tR3Sg
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Grundlagen Mathematik | 02.04: Potenz-
mengen erklirt (die Menge aller Teilmen-
gen)

Aus diesem Grund wird in manchen
Biichern die Potenzmenge auch mit 24
statt P(A) bezeichnet. Gleichung (2.1) liest
sich dann wie folgt: 24| = 214l Wir wol-
len diese Notation allerdings nicht verwen-
den.

2. B C A:Seinun b ein beliebiges Element aus B. Die Zahl b lasst sich
also schreiben als b = u + v fiir ungerade ganze Zahlen 1 und v.
Da u und v ungerade sind, lassen sie sich wiederum schreiben als

2k +1,
20+1,

u

v
fiir ganze Zahlen k und ¢. Damit erhalten wir
b=u+v=0Q2k+1)+20+1)=2k+20+2=2(k+{+1).

Da k + £ + 1 eine ganze Zahl ist, ist folglich b = 2(k + { + 1) gerade
und damit b € A. O

Potenzmengen. Die Menge [3] hat insgesamt 8 Teilmengen:

0, {1}, {2}, {3},{1,2}, {1,3}, {2,3}, {1,2,3}.

Diese Teilmengen sind wohldefinierte, unterscheidbare Objekte. Nach
der Cantor’schen Mengendefinition kénnen wir also die Teilmengen in
einer neuen Menge zusammenfassen: Fiir eine Menge A definieren wir
die Potenzmenge von A als die Menge %(A) aller Teilmengen von A,

P(A)={T|TCA}.

Setzen wir also Mengenklammern um obige Aufzidhlung der Teilmengen
von [3], dann erhalten wir die neue Menge %([3]), die Potenzmenge
von [3].

Weitere Beispiele sind

2(2) = {0, {1}, {2}, {1,2}},
21y = {o, {13},
PO) = {0}

Man beachte, dass {0} nicht das gleiche ist wie 0: die Menge {0} enthélt
ein Element, ndmlich (. Dagegen enthilt @ kein Element.

Obige Beispiele zeigen die Potenzmenge von Mengen mit k =0,1,2,3
Elementen. Die Potenzmenge hat dann jeweils 2% Elemente. Wir werden
spater sehen, dass (fiir endliche Mengen) dies auch allgemein die richtige
Formel ist, es gilt

|P(A)] =241 2.1)
Weiter gilt fiir A C B die Inklusion (A) € P(B).
Beweis. Ist T € P(A), also T € A, dann gilt auch T C B, da ja nach

Voraussetzung A C B gilt und die Inklusion transitiv ist. Folglich ist
T € 9(B). O


https://youtu.be/7wpwgcs0H8g

2.2 Operationen auf Mengen

Aus zwei Mengen A und B kann man neue Mengen bilden. Die Ver-
einigungsmenge von A und B wird mit A U B bezeichnet und fasst die
Elemente beider Mengen in einer Menge zusammen:

AUB:={x|xecAoderx € B}.

Die Durchschnittsmenge von A und B wird mit A N B bezeichnet und
enthalt die Elemente in beiden Mengen vorkommen:

ANB:={x|xeAundx e B}.
Die Mengen A und B heiflen disjunkt, falls A N B = 0.

AUB ANB

Wir fassen die 6 Zahlen, die wir im Lotto getippt haben, in der Menge
T C [49] zusammen. Die Lottoziehung ergab die 6 Zahlen Z C [49].
Dann sind in T U Z alle Zahlen aus Tipp und Ziehung und in T N Z sind
unsere ,Richtigen”. Sind T und Z disjunkt, so lagen wir mit unserem
Tipp voll daneben!

Mit D = {3} und Typ = {1, 2, 5, 10} wie auf Seite 23 sind weitere Beispiele:

[6]uTwy = {1,2,3,4,5,6,10}, [6]NT = {1,2,5},
DUTyw = {1,2,3,5,10}, DNTypy = 0,
DUTw = Ty, 0NTyw = 0,
[nJUN = N, [n]NN = [n].

Offensichtlich gilt ANB C A C AUB.

Die Differenzmenge von A und B wird mit A — B oder auch A\ B bezeichnet
und enthilt alle Elemente von A, die nicht in B sind,

A-B:={x|xc€Aundx ¢B}.

A-B

2.2 Operationen auf Mengen 27

Grundlagen Mathematik | 02.05: Verei-
nigung, Schnitt, Komplement, symmetri-
sche Differenz von Mengen

Wenn man anstelle zweier Mengen A und
B ein System oder eine emph § von Mengen
betrachtet, d. h. eine Menge von Mengen,
dann lassen sich die nebenstehenden Defi-
nitionen verallgemeinern: Die Vereinigung
der Mengen M eines Systems § ist die
Menge

(JM:={x|3IMe8: xecM}.
Mes
Entsprechend ist der Durchschnitt der Men-
gen M € § die Menge

(Y M:={x|VYMeS: xeM}.
MeS

Sind die Mengen in § alle paarweise dis-
junkt, d. h. gilt MNM’ firalle M # M’, so
nennen wir die Vereinigung aller Mengen
aus 8§ disjunkte Vereinigung und notieren

dies mit
(J M.
MeS


https://youtu.be/vsFAg_0ZIMg
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Beispiele sind [6] — Tio = {3, 4, 6} und Typ — [6] = {10}. Im Lotto-Beispiel
sind T — Z alle Nieten, die wir ungliicklicherweise anstatt den Zahlen
in Z — T angekreuzt haben. Hitten wir die Zahlenin (TN Z)U (Z -T)
angekreuzt, so wiirden wir jetzt auf Hawaii am Strand briiten, und nicht
tiber diesem Manuskript!

Sei M eine feste Grundmenge, so dass alle betrachteten Mengen Teilmen-
gen von M sind. Sei also A € M . Die Differenz von M und A wird auch
als Komplement von A (bzgl. M) bezeichnet,

A:=M-A.

Ein Beispiel bzgl. der Grundmenge N ist [6] = {0,7,8,9,...}.

Fiir eine Menge A C M ergibt die Vereinigung mit ihrem Komplement
die Grundmenge und der Schnitt mit ihrem Komplement ist leer,

AUA = M,
ANA = 0.

Komplementieren wir A doppelt, so erhalten wir wieder A,
A=A,

Das Komplement der leeren Menge ist die Grundmenge, und das der
Grundmenge ist die leere Menge,

= M,
0.

2 sl
Il

Seiennun A, B € M und sei A C B. Damit ist also jedes Element aus A
auch in B enthalten. Folglich ist jedes Element aufferhalb von B auch
auferhalb von A. Also gilt dann B C A,

ACB =— BCA.

Die Definition von A — B kénnen wir in Bezug auf die Grundmenge M
wie folgt umschreiben:

A-B

{x|x€eAundx ¢ B}
= {x|x€AundxeB}
ANB.

Damit kénnen wir die Differenz mit Hilfe von Schnitt und Komplement
ausdriicken.

Bei der symmetrische Differenz von A und B nehmen wir neben A — B auch
die Elemente von B — A auf.

AAB:=(A-B)U(B-A).

Die Menge A A B enthélt also alle Elemente die in genau einer der
Mengen A und B enthalten sind. Das kénnen wir auch durch eine



entweder-oder Verkniipfung ausdriicken:

AAB={x|entweder x € Aoderx € B}.

AAB

Zum Beispiel ist [6] A T = {3, 4, 6,10}. Es gilt

AAA = 0,
AAA = M.

Sind A und B disjunkt, dann ist A A B = A U B. Ist andererseits A C B,
dannist AAB =B - A.

2.3 Rechengesetze

Viele Gesetzmaéfiigkeiten bekommen wir direkt aus der Logik. Zum
Beispiel ist der Schnitt zweier Mengen A und B ist mittels einer und-
Verkniipfung definiert, und die ist bekanntlich kommutativ. Es gilt also:

ANB = {x|x€Aundxe€B}
{x|x€eBundx €A}
BN A.

Folglich ist auch der Durchschnitt eine kommutative Operation.

Das Kommutativgesetz gilt analog auch fiir die Vereinigung, die mittels
einer oder-Verkniipfung definiert ist, und der symmetrischen Differenz,
die mittels einer entweder-oder-Verkniipfung definiert ist:

AUB = BUA,
AAB = BAA.

Dagegen ist die einfache Differenz nicht kommutativ: im Allgemeinen ist
A —B # B— A. Zum Beispiel ist [2] — [1] = {2} und [1] - [2] = 0.

Mit derselben Methode lassen sich Assoziativgesetze zeigen:
(AuB)uUC AU(BUCQ),

(AnB)NnC AN(BNC),
(AAB)AC = AABAC).

2.3 Rechengesetze 29

Dieser Abschnitt ist fiir Thr Selbststudium
ohne Videobegleitung bestimmt.

Zur Erinnerung: Um zu zeigen, dass eine
Aussage nicht gilt, gentigt es ein konkre-
tes Gegenbeispiel anzugeben. Die Angabe
eines Beispiels ist allerdings nichts wert,
will man die Allgemeingiiltigkeit einer
Aussage zeigen.
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und genauso Distributivgesetze:

AUBNC) = (AUB)N(AUCQ),

ANnBUC) = (ANB)UANCQ),

ANBAC) = (AnB)A(ANC).
Wir zeigen das Argument nocheinmal am Beispiel des dritten Distribu-
tivgesetzes:
ANBAC) = {x]|xeAund (entweder x € Boderx € C)}

{x | entweder (x e Aund x € B)oder (x e Aundx € C) }
(ANB)A(ANC).

Ein entsprechended duales Gesetz gilt allerdings wieder nicht. Zum
Beispiel ist fiir A = [1], B = [2], C = 0:

AABNC)
(AAB)N(AACQC)

(1] 2 ([2]Nn0) = [1],
((1Taf2]) n ([1]a0) = 0.

Auch die Gesetze von de Morgan tibertragen sich aus der Logik:

ANB,
AUB.

AUB
ANB

Ebenso die Verschmelzungsgesetze:

AU(ANB)
AN(AUB)

A,
A.

Mit diesen Rechenregeln kénnen wir Ausdriicke umformen und erhalt
damit weitere Gleichungen. Folgende Rechnung liefert eine weitere
Darstellung der symmetrischen Differenz:

AAB

Il

(A—B)U (B - A)

= (ANB)U(BNA)

= (AUB)N(AUA)N(BUB)N(BUA) Distributivgesetz
= (AUB)N(AUB)

= (AUB)N(ANB) deMorgan

- (AUB)-(ANB).

Man kann sich Mengenrechenregeln im Venn-Diagramm graphisch

u veranschaulichen. Das schauen wir uns im Video an.
Grundlagen Mathematik | 02.06: Mengen-
rechenregeln am Venn-Diagramm

Freiwilliges Ubungsblatt 02

» In Canvas finden Sie unter den Modulen (siehe https://aalen.
instructure.com/courses/1533/modules) das zweite freiwil-
lige Ubungsblatt zur Bearbeitung.

| Ende der 3. Vorlesungswoche



https://youtu.be/9Opth2OuyNY
https://aalen.instructure.com/courses/1533/modules
https://aalen.instructure.com/courses/1533/modules

Besprechung Blatt 02

Das Freiwillige Blatt 02 wird in folgenden Videos besprochen:

» Aufgabe 1, One-time Pad:
https://youtu.be/tRemMfmouwY.

» Aufgabe 2, Komplement in Mengensystemen:
https://youtu.be/xm90PkcQ72o0.

» Aufgabe 3, Potenzmengen-Schnitt und -Vereinigung:
https://youtu.be/m816VrMRyC4.

» Aufgabe 4, Analyse des Nim-Spiels:
https://youtu.be/RULgzcI65sg.

Ergianzend sei angemerkt, dass sich der Begriff freiwillig lediglich
auf den zu erhaltenden Ubungsschein bezieht. Diesbeziiglich ist
die Bearbeitung der freiwilligen Ubungsblitter also freiwillig. Der
Stoff, der in diesen Bldttern besprochen wird, wird dennoch als
klausurrelevant erachtet, zumal die Besprechung des Blattes (in
Prasenz) wahrend der Vorlesungszeit stattfindet.

2.4 Kreuzprodukte

Will man in einem Koordinatensystem mit einer x-Achse und einer y-
Achse einen Punkt P spezifizieren, so gibt man (in Bezug auf eine Einheit)
die Koordinaten von P an. Beispielsweise 3 Einheiten auf der x-Achse und
5 Einheiten auf der y-Achse. Schreibt man die Koordinaten nun einfach
als Menge {3, 5}, so hat man das Problem, dass die Zuordnung zu den
Achsen verloren geht, da {3, 5} = {5, 3}. Eine Menge mit 2 Elementen ist
gewissermafien ein ungeordnetes Paar. Was wir hier brauchen ist aber ein
geordnetes Paar mit einer ersten Komponente, die wir der x-Achse zuordnen,
und einer zweiten Komponente, die wir der y-Achse zuordnen.

Geordnete Paare erfordern kein neues Konzept, analog zum Mengen-
begriff. Man kann geordnete Paare mit einem Trick mittels Mengen
definieren.

Definition 2.4.1. Fiir zwei Elemente a und b ist das geordnetes Paar
(a, b) definiert durch

(a,b) = {a, {a,b}}.

Dabei heif3t a die ersten Komponente von (a, b), und b die zweite Kompo-
nente von (a, b).

Mit dieser Definition wird in der Tat erste und zweite Komponente
unterschieden.

Lemma 2.4.2. Zwei geordnete Paare (a,b) und (a’,b’) sind genau dann

2.4 Kreuzprodukte 31

Grundlagen Mathematik | 02.07: Kreuz-
produkte, geordnete Paare und Tupel

Ein geordnetes Paar wird auch 2-Tupel
genannt.

Die Unterschiede Axiome, Lemma, Korol-
lar und Satz sind ganz gut im Simple Club
Video https://youtu.be/xFAVH1bjOfY
erklart. Zur Erganzung: Ein Theorem ist
ein besonders wichtiger Satz.


https://youtu.be/tRemMfmouwY
https://youtu.be/xm90PkcQ72o
https://youtu.be/m8l6VrMRyC4
https://youtu.be/RULqzcI65sg
https://youtu.be/8wnevGNqq-4
https://youtu.be/xFAVH1bj0fY
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2 Mengen

gleich, wenn ihre jeweiligen Komponenten gleich sind, das heifst

(a,b)=(a’",b0') = a=a"undb="".

Beweis. Wurde in der Videolektion bewiesen. O

Definition 2.4.3. Seien A und B zwei Mengen. Die Menge der geordne-
ten Paare, die als erste Komponente ein Element aus A und als zweite
Komponente ein Element aus B haben, nennt man das Kreuzprodukt
oder das kartesische Produkt von A und B.

AxB={(a,b)|lae Aundb € B}.
Ist A = B, so schreibt man statt A X A kiirzer A2.
Fir A = {0,1} und B = {0, 1, 2} erhalten wir:

AXDP=0xA=0,
A% ={(0,0), (0,1), (1,0), (1, 1)},
AxB={(0,0), (0,1), (0,2), (1,0), (1,1), (1,2)},
B% = {(0,0), (0,1), (0,2), (1,0), (1,1), (1,2), (2,0), (2,1), (2,2)}.

Tragt man die Punkte wie oben beschrieben in ein Koordinatensystem,
erhélt man bei A2 die Eckpunkte eines Quadrats mit Seitenlinge 1. Bei
A X B ergibt sich ein Rechteck mit Seitenldngen 1 und 2 und B? enthalt
alle Gitterpunkte eines Quadrats mit Seitenlédnge 2.

Sind die Mengen A und B endlich, so wie hier, dann gilt offensichtlich
fiir die Anzahl der Elemente:

|Ax B| = |A]-|B|.

Insbesondere gilt also |A%| = |A|2.

Die Mengen miissen aber nicht endlich sein. Analog zu den gerade
betrachteten Beispielen besteht N? aus allen (unendlich vielen) Gitter-
punkten im so genannten ersten Quadranten des Koordinatensystems.
N x {0} sind alle Gitterpunkte auf der nicht-negativen x-Achse und
{0} x N sind alle Gitterpunkte auf der nicht-negativen y-Achse.

Das Kreuzprodukt kann man leicht auf mehrere Mengen verallgemeinern.
Fiir 3 Elemente a, b und c definieren wir das Tripel (a,b, ¢) indem wir es
in zwei Paarbildungen zerlegen:

(a,b,¢):=((a,b),c).

Man beachte, dass dabei (a, b) bereits eine Menge ist. Ausgeschrieben
erhalten wir

((a,b),c) = {(a,b), {(a,b),c}} = {{a,{a,b}}, {{a,{a,b}},c}}.



Nach der gleichen Methode definiert man beliebige n-Tupel von Elemen-
tenay,...,a,:

(a1,a2,a3,...,a4,) = (~--((a1,a2),a3)--- ,a,,).

Das Kreuzprodukt von n Mengen Ay, ..., A, ist dann definiert als
Ay X+ XA, = {(al,...,an) | a; EAifﬁrizl,...,n}.
Sind alle Mengen gleich, so schreibt man wieder kiirzer A" statt

AX---XA.
————

n—mal

Sind die Mengen endlich, so gilt analog wie oben fiir die Anzahl der
Elemente
|[A1 X - X Ap| = |A1] ... - [An],

und insbesondere also |A"| = |A|".

Fiir A = {0, 1} erhalten wir

A3 = 0,0,0), (0,0,1), (0,1,0), (0,1,1),
| (1,0,0), (1,0,1), (1,1,0), (1,1,1) |~

Wie man sieht gilt |A%| = 2% = 8. Allgemein erhilt man bei A" alle
0-1-Tupel der Lange n. Davon gibt es |[A"| = |A|" = 2" viele.

2.4 Kreuzprodukte
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Relationen

Das Kreuzprodukt kombiniert jedes Element einer Menge mit jedem
Element einer anderen Menge. Oft interessiert einen aber nur ein Teil
aller Kombinationen. Dies fiihrt zum Begriff der Relation.

Definition 3.0.1. Seien A und B zwei Mengen und R eine Teilmenge
des Kreuzprodukts, R € A X B, dann heifst R Relation zwischen A und B.
Ist A = B, also R C A?, so sagt man kiirzer: R ist Relation auf A.

Ist beispielsweise B eine Menge von Biichern und S eine Menge von
Sachgebieten, so bildet man zunéchst alle Kombinationen B X S von
Biichern mit Sachgebieten. Eine Bibliothek ist fiir ihren Katalog dann nur
an einem Teil aller Kombinationen interessiert, sie bildet die Relation

R = {(b,s) | Buch b € B hat Sachgebiets € S }.

In der Regel gibt es zu interessanten Sachgebieten mehrere Biicher. Aber
auch umgekehrt hat ein Buch oftmals mehrere Sachgebiete. So kann ein
Buch mit dem Sachgebiet Mathematik auch zum Sachgebiet Informatik
oder zum Sachgebiet spannende Unterhaltung gehdren, wobei Letzteres
héufig umstritten ist.

Als weiteres Beispiel betrachten wir folgende Relation auf den nattirlichen
Zahlen, N = {0,1,2,... }:

R={(n,m)|esgibteink e N,sodassn +k =m}.

Zu R gehort das Paar (1, 3), da fiir k = 2 gilt 1 + k = 3. Das Paar (3, 1)
gehort nicht zu R, da egal welchen Wert man fiir k einsetzt, 3 + k # 1
ist. Alle Paare der Form (7, n) sind in R, da fiir k = 0 gilt n + k = n. Mit
k = 1 erhalt man alle Paare der Form (1, n + 1). Man sieht, dass alle Paare
(n, m) zu R gehoren, bei denen 1 kleiner oder gleich m ist. Die iibliche
Bezeichnungsweise dafiir ist nicht R, sondern <. Es gilt also (1,3) € <
und (3, 1) ¢ <. Aber auch diese Schreibweise sieht noch etwas ungewohnt

aus: Meistens schreibt man das Relationssymbol zwischen die Elemente.

D.h. statt (a,b) € R schreibt man aRb. Statt (1, 3) € < schreibt man also
1 < 3, uns dies ist die aus der Schule gewohnte Darstellung. Man beachte
aber, dass iiber den Wechsel der Schreibweise inhaltlich nichts verdndert
wurde. Fiir Anfénger ist es etwas ungewohnt: < ist eine Teilmenge des
Kreuzprodukts N2.

Allgemeiner kann man Relationen als Teilmenge des Kreuzprodukts
mehrerer Mengen Ay, ..., A, definieren, dh. R € A; X--- X A, und
spricht dann von einer n-stelligen Relation zwischen Ay, ..., A;,. Deswegen
bezeichnet man die oben definierte Relation manchmal auch als 2-stellige
oder bindre Relation.

3.1Relationen als Graphen ... 36
3.2 Definitions- und Wertebereich 37
3.3 Die inverse Relation . .... 38
3.4 Verkettung von Relationen . 39
3.5 Aquivalenzrelationen. . . . . 40
3.6 Ordnungsrelationen . . ... 42
3.7 Hiillenoperatoren und Graphen-

theorie . . .............. 43

Grundlagen Mathematik | 03.01: Einfiih-
rung Relationen, Eigenschaften und Aqui-
valenzrelationen


https://youtu.be/L67rML5dWPA
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Viele Mathematiker nennen diese Eigen-
schaft auch linear, total oder vollstindig. Sie
fordern dann

VYa,beA:a+#b = aRbV bRa,

damit R konnex ist. Dabei ist Va,b € A
eine Abkiirzung fiir Va € AVb € A.

Grundlagen Mathematik | 03.02: Graphen
als spezielle Relationen

Eigenschaften von Relationen.

Definition 3.0.2. Eine Relation R € A X A heif3t

» reflexiv, falls aRa fiir alle a € A gilt.

» symmetrisch, falls fiir alle a, b € A aus aRb stets bRa folgt.

» antisymmetrisch, falls fur alle a,b € A aus aRb und bRa stets
a = b folgt.

» asymmetrisch, falls fur alle a, b € A aus aRb stets ~(bRa) folgt.

» transitiv, falls fiir alle a,b,c € A aus aRb und bRc stets aRc
folgt.

» konnex, wenn fiir alle a, b € A stets aRb V bRa gilt.

» irreflexiv, wenn fiir alle a € A stets =(aRa) gilt.

Der Unterschied zwischen antisymmetrischen und asymmetrischen
Relationen wurde im Video erklart.

Um die Begriffe einzuiiben, versuchen Sie selbst Relationen (ruhig auch
alltagliche, wie z. B. ,ist verwandt mit” auf der Menge der Menschen) zu
definieren und untersuchen Sie, welche Eigenschaften sie erfiillen und
welche nicht. Hier einige Anregungen:

» Ri:={(x,y) eN? | x <y}.
» Ry:={(x,y) eN? | x < y}.
» R;:={(x,y) € N? | x und y sind ganze Zahlen}.

Versuchen Sie weiter, die Begriffe voneinander abzugrenzen, z. B.:

» Istjede nicht reflexive Relation irreflexiv? Warum; warum nicht?
» Ist jede symmetrische Relation antisymmetrisch? Wieso; wieso
nicht?

Aquivalenzrelationen. Ist eine Relation reflexiv, symmetrisch und tran-
sitiv, so ist sie eine Aquivalenzrelation. Dies ist die vermutlich wichtigste
Art von Relationen in der Mathematik. In Abschnitt 3.5 werden wir mehr
iiber diese Relationen erfahren.

3.1 Relationen als Graphen

Ein hédufig vorkommender Spezialfall sind Relationen auf einer endlichen
Menge. In diesem Fall spricht man auch von Graphen. Sei beispielsweise
A={1,2,3,4yund R = {(1,2), (1,3), (2,1), (2,3), (3,4), (4,1)}. Dann
bezeichnet man das Paar (A, R) als Graph G, schreibe G = (A, R).

Einen Graph G kann man als Diagramm zeichnen:


https://youtu.be/s1TfFkspNrY
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Fiir jedes Element a € A zeichnen wir einen Punkt den wir mit a
beschriften. Statt von Punkten spricht man bei Graphen von Knoten
(engl. vertices oder nodes) und verwendet meistens die Bezeichnung V
statt A. Die Punkte werden gemifl R durch Pfeile verbunden. Das Paar
(1,2) von R wird durch einen Pfeil von 1 nach 2 dargestellt. Analog
verfahrt man mit den anderen Paaren von R. Statt von Pfeilen spricht
man bei Graphen von Kanten (engl. edges) und verwendet meistens die
Bezeichnung E statt R. D. h. in der Regel bezeichnet man einen Graph G
durch G = (V,E).

Definition 3.1.1 (Graph). Ein (endlicher) gerichteter Graph G ist ein
geordnetes Paar (V,E), wobei V eine nicht-leere (endliche) Menge
von Knotenund E C VXV = {(u,v) | u,v € V} eine dazu disjunkte
Menge von gerichteten Kanten ist.

Eine Kante (u, u) fiir ein u € V heif3t Schlinge.

IstE C {(u,v) | u,v € Vund u # v}, so spricht man von (endlichen)
einfachen gerichteten Graphen.

Eine weitere Darstellungsform von Relationen auf einer endlichen Menge
ist als Matrix, der sogenannten Adjazenzmatrix des Graphen. Sei G =
(V, E) mit |V| = n Knoten. Wir nehmen der Einfachheit halber an, dass
V ={1,2,...,n}ist. Bestand V urspriinglich aus irgendwelchen anderen
Elementen, so kann man diese durchnummerieren und dann nur mit
diesen Nummern arbeiten. Das reicht fiir unsere Zwecke vollkommen
aus. Die Matrix A ist eine quadratische n X n Matrix, d.h. sie hat n
Zeilen (waagrecht) und n Spalten (senkrecht). Fiir den Graph in obiger
Abbildung erhalten wir folgende Adjazenzmatrix,

BN

Il
— o o
e e e
C o R
o= oo

Der Eintrag in Zeile i und Spalte j wird mit a; ; bezeichnet. Es gilt also

1, falls(i,j) € E,

a,‘,j = .
0, sonst.

Wir schreiben kurz A = (aiff)gt,jgn

liefert eine sehr einfache Umsetzung als Datenstruktur fiir Graphen in Pro-

grammiersprachen als zweidimensionales boolesches Feld (oder array).

Damit kann man mit Graphen sehr einfach algorithmisch umgehen.

. Die Darstellung als Adjazenzmatrix

3.2 Definitions- und Wertebereich

Kommen wir zuriick zum allgemeinen Fall einer Relation R zwischen
den Mengen A und B. Der Definitionsbereich D(R) von R ist die Menge
aller a € A, die in Relation zu einem Element von B stehen,

D(R):={a e Alesgibteinb € B,so dass aRb }.

Wir werden spéter auch noch tiber (endli-
che, einfache) ungerichtete Graphen spre-
chen. Bei diesen ist die Menge E eine Teil-
menge von

)t

d.h. von den 2-elementigen Teilmengen
von V. Analog dazu sind die Kantenmen-
gen bei (endlichen) ungerichteten Gra-
phen mit Schlingen eine Teilmenge von

)

Da wir in dieser Vorlesung nur endliche
Graphen betrachten werden, werden wir
dies zukiinftig nicht weiter betonen.

u,veVundu;ﬁv},

Fiir die Reihenfolge der Indizes merke:
Zeilen zuerst, Spalten spéter.

Grundlagen Mathematik | 03.03: Definiti-
onsbereich und Wertebereich von Relatio-
nen, Beispiele


https://youtu.be/YOU9s0GCzCM
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Grundlagen Mathematik | 03.04: Inverse
Relationen - Definition und Beispiel

Analog dazu ist der Wertebereich W(R) von R die Menge aller b € B, die
in Relation zu einem Element von A stehen,

W(R) :={b e B|esgibteina € A, sodass aRb }.

Zum Beispiel hat die Relation < auf N den Definitionsbereich D(<) = N,
da jede natiirliche Zahl n in <-Relation zu einer weiteren nattirliche Zahl
steht, beispielsweise zu n + 1. Der Wertebereich ist W(<) = N — {0}, da
es fiir alle nattirlichen Zahlen bis auf die 0 eine kleinere natiirliche Zahl
gibt, beispielsweise n — 1.

Als weiteres Beispiel betrachten wir den Graph G = (V,E) mit V =
{1,2,3,4} und

E={(1,3), (2,1), (2,3), 4,1), (4,3)}.

1 2

Der Definitionsbereich besteht aus allen Knoten, die als 1. Komponente
auftauchen, also D(E) = {1,2,4}. Das sind also alle Knoten, die Aus-
gangspunkt einer Kante sind. Entsprechend besteht der Wertebereich
aus allen Knoten, die als 2. Komponente vorkommen, also W(E) = {1, 3}.
Dies sind alle Knoten, die Endpunkt einer Kante sind. Die Adjazenzmatrix
von G ist

0
0
ol

o © O O

1
1
0
1

= O = O

0

Auch hier kann man den Definitionsbereich einfach erkennen: Dies sind
alle Knoten, die mindestens eine 1 in der Zeile stehen haben. In A sind
dies alle Knoten bis auf Knoten 3, da Zeile 3 eine Nullzeile ist. Fiir
den Wertebereich schaut man sich entsprechend die Spalten von A an.
Knoten 2 und 4 haben eine Nullspalte und gehoren deshalb nicht zum
Wertebereich.

3.3 Die inverse Relation

Die zur Relation R C A X B inverse Relation ist
RY:={(b,a)e BxA|(a,b)€R}.

D.h. R7! ist eine Relation auf B X A und enthilt genau die Paare von R in
vertauschter Reihenfolge. Man bezeichnet R™! auch als die Umkehrrelation
von R. Bildet man die Inverse der Umkehrrelation, also (R™1)~!, so werden
die Paare (a,b) von R zweimal in ihrer Reihenfolge vertauscht und man
landet wieder beim Paar (a,b). Es gilt also (R™!)"! = R.


https://youtu.be/UG-H2x-iBM4
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Betrachten wir noch einmal obigen Graph G = (V, E). Wir definieren
den zu G inversen Graph G~ = (V, E™!), wobei E~! die Umkehrrelation
von E ist, d. h.

E7'={(3,1), (1,2), (3,2), (1,4), (3,4)}.

1 2

D.h. G™! entsteht aus G einfach dadurch, dass man alle Kanten in ihrer
Richtung umdreht.

Betrachten wir die Adjazenzmatrix von G™'. Hat G eine Kante von
Knoten i nach Knoten j, so hat die Adjazenzmatrix A an Position (i, f)
eine1,d.h. a;j = 1. In G~ wird daraus eine Kante von jnachi, d.h.in
der Adjazenzmatrix von G™! steht diese 1an Position (j, i). Umgekehrt
kommt der Wert a;; von A auf die Position (7, j) in der Adjazenzmatrix
von G™1. Es werden also je zwei Eintrége von A vertauscht, man sagt auch
transponiert, indem die jeweiligen Indizes umgedreht werden. Entspre-
chend bezeichnet man die Adjazenzmatrix von G! als die Transponierte
von A und schreibt dafiir AT. In unserem Beispiel erhalten wir

AT =

S = O O
O = O =
o O O O
O = O =

Das Vertauschen der Eintrdge von A kann man auch geometrisch be-
schreiben: A wird an seiner Haupdiagonalen gespiegelt, das ist die Linie
durch die Positionen (1,1), (2,2), ... von A.

Die Umkehrrelation der Relation < auf N ist
<T={(m,n)eN?|n<m}.

Es riickt also die grofiere Zahl nach vorne, aus 1 < 2 wird 2 <7! 1. Eine
bekanntere Bezeichnung fiir <! ist >. Statt 2 <~! 1 schreibt man 2 > 1.
Die Bezeichnung > ist ein kiirzerer Name fiir <™.

3.4 Verkettung von Relationen

Hat man eine Relation R zwischen den Mengen A und B und eine
weitere Relation S zwischen den Mengen B und C, so kann man daraus
eine Relation zwischen A und C basteln, die Verkettungsrelation oder
Hintereinander-Ausiihrung von R und S,

SoR:={(a,c)e AxC|3beB: (a,b)e Rund (b,c)eS}.

Naheliegend wire es auch gewesen, von
der inversen Matrix A~! zu sprechen. Die-
se Bezeichnung ist aber bereits fiir etwas
anderes vergeben.

Grundlagen Mathematik | 03.05: Verket-
tung / Komposition von Relationen


https://youtu.be/plktl60yqYY
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Weitere Beispiele sind in den empfeh-
lenswerten Videos https://youtu.be/
-aXOuleyZRk wund https://youtu.be/
zx8-e8ZfDgw der Hochschule fiir Ange-
wandte Wissenschaften Hamburg zu fin-
den. Mein Video habe ich daher kurz ge-
halten.

| Ende der 4. Vorlesungswoche

Grundlagen Mathematik | 03.06: Aquiva-
lenzrelationen, Aquivalenzklassen, Quoti-
entenmenge, Modulo

Abbildung 3.1: Eine Menge von Exempla-
ren von Biicher mit eingezeichneter Aqui-
valenzrelation ,,x und y haben dieselbe
ISBN-Nummer” als Pfeildiagramm. Quel-
le: Wikimedia Commons, Peter Kemp /
LGPL.

Um die Theorie einfach zu halten, kann
man auch definieren, dass ein Graph
G = (V, E) ungerichtet heit, falls fiir je-
de Kante (#,v) € E auch (v, u) € E liegt,
wobei # # v. D.h. man hat dann:

G ungerichtet &= E symmetrisch.

Wir erhalten dann ein vereinfachtes Dia-
gramm: Statt zwei Pfeilen im Graph, zeich-
nen wir einfach einen Strich zwischen die
entsprechenden Knoten.

In der Videolektion gehen wir etwas an-
ders als im Skript vor. Schauen Sie sich
unbedingt beides an. Die verschiedenen
Zugénge helfen Thnen hoffentlich, den fiir
Sie passenden Zugang zum Thema zu fin-
den.

Man beachte die Reihenfolge in der Schreibweise S o R: die Relation R
wird zuerst angewendet, steht aber rechts.

Ist A = B, also R eine Relation auf A, dann kann man R mit sich selbst
verketten. Statt R o R schreibt man kiirzer R2.

Fiir k > 2 kann man R := R o R¥"! dann rekursiv definieren.

3.5 Aquivalenzrelationen

Zur Wiederholung: Eine Relation R C A? heif3t reflexiv, falls

(R) Vae A aRa.

Eine Relation R C A? heif3t symmetrisch, falls

(S) Va,be A aRb = bDRa.

Eine Relation R C A2 heifit transitiv, falls

(T) Ya,b,c e A aRbund bRc = aRc.

Eine Relation R C A? heif$t Aquivalenzrelation, falls sie reflexiv, symme-
trisch und transitiv ist.

Bemerkung 3.5.1. Ist A = [n], so hat eine reflexive Relation auf A die
Adjazenzmatrix

wobei * hier fiir beliebige Eintrige steht. Eine symmetrische Relation hat eine
symmetrische Adjazenzmatrix, d. h. es gilt AT = A.

Sei a € A. Die Aquivalenzklasse von a ist die Menge aller mit 4 in Relation
stehenden Elemente von A,

[alr :={beA|aRb}.

Das Element a ist der Reprisentant der Klasse [a]r. Eine wichtige Eigen-
schaft von Aquivalenzklassen ist, dass sie unabhingig vom Reprisentanten
sind. D.h.ist b € [a]g, dannist [a]gr = [D]r.

Lemma 3.5.2 (Unabhingigkeit vom Représentanten). Sei R Aquivalenz-
relation tiber A und a,b € A. Dann gilt

aRb = |a]r = [b]r .
Beweis. Wir zeigen zunichst [b]r C [a]r: Sei ¢ € [b]r beliebig. Es gilt

also bRc. Nach Voraussetzung gilt aRb. Da R transitiv ist, gilt somit auch
aRc, also ¢ € [a]r. Folglich ist [b]r C [a]r.


http://www.gnu.org/licenses/lgpl.html
https://youtu.be/-aXOuleyZRk
https://youtu.be/-aXOuleyZRk
https://youtu.be/zx8-e8ZfDgw
https://youtu.be/zx8-e8ZfDgw
https://youtu.be/Nu82zoGrdsY

Da R symmetrisch ist, gilt auch bRa. Damit erhalten wir analog zu oben
[a]r C [b]r, und somit [a]r = [b]r. O

Eine Folgerung aus Lemma 3.5.2 ist, dass Aquivalenzklassen entweder
gleich oder disjunkt sind. Sie kénnen sich nicht wie beliebige Mengen
nur teilweise {iberlappen.

Lemma 3.5.3. Sei R Aquivalenzrelation iiber A und a, b € A. Dann gilt

entweder [a]g = [b]r oder [a]lr N [b]r = 0.

Beweis. Ist [a]g N [b]r = 0, so liegt ein Fall vor, wie er behauptet wird.
Nehmen wir also an, dass [a]g N [b]r # 0. Es gibtalso ein c € [a]g N [b]r.
Es gilt folglich sowohl aRc als auch bRc. Aus Lemma 3.5.2 folgt, dass
dann [a]r = [c]r und [b]r = [c]r gilt, und damit auch [a]g = [b]g. O

Die Aquivalenzklassen kann man wieder zu einer neuen Menge zusam-
menfassen. Diese nennt man den Quotientenmenge oder Faktormenge von
A nach R,

A/R:={[a]r |a€A}.

Nach Lemma 3.5.2 sind die Elemente von A/R wohldefiniert, da sie nicht
vom Reprisentanten abhéngen.

In der Videolektion haben wir hierzu ein Beispiel gesehen. Schauen Sie
sich dieses unbedingt an.

Beispiel 3.5.4 (Partition einer endlichen Zahlenmenge). Wir definieren
zundchst sechs Mengen von nattirlichen Zahlen von 1 bis 23:

Ay = {1,7,10,13,17},
Ay :={2,5,8,16},

As = {3,4,6,11,18,22),
Ay = {9,12,14,15,23},
As = {19},

Ag = {20,21}.

Sie haben die Eigenschaft, dass jede Zahl aus dem Bereich von 1 bis 23
in genau einer der sechs Mengen vorkommt, die damit eine Zerlegung
oder Partition der Menge A = {1, ..., 23} bilden (zu diesem Begriff sei
auf die Videolektion verwiesen). Wie jede Partition von A sind sie die
Aquivalenzklassen einer Aquivalenzrelation ~ auf A, ndmlich

a~b = 3Fie{l,...,6}: a,beA;.

Die Mengen wurden durch Wiirfeln ermittelt, also willkiirlich aus den
rund 44 Billiarden Partitionen — und damit ebenso vielen Aquivalenz-
relationen — dieser 23-elementigen Menge ausgewdhlt.

» Aquivalenzklasse eines Elementes a ist diejenige Menge A;, die
a enthalt.
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Der Abschnitt {iber Aquivalenzrelationen
ist leider nicht ganz einfach. Aber das Kon-
zept ist sehr wichtig in der Mathematik!
Stellen Sie also gerne Ihre Fragen. Zum
Eintiben und zur Verstandniskontrolle
empfehle ich den Artikel unter https:
//de.serlo.org/mathe/universitaet/
grundlagen-mathematik/relationen/
aequivalenzrelationen sowie das Quiz
unter https://de.serlo.org/mathe/

hochschule/grundlagen-mathematik/
relationen/aufgaben-%C3%
84quivalenzrelationen

Abbildung 3.2: Menge von Buchexem-
plaren mit eingezeichneter Aquivalenz-
relation ,,x und y haben dieselbe ISBN-
Nummer” als Pfeildiagramm und mit ein-
gezeichneten Aquivalenzklassen. Quelle:
Wikimedia Commons, Peter Kemp / LG-
PL.

Wie man solche Anzahlen bestimmt sind
Fragestellungen aus der Kombinatorik,
tiber die wir erst spéater sprechen wollen.
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» Die Quotientenmenge ist

Al~={A1,Ar,A3, Ay, As, Ag}.

Beispiel 3.5.5 (Rationale Zahlen). Es sei P := {(z,n) € Z% | n # 0}
die Menge der Paare ganzer Zahlen, deren zweiter Eintrag von Null
verschieden ist. Fiir zwei Paare (z1,11), (z2,n2) € P soll folgende
Aquivalenz gelten:

(z1,m) ~ (22,m2) 1 z1-1m3 =231y
Dieses Beispiel werden wir auch auf dem Freiwilligen Ubungsblatt 03
spédter naher beleuchten.

» Die Aquivalenzklasse des Paares (z, n) ist dann der ,,Bruch”

2 = [(z,n)]-.

» Mit der Quotientenmenge erhilt man gerade die Menge der
rationalen Zahlen

@:zP/~={§|(z,n)eP}.

Beispiel 3.5.6 (Fortsetzung des Beispiels aus der Videolektion). Die
Aquivalenzrelation in der Videolektion lasst sich zu =, fiir m € N*
verallgemeinern: Fiira, b € Z gilt

a=y,b.: <= m|b-a).
Wir schreiben in diesem Fall auch
a=b (mod m).
Damit ist
[rls, ={xe€eZ|3keZ: x=km+r}.

Also ist
Z|=n=2Z|mZ ={[0],...,[m—1]}.

Diese Menge ist der sog. Restklassenring modulo m der u.a. in der
Kryptologie, Zahlentheorie, und Algebra eine dufserst wichtige Rolle
spielt.

[ > ] 3.6 Ordnungsrelationen

Grundlagen Mathematik | 3.07: Halbord-
nungen, kleinste und minimale Elemente

. . 2 . o_ .
und. deren Unterschied Eine Relation R C A“ heifst anti-symmetrisch, falls

(AS) Va,be A aRbAbRa = a=b.

Eine Relation R C A2 heifit Halbordnung, falls sie reflexiv, anti-symmetrisch
und transitiv ist.

Eine Relation R C A? heift Ordnung, auch totale Ordnung, Totalordnung,


https://youtu.be/0PTXOKlC-mk

3.7 Hiillenoperatoren und Graphentheorie 43

oder lineare Ordnung, falls R Halbordnung ist und zusétzlich gilt:

Ya,be A aRbV bRa.

In der Videolektion wurden zahlreiche Beispiele gezeigt, die wir spéter
oft verwenden. Zudem lernen wir Hasse-Diagramme kennen. Diese
fiihren wir im néchsten Abschnitt formal ein. Zum Verstandnis hilft es
sehr zuerst das Beispiel gesehen zu haben.

Wir haben auch kleinste/grofste und minimale/maximale Elemente in
Halbordnungen eingefiihrt und den Unterschied erklart.

Definition 3.6.1. Ist A eine Menge und <C A? eine Halbordnung auf
A, so nennt man das geordnete Paar (A, <) halbgeordnete Menge.

Definition 3.6.2. Es sei (A, <) eine halbgeordnete Menge. Dann heif3t
ein Element a € A

» kleinstes Element, falls: Vb € A: a < b.
» minimales Element, falls: b € A:b < aund b # a.

Ein kleinstes Element (wenn es ein solches gibt; z. B. hat die Menge der
ganzen Zahlen kein kleinstes Element) ist mit allen anderen Elementen
aus A vergleichbar. Eine halbgeordnete Menge kann nur ein kleinstes
(wegen der Anti-Symmetrie), wohl aber mehrere minimale Elemente
haben. Hat sie ein kleinstes Element, dann ist es auch minimal.

In einer Totalordnung bedeutet , kleinstes Element” und , minimales
Element” dasselbe, aber in allgemeinen Halbordnungen kann eine Menge
mehrere minimale Elemente haben, von denen dann keines das kleinste
ist.

Es kann sogar vorkommen, dass eine (unendliche) Menge A zwar ein
einziges minimales Element hat, dieses aber nicht das kleinste Element
der Menge ist (dann hat A kein kleinstes Element). Beispiel: Fiir

A::{{Z}}U U{xeRIOSxSa}

O<ax<1

versehen mit C als Halbordnung, ist {2} zwar das einzige minimale
Element, aber nicht das kleinste, da {2} € S nicht fiir alle S aus A gilt.

Analog gilt:

Definition 3.6.3. Es sei (A, <) eine halbgeordnete Menge. Dann heif3t
ein Element a € A

» grofites Element, falls: Vb € A: b < a.
» grofites Element, falls ib € A:a < bund b # a.

3.7 Hiillenoperatoren und Graphentheorie

Definition 3.7.1. Ist R eine bindre Relation auf einer Menge A, so

Dieser Abschnitt ist fiir Thr Selbststudi-
um gedacht. Diese Fahigkeit einzutiben
ist auch ein wichtiges Ziel dieser Vorle-
sung.
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Entsprechend konnte man auch die refle-
xive oder die reflexiv symmetrische Hiille
einer Relation definieren. Das Adjektiv
in § muss dazu lediglich angepasst wer-
den.

In der Informatik wird es spdter darum ge-
hen, Algorithmen zu entwerfen, die solche
Probleme 16sen, z. B. die transitive Hiille
eines Graphen zu bestimmen. Dies leistet
der Floyd-Warshall-Algorithmus. Wir ler-
nen diesen spéter in Abschnitt 4.6 kennen.
Zunéchst legen wir hier aber die Grund-
lagen, damit Sie die Problemstellungen
(auch in spéteren Vorlesungen iiber Algo-
rithmen) tiberhaupt verstehen konnen.

Zur Erinnerung: Die Inklusion ist eine
Halbordnung auf A x A.

Der Name Rsym war also sinnvoll gewéhlt.

nennt man die Relation

R* = m T fir J:={T CAXA|RCTundT ist transitiv}

Teg

die transitive Hiille von R. D.h. R™ ist die Schnittmenge aller transitiven
Obermengen von R.

Ein Beispiel in Form eines Graphen haben wir bereits auf Tutoriums-
blatt 04 in Aufgabe 8 (c) gesehen. Konsultieren Sie auch dieses Beispiel,
um sich obige technische Definition klarer zu machen. Wir stellen Ihnen
nun einige weitere Beispiele zur Verfiigung.

Beispiel 3.7.2.  » IstR := {(a,b), (b, ¢)}, dann enthélt R* zusétz-
lich das Paar (a, ¢); denn ist T eine transitive Relation, die alle
Elemente aus R enthilt, also R € T, so muss (4, c¢) € T liegen,
sonst ware T schlie8lich nicht transitiv.

» Ist R die Nachfolgerrelation auf den nattirlichen Zahlen, also
R := {(n’,n) e NxN | n’ = n + 1}, so ist R" die Grofer-
Relation >.

» Ist A eine Menge von Personen und gibt E die Elternbeziehung
an und K := E~! die Kindbeziehung, so ist E* die Vorfahrenbe-
ziehung und K* die Nachfahrenbeziehung.

Man beachte, dass in obiger Definition die Schnittbildung nicht-leer ist,
da ja immer die sog. Allrelation A X A an der Schnittbildung teilnimmt
(dentm A X A €9).

Wirhaben R* so definiert, dass dies die (bzgl. Inklusion) kleinste transitive
Relation ist, die R enthdlt. D. h. fiir jede transitive Relation T mit R € T
gilt R* C T.

Lemma 3.7.3. Es sei R eine Relation auf einer Menge A und es sei R* die
transitive Hiille von R. Dann gilt:

(i) R* ist transitiv.

(ii) Ist R reflexiv, so ist R* reflexiv.
(iii) Ist R reflexiv und symmetrisch, so ist R* eine Aquivalenzrelation.
(iv) R* = Uken+ RK =R'URZUR3U. ...

Beweis. Sei I wie in Definition 3.7.1.

(i) Fira,b,c € AmitaR"b und bR*c folgt aus der Definition von R™,
dass (a,b),(b,c) € T fir alle T € 9. Da alle Relationen in I
transitiv sind, ist (a,c) € T fiir alle T € J, und damit aR*¢, d.h.
R* ist transitiv. Insbesondere gilt R* € J.

(ii) Dies folgt sofort aus {(a,a) | a € A} C R C R*.

(iii) Sei nun R reflexiv und symmetrisch. Aus den zwei vorangegange-
nen Punkten folgt, dass R* reflexiv und transitiv ist. Nun zeigen
wir, dass R* auch symmetrisch, und damit eine Aquivalenzrelation
ist. Sei dazu

~

Reym := R* N {(b,a) | (a,b) € R*}.

Aus aRgymb folgt aR*b und bR*a und daher auch bRgyma, d.h.
Rsym ist symmetrisch.


https://de.wikipedia.org/wiki/Algorithmus_von_Floyd_und_Warshall
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Aus aRb folgt bRa und daher aR*b und bR *a. Daraus folgt a Rsymb,
d.h. R € Rsym-

Fir a,b,c € A mit aRgymb und bReymc folgt aR*b, bR*c, bR*a
und cR*b. Da R* transitiv ist, folgt aR™c sowie cR*a und aRsymc,
d.h. Rgym ist transitiv.

Insgesamt folgt Rsym € I und daher Rgym C Rt C Rsym, woraus
Rsym = R* folgt, d.h. R* ist symmetrisch.

(iv) Unsere Hilfsmittel reichen zum aktuellen Zeitpunkt noch nicht aus,
um diese Aussage zu zeigen. Wir brauchten hierfiir das Prinzip
der vollstandigen Induktion. Daher nehmen wir die Aussage des
Satzes an dieser Stelle nur zur Kenntnis. O

Das Prinzip der transitiven Hiille kann wieder — wie gewohnt — auf Gra-
phen tibertragen werden: Die transitive Hiille eines gerichteten Graphen
G =(V,E)ist G* = (V,E*) mit E* 2 E minimal (bzgl. der Inklusion),
sodass E* transitiv ist. Ist beispielsweise G = (V, E) mit V = [4] und
E={(1,2),(2,3),(3,4)} soist E* =EU{(1,3),(1,4),(2,4)}.

Definition 3.7.4. Ein Graph G heiSt transitiv, falls G = G* gilt.

Der obere Graph in Abbildung Abbildung 3.3 war also nicht transitiv.
Der untere in Abbildung Abbildung 3.3 ist es.

Definition 3.7.5. Ein Tupel p = (vg, v1, . .., vk) ist ein Weg der Lange
|p| := k von vy nach vy in einem Graphen G, falls (v;_1, v;) € E(G) fiir
allei=1,2,...,k gilt.

Da man in obiger Definition auch k = 0 setzen kann, gibt es immer den
Weg (v9) von vg nach vy der Lange 0 — auch ohne eine Schleife (v, vg) in
E(G).

Manche Autoren fordern in der Definition eines Weges auch, dass kein
Knoten zweifach besucht wird. Dies wollen wir nicht tun.

Satz 3.7.6. Ist G ein Graph, so gilt

E*=EU {(u,v) € EXE | es gibt einen Weg p von u nach v mit |p| > 1}.

Beweis. Ohne Beweis. O

Mit anderen Worten: Es gilt

xE*y & 3IneN: Jvq,...,v, €E: xEvy ARy A--- AUy Ry.

Ahnlich kann man auch die reflexiv transitive Hiille definieren (wir
werden dies nun ausschliefllich fiir Graphen tun).

Output

Abbildung 3.3: Die Berechnung einer
transitiven Hiille. Genauer gesagt erhalt
der Warshall-Algorithmus als Input eine
Adjazenzmatrix und liefert als Output die
transitive Hiille dieser Matrix. Hier sind
diese Matrizen als Graphen veranschau-
licht. Quelle: Wikimedia Commons, Anish
Bramhandkar / CC BY-SA.

Statt die Knoten- und Kantenmengen ei-
nes Graphen G mit den Symbolen V und
E explizit einzufiihren, kann man auch all-
gemeine Abbildungen V und E definieren,
die einen Graphen auf dessen Knoten- und
Kantenmenge abbilden. Die Mehrdeutig-
keit V(G) = V und E(G) = E nehmen wir
in Kauf.

Abbildung 3.4: Zwei Wege in einem
Graph. Quelle: Wikimedia Commons, An-
dreschulz / CC BY-SA.


https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0
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w

Abbildung 3.5: Ein zusammenhéangender
Graph mit einem verbindenden Weg.

<,

Abbildung 3.6: Ein unzusammenhén-
gender Graph mit zwei Zusammen-
hangsksomponenten.

Skizzieren Sie sich als Ubung K.

Um die Notationen verstandlich zu halten,
identifizieren wir ab hier einen Graphen
mit der Relation, die er definiert.

Definition 3.7.7. Ist G = (V, E) ein Graph, so ist seine reflexiv transitive
Hiille G* = (V, E*) definiert durch

E' = E' uUly,

wobei
Iy :={(v,v) |v € V}

die Identititsrelation auf V ist.
Anders ausgedriickt ist

E*={(u,v) | es gibt einen Weg (evtl. der Lange 0) von u nach v}.

Gibt es in einem Graph G einen Weg von einem Knoten u zu einem
Knoten v, so wollen wir hierfiir auch u ~~g v schreiben, bzw. u ~~ v,
wenn der Graph aus dem Kontext klar ist.

Definition 3.7.8. Ein ungerichteter Graph G heifst zusammenhingend,
falls
Yu,v e V(G): u~ v.

Definition 3.7.9. Eine Zusammenhangskomponente eines Graphen G =
(V,E) ist eine (beziiglich Inklusion) maximale Teilmenge C C V,
sodass

Yu,v € C: u~ v.

Definition 3.7.10 (Vollstindige Graphen). Fiir n € N* bezeichne K,
den Graphen mit der Knotenmenge V = {vy, . .., v, } und Kantenmen-
ge E = {{vi, v;} \ 1 <i < j < n};diesist genau die Menge von Kanten
zwischen zwei paarweise verschiedenen Knoten.

Hier sind K, . . ., K¢ abgebildet:

LA K w @

Man beachte, dass alle K, bereits transitiv sind. Entsprechend bezeichne
K;, die reflexive Hiille von Kj,.

Satz 3.7.11. Ist G = (V, E), so gilt: G ist Aquivalenzrelation genau dann,
wenn alle Zusammenhangskomponenten von G die Form K, fiir einn € N*
haben, d. h. , wenn E geschrieben werden kann als

G=K, UK}, U...uK},

mitny,...,ny € N*t.

Beweis. Ohne Beweis. O
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Definition 3.7.12. Es sei G ein gerichteter Graph. Das k-Tupel ¢ =
(v1, 02, ..., vk) heifit (einfacher) Kreis in G, falls

» k>1und

» (v;,vi41) € E(G) firallei =1,2,..., k-1
» und (v, v1) € E(G)

» undv; # v fiiralle1 <i <j <k

Die Linge von c notieren wir it |c| := k.

Der Spezialfall k = 1: Der Kreis besteht aus einem Knoten, ¢ = (v1) und
(v1,v1) € E(G). Verzichtet man auf die Forderung 4, so spricht man von
einem Zyklus.

Definition 3.7.13. Ein Graph heifit azyklisch, falls G keine Zyklen
enthélt. Andernfalls heift er zyklisch.

Definition 3.7.14. Ein Graph G heifst Ablauf-Diagramm, falls G* eine
Halbordnung ist.

Ist G ein minimales Ablaufdiagramm (bzgl. der Inklusion C), so heifst
G Hasse-Diagramm der Halbordnung G*.

Beispiele haben wir in der Videolektion des vorherigen Abschnitts gese-
hen.

Satz 3.7.15. Ist G ein einfacher, gerichteter Graph, so gilt: G ist ein Ablauf-
diagramm genau dann, wenn G azyklisch ist.

Beweis. Man zeigt die Kontraposition, also
G kein Ablaufdiagramm = G zyklisch.

Wir zeigen die Aquivalenz getrennt in zwei Implikationen.

(=). Wenn G = (V, E) kein Ablaufdiagramm ist, dann ist G* = (V, E*)
keine Halbordnung. Da G* per Definition reflexiv und transitiv ist, muss
(AS) verletzt sein. Folglich existieren zwei Knoten # # v mit (1, v) € E*
und (v, u) € E*. Die Bemerkung nach Definition 3.7.7 liefert, dass es
Wege u ~ v und v ~» u in G geben muss, Also haben wir einen Zyklus
U-0—U.

(). Sei z ein Zyklus in G, d.h. z = (v1,v2,...,0%) mit k > 2 und
v1 # v (da G ein einfacher Graph ist). Insbesondere ist (v1,v2) € E C E*
und (v, v1) € E*, da (v, v3, ..., Uk, v1) ein Weg in G ist. Also gilt =(AS)
in G*. Damit ist G* keine Halbordnung. O

Freiwilliges Ubungsblatt 03

In den Modulen auf Canvas finden Sie das dritte freiwillige Ubungs-
blatt, zu dem eine PDF-Musterl6sung veroffentlicht werden wird.

Abbildung 3.7: Ein ungerichteter, zykli-
scher Graph. Quelle: Wikimedia Com-
mons, MartinThoma / CC BY-SA.

Das Gegensttick zur transitiven Hiille ist
die transitive Reduktion. Eine transitive Re-
duktion einer Relation R ist eine bzgl. der
Inklusion minimale Relation R’, so dass
R* = (R’)*, also eine minimale Relation
mit derselben transitiven Hiille. Es gibt
sowohl Relationen, fiir die keine transitive
Reduktion existiert, als auch solche, fiir
die mehrere unterschiedliche transitive Re-
duktionen existieren. Fiir gerichtete end-
liche azyklische Graphen jedoch existiert
die transitive Reduktion und ist eindeutig.
Man kann zeigen, dass R’ = R* \ (R*)?
gilt.

| Ende der 5. Vorlesungswoche
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Besprechung Blatt 03

Fiir das Freiwillige Blatt 03 erhalten Sie eine handschriftliche Mus-
terlésung (unter den Modulen in Canvas). Gehen Sie diese sorgfaltig
durch und tiben Sie sich am Kritisieren Ihrer eigenen Argumente.
Haben Sie dies wirklich so detailliert geschrieben wie in der Muster-
l6sung? Ist etwas an Threr Losung nicht hieb- und stichfest? Durch
diese Korrektur lernen Sie Fehler bei sich aufzuspiiren.



Funktionen

Definition 4.0.1. Es seien X und Y nicht-leere Mengen.

1. Eine Abbildung von X nach Y ist eine Relation f € X XY, die die
folgenden Eigenschaften hat:

a) Linkstotal: Fiir jedes Element x € X existiert mindestens ein
Element y € Y, so dass (x, y) € f ist.

b) Rechtseindeutig/Funktional: Zu jedem Element x € X gibt es
hochstens ein Element y € Y, so dass (x,y) € f.

Die Eigenschaften der Linkstotalitdt und Funktionalitat lassen
sich mit dem vertikalen Linientest tiberpriifen:

Zujedem x € X gibtes genaueiny € Y, so dass (x,y) € f.

Gilt (x, y) € f, so schreiben wir y = f(x).

2. Die Menge X heif8t Definitionsbereich von f. Die Menge Y heift
Wertebereich von f. Das Bild von x € X unter f ist f(x) = y und
x hei8t Urbild von y = f(x).

3. Eine Abbildung von X nach Y wird notiertals f: X — Y und
die Zuordnung der Elemente mit x > y.

Beispiel 4.0.2. Definiere X := {Apfel, Erdbeere, Kiwi} und Y :=
{0,1}. Dannist f: X — Y gegeben durch

f(Apfel) =1, f(Erdbeere) =0, f(Kiwi)=0
eine Abbildung, wahrend

{(Apfel, 0), (Apfel, 1), (Kiwi, 0)}
nur eine Relation zwischen X und Y ist.

Beispiel 4.0.3. Die Abbildung
idx: X — X mitidx(x) := x fiiralle x € X
heif3t Identitit auf X.

Die Bezeichnung Funktion verwendet man vor allem, wenn Y ein Zah-
lenbereich ist, z. B. Y C R. Wir unterscheiden aber nicht zwischen den
Begriffen.

Beispiel 4.0.4. Die Funktion f: R — R mit x — 2x + 1 kann dquiva-
lent auch als Relation {(x, y) € R? | y = 2x + 1} geschrieben werden.

Wir merken an, dass zwei Funktionen f: X — Y und g: X — Y genau
dann gleich sind, wenn f(x) = g(x) fiir alle x € X gilt. Wir schreiben
daftr f = g.
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Grundlagen Mathematik | 04.01: Einfiih-
rung Funktionen

X

> 0O w g )

Abbildung 4.1: Das Diagramm repréasen-
tiert die Menge von geordneten Paaren
{(1,D), (2,B), (2,C)}. Dies ist jedoch kei-
ne Abbildung, denn das Element 2 kommt
in mehreren geordneten Paaren im ers-
ten Eintrag vor, ndmlich (2, B) und (2, C).
Zwei weitere Griinde sind, dass weder
3 noch 4 erste Eintrdge eines geordneten
Paares der Menge sind. Quelle: Wikimedia
Commons, Bin im Garten / CC BY-SA.

X Y

Abbildung 4.2: Eine Abbildung, die vier
farbige Formen (rotes Quadrat, rotes Drei-
eck, gelbes Rechteck, griines Polygon) auf
5 Farben (rot, blau, griin, violett, gelb)
abbildet. Quelle: Wikimedia Commons,
Wyvbailey / CC BY-SA.


https://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0
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Grundlagen Mathematik | 04.02: Men-
gen von Abbildungen und Graph einer
Abbildung. Man beachte: Die Achsenbe-
schriftung im Video fiir Abbildung 4.3 ist
nicht korrekt. Dies spielt aber keine Rolle.

Abbildung 4.3: Ein Ausschnitt des Gra-
phen der Funktion f: R x R — R
mit f(x,y) = sin(x?) cos(yz). Man be-
achte, dass man eigentlich f((x,y)) fiir
den Funktionswert des geordneten Paa-
res (x, y) schreiben miisste. Die tibliche
Konvention ist jedoch, diese doppelten
Klammern wegzulassen. Eine solche Ab-
bildung nennt man dann auch Funktion
in mehreren Variablen. Quelle: Wikimedia
Commons, dino / CC BY-SA.

Grundlagen Mathematik | 04.03: Bilder
und Urbilder von Mengen unter Abbil-
dungen

Abbildung 4.4: Ein Ausschitt des Graphen
der Funktion x + sin x.

Definition 4.0.5. Es seien X und Y zwei Mengen. Die Menge aller
Abbildungen von X nach Y bezeichnet man mit YX, d.h.es gilt

YX := {f | f ist eine Abbildung von X nach Y}.

Sind X und Y endliche Mengen, so gilt [YX| = |Y|XI. Dies werden wir
spéter in Korollar 6.1.3 sehen.

Beispiel 4.0.6. Es gilt
{0, 1}N = {f | f ist eine Funktion von N nach {0, 1}}.
Ebenso ist

NN = {f | f ist eine Funktion von N nach N}.

Definition 4.0.7. Ist f: X — Y eine Funktion, so ist ihr Graph die
Menge
Gr={(x, f(x))|x e X}.

Im Spezialfall, wenn X und Y Teilmengen der reellen Zahlen sind, kann
ein Element (x,y) € Gy mit einem Punkt in der Kartesischen Ebene
identifiziert werden, der die Koordinaten x, y hat. Zum Beispiel besteht
der Graph der Quadratfunktion x +— x? aus alle Punkten mit den
Koordinaten (x, x?) fir x € R. Man erhilt, wenn man diese in eine
Kartesische Ebene zeichnet die bekannte Normalparabel.

An dieser Stelle ist vermutlich anzumerken, dass die tiblichen Graphen,
die man in der Schule gezeichnet hat, wie z. B. auch nebenstehend in Ab-
bildung 4.2 und Abbildung 4.4 abgebildet, im strengen mathematischen
Sinne eigentlich eine Teilmenge von G darstellen. Zudem sei erwéhnt,
dass Graphen von Funktionen und Graphen, die einen Relation darstellen,
zwei unterschiedliche Konzepte sind.

Definition 4.0.8.
durch

1. Das Bild einer Teilmenge A C X ist definiert

fA)={yeY|eA: y=f)

2. Wir nennen f(X) das Bild von f.
3. Das Urbild einer Menge B C Y ist die Menge aller x € X, deren
Bilder in B liegen, also

fY(B):={x € X | f(x) € B}.

Man beachte, dass wir also sowohl das Bild eines Elementes x € X unter
f definiert haben, als auch das Bild einer Teilmenge A C X unter f.

Beispiel 4.0.9. Sei f: N — N gegeben durch f(n) = 2n. Mit M :=
{1,3} und N := {8,13,14,100} gilt f(M) = {f(1), f3)} = {2,6};
f(N) ist die Menge aller geraden natiirlichen Zahlen; und f~(N) =
{4,7,50}.

Beispiel 4.0.10. Fiir die aus der Schule bekannte Funktion f: R — R


https://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0
https://youtu.be/jJnphKAzE5s
https://youtu.be/vjm-RbrMcss

mit f(x) := sin x (die wir hier nicht formal eingefiihrt haben) gilt
fR)=[-1,1]:={xeR|-1<x <1}, f1({0})={kn|keZ}.

Mitanderen Worten: Die Menge f ! ({0}) enthalt gerade die Nullstellen
von sin x.

Definition 4.0.11. Es sei f: X — Y eine Funktion und A C X. Die
Abbildung

fla: A — Y mit fla(x):= f(x) fiirx € A
nennt man Restriktion oder Einschrinkung von f auf A.

Die Komposition von Funktionen ist erklart durch die Komposition der
zugehdrigen Relationen.

Definition 4.0.12. Sind f: X — Y und g: Y — Z zwei Funktionen,
so ist die Komposition g o f die Abbildung g o f: X — Z mit

(g0 flx):= g(f(x)) fiir alle x € X.

Beispiel 4.0.13. Ist

f:R >R, mit f(x) :=x+2,
¢: R - R, mit g(y) := y* - 3y,
dann ist
(8 0 M) = g(f(x) = f(x)* = 3f(x)

(x +2)2 -3(x +2)

=x2+4x+4-3x—-6

=x2+x-2.

Wie bei Relationen gilt im Allgemeinen nicht f o ¢ = g o f, d.h. es
existieren Funktionen f, g: X — X, sowie mindestens ein Punkt x € X
mit (f o g)(x) # (g © f)(x). Versuchen Sie es mal mit den Funktionen aus
Beispiel 4.0.13.

Lemma 4.0.14. Die Komposition von Abbildungen ist assoziativ, d. h. sind
f, 8, h verkniipfbare Abbildungen (etwa f: M — N, g: N - L, h: L —
K), so gilt

ho(gof)=(og)of.

Das Lemma sagt uns, dass wir auch kurz /1 o g o f schreiben kénnen.

Beweis. Ubung. O

Lemma 4.0.15. Ist f: X — Y eine Abbildung, so ist die inverse Relation
f={(y,x) € Y XX | y = f(x)} genau dann eine Abbildung von Y
nach X, wenn der horizontale Linientest gilt:
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A gef: A=C c

Abbildung 4.5: Funktionenkomposition
graphisch veranschaulicht. Quelle: Wiki-
media Commons, Stephan Kulla / CC
BY-SA.

Abbildung 4.6: Eine Funktion f und ihre
Umkehrfunktion f~! veranschaulicht. Da
z.B. f das Element a auf 3 abbildet, bildet
die Inverse f~! das Element 3 zuriick aufa
ab.


https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0
https://youtu.be/yi0iUj5S0KA
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4 Funktionen

Zu jedem y €Y gibt es genau ein Urbild x € X mit y = f(x).

An dieser Stelle eine Warnung: Man verwechsle die Umkehrfunktion f~!
nicht mit der Funktion x — 1/f(x).

4.1 Injektivitat, Surjektivitit

Definition 4.1.1. 1. Eine Abbildung f: X — Y heifit injektiv, falls
jedes Element y € Y hochstens ein Urbild x € X besitzt. Mit
anderen Worten gilt fiir alle x, x” € X:

fx)=f(x") = x=4/,

bzw.
x#+x = f(x)# f(x').

2. Eine Abbildung f: X — Y heifdt surjektiv, wenn jedes y € Y
mindestens ein Urbild x € X besitzt, d. h.

VyeY3IxeX : y=f(x)

mit anderen Worten, wenn f(X) =Y gilt.

3. Ist eine Abbildung f sowohl injektiv, als auch surjektiv, so
heif3t sie bijektiv. Mit anderen Worten: f besitzt eine Inverse
f7': Y — X.Man nennt f dann auch eine Bijektion.

Auf der spanischen Wikipedia (siehe Abbildung 4.7) gibt es ein sehr
anschauliches Beispiel in Form einer Tabelle von injektiven / nicht
injektiven und surjektiven / nicht surjektiven Funktionen, bei dem
Malfarben Hunden zugeordnet werden. Die spanischen Begriffe sind
dhnlich genug zu den deutschen, um das Bild und die Tabelle zu verstehen.
Man sollte allerdings anmerken, dass die blauen Pinsel in irgendeiner Art
und Weise unterscheidbar sein miissen (erinner Sie sich an die Definition
einer Menge nach Cantor?).

Injektiv bedeutet anschaulich, dass kein Element im Wertebereich der
Funktion doppelt getroffen werden darf; surjektiv bedeutet, dass alle
getroffen werden miissen.

Wir konnen die Begriffe noch anders formulieren: Die Funktion f : X — Y
ist
» injektiv genau dann, wenn
VyeY: {xeX|fx)=y} <1
» surjektiv genau dann, wenn
VyeY: {xeX| f(x)=y} =1.
» bijektiv genau dann, wenn
VyeY: {xeX|f(x)=y} =1

Sei f: X — Y. Wenn f injektiv ist, hat die Gleichung f(x) = y fiir jedes
gegebene y € Y hochstens eine Losung x € X. Ist f surjektiv, so hat die


https://youtu.be/syOLXijR4PA
https://es.wikipedia.org/wiki/Funci�n_matem�tica#Funciones_inyectivas,_sobreyectivas_y_biyectivas
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Gleichung fiir jedes y € Y eine Losung x € X. Ist f schlief3lich bijektiv,
dann gibt es fiir jedes y € Y immer eine eindeutige Losung x € X.

Beispiel 4.1.2. 1. Die Funktion f: R — R mit f(x) := x? ist nicht
surjektiv, da es zu y = —1 kein x € R mit f(x) = y gibt. Zudem
ist f nicht injektiv, da f(1) = f(-1) = 1 gilt.

. Die Funktion f: R — R mit f(x) := 3x + 1 ist injektiv denn gilt
f(x1) = f(x2), so haben wir 3x; + 1 = 3x, + 1, also 3x; = 3xp,
also x1 = x;. Die Funktion ist auch surjektiv, denn ist y € R
beliebig gewdhlt, dann setze x := yS;l Damit gilt dann

f(x)=3x+1=3(yT_1)+1=y.

Insgesamt ist f also bijektiv; die Umkehrabbildung f~!: R — R
ist gegeben durch f~1(y) = yT_l

Beispiel 4.1.3. Wir betrachten im Beispiel die Funktion f: X — Y mit
f(x) = x2.

1. Ist X =Y = R, so haben wir in obigem Beispiel bereits gesehen,
dass f weder injektiv noch surjektiv ist.

Ist X =Rund Y =R} := {y € R |y >0}, dann ist f surjektiv,
aber nicht injektiv.

Wihlt man X = Rj und Y = R, dann ist f injektiv, aber nicht
surjektiv.

4. Wahlt man schliefllich X =Y = R}, dann ist f bijektiv.

Versuchen Sie die Funktionen aus dem Beispiel graphisch darzustellen.
Wie wiirden Sie die Richtigkeit der Aussagen argumentieren?
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Abbildung 4.7: Quelle: Wikimedia Com-
mons, HiTe / CC BY-SA.


https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0
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Satz 4.1.4. Eine Abbildung f: X — Y ist genau dann bijektiv, wenn es eine
Abbildung g: Y — X gibt, sodass g o f =idx und f o ¢ = idy gilt. Die
Funktion g ist in diesem Fall die Umkehrabbildung von f.

Beweis. 1. Essei f bijektiv. Dann existiert f!: Y — X.Setze g := L.
Dann gilt g o f =idx und f o g = idy, denn fiir alle x € X gilt

(80 f)x)=(f o Hlx) = fH(f(x) = x = idx(v).

Die andere Behauptung zeigt man analog.
2. Es gebe eine Abbildung ¢: Y — X mit den beschriebenen Eigen-
schaften. Zu zeigen ist, dass f bijektiv ist.

» fistinjektiv:Sei f(x1) = f(x2). Danngilt g(f(x1)) = g(f(x2)).
Also

x1 = idx(n) = (g 0 f(x1) = (g © Hx2) = idx (x2) = 12,

d.h. X1 = Xo.
> f istsurjektiv: Seiy € Y gegeben. Dann gilt fiir x := g(y) € X:

f)=f(g)) = (fogy) =idy(y) = . o

Das Studium dieser Eigenschaften wird in der Analysis weiter vertieft
werden. An dieser Stelle benétigen wir aktuell nicht mehr.

4.2 Folgen

Das Thema Folgen werden Sie sehr intensiv in der Analysis behandeln.
Wir wollen hier nicht sehr tief darauf eingehen. Dennoch brauchen wir
Folgen als Hilfsmittel im weiteren Verlauf.

Definition 4.2.1. Eine Folge f = (an)nen = (an),_, von Elementen
einer Menge X ist eine Abbildung f: N — X mitn — f(n) =: a,.

Beispiel 4.2.2. Wir betrachten die Folge f: N — N mit f(n) := 2n. Die
Folge konnten wir auch als ,,Tupel mit unendlich vielen Komponenten®
notieren, also in der Form (0,2,4,6,8, ...). Im Unterschied zu einer
Menge kommt es hier auf die Reihenfolge der Elemente an. Obige
Folge unterscheidet sich z. B. von der Folge (2,0,4,6,8, ...).

Definition 4.2.3. Eine Folge (a,,)sen mit Werten aus R heifit kon-
vergent, falls es eine Zahl 2 € R gibt, sodass fiir jedes ¢ > 0 ein
N = N(¢) € N existiert mit

|a, —a| < efiirallen € Nmitn > N.
Die Zahl a heif3t dann Grenzwert von (a;,),en. Man schreibt

a= lim a,.

n—oo


https://youtu.be/SYv2wcX5qTA
https://youtu.be/jJRWRi42Wzs

Man beachte, dass in der obigen Definition Ye > 0 eine gidngige Kurz-
schreibweise fiir Ve € (0,+o) := {x € R | 0 < x < +oo} ist. Weiter
gehort der Satzteil ,fiir alle n € N mit n > N eigentlich vor die Un-
gleichung im ,Quantorspruch”. Man dndert diese Reihenfolge aber
gelegentlich zur besseren Lesbarkeit im Deutschen ab.

Beispiel 4.2.4. Wir behaupten, dass lim,—« 15r = 0 gilt. Sei dazu
1
e > 0. Wahle N = [ 255

-| +1 € N. Dann gilt fiir alle n > N:

4.3 Rekursive Definitionen

Eine Folge (a, )nen+ ist rekursiv definiert, wenn fiir ein k € N* die ersten k
Folgenglieder ay, . . ., a festgelegt werden und es eine Funktion g : RF —
R gibt, sodass fiir n > k gilt:

Ans1 = §(@n—s1,-- ., an).

Beispiel 4.3.1. 1. Sei (ay,),en+ definiert durch a1 := 1und a4 :=
2a, + 1 fiir alle n € N. In diesem Fall ist k = 1 und g(x) = 2x + 1.
2. Die Fibonacci-Folge

0,1,1,2,3,5,8,13,21, ...

ist definiert durch

und
fur alle n € N*.

fn+1 = fn—l +fn

Hieristk =2und g(x,y) = x + y.
3. Durch a1 := 1und a,41 := (n + 1) - a, fiir alle n € N wird die
Fakultitsfunktion n!: N* — N rekursiv definiert.

Definition 4.3.2. Die Summe

PRI

n
A+t ay = A =
k=1 k=T, keln]

von Elementen aus R ist rekursiv definiert durch

1
Z ar :=4ay,
k=1

und

n+1 n
Z ax = ag | + dn+1-
k=1 k=1
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Zur Erinnerung: Ein Element x € M heif3t
kleinstes Element der Menge M, wenn gilt:
Yy € M : x £ y. Analog dazu heifit x
grofStes Element von M, falls gilt: Vy € M :
y < x. Wir notieren dies mit min M bzw.
max M.

Fiir eine reelle Zahl x € R konnen wir
dann die Gauf3-Klammern wie folgt defi-
nieren:

lx] :=max{k e Z | k < x},
[x] :=min{k € Z | k > x}.

Beispiele wurden in der Videolektion ge-
geben.

Grundlagen Mathematik | 04.08: Rekur-
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dukt, Fakultit, Fibonacci

Allgemeiner definiert man Z,’(”:m ay = ap
fiir m € N und

n+1

n
Z ag = (Z ﬂk) + an+1
k=m

k=m

firn € Z mitn > m. Fir n < m ver-

wenden wir die Konvention Z,Lm ay :=0.

Ebenso ist dies fiir das Produkt moglich.


https://de.wikipedia.org/wiki/Abrundungsfunktion_und_Aufrundungsfunktion
https://youtu.be/0uKiWHbqgwY
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In dhnlicher Weise wollen wir die Summe
bzw. das Produkt {iber eine Menge von
Summationsindizes verstehen: Ist (ax)ken
eine Folge reeller Zahlen und I C N ei-
ne endliche Teilmenge der Indizes, so
ist D ker ax die Summer aller Zahlen ay
mit k € [. Z.B. ist ZAGQ/‘({LZ}) Al =
[0+ {1} +]{2}+]{1,2}] = 0+1+1+2 = 4.
Die leere Summe kann durch die Setzung
Skeo ax = 0 konsistent verallgemeinert
werden. Ebenso geht man mit dem leeren
Produkt vor.

Das Produkt

n
al-...'an:l_[uk
k=1

von k Elementen aus R ist rekursiv definiert durch

1
l_[ ai = 4aq,
k=1

und
n+l

n
I—[ﬂk = l—[ak cAp+1-
k=1 k=1

Dabei heifit k jeweils der Laufindex, 1 ist die untere Summations-
/Produktgrenze und n die obere. Fiir n = 0 definieren wir die leere
Summe 22:1 ay := 0 und das leere Produkt ]‘[2:1 ap = 1.

Der Laufindex muss dabei natiirlich nicht mit k bezeichnet werden und
mit 1 beginnen, so ist z. B.

3 6
Skt = 42040t 422 4 03 40t = B 212
k=-2 i=1

Man kann zeigen, dass fiir die rekursiv definierte Fakultdtsfunktion
gilt:

n
nt =] | kfiiralle n € N*.
k=1

Mit der Definition des leeren Produktes kann man deshalb festlegen:

or:=1.

Fiir Sie als Referenz haben wir einige wichtige Rechenregeln fiir das Sum-
menzeichen zusammengefasst. Diese werden Sie in allen Vorlesungen
gebrauchen kénnen.

Satz 4.3.3 (Rechenregeln fiir Summenzeichen). Seien n,m € Z, a, f €
R und reelle Zahlen ay, Am+1, - .. und by, byy1, . . . gegeben. Dann gilt:

n n
» Unabhingigkeit vom Summationsindex: Z ax = Z ag.
=m

k=m (=
n n+l
» Indexverschiebung: Z ax = Z ay—g fiir jedes { € Z.
k=m k=m+{
n n
» Riickwirtssummation: Z ax = Z Ao
k=m k=m
n n n
» Linearitit: Z(aak +Bbr) = a Z ag| +p Z by |.
k=m k=m k=m
n
» Teleskopsumme: Z(”kﬂ —ayx) = A1 — .
k=m
n S n
» Index aufteilen: Z ayx = Z ax+ Z ak, fiirs € Zmitm < s < n.
k=m k=m k=s+1



4.4 Abzahlbarkeit

Wir wollen Mengen gemag ihrer , Groie” bzw. der Anzahl der enthalte-
nen Elemente vergleichen. Dazu miissen wir den in Kapitel 2 etwas lax
eingefiihrten Begriff der Kardinalitit prazisieren (fiir endliche Mengen
war uns dieser intuitiv bisher klar).

Definition 4.4.1. Zwei Mengen X und Y heifSen gleichmiichtig, wenn
es eine bijektive Abbildung f: X — Y gibt.

Sind X und Y also gleichméchtig, so kann man jedem Element aus X ein
eindeutiges Element aus Y zuordnen. D. h. man kann feststellen, dass
zwei Mengen gleichméchtig sind, ohne ihre Elemente zu zdhlen (wie
wiirde man das auch bei unendlichen Mengen machen?). Es gentigt eine
Paarung ihrer Elemente. Will man bspw. priifen, dass man an jeder Hand
gleich viele Finger hat, so muss man diese nicht zdhlen, sondern jeden
Finger der linken Hand auf einen Finger der rechten Hand legen. Das ist
das Prinzip hinter obiger Definition.

Doch was sind denn nun endliche und unendliche Mengen? Und gibt es
Unterschiede bei unendlichen Mengen?

Intuitiv denkt man vielleicht, dass man die Unendlichkeit versteht. Dass
die Intuition beim Hantieren mit der Unendlichkeit keinen Platz hat,
zeigt folgendes Beispiel.

Beispiel 4.4.2 (Hilberts Hotel). David Hilbert betreibt ein Hotel mit
unendlich vielen durchnummerierten Zimmern. Jedes Zimmer hat
eine Zimmernummer aus N*. Das Hotel ist sehr beliebt, deshalb sind
bereits alle Zimmer belegt.

Ein neuer Gast kommt am Hotel an und méchte gerne noch ein Zimmer.
Das ist moglich! Der Portier 16st einen Gong aus, und der Gast aus
Zimmer 1 wechselt ins Zimmer 2, der aus Zimmer 2 ins Zimmer 3,
usw.

Nun kommt sogar eine ganze Wandertruppe — endlich viele Personen
— am Hotel an, sagen wir m € N* Auch diese kénnen untergebracht
werden. Der Portier wiederholt das obige Verfahren einfach m-mal.

Hilbert betreibt auch ein Busunternehmen. Die Reisebusse konnen
unendlich viele Personen transportieren und haben Sitze, die mit
Sitzplatznummern aus N* versehen sind. Nun kommt ein solcher
vollbeladener Bus am randvollen Hotel an. Der Portier reagiert sofort
und schickt alle Hotelgéste mit Zimmernummer 7 in Zimmer 2n1. Nun
ausreichend Platz fiir die Herde an Busgéasten im Hotel.

Hilbert wire nicht Hilbert, hitte er nur einen solchen Bus: Hilbert
hat eine ganze unendliche Flotte dieser Reisebusse, alle haben eine
Reisebusnummer aus N*. Als unendlich viele Reisebusse mit jeweils
unendlich vielen Busgésten am Hotel ankommen, kommt der Portier
im randvollen Hotel kurz ins Schwitzen. Dann hat er den rettenden
Einfall: Zuerst macht er alle ungeraden Zimmernummern frei, indem
er, wie oben, alle Géste von Zimmer 7 in Zimmer 2n schickt. Busgéste
aus Bus 1 werden in die Zimmer 3,9, 27, . .. geschickt; Busgéaste aus
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Sehr empfehlenswert hierzu ist das PBS
Infinite Series Video A Hierarchy of In-
finities, das unter https://youtu.be/
17¢2qz7s001 abrufbar ist. Ebenfalls du-
Berst empfehlenswert ist die SWR2 Pro-
duktion SWR2 Wissen | Geniale Ma-
thematiker (1/6) | Georg Cantor und
das Universum der Unendlichkeiten un-
ter https://www.swr.de/swr2/wissen/
broadcastcontrib-swr-11868.html.
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Empy for the infinitely
yyyyy  hew guests

Abbildung 4.8: Hilberts Hotel bei der An-
reise eines Busses. Fiir alle Personen aus
dem Bus kann ein Platz geschaffen wer-
den. Quelle: Wikimedia Commons, Jan
Beranek / CC BY-5A.


https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0
https://youtu.be/55l9vuBObXY
https://youtu.be/i7c2qz7sO0I
https://youtu.be/i7c2qz7sO0I
https://www.swr.de/swr2/wissen/broadcastcontrib-swr-11868.html
https://www.swr.de/swr2/wissen/broadcastcontrib-swr-11868.html
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Bus 2 in die Zimmer 5, 25,125, 625, .. . ; ... ; Busgaste aus Bus i in die
Zimmer mit den Nummern

2 .3
pilpl'lpi/"'l

wobei p; die (i + 1)-te Primzahl ist. Damit wurden alle Gaste unterge-
bracht. Und es sind sogar noch Zimmer frei! Das Zimmer 15 hat z. B.
noch keinen Gast, da 15 keine Primzahlpotenz ist.

Definition 4.4.3. 1. Die Menge X heifst endlich, wenn es einn € N
und eine bijektive Abbildung f: [n] — X gibt. Die Michtigkeit
oder Kardinalitit von X ist in diesem Fall definiert durch | X| := n.
2. Die Menge X heifst abzihlbar unendlich, falls es eine bijektive
Abbildung f: N — X gibt. Die Michtigkeit von X bezeichnen
wir in diesem Fall mit dem Symbol +oco.
3. Die Menge X heifst abzihlbar, falls X endlich oder abz&hlbar
unendlich ist. Ist eine Menge nicht abzéhlbar, so sagen wir, dass
sie iiberabzihlbar ist.

Lemma 4.4.4. Ist X eine endliche Menge, so ist |X| wohldefiniert (d.h.
eindeutig bestimmt).

Beweis. Esseien g: [n] — X und h: [m] — X zwei bijektive Abbildun-
gen. Wir miissen zeigen, dass n = m ist. Betrachte dazu die Abbildung

f=h"og: [n]— [m].

Dann ist f ebenfalls eine bijektive Abbildung. Es folgt n = m. O

Hier noch einige Eigenschaften, die wir immer wieder implizit benutzen
werden. Wir verzichten auf einen Beweis.

Proposition 4.4.5. 1. Es seien m,n € N* positive natiirliche Zahlen
mit m < n.

a) Es gibt keine injektive Abbildung {1,...,n} — {1,...,m}.
b) Es gibt keine surjektive Abbildung {1,...,m} — {1,...,n}.

2. Essein € N*. Fiir jede Abbildung

fi{l,...ny>{1,...,n}

gilt:
f injektiv <= f surjektiv.
3. Essein € Nt und M C {1, ..., n} eine nicht-leere Teilmenge.

a) Es gibt ein m € N*, m < n, und eine bijektive Abbildung
f:{1,...,m} - M.

b) Es gilt
M=#{1,...,n} & m<n.

Ist X eine echte Teilmenge einer endlichen Menge Y, gilt also X C Y
(d.h. X €Y und X # Y), dann hat X eine geringere Kardinalitit als Y/,
in Zeichen |X| < |Y|. Das Uberraschende: Das gilt jedoch nicht fiir



unendliche Mengen. So sind z. B. die Mengen der geraden natiirliche
Zahlen 2N := {2n | n € N} und die Menge aller naiirlichen Zahlen N
gleichmaéchtig.

Wir kennen auch andere unendliche Mengen. So sind uns die Inklusio-
nen
NCZCQCR

bekannt. Sind diese Mengen grofier als N oder sind sie auch noch abzahl-
bar, d. h. gleichméachtig wie N? Auf den ersten Blick sehen diese Mengen
grofer aus als N. Doch man kann leicht zeigen, dass Z gleichméchtig
wie N ist. Insbesondere die Menge Q scheint um einiges grofier als N zu
sein. Man kann immerhin fiir zwei gegebene rationale Zahlen gq,p € Q
immer eine weitere rationale Zahl r in deren Mitte finden g < r < p.
Aber auch hier triigt uns die Intuition!

Theorem 4.4.6. Q ist abzihlbar unendlich.

Wir zeigen allgemeiner folgendes Lemma.

Lemma 4.4.7. Sind X und Y zwei abzihlbar unendliche Mengen, so ist das
Kartesische Produkt X XY wieder eine abzihlbar unendliche Menge.

Beweis von Lemma 4.4.7. Esseien f: N* — Xmit f(n) =a,und g: N* —
Y mit g(n) = b, die zwei bijektiven Abzdhlungen von X und Y. Wir
betrachten das Schema

(a1,b1) (a1, by) (a1,b3) (a1,bs)

) / / / /
(a2, b1) (a2, b2) (a2, b3) (a2, by)

|
(a3, b1)

l
(as,b1)

(a3, b2) (a3, b3) (a3, bg)

Das Cauchysche Diagonalverfahren liefert diese Abzdhlung in Pfeilrichtung
der Elemente von X X Y. Etwas genauer: Wir erhalten eine Bijektion
W: Nt - X XY mit W(1) = (a1,b1), V(2) = (az, b1), Y(3) = (a1, by),
W(4) = (a3, b1), ¥(5) = (a2, ba), V(6) = (a1, b3), V(7) = (a4, b1),.... O

Beweisskizze von Theorem 4.4.6 (Cantors erstes Diagonalargument). Die po-
sitiven rationalen Zahlen Q" := {p/q | p,q € N*} konnen wir die
geordneten Paare nach dem Cauchyschen Diagonalverfahren aufgelistet
werden, wodurch man eine surjektive Abbildung von N* in Q* erhilt.
Durch Weglassen von erweiterten Briichen, die bereits aufgetreten sind
(also, wenn p und g einen gemeinsamen Teiler ¢ # 1 haben), erhdlt man
eine Liste der echten Briiche (fiir welche p und g teilerfremd sind). Man
kann das Verfahren abschlieflend auf alle anderen , Quadranten” von Q
wiederholt anwenden. O

Bisher haben wir schon ab und an die reellen Zahlen — also die , Kom-
mazahlen” - in Beispiel benutzt, ohne diese jedoch formal eingefiihrt zu
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Beweisen Sie dies formal als Ubung!

Auch das sollten Sie zur Ubung tun.

Geben Sie eine explizite Konstruktionsvor-
schrift fiir diese Zahl r an.

Auf gut zwei Seiten kénnte man sich hier-
zu eine formale Abbildung definieren und
deren Bijektivitdt zeigen. Wir begniigen
uns mit der Intuition. Interessierte Le-
ser seien auf die nicht-klausurrelevante
Seite https://de.wikipedia.org/wiki/
Cantorsche_Paarungsfunktion verwie-
sen.

Dieses Verfahren sollte man in einem for-
malen Beweis noch deutlich prézisieren!

Auch dieses Argument sollte man in ei-
nem formalen Beweis noch prazisieren.

| Ende der 6. Vorlesungswoche



https://de.wikipedia.org/wiki/Cantorsche_Paarungsfunktion
https://de.wikipedia.org/wiki/Cantorsche_Paarungsfunktion
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Grundlagen Mathematik | 04.10: Warum
0.999... = list - Dezimalbruchentwicklung
unter der Lupe

Die Grenzwertrechenregeln, die wir hier
anwenden haben Sie bereits in der Ana-
lysis kennengelernt. Genauer berechnen
hier den Wert einer Reihe.

Grundlagen Mathematik | 04.11: Die reel-
len Zahlen sind iiberabz&hlbar unendlich
— Beweis

haben. Um dies im Schnellverfahren nachzuholen, die ndchsten Defini-
tionen.

Definition 4.4.8. Es sei (di)ken eine Zahlenfolge mit dy € Z und
dr €{0,1,2,3,...,9} fiir alle k € N*. Dann heif8t die Folge (4,)nen
mit

n
d
Ay = do,dldz...dn = d0+Z_kk
k=1 10

eine Dezimalbruchentwicklung. Sie heifst eigentlich, falls keine ,Periode
9” vorliegt, d.h. eskein N € N* mit dyx = 9 fiiralle k e N* mitk > N
gibt.

Man kann — mit einigen Hilfsmittel aus der Analysis - folgendes zeigen:

» Jede Dezimalbruchentwicklung (4, ),en ist konvergent. Den Grenz-
wert a = lim,_,« 4, bezeichnen wir mit a = dy, did.... Man
konnte auch formulieren: Das Symbol dy, d1d; . .. kennzeichnet
den Wert der Reihe Z;":O % = limy oo ZZZO 1dik'

» Fiir jede reelle Zahl a € R gibt es genau eine eigentlich Dezimal-
bruchdarstellung a = do, d1ds . . ..

Was steckt hinter dem Verbot von ,,Periode 9” in der eigentlichen Dezi-
malbruchentwicklung?

Schliefit man dies nicht aus, so gilt z. B. 0, 9= 0,9999999... =1, also hat
die Zahl 1 zwei verschiedene Darstellungen; denn

=1.

107 n—oo 10"

n—oo

9 1
0,9999999... = limzﬁz lim (1— )zl—lim
k=1

Diese Zweideutigkeit in der Darstellung wollen wir unterbinden.

Mit diesem kleinen Exkurs kann man folgenden Satz zeigen.

Theorem 4.4.9. Die Menge der reellen Zahlen R ist tiberabzihlbar.

Unsere Idee, um das Theorem zu zeigen, wird ein Widerspruchsargument
sein. Anschaulich und etwas lax gesprochen: Egal wie ich es anstellen
wiirde, eine Liste aller Dezimalzahlen zu erstellen, Sie konnen immer
eine Dezimalzahl nennen, die sich nicht auf meiner Liste findet.

Beweis (Cantors zweites Diagonalargument). Es geniigt bereits zu zeigen,
dass das Intervall [0,1) := {x € R | 0 £ x < 1} iiberabzihlbar ist.
Nehmen wir, um einen Widerspruch zu erhalten, an, dass [0, 1) abz4hl-
bar ist. Nach Definition muss es dann eine Folge (a,)sen+ geben mit
[0,1) = {a, | n € N} — anschaulich gesprochen ist die Folge also eine
Auflistung aller méglichen Dezimalzahlen im Intervall [0, 1). Fiir jedes
der Folgenglieder a, betrachten wir die eigentliche Dezimalbruchent-
wicklung: Wir schreiben a, = 0,d,1d,0dy3... (d.h. d,,; ist die i-te
Nachkommastelle der Zahl a,,). Das erlaubt es uns, unsere vermeintliche


https://youtu.be/85XggqZWOL4
https://youtu.be/LXyibj3h7Ws

Liste aller Dezimalzahlen in einem Schema aufzuschreiben:

a = O, d1’1 d1,2 d1’3 d1,4
ap = O, dz/] dz,z dz/g, d2,4 e
as = 0, d3,1 d3,2 d3/3 d3/4
as = 0, d4[1 d4/2 d4,3 d4,4 .

Fiir k € N* setzen wir nun

|0, falls drx #0,
“T 11, falls dyx = 0.

Damit unterscheidet sich die Folge der d’s von allen Diagonalelementen
in unserem Schema:

di # dy i fir alle k € N*.

Alsoistdie Zahla := 0, dd»ds - - - # a, firallen € Nt, weil 0, d1dod3 . ..
eine eigentlich Dezimalbruchentwicklung ist. Also: a € [0, 1), abera # a,
fur alle n € N* — ein Widerspruch zur Annahme [0,1) = {a, | n €
N*}. O

Theorem 4.4.10 (Diagonalisierung). Ist A eine beliebige Menge, so existiert
keine Surjektion f: A — P(A).

Beweis. Angenommen, f: A — P(A) ist surjektiv. Setze
D:={acAla¢f(a)}

Offensichtlich ist D € P(A). Weil f surjektiv ist, existiert also ein ayg € A
mit f(ap) = D. Es gilt nattirlich: entweder ag € D oder ag ¢ D. Aber nach
Definition von D gilt

ap€ED ﬂo%f({)lo)ZD,

ein Widerspruch! O

Insbesondere ist *(N) tiberabzdhlbar, denn wenn diese Menge abzihlbar
wire, so gibe es eine Bijektion N — P (N), aber es gibt nicht einmal eine
Surjektion, wie wir gerade gezeigt haben.

Das Interessante daran: Wir kénnen die Elemente aus 2(N) in natiirlicher
Weise mit den Elementen aus {0, 1}" identifizieren: Ist f € {0,1}" eine
Abbildung, so assoziieren wir mit dieser die Menge f 1 ({1}). Umgekehrt
lasst sich zu jeder Menge A € (N) eine Abbildung f € {0, 1}" definie-
renmit f(n) =1 & n € A. Man kann zeigen: Diese Zuordnung ist
eine Bijektion. Also ist {0, 1}" {iberabzahlbar.

Haben diese abstrakten Uberlegungen iiberhaupt Anwendungen in der
Informatik? Sehr wichtige sogar! Eine grundlegende Frage der theore-
tischen Informatik ist, welche Funktionen wir (z. B. mit einem Java-, C-
oder Python-Programm) tiberhaupt berechnen kénnen.
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Grundlagen Mathematik | 04.12: Cantors
Diagonalargument zur Potenzmenge und
Nicht-Berechenbarkeit


https://youtu.be/QOK6gq3HdO0
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Um dies nachzuvollziehen, versuchen Sie
zu zeigen, dass

B(N) := {X € N | X endlich}
abzéhlbar ist.

Der letzte Schritt in unserer Argumentati-
on miisste eigentlich noch weiter formal
untermauert werden, indem man zeigt,
dass die abzahlbare Vereinigung abzahl-
barer Mengen wieder abzahlbar ist. Dies
ist letztendlich aber ein einfaches sog.
Dovetailing-Argument wie im Chauchy-
schen Diagonalverfahren.

Grundlagen Mathematik | 04.13: Einfiih-
rung in Permutationen und das Problem
der ENIGMA

Korollar 4.4.11. Es gibt (iiberabzihlbar viele) Abbildungen f: N — {0,1},
die nicht durch ein Programm berechnet werden kénnen.

Beweis. Egal in welcher Programmiersprache wir schreiben: Jedes Pro-
gramm ist eine endliche Folge von Symbolen aus einer endlichen Menge
(dem natiirlichen Alphabet und Sonderzeichen, wie geschweiften Klam-
mern, etc.). Daher ist die Menge aller Programme abz&hlbar.

Demnach ist die Menge B C {0,1}" aller Abbildungen N — {0,1},
welche von einem Programm berechnet werden kénnen, abzéhlbar. Nach
Theorem 4.4.10ist {0, 1}V tiberabzihlbar. Deshalb ist {0, 1}V \ B nicht-leer,
sondern sogar iiberabzdhlbar. O

4.5 Permutationen

Definition 4.5.1 (Permutationen). Ist f: X — X eine Bijektion und
die Menge X endlich und nicht-leer, dann heif$t f Permutation auf X.
Die Menge der Permuationen auf X bezeichnen wir mit S(X), d. h. es
ist

S(X):={f: X — X | f ist bijektiv}.

In der Praxis kann man sich in der Regel auf den Fall X := [n] und damit
auf S, := G({1,...,n}) beschrianken.

Ein Element ¢ € S, ist durch das Tupel (0(1), e ,a(n)) eindeutig
bestimmt. Umgekehrt gibt es zu jedem Tupel (x1, .. ., x,;) von paarweise
verschiedenen Zahlen x; € {1, ..., n} genau eine Permutation ¢ € S,
mit 0(i) = x; firallei = 1,. .., n. Dies rechtfertigt die Schreibweise

0= (0(11) 0(22) 0?3) azln)) .

Beispiel 4.5.2. Ein Beispiel fiir ein Element 0 € S ist die Permutation
— (123456
o=(311633)-

In Beispiel 4.5.2 wird 1 auf 3 abgebildet, und 3 auf 1. Das nennt man
einen Zyklus der Linge 2. Ferner wird 2 auf 4, und 4 auf 6, und 6 auf 2
abgebildet. Dies stellt einen Zyklus der Liange 3 dar. Die Zahl 5 wird
nicht verdndert. Diese Uberlegungen rechtfertigen die Zyklendarstellung
einer Permutation. In diesem Fall wiirden wir schreiben:

o =(13)(246) (5).

Die Zyklen konnen in beliebiger Reihenfolge geschrieben werden. Weiter
kann innerhalb eines Zyklus die Reihenfolge zyklisch vertauscht werden.
Wir kénnen obige Permutation also z. B. auch wie folgt notieren:

o=(624)(5) (31).


https://youtu.be/q1jX5m9aEZk
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Beispiel 4.5.3. Gegeben seien die Permutationen o, 7 € S9, wobei
2518785)
in Standard-Darstellung und
T=(5318)(6)(42)(79)
in Zyklendarstellung gegeben ist. Damit ergibt sich

Too=(381185357) =(12634)(58) (79).

Beispiel 4.5.4. In Abschnitt 4.4 haben wir gelernt, dass es zu einer
endlichen Menge A immer eine natiirliche Zahl n € N und eine
bijektive Abbildunga: {1,...,n} — A gibt, die man als die Aufzihlung
von A betrachten kann. Man kann dann schreiben

A={ay,...,ap}t={ax | k=1,...,n}.

Es kommt auf die Reihenfolge der Aufzdhlung jedoch nicht an: Hat
man eine andere Aufzdhlung, so gibt es eine Permutation 0 € &, so
dass die andere Aufzihlung die Form

k0—>a0(k), k=1,...,1’l
hat. Damit ist
A= {611, o0 .,an} = {ag(l),. oo ,ag(n)}.

Folgende Aussage werden wir spater beweisen. Sie ist eine fundamental
Aussage der abzdhlenden Kombinatorik und spielt iiberall dort eine
wichtige Rolle, wo es darum geht, die Anzahl der méglichen Anordnun-
gen von endlich vielen Objekten zu bestimmen. Typische Anwendungen
findet man z. B. in der Wahrscheinlichkeitsrechnung.

Proposition 4.5.5. Fiir alle n € N* qilt |S,| = nl.

Beweis. Im Kapitel tiber Kombinatorik. O

Wenn eine Permutation aus einem einzigen Zyklus besteht, z. B.
0=(256813497),

so heifst o zyklisch.

Proposition 4.5.6. Die Menge S, enthilt (n — 1)! zyklische Permutationen.

Beweis. Man kann o0.B.d. A. den Zyklus mit 1 beginnen lassen. Die Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit wird
restlichen n — 1 Zahlen kann man beliebig permutieren. Die Behauptung abgekiirzt als 0. B. d. A.
folgt mit Proposition 4.5.5. O
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Definition 4.5.7. Eine Stelle x mit ¢(x) = x nennt man Fixpunkt
der Permutation 0 € &,. Eine Permutation ohne Fixpunkte heifst
fixpunktfrei (d.h. es gilt (i) # i furallei =1,...,n).

Beispiel 4.5.8. Die identische Abbildung mit o(i) =i firi=1,...,n
ist ebenfalls eine Permutation. Sie besitzt die Zyklendarstellung

c=1)2)3) ... (n).
Jede Zahli =1, ..., n ist Fixpunkt dieser Permutation.

Eine fixpunktfreie Permutation ist also eine Permutation, bei der kein
Element seine Ausgangsposition behilt. Mit anderen Worten tritt kein

Zyklus der Lange 1 auf.
Das Beispiel 4.5.9 ist nicht klausurrelevant,
aber von enormer historischer Bedeutung, Beispiel 4.5.9. Wir bezeichnen mit d,, die Anzahl der fixpunktfreien
wie sie in Beispiel 4.5.10 erfahren werden. Permutationen in ;. Ist 0 € S, mit n > 3 eine fixpunktfreie Permuta-

tion, dann gilt per Definition (1) # 1. Nun kénnen wir die folgenden
zwei Fille unterschieden:

» Befindet sich die Zahl 1 an der Stelle j = 0(1), dann kénnen die
tibrigen 1 — 2 Zahlen auf d,_, Moglichkeiten fixpunktfrei auf
die verbleibenden Plétze verteilt werden.

» Ansonsten betrachtet man die Menge {1,...,n} \ {j}. Diese
Zahlen miissen nun die Positionen 2, 3, . . . , n einnehmen, sodass
keine der Zahlen festbleibt und zudem die 1 nicht an der Stelle j
steht. Die Anzahl der Moglichkeiten dies zu erreichen ist gerade
dy_1.

Nachdem es n — 1 mogliche Werte fiir j gibt, folgt daraus die lineare

Rekurrenz
dn = (n - 1)(dn—1 + dn—Z)

mit d; = 0 (die einzige Permutation in &; bildet 1 auf 1 ab und ist
damit nicht fixpunktfrei) und d, = 1 (in S, gibt es zwei Permutationen,
wovon nur eine fixpunktfrei ist).

Mit der Technik der Induktion, die wir im nidchsten Kapitel kennenlernen,
kann man zeigen, dass der Anteil der fixpunktfreien Permutationen fiir
n > 4 bei etwa 37 % liegt. Etwas genauer gilt

wobei e := limy e (1 + )" ~ 2,71828..... die Eulersche Zahl ist - eine der
wichtigsten mathematischen Konstanten.

Warum interessiert man sich tiberhaupt fiir fixpunktfreie Permutationen.
Dazu schauen wir uns zwei Beispiele an.

Beispiel 4.5.10. Die Verschliisselungsmaschine ENIGMA, die wih-
rend des Zweiten Weltkriegs bei den Nazis zum Einsatz kam, fiihrte
konstruktionsbedingt fixpunktfreie Permutationen durch, die zudem
selbstinvers sind (d.h. fiir die ¢ = 07! gilt). Eine spezielle Walze,
namlich die ganz links liegende Umkehrwalze, bewirkte, dass der


https://de.wikipedia.org/wiki/Enigma_(Maschine)

Strom den Walzensatz zweimal durchfloss, einmal in Hinrichtung
und einmal in Rickrichtung. Dadurch konnte ein Buchstabe nicht
mehr in sich selbst verschliisselt werden, was zwar die Konstruktion
und Bedienung der Maschine vereinfachte, da Verschliisselung und
Entschliisselung hierdurch gleich waren, zugleich allerdings eine signi-
fikante kryptographische Schwachung bewirkte. Wir haben gesehen,
dass damit nur noch ca. 37 % der moglichen Schliissel in Frage kamen.

Beispiel 4.5.11. Das Wichteln ist ein vorweihnachtlicher Brauch, bei
dem eine Gruppe von Personen auf zufdllige Weise Geschenke aus-
tauscht (und es meist viele Enttduschte gibt). Nimmt man dabei an,
dass sich keine Person selbst beschenkt, kann der Austausch der Ge-
schenke mathematisch als fixpunktfreie Permutation der Personen
beschrieben werden.

Es ist fiir alle Anwendungen in der Informatik sehr wichtig, sich das
unglaublich starke Wachstum der Mengen S,, vor Augen zu fiihren. So
ist z. B. die Anzahl der Permutationen einer Menge mit 20 Elemente
gleich

|Sa0| = 20! = 2432902008 176 640 000.

Es ist sogar
70! > 10'°,

d.h. die Anzahl der Permutationen auf 70 Elementen tibersteigt die An-
zahl der Atome im Universum. Kein Computer (auch kein zukiinftiger!)
kann daher jemals alle diese Permutationen gleichzeitig im Speicher
halten. Ebenso problematisch wére es, wenn man ein Programm schreibt,
das alle diese Permutationen nacheinander auf eine bestimmte Eigen-
schaft tiberpriift. Die Laufzeit wére viel zu gigantisch! In der Informatik
geht es auch darum ,schlauere Losungen” fiir solche Probleme zu finden,
bzw. ggfs. zu zeigen, dass man ein bestimmtes Problem nicht schneller
16sen kann. Betrachten wir dazu ein Beispiel:

Heutzutage machen wir einen Grofiteil unserer Einkdufe im Internet. Die
Lieferdienste stehen vor dem Problem, dass die Vielzahl von Paketen
moglichst effizient ausgeliefert werden. Im simpelsten Fall haben wir also
folgendes Problem: Ein Fahrer muss wihrend seiner Tour die Kunden
A, B,C, ... anfahren und am Ende zum Depot zuriickfahren. Je nachdem
in welcher Reihenfolge die Kunden angefahren werden, legt er eine
kiirzere oder liangere Strecke zurtick. Kiirzer ist natiirlich besser, denn
dann wird weniger Benzin verbraucht und der Fahrer kann vielleicht
noch eine zweite Tour starten, und so mehr Pakete pro Tag ausliefern. Dies
ist das Traveling Salesman Problem (Problem des Handlungsreisenden),
kurz TSP. Auf den ersten, mathematischen Blick erscheint das TSP trivial.
Es gibt nur endlich viele Rundtouren, d. h. es ist theoretisch moglich alle
aufzulisten und die kiirzeste auszuwdéhlen. Realistisch ist dieses Vorgehen
jedoch nicht. Bereits fiir nur 11 Stadte gibt es etwa 2 Millionen Touren!
Eine Problemstellung in der Informatik (genauer: der kombinatorischen
Optimierung) ist es daher einen effizienten Algorithmus zu konstruieren,
der in vertretbarer Zeit die beste oder zumindest eine gute Rundtour
findet.
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GdM | 04.14: Traveling Salesman Problem,
Erzeugung aller Permutationen in lexiko-
graphischer Ordnung

Frankfurt
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Abbildung 4.9: Kiirzester Rundreiseweg
durch die 15 grofSten Stadte Deutschlands
(14 sind genannt, Dortmund fehlt). Insge-
samt sind 14!/2 = 43 589145 600 verschie-
dene Wege moglich.


https://youtu.be/GkFIRNb4IRw
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Tatsdchlich kann man zeigen, dass TSP ein
sog. NP-vollstindiges Problem ist. Ein erstes
solches Problem hatten wir in der Video-
lektion zum Quine-McCluskey Verfahren
gesehen. Falls Sie Interesse haben, ist fol-
gendes Video sehr empfehlenswert, um
mehr iiber Komplexitdt von Problemen
und eines der spannendsten Probleme der
Informatik und Mathematik zu erfahren:
https://youtu.be/YX40hbAHX3s.

Vi

Vi

Abbildung 4.10: Die Linien in rot, blau
und gelb sind drei Beispiele fiir die
Manhattan-Distanz zwischen den zwei
schwarzen Punkten (je 12 Einheiten lang);
die griine Linie stellt zum Vergleich den
Euklidischen Abstand dar, der eine Lange

von 6V2 ~ 8.5 Einheiten hat.

Um allerdings einen ersten Eindruck von den Schwierigkeiten und
Herausforderungen in der kombinatorischen Optimierung zu erhalten,
und um einen ersten Algorithmus kennenzulernen und zu analysieren,
werden wir einen naiven Algorithmus fiir das Tsp formulieren. Dieser
Algorithmus ist der offensichtliche: Wir listen alle Touren auf und suchen
die beste heraus. Dazu muss das Problem zunichst modelliert werden,
d.h. auf das mathematisch Wesentliche reduziert werden.

TSP
Instanz: Ein Menge von Punkten py,...,p, € R2.
Aufgabe: Finde eine Permutation ¢ € S,,, so dass

n-1

D dist(poiy, Poti+n) + dist(Pom), Po))
i=1

minimal ist.

Hierbei sind verschiedene Abstandsfunktionen denkbar, etwa der eukli-
dische Abstand

dist (1), (1)) = ), (1)ll = N = 322 + (42 = 212
oder der Abstand in der sogenannten Manhattan-Metrik,

dist ((33), (1)) = [G3), (52l = lyn = 21l + ly2 = xal.

Wenn wir das naive Durchtesten aller Routen auf einem Computer
implementieren wollen, miissen wir es also schaffen, alle Permutationen
zu erzeugen. In einem zweiten Schritt, den wir hier weglassen, da er
trivial ist, muss dann die Permutation ermittelt werden, die die kiirzeste
Rundtour gibt.

Ein ganz naiver Weg, alle Permutationen zu mit einem Computer erzeu-
gen wire ein sogenannter Top-Down Ansatz mit Rekursion. Das konnte wie
folgt funktionieren: Das Programm wihlt das erste Element und fiihrt
dann eine sogenannte Rekursion durch, in dem es das zweite Element der
Permutation aus den verbliebenen Zahlen auswahlt, usw. Das Problem an
diesem Vorgehen: Es ist gar nicht so leicht zu programmieren: Man muss
sich um die Rekursion kiimmern, den Rekursionsspeicher geschickt
verwalten und dafiir sorgen, dass doppelte Elemente tibersprungen
werden. Auflerdem ist nicht wirklich klar, in welcher Reihenfolge die
Permutationen erzeugt werden (das ist fiir unsere Anwendung nicht
direkt wichtig, man kann sich aber auch Anwendungen vorstellen, wo
dies eine Rolle spielt).

Daher wollen wir unsere Permutationen bzgl. der lexikographischen Ord-
nung sortiert ausgeben. Dazu benétigen wir ein kleines Hilfswerkzeug,
und zwar die lexikographische Ordnung auf n-Tupeln reeller Zahlen.


https://youtu.be/YX40hbAHx3s

Definition 4.5.12. Sind a = (41,...,a,) und b = (by,...,b,) zwei
verschiedene Elemente in R", so schreiben wir a <jex b, falls es ein
i € N* gibt, so dass a; = b; fiir alle j € [i — 1] aber a; < b;. Hierbei sei
[0] := 0.

Beispielsweiseist (1,2, 3) <iex (1,3,3)und (1,2,3,4,5) <1 (1,2,3,5,1).

Die folgenden Ideen gehen auf den Mathematiker Narayana Panditas im
Indien des 14. Jahrhunderts zurtick.

Wir wollen zuerst iiberlegen, wie wir alle ,Umsortierungen” einer Folge,
z.B.
0,1,2,5,3,3,0),

die wir als fortlaufendes Beispiel benutzen wollen, in lexikographischer
Ordnung erzeugen kénnen. Danach werden wir zeigen, dass wir unser
Problem auch richtig gelost haben. Das ist prinzipiell ein zu empfehlendes
Vorgehen beim Algorithmenentwurf.

Wie gelingt es uns jetzt nun die nidchste Umsortierung zu erzeugen?
Das ist die Kernidee unseres Algorithmus: Wir miissen die Folge bzgl.
der lexikographischen Ordnung ,,so wenig wie moglich” erhdhen. Das
funktioniert so dhnlich wie beim Zahlen in Zahlensystemen zur einer
Basis b (siehe Tutorium 03). So macht es bspw. keinen Sinn das erste
Element der Folge von einer 0 zu einer 1 umzuwandeln, denn wenn
wir den Prifix der Folge von (0, 1) zu (0, 2) abéndern, erhalten wir eine
noch ,nihere” Umsortierung. Tatsdchlich macht es auch keinen Sinn das
zweite Element zu dndern. Aus dieser Beobachtung werden wir unsere
Idee entwickeln.

Wir identifizieren zunédchst den langsten Suffix, der nicht-wachsend ist.
Man beachte, dass ein solcher Suffix immer mindestens ein Element
hat, denn jeder Substring aus einem einzelnen Element ist trivialerweise
nicht-wachsend. In unserem laufenden Beispiel wire das (5,3,3,0).
Dieser Sulffix ist bereits die bzgl. der lexikographischen Ordnung grofite
Umsortierung der Zahlen 5, 3, 3 und 0. D. h. durch Modifikation dieses
Suffixes wird es uns nicht gelingen die Umsortierung (0,1, 2,5, 3, 3,0)
lexikographisch zu erhthen. Wir miissen dazu also ein Element zur
Linken des Suffix andern.

Als nédchstes betrachten wir das Element unmittelbar zur Linken des
gefundenen Suffixes. In unserem fortlaufenden Beispiel wére dies 2. Wir
nennen dieses Element Pivot. Falls es solch ein Element nicht mehr geben
sollte, dann haben wir bereits die letzte Umsortierung bzgl. der lexikogra-
phischen Ordnung gefunden. Das Pivot-Element ist notwendigerweise
geringer als das erste Element des Suffixes (im Beispiel war dies 5). Das
bedeutet aber, dass es mindestens ein Element im Suffix geben muss, das
grofer als das Pivot-Element ist. Wenn wir das Pivot-Element mit dem
kleinsten Element im Suffix tauschen, das immer noch grofser als das
Pivot-Element ist, dann haben wir den Préfix (also alles in der Folge bis
auf den Suffix) minimiert. Im unserem Beispiel wiirden wir den neuen
Préfix (0,1, 3) und den neuen Suffix (5, 3,2, 0) erhalten. Man beachte:
Wenn der Suffix mehrere Kopien des neuen Pivot-Elements enthilt, dann
sollte man dasjenige wihlen, das am weitesten Rechts steht. Das spielt in
unserem néchsten Schritt eine Rolle.
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Initial sequence

[o]1]2]s5[3]3]0]

Find longest non-
inlcreas\ngsufﬁx |0|1|2|5|3|3|0|

Identify pivot

[o]1]2]s[3[3]0]

Find rightmost
successor to pivot | O | 1 | 2 | 5 | 3 I 3 I 0 |

in the suffix

Swap with pivot

[o[1]s]s[3[2]0]

Reverse the suffix |O|1|3|0|2|3|5|

[o]1]3]o]2]3]s]

Abbildung 4.11: Eine Skizze zur Algorith-
menidee. Die Skizze und die dazugehorige
Herleitung stammen von Project Nayuki.
Nayuki hat uns freundlicherweise die Li-
zenz hierzu fiir diese Vorlesung gegeben.



https://www.nayuki.io/page/next-lexicographical-permutation-algorithm
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Abschlieflend sortieren wir das Suffix in nicht-fallender Ordnung — denn
wir haben ja den Préfix vergroflert, also wollen wir den Suffix so klein
wie moglich halten (wie beim Zahlen in Zahlensystemen). Tatsdchlich
muss man dazu nicht extra ein Programm schreiben, dass diese Zahlen
sortiert. Es gentigt, die Reihenfolge des Suffixes umzudrehen, denn das
ausgetauschte Element fiigt sich in die nicht-wachsende Ordnung ein.
Wir erhalten also die Folge

(0/ 1/ 3/ O/ 2/ 3/ 5)/

welche die ndchste Umsortierung ist, die wir erhalten wollten.

Was wir also gemacht haben, ist kurz gefasst folgendes: Wir hatten ein
sogenanntes Array mit Zahlen als Eintrdge. Dann haben wir folgende
Schritte ausgefiihrt:

» Finde den grofiten Index i mit array[i] < array[i + 1].
(Falls kein solches i existiert, haben wir bereits die letzte Umsortie-
rung gefunden).

» Finde den grofiten Index ¢ mit ¢ > i und array[i] < array[{].

» Tausche array[i] mit array[¢].

» Invertiere den Suffix, der mit array[i + 1] beginnt.

Notieren wir das ganze zur Analyse noch einmal in durchnummerierter
Form. Dabei beschrianken wir uns ab hier wieder auf Permutationen.
Dazu dient Zeile 1.

:Setzea; =ifuri=0,...,n

: Gebeay,...,a, aus

: Ermittle maximales i < n — 1 mita; < a;41
: Halte an, fallsi =0

: Ermittle maximales ¢ mit a; < ay

: Tausche a; & ay

: Invertiere die Reihenfolge a;11,...,a,

: Gehe zu Zeile 2

O N O U WN =

Warum tut der Algorithmus aber das, was wir von ihm wollen? Das
sollten wir zuerst beweisen! Man sagt auch, dass man die Korrektheit des
Algorithmus beweist.

Damit konnen wir nun beweisen, dass der Algorithmus alle Permutatio-
nen auf {1, ..., n} ausgibt.

Beweis. Wir wollen sogar beweisen, dass der Algorithmus die Permu-
tationen gemaf3 der lexikographischen Ordnung sortiert ausgibt. Wir
stellen dazu zuerst fest, dass die ,Startpermutation” (1,2,3, ..., n) tat-
sdchlich die kleinste beziiglich <jex ist. Zudem hilt der Algorithmus
genau dann, wenn er auf die Permutation (n,n -1, ...,2,1) stoB8t. Dies
ist die lexikographisch grofste Permutation.

Seinuna = (a1, ...,4a,) eine vom Algorithmus in Zeile 2 ausgegebene
Permutation und sei a” = (a7, ..., a;,) die nachste ausgegebene Permu-
tation. Wir wollen nachvollziehen, dass 4 und a’ aufeinanderfolgend in



der lexikographischen Ordnung sind. Nach Wahl von i und ¢ gilt:

a=ay,...,0i-1, aA;j <Qjy1>...> 01> A¢ > 0g41 > ... > 0y
A | Zeile 6

at,...,0i-1, A <QAjx1>...> 01> A; > 0p41 > ...> 0y
| Zeile7

u’:al,...,ai_l, arp > ay < ... < a1 < a; <ap—1<...<4aju1

Bei Betrachtung des Schaubilds stellen wir fest: a <jex a’.

Nehmen wir nun an, es gibe eine Permutation b mita <jex b <jex 4’. Dann
kénnen wir schreiben b = (a1, ..., ai-1,b;, ..., by) fir gewisse b;, . .., by,
da b in den ersten i — 1 Stellen mit a und a’ iibereinstimmen muss. Da nun
aber a <jex b gilt, gibtes einen Index r > i mita; = b; furt =1,...,r -1
und 4, < b,. Angenommen, r > i. Die Ungleichung b, # a4, und der
Fakt, dass b eine Permutation ist, bedingen b, € {a,41,...,4,}. Die
Zahlen a;41 > a4 > ... > a, sind jedoch nach Definition von i in Zeile
3 absteigend sortiert, woraus a, > b, folgt. Mit diesem Widerspruch
erhalten wir a; < b;.

Betrachten wir nun b und a’. Weil b <jex a’, gibt es einen Index s > i, so
dass by = aj fiirallet =1,...,s —1und bs < a;. Angenommen, s > i.
Wiederum ist bs € {a._,,...,a;}, daes sich bei b um eine Permutation
handelt. Jedoch ist a},; < a; , <... < a; eine aufsteigende Folge, was
bs < ag; unmoglich macht. Folglich ist b; < a’.

Insgesamt erhalten wir a; < b; < a} = a;. Doch ay ist nach Wahl das
kleinste Element aus 4,41, . .., 4,, das immer noch grofer als a; ist. Da
bi € {ai,...,a,}istalso a; < b; < ap unmoglich. O

Obiger Algorithmus ist nattirlich ein wenig informell. Wenn wir ihn
tatsdchlich auf einem Computer ausfithren wollten, miissten wir, je nach
Programmiersprache, einige Details hinzuftigen. Dennoch ist es ein leich-
tes obige Skizze in einen (grofitenteils) sprach-unabhéngigen Pseudocode
umzuformulieren. Dabei wollen wir eine leichte Verallgemeinerung vor-
nehmen: Auf Eingabe von Zahlen (a3, . .., 4,) soll unser Programm alle
Permutationen von &({ay,...,a,}) erzeugen. Dabei nehmen wir an,
dass die Zahlen bereits aufsteigend sortiert sind, also a1 < --- < a,, gilt.
Hierbei sei zugelassen, dass manche Zahlen gleich sind.

PeErMUTATIONS(A1, . . ., 4y)

1 repeat

2 Visir(ay, ..., a,)

3 setzei:=n-1

4 while a; > a;,1 dosetzei :=i—1

5 if i > 0 then

6 setze { :=n

7 whilea; > a; dosetze ¢ := 0 -1
8 vertausche a; < ay

9 setzer:=i+1lunds:=n

10 while r < s do

11 vertausche a, & ag

12 setzer:=r+lunds:=s5-1

13 untili =0
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Nach Ausfiihrung von Zeile 6ist ap < a;41,
denn sonst wire ay > aj+1, ein Wider-
spruch (denn wir wissen a;41 > ... >
ag—1 > ay). Ebenso ist ag_; > a;, denn
sonst wire ay—1 < a;, was ebenfalls ein
Widerspruch ist (denn Zeile 5 liefert zu-
sammen mit der Initialisierung von a:
a; < ap < ap-q).

Statt sefze i := n — 1 schreibt man auch
ie—n-1
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Kleiner Fun-Fact: Wird die Eingabese-
quenz als eine Zahl zur Basis a,, + 1 gele-
sen, hier also (123)4 = 27, so ist dies die
kleinste Zahl, die man mit den gegebenen
Zahlen bilden kann. Die jeweils nédchste
Permutation ist immer die nichst grofiere
Zahl, die man bilden kann.

Die Sprache C ist fiir diese Vorlesung nicht
klausurrelevant. Diese Ausfiihrungen hier
dienen nur der Veranschaulichung.
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Die aktuell berechnete Permutation wird an das Unterprogramm Visit
tibergeben. In Visit ist dann eine entsprechende Anwendung program-
miert. Dies kénnte zum Beispiel einfach eine Print-Anweisung fiir den
Bildschirm sein, oder die Kalkulation der Lange der resultierenden
Rundtour durch alle groeren Dorfer Finnlands.

Sei beispielsweise a; := i fiir i = 1,...,n, wie zuvor. Dann erzeugt
Permurtations(1, 2, 3) die sechs Permutationen aus Sg in folgender Rei-
henfolge:

123, 132, 213, 231, 312, 321.

Es wire nun ein leichtes Pseudocode in eine echte Programmiersprache
zu iibersetzen. Wir haben das hier beispielhaft fiir die Sprache C getan,
die Sie gerade in der Vorlesung Strukturierte Programmierung lernen.

#include <stdio.h>
#include <stdbool.h>
#include <stddef.h>

/%
* Computes the next lexicographical permutation of the specified
* array of integers in place, returning a Boolean to indicate
* whether a next permutation existed.
* (Returns false when the argument is already the last possible
* permutation.)
*/
bool next_permutation(int array[], size_t length) {
// Find non-increasing suffix
if (length == 0)
return false;
size t i = length - 1;
while (i > 0 && array[i-1] >= array[i])
i--;
if (i == 0)
return false;

// Find successor to pivot
size.t 1 = length - 1;
while (array[l] <= array[i - 1])

1--;
int temp = array[i - 1];
array[i - 1] = array[l];

array[l] = temp;

// Reverse suffix
size_t r = 1i;
size_t s = length - 1;
while (r < s) {

temp = arrayl[r];

array[r] = array[s];
array[s] = temp;
r++;

S--;

}

return true;
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Der Aufruf kann wie folgt erfolgen:

int main() {
// Must start at lowest "permutation"!
int array[5] = {0, 1, 1, 1, 4};

size_t len = sizeof(array)/sizeof (int);

do {
for(int a = 0; a < len; a++) {
printf("%d ", arrayl[a]);
}
printf("\n");

} while (next_permutation(array,len));

return 0;

Man kann das Programm z.B. online auf https://onlinegdb.com/
S1gBMXQbj8 testen, oder per Download der main.c Datei unter den
Modulen.

4.6 O-Notation

Eine Analyse eines Algorithmus besteht aus zwei Teilen. Zunéchst muss
tberpriift werden, dass der Algorithmus korrekt ist, d. h. dass er das
ihm gestellte Problem auch 16st. Zweitens sind wir an der Laufzeit des
Algorithmus interessiert.

Doch wie misst man die Laufzeit eines Algorithmus? Man kénnte ihn
in einer echten Programmiersprache (z.B. Java oder Python) imple-
mentieren und auf verschieden Instanzen testen. Dann kénnte man die
Messergebnisse in Diagrammen visualisieren. Dieser Weg hat jedoch
schwerwiegende Nachteile: Um zwei verschiedene Algorithmen zu ver-
gleichen, miissten beide unter exakt identischen Bedingungen ausgefiihrt
werden (d. h. auf der gleichen Maschine, mit den gleichen Instanzen, es
muss gewdahrleistet sein, dass die Implementierungen beider Algorith-
men mit der gleichen Sorgfalt gemacht wurde). Aufierdem héngen die
Laufzeiten dann immer noch von den konkret ausgewihlten Testinstan-
zen ab. Dies alles schwicht die Aussagekraft solcher Vergleiche erheblich.
Wir werden stattdessen einen theoretischeren Ansatz wéhlen.

Dazu stellen wir uns vor, dass wir unsere Algorithmen auf idealisierten
Computern implementieren. Diese zdhlen nur die Anzahl der elemen-
taren Operationen. Und davon wird uns auch nur das asymptotische
Verhalten interessieren, also wie sich die Laufzeit bei immer grofier wer-
denden Eingaben verhélt. Das genaue Modell fiihrt uns in die Tiefen der
theoretischen Informatik. Deshalb nehmen wir an dieser Stelle lediglich
an, dass das verwendete Modell verniinftig ist und iiber unendlich viel
Speicher verfiigt. Unter anderem nehmen wir an, unser Rechner kann
folgende elementare Operationen in einer Zeiteinheit ausfiihren:
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04.15: O-

Notation zur Algorithmenanalyse erklart
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Abbildung 4.12: Die Graphen von Funk-
tionen, die hdufig in der Analyse von
Algorithmen verwendet werden. Abge-
tragen ist die Anzahl an Operationen
bei einer gegebenen Input-Gréfle. Quel-
le: Wikimedia Commons, Cmglee / CC
BY-SA (https://creativecommons.org/

licenses/by-sa/4.0)
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Abbildung 4.13: Skizze zur O-Notation.

Man stelle sich vor, dass diese Funktionen
die Anzahl der Operationen je Eingabe-

grofie zdhlen.

N

» Arithmetische Operationen auf zwei ganzen oder rationalen Zahlen
(von beschrankter Grofle, wie Addition, Subtraktion, Multiplikati-
on, Division, Division mit Rest usw.)

» Speicheroperationen (beschrankter Grofse): Laden, speichern, ko-
pieren usw.

» Kontrolloperationen: if-then, Schleifen usw.

Damit lasst sich fiir unseren Algorithmus folgender Satz beweisen.

Satz 4.6.1. Es gibt eine Konstante c € R, so dass der Algorithmus hichstens
c - n - n! elementare Operationen ausfiihrt.

Beweis. Bei den Zeilennummern beziehen wir uns auf die erste Version
des Algorithmus im Pseudocode. Zeile 1 benétigt sicher hochstens 10(n+1)
elementare Operationen. Die Schleife Zeile 2 -8 wird genau einmal per
Permutation ausgefiihrt, also n!-mal. Die Ausgabe in Zeile 2 benétigt
hochstens 101 Operationen. Jede while-Schleife wird in hochstens 101
Operationen ausgefiihrt. Alle anderen Zeilen brauchen sogar hochs-
tens 10 elementare Operationen. Insgesamt also haben wir < 100nn!
Operationen. O

In Satz 4.6.1 haben wir keine Miihe gemacht, die Konstante ¢ genauer
zu bestimmen, und es ware auch unsinnig. Wie viele Operationen der
Algorithmus nun genau benétigt, hangt sehr eng mit dem genauen
Rechnermodell zusammen, das wir noch nicht einmal richtig prazisiert
haben. Anstatt dies nachzuholen und das Rechnermodell bis ins kleinste
zu diskutieren, schlagen wir einen anderen Weg ein. Wir vereinbaren,
dass wir nur an der Asymptotik der Laufzeiten interessiert sind. Das
bedeutet, dass ein Algorithmus, der bei einer Eingabe der Grofse , nach
n Schritten anhaélt fiir uns genau so gut ist wie ein Algorithmus, der
10'%% Operationen benétigt. Und letzterer Algorithmus soll fiir uns sogar
{iberlegen sein gegeniiber einem Algorithmus, der n!%! Operationen
braucht.

Hierzu gibt man die Laufzeit in O-Notation an. Siehe Abbildung Abbil-
dung 4.13.

Definition 4.6.2. Esseien f,¢: NT — R := {x e R | x > 0} zwei
Funktionen. Wir schreiben f € O(g), falls es eine reelle Konstante
¢ >0undein N € N* gibt, so dass f(n) < cg(n) fiirallen > N.

Man kann f € O(g) so verstehen, dass f hochstens so stark wie ¢ wéchst
(ab einem gewissen Punkt).

Beispiel 4.6.3. Es gilt 2n + 1 € O(n). Betrachte dazu z.B. ¢ = 3 und
N = 1. Es gilt ndmlich 2n + 1 < 3n fiir allen > 1.

Beispiel 4.6.4. 10%°15 € O(n%), 10115 € O(n°), und log n € O(v/n).

Manchmal will man ausdriicken, dass f mindestens so stark wéchst
wie g. Man schreibt f € (g), falls es eine reelle Konstante ¢ > 0 und
ein N € N* gibt, so dass cg(n) < f(n) fir allen > N.

SchlieBlich setzt man ©(g) := O(g) N Q(g).



Damit konnen wir Satz 4.6.1 umformulieren: Unser Algorithmus zur
Erzeugung aller Permutationen fithrt O(nn!) elementare Operationen
durch.

Hier ein weiteres Beispiel zu dieser Notation: Gegeben sei die endliche
Menge A = {a1,...,a,} auf der eine bindre Relation R € A X A in
Form eines Graphen gegeben ist. Wir wollen die transitive Hiille M* =
die Relation R darstellt. Zur Erinnerung: Es ist m;; = 1 <= a;Ra;.
Es soll spater gelten: m. = 1 genau dann, wenn ein Pfad von 4; nach
a; existiert. Wir haben schon erfahren, dass wir das mit dem (Floyd)-
Warshall-Algorithmus tun kénnen.

WaRrsHALL(M)

1 fork=1ton do

2 fori=1tondo

3 if m; x =1 then

4 forj =1ton do

5 if mg;=1thenm;;:=1

Die Laufzeit (Komplexitit) des Algorithmus liegt in O(n3), weil fiir die
drei Variablen k, i, j die Werte von 1 bis nn durchlaufen werden miissen.

Freiwilliges Ubungsblatt 04

Bearbeiten Sie diese Woche bitte das vierte freiwillige Ubungsblatt,
das auf Canvas eingestellt wurde. Bleiben Sie am Ball!

Besprechung Blatt 04

Fiir das Freiwillige Blatt 04 erhalten Sie wieder eine handschriftliche
Musterl6sung (unter den Modulen in Canvas).
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Induktion

5.1 Die Peano-Axiome

In Beispiel 3.5.5 und in Aufgabe 3 des dritten freiwilligen Ubungsblattes
haben wir gesehen, wie man mittels der Quotientenmenge einer clever
gewihlten Aquivalenzrelationen die Menge der rationalen Zahlen Q
aus der Menge der ganzen Zahlen Z herleiten kann. Mit einem dhn-
lichen Konstrukt kann man auch Z aus N definieren (dies wurde in
der Bemerkung in der Losung des dritten freiwilligen Ubungsblattes
besprochen).

Zusammenfassend haben wir also N benutzt, um Z zu definieren, und
Z, um Q zu definieren. Dabei haben wir uns bisher immer auf den
Standpunkt zuriickgezogen, dass die nattirlichen Zahlen aus der Schule
bekannt sind. Schlief8lich weif jedes Kind, wie man z&hlt.

Das ist nattirlich eine sehr untibliche mathematische Vorgehensweise.
Daher wollen wir an dieser Stelle nachreichen, wie man N exakt defi-
nieren kann. Wir werden in diesem Kapitel dann auch sehen, dass sich
dies enorm lohnt. Aus der formalen Definition erhalten wir ein dufSert
maéchtiges Beweiswerkzeug: das der vollstindigen Induktion. Dieses
brauchen wir oft, wenn wir eine Aussage fiir alle natiirliche Zahlen zeigen
wollen.

Definition 5.1.1. Die Menge N wird durch folgendes Axiomensystem
(nach Peano 1889) charakterisiert:

0eN

Jedes n € N hat einen Nachfolger n” € N und nur einen.

0 ist kein Nachfolger.

Natiirliche Zahlen mit gleichem Nachfolger sind gleich: nn, m € N
undn’ =m’ = n =m.

(P5) Induktionsaxiom: Ist M € N eine Teilmenge der natiirlichen
Zahlen mit den Eigenschaften

) 0eM,
Ry neM=—n+1:=n"eM,

so gilt M = N.

(P1
(P2
(P3
(P4

~— — ~— ~—

5.2 Das Beweisprinzip der Induktion

Axiom (P5) beschreibt das ,,Dominoprinzip” und bildet die Grundlage
fiir das Prinzip der vollstdndigen Induktion:

Wenn der n-te Dominostein in der Reihe fillt, so auch der n + 1-te. Das

gewdhrleistet den Induktionsschritt. Jetzt fallt der erste Dominostein.

Folgerung: Schliefslich werden alle Steine umgefallen sein.

5.1 Die Peano-Axiome. . ... .. 75
5.2 Beweisprinzip Induktion .. 75
5.3 Starke Induktion...... .. 79
5.4 Strukturelle Induktion . . . . 82
5.5 Planare Graphen . . . ... .. 84
5.6 Schleifeninvarianten . . ... 85
Dezimal zu Bindr ....... 85
Exponentiation . . . ...... 89
Bindre Suche .......... 92

Grundlagen Mathematik | 05.01: Peano-
Axiome zum Einfiihren der Natiirlichen
Zahlen

Grundlagen Mathematik | 05.02: Das Be-
weisprinzip der vollstandigen Induktion
und der Kleine Gauf3
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Theorem 5.2.1 (Prinzip der vollstindigen Induktion). Fiir jedes n € N
sei eine Aussage A(n) gegeben. Ferner gelte:

» Induktionsanfang (IA): A(0) ist wahr.
» Induktionsschritt (IS): Wenn A(n) fiir ein n € N wahr ist, dann ist
auch A(n + 1) wahr.

Dann ist A(n) fiir alle n € N wahr.

Beweis. Es sei
M :={n € N | A(n) ist wahr}.

Dann ist nattirlich M € N. Nach (IA) ist 0 € M. Wegen (IS) gilt: n €
M = n +1 € M. Also gelten (I1) und (I12) in (P5). Dieses liefert M = N.
Daraus folgt die Behauptung. O

Bemerkung 5.2.2. Das Induktionsprinzip ist auch fiir die Menge N* giiltig.

Eine hiufige Anwendung des Prinzips findet sich im Beweisen von
Summen- und Produktformeln.

Beispiel 5.2.3. Wir wollen den Kleinen Gauf§ zeigen: Fiir alle n € N gilt

_ n(n+1)

n
Dlk=1+2+---+n
=1 2

Wir zeigen dies per Induktion nach 7. Dazu bezeichne A(1) eben obige
Gleichheit.

IA: n = 0: Es gilt 22:1 k = 0 (leere Summe) und m = 0. Also ist
A(0) wahr.

Induktionshypothese: Die Aussage A(n) sei fiir ein n € N wahr.

Induktionsschritt: Es gilt

%kz (Zn]k) +(k+1)
k=1 k=1
H n(n+1)

5 +(n+1)

1

= E(n2+n+2n +2)
1

= E(n +1)(n +2).

Also gilt A(n +1).

Theorem 5.2.1 liefert die Behauptung.

° Beispiel 5.2.4. Esseiq € R\ {1}. Dann gilt fiir alle n € N:
Grundlagen Mathematik | 05.03: Induk- n qn+1 -1

tiver Beweis der Geometrischen Summe Z qk = A

und Sparplan Berechnungen k=0 q- 1

Diese Aussage haben Sie bereits in Aufgabe 6 auf Tutorienblatt 03


https://youtu.be/Q3pPcxdKy_M

gezeigt. Wir zeigen sie hier nocheinmal mit Induktion:

qU+l_1
q-1

IA: n = 0: Es gilt 22:0 g* = q° = 1. Andererseits ist
Also ist A(0) wahr.

IH: Es gelte A(n) fiir ein n € N.

IS: Es ist
n+l " n .
Z q* = q + qn+1
k=0 k=0
IE qnﬂ—_l + qn+1
g-1
qn+1 —1+ qn+l(q _ 1)
= = T
q(n+1)+1 -1
= T

Also gilt A(n + 1). Damit folgt die Behauptung mit Theorem 5.2.1.

Die geometrische Summenformel lasst sich dazu verwenden, wie viel
Geld man bis zu Rente sparen kann. Angenommen, man wiirde per
Aktien-Sparplan jedes Jahr 2000 Euro anlegen. Wir gehen davon aus,
dass diese mit 5% per annum ,,verzinst” werden. Wie viel hédtte man
nach 10 Jahren gespart? Die ersten 2000 Euro, die man einzahlt, werden
10-mal verzinst, die zweiten werden 9-mal verzinst, die dritten werden
8-mal verzinst und so weiter. Damit ergibt sich der Betrag des ErspartenE
zu

E =2000- 1,05 + 2000 - 1,05 + - - - + 2000 - 1,05!
10
= >12000-1,05%
k=1

9
=2000-1,05- >} 1,05"
k=0

1,057+ -1
1,05-1
= 26 413,57 Euro.

=2000-1,05 -

Beispiel 5.2.5. Die Tiirme von Hanoi sind ein mathematisches Knobel-
spiel. Es besteht aus drei Stdben und mehreren gelochten Scheiben,
welche alle verschieden grof sind und auf die Stibe gesteckt werden
konnen. Die drei Stibe werden im Weiteren mit A, B und C bezeichnet.
Ziel des Spiels ist es, alle Scheiben vom Stab A (die dort der Grofie
nach geordnet mit der grofiten Scheibe unten) unter Zuhilfenahme
von Stab B auf Stab C zu versetzen. In jedem Zug darf jedoch nur die
oberste Scheibe eines Stabes auf einen anderen gelegt werden, aber
nur wenn dort keine kleinere Scheibe liegt. D. h. die ,Hochzeitstor-
tenform” muss auf jedem Stab erhalten bleiben — die Scheiben sind
stets der Gro8e nach geordnet. Animationen dazu finden Sie unter
https://de.wikipedia.org/wiki/Tirme_von_Hanoi,

Wir wollen diese Aufgabe mit moglichst wenig Ziigen 16sen. Ist n € N*

5.2 Beweisprinzip Induktion 77

Der Autor des vorliegenden Skriptes ist
sich dartiiber bewusst, dass Aktien keine
zinstragenden Wertpapiere sind (trotz un-
sinniger Sprichworter wie ,Dividenden
sind die neuen Zinsen”). Der Einfachheit
halber gehen wir aber von solchen festen
Renditen aus.

Grundlagen Mathematik | 05.04: Die Tiir-
me von Hanoi und induktiver Beweis der
optimalen Zugfolge


https://youtu.be/9IXoJP81b24
https://de.wikipedia.org/wiki/T�rme_von_Hanoi
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die Anzahl der der Scheiben, die zu Beginn des Spiels auf Stab A
platziert sind, so bezeichne Z(n) die Anzahl der Ziige in einer kiirzesten
Zugfolge zum Losen des Problems (man kann sogar zeigen, dass es
nur eine solche Zugfolge geben kann). Wir behaupten, dass fiir alle
n € N* gilt:

Z(n)=2"-1.

Dies zeigen wir mit vollstandiger Induktion tiber die Anzahl n der
Scheiben:

IA: n = 1: Es liegt nur eine Scheibe auf Stab A. Offensichtlich besteht
die optimale Zugfolge darin, diese Scheibe von Stab A auf Stab
C zu legen. Daher ist

Z1)=1=2'-1,

womit der Induktionsanfang gesichert ist.
IH: Es gelte Z(n) =2" — 1 fireinn € N*.

IS: Wir wissen nach Induktionsvoraussetzung bereits, dass man n
Scheiben mit 2" — 1 Ziigen von einem Stab auf einen anderen
bewegen kann und dies auch nicht schneller méglich ist. Wir
erhalten die optimale Zugfolge fiir n + 1 Scheiben wie folgt:

a) Die obersten n Scheiben werden von Stab A auf Stab B
umgeschichtet,

b) von Stab A wird die unterste und grofste Scheibe des Spiels
auf den leeren Stab C verschoben,

c) die n Scheiben von Stab B werden auf Stab C umgeschichtet.

Folglich ist

Z(n+1)=2Zn)+1 I512(271 —1)+1=2"1_1,

Bei optimaler Zugfolge werden also 2" — 1 Ziige zur Losung der Aufgabe
benoétigt, wobei 11 die Anzahl der Scheiben ist. Es liegt also ein exponen-
tielles Wachstum der Komplexitit des Problems vor (vgl. Abschnitt 4.6).
Damit ist eine praktische Umsetzung der Losung nur fiir kleine 7 mog-
lich. Die Tabelle zeigt die Dauer unter der Annahme, dass eine Scheibe
pro Sekunde verschoben wird. Vermutlich wurde das Spiel 1883 vom
franzosischen Mathematiker Edouard Lucas erfunden. Er dachte sich
dazu die Geschichte aus, dass indische Ménche im grofien Tempel zu
Benares, im Mittelpunkt der Welt, einen Turm aus 64 goldenen Scheiben
versetzen miissten, und wenn ihnen das gelungen sei, wire das Ende der
Welt gekommen. Wir scheinen bis dahin wohl noch etwas Zeit fiir mehr
Mathematik zu haben. ..

Anzahl Scheiben Bendétigte Zeit
5 31 Sekunden
10 17,1 Minuten
20 12 Tage
30 34 Jahre
40 348 Jahrhunderte
60 36,6 Milliarden Jahre
64 585 Milliarden Jahre



Bemerkung 5.2.6. Man kann den IA nicht weglassen! Betrachten wir dazu
das Beispiel
An): n>n+1.

Diese Aussage ist offensichlich fiir alle natiirliche Zahlen n falsch. Dennoch
kénnte man aus der Giiltigkeit von A(n) fiireinn € Nauchn +1>n +2
schlieflen, also A(n + 1).

Weitere Aussagen, die man zum Uben durch Induktion zeigen kann: Fiir
alle n € N* gilt:

» Die Potenzmenge einer endlichen Menge mit # Elementen enthalt
2" Elemente.

» Jede Teilung der euklidischen Ebene mit n vielen Geraden kann
mit zwei Farben eingefarbt werden kann, sodass je zwei Teile mit
einer gemeinsamen Kante nie von der gleichen Farbe sind.

» Man kann n verschiedene Objekte auf n! Arten anordnen.

5.3 Starke Induktion

Wir formulieren noch eine Variante der vollstdndigen Induktion.

Theorem 5.3.1 (Variante von Theorem 5.2.1; Starke Induktionsvoraus-
setzung). Es sei ng € N und fiir jedes n € N mit n > ny sei eine Aussage
A(n) gegeben. Ferner gelte:

» Induktionsanfang (IA*): A(ng) ist wahr.
» Induktionsschritt (IS*): Wenn A(ng) A A(ng + 1) A --- A A(n) fiir
ein n € N mit n > ng wahr ist, dann ist auch A(n + 1) wahr.

Dann ist A(n) fiir allen € N mit n > ny wahr.

Beweis. Wir zeigen die Aussage per Induktion. Setze dazu
B(k) :=A(mo) A---NA(mg+k —1)

fiir k € N*. Wir zeigen, dass B(k) fiir alle k € N* eine wahre Aussage ist.

IA: k =1: B(1) = A(np) ist wahr nach (IA*).
IH: Es gelte B(k) fiir ein k € N,

IS: Essein :=np+ k—1.Dannist also A(ng) A - - - A A(n) wahr. Nach
(IS*) ist dann A(n + 1) wahr. Nun ist B(k + 1) = B(k) A A(n + 1)
wahr, denn B(k) ist wahr nach IV und A(n + 1) ist ebenfalls wahr,
wie wir gerade gesehen haben. Nach Theorem 5.2.1 gilt somit B(k)
fiir alle k € N*.

Hieraus folgt die Behauptung. O

Beispiel 5.3.2. Wir erinnern uns an die Fibonacci-Folge (f;;)nen aus
Beispiel 4.3.1: Diese war durch das rekursive Bildungsgesetz

fn = fn—l + fn—Z fuirn > 2
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Induktion und die Formel von Moivre-
Binet fiir Fibonacci-Zahlen


https://youtu.be/4OyqOwUeNyE
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mit den Anfangswerten
fo =0 und f1 =1

gegeben.

Das explizite Bildungsgesetz fiir die Glieder der Fibonacci-Folge wur-
de unabhéngig voneinander von den franzdsischen Mathematikern
Abraham de Moivre im Jahr 1718 und Jacques Philippe Marie Binet im
Jahr 1843 entdeckt. Dazwischen war sie aber auch den Mathematikern
Leonhard Euler und Daniel Bernoulli bekannt. Letzterer lieferte 1728
auch den vermutlich ersten Beweis. Die Fibonacci-Zahlen lassen sich

direkt mittels
D" — \yr

= w
berechnen, wobei ® und W die beiden Losungen der charakteristischen
Gleichung

furn e N

?-x-1=0

sind. Mit

S
1
—_
|
S
I
|
S
1

~—0,618...

ist explizit

f= == E\\ 2 2

V5 5

Die Zahl @ ist der goldene Schnitt.

g5

Wir werden diese Formel nicht herleiten (dies konnten wir z. B. durch
ein Eigenwertproblem, das man mittels Methoden aus der Linearen
Algebra 16st, was allerdings diese Vorlesung weit tibersteigt). Wir
begniigen uns damit die Formel zu beweisen. Einer der einfachsten
Beweise hierfiir gelingt induktiv:

IA*: Wegen QO\_@WO =0=found % =1 = f; ist der Induktionsan-
fang erfullt.

IH*: Angenommen, die Formel gelte fiir alle Werte von 0 bis # (starke
Induktionsvoraussetzung).

IS*: Wir zeigen, dass sie dann notwendigerweise auch fiir n +1 gelten



muss:

fn+1 = fn—l +fn
A A A
B V5
O (14 @) - WL (1 + W)
B V5
q)n—l((DZ) _ \yn—l(\pZ)
V5
ch+1 _ \I]n+1
= \/g .

Dabei haben wir im Schritt (%) benutzt, dass ® und W der
charakteristischen Gleichung x2 = x + 1 gentigen; es ist namlich

| %

z. B.
®+1=1+«/§+1=1+x/§+2=2+2«/§+4
2 2 4
_1+2\/§+5_(1+\/§)2_®2
- 4 a 2 T

Es folgt (wie im Feedback gewtinscht) noch ein etwas komplizierteres
Beispiel. Es ist vollig in Ordnung, wenn man dieses beim ersten Lesen
iiberspringt.

Beispiel 5.3.3. Das Zeckendorf-Theorem (benannt nach dem belgi-
schen Amateur-Mathematik Edouard Zeckendorf) besagt, dass jede
positive natiirliche Zahl N € N* eindeutig als Summe (einer oder meh-
rerer) voneinander verschiedener, nicht direkt aufeinanderfolgender
Fibonacci-Zahlen f; mit Indizes i > 2 geschrieben werden kann. D. h.
fiir jedes N € N gibt es eine eindeutige Darstellung der Form

k
N = Z Cifz‘
i=2

mit ¢; € {0,1} und c;ci+1 = 0 fiir alle i. Diese Summe wird Zeckendorf
Repriisentation von N genannt. Zum Beispiel ist

64 =55+8+1.

Es gibt noch andere Arten 64 als Summe von Fibonacci-Zahlen darzu-
stellen, z. B.

64=34+21+8+1,
64=55+5+3+1,

doch diese sind keine Zeckendorf Reprasentationen, denn 34 und 21
sind aufeinanderfolgende Fibonacci-Zahlen, ebenso wie 5 und 3.

In diesem Beispiel wollen wir nur die Existenz (nicht jedoch die Eindeu-
tigkeit) einer Zeckendorf Représentation fiir jede positive nattirliche
Zahl N nachweisen. Dies geschieht tiber Induktion. Fur N = 1,2,3
ist die Aussage trivialerweise richtig (denn diese Zahlen sind selbst
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im Zeckendorf-Theorem induktiv bewie-
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https://youtu.be/_jjKQTo22qY
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Der Abschnitt {iber strukturelle Indukti-
on ist nicht klausurrelevant (weshalb es
auch keine Videolektion dazu gibt). Aber
er wird Thnen sicher in einigen weiteren
Vorlesungen Thres weiteren Studiums wei-
terhelfen.

Der Beginn des Abschnitt
ist dem Wikipedia-Artikel
https://de.wikipedia.org/wiki/
Strukturelle_Induktion entlehnt.

Fibonacci-Zahlen). Fur N = 4 hat man 4 = 3 + 1 als Zeckendorf
Représentation.

Ist N eine Fibonacci-Zahl, so sind wir fertig. Andernfalls gibt es einen
Index j mit f; < N < fj;1. Es sei angenommen, dass jedes Zahl
a < N eine Zeckendorf Repréasentation besitzt (Induktionshypothese).
Wir betrachten die Zahl 2 := N — f;. Da a < N ist, hat a nach
Induktionshypothese eine Zeckendorf Repréasentation. Gleichzeitig ist
a < fix1 = fj = fi-1, d.h. die Zeckendorf Représentation von a kann
fj-1 nicht enthalten. Daher kann N dargestellt werden als die Summe
von f; und der Zeckendorf Repréasentation von a (die f;—1 nicht enthalt).
Diese Darstellung ist eine Zeckendorf Repréasentation von N.

5.4 Strukturelle Induktion

Die strukturelle Induktion ist ein Beweisverfahren, das unter anderem in
der Logik, der theoretischen Informatik und der Graphentheorie einge-
setzt wird. Es handelt sich um eine allgemeinere Form der vollstindigen
Induktion. Mit dem Verfahren lassen sich Aussagen tiber die Elemente
von rekursiv aufgebauten Mengen (zum Beispiel Mengen von Listen,
Formeln, Graphen) beweisen.

Bei der vollstindigen Induktion werden mit natiirlichen Zahlen num-
merierte Aussagen bewiesen; bei der strukturellen Induktion werden
Eigenschaften fiir Mengen bewiesen, deren Elemente aus Grundele-
menten durch eine endliche Anzahl von Konstruktionsschritten (unter
Verwendung bereits konstruierter Elemente) bzw. mittels eines Erzeu-
gungssystems entstehen. Es gibt also minimale (auch: einfachste oder
Grund-)Elemente und rekursiv definierte (oder: rekursiv gebildete) Ele-
mente der Menge. Bei den natiirlichen Zahlen ist das Grundelement 0
und der Konstruktionsschritt ist der Ubergang von einer Zahl n zum
Nachfolger n’.

Um eine Aussage fiir die Elemente einer Menge zu beweisen, zeigt man
im Induktionsanfang die Giiltigkeit der Aussage fiir die einfachsten
Elemente und im Induktionsschluss die Giiltigkeit der Aussage fiir die
rekursiv gebildeten Elemente unter der Voraussetzung, dass die Aussage
fiir die in der Konstruktion verwendeten Elemente gilt. Ist beides erfiillt,
so gilt die Aussage fiir alle Elemente. Man fiihrt die Induktion also tiber
den strukturellen Aufbau der Elemente.

Beispiel 5.4.1 (Beispiel fiir eine Definition durch strukturelle Induk-
tion). Die Menge der aussagenlogischen Formeln ldsst sich mittels
struktureller Induktion wie folgt definieren:

IA: Falls A eine atomare aussagenlogische Formel ist (also eine
Variable), ist A eine aussagenlogische Formel.

IS1: Falls F eine aussagenlogische Formel ist, ist auch —F eine aussa-
genlogische Formel.

IS2: Falls F und G aussagenlogische Formeln sind, ist auch (F A G)
eine aussagenlogische Formel.

IS3: Falls F und G aussagenlogische Formeln sind, ist auch (F V G)
eine aussagenlogische Formel.


https://de.wikipedia.org/wiki/Strukturelle_Induktion
https://de.wikipedia.org/wiki/Strukturelle_Induktion

IS4: Falls F und G aussagenlogische Formeln sind, ist auch (F — G)
eine aussagenlogische Formel.

IS5: Falls F und G aussagenlogische Formeln sind, ist auch (F < G)
eine aussagenlogische Formel.

Nach dieser Definition sind z. B. die folgenden Terme aussagenlogische
Formeln:

» =(AAB),
> (A — (BV —|C)),
» ((AV=B)A(=AVB)).

Viele Klammern kénnen weggelassen werden, wenn man die Assoziati-
vitdt von A und V ausnutzt und eine Operatorrangfolge vereinbart.

Beispiel 5.4.2 (Beispiel fiir einen Beweis durch strukturelle Induktion).
Bewiesen wird der Satz: Fiir jede aussagenlogische Formel F gibt
es eine dquivalente aussagenlogische Formel [F], in der als einzige
Operatoren — und A vorkommen.

Der Beweis:

IA: Falls F = A fiir eine atomare aussagenlogische Formel A ist, so

ist [F] = A.
IS1: Falls F = -G fiir eine aussagenlogische Formel G gilt, ist [F] =
-[Gl.

IS2: Falls F = (G A H) fiir aussagenlogische Formeln G und H gilt,
ist [F] = ([G] A [H]).

IS3: Falls F = (G V H) fir aussagenlogische Formeln G und H gilt,
ist [F] = =(=[G] A =[H]).

IS4: Falls F = (G — H) fiir aussagenlogische Formeln G und H gilt,
ist [F] = =([G] A =[H]).

IS5: Falls F = (G < H) fiir aussagenlogische Formeln G und H gilt,
ist [F] = =(=([G] A [H]) A =(=[G] A =[H])).

Das Gleichheitszeichen steht hier fiir syntaktische Gleichheit, d. h. Gleich-
heit Zeichen fiir Zeichen. In jedem Induktionsschritt wird vorausge-
setzt, dass fiir G und H jeweils die dquivalenten Formeln [G] und [H]
existieren, die nur - und A verwenden (Induktionsvoraussetzung).

In einer konkreten Konstruktion kann man die Beweisschritte auch in
der umgekehrten Reihenfolge, also ,,von aufsen nach innen”, anwenden.
Fiir die mittlere der oben angegebenen aussagenlogischen Formeln
gelten z. B. die folgenden Aquivalenzen:

(A— (BV-0) =4~ BVv-0)

= ﬁ([A] A=[BV ﬂC)])

= =([A] A ==(=[B] A =[=C]))
Z —([A] A ~~(=[B] A ==[C])
=" =(A A ==(=B A ==0))

Dass sich die letzte Formel noch zu =(A A (=B A C)) vereinfachen lésst,
ist hier tibrigens unerheblich.

5.4 Strukturelle Induktion
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Boolesche Schaltkreise sind ebenfalls nicht
klausurrelevant.

| Ende der 8. Vorlesungswoche

Der Abschnitt iiber planare Graphen ist
zum Selbststudium gedacht.

Definition 5.4.3 (Boolesche Schaltkreise). 1. Ein Boolescher Schalt-
kreis iiber den Variablen x1, . .., x,, ist ein Tupel s = (g1, ..., Sm)
von Gattern

g€ {0,L,x,...,x,3U () {(=Dtu U {(A 4.k, (v, ], 0}

1<j<t 1<j,k<t

2. Der Funktionswert der am Gatter gy berechneten n-stellige Funktion
ist fiir a € {0,1}" induktiv wie folgt definiert:

g |01 x () (A j k) (V. ), k)
gi@) [0 1 a; =gi(a) gi(a)Agr(a) gi(a)V gkla)
3. Der Wert des Schaltkreises bei Eingabe a € {0,1}" definiert als

5(a) := gn(a).
4. Der Schaltkreis s heif8t erfiillbar, falls eine Eingabe a € {0,1}"
existiert mit s(a) = 1.

Beispiel 5.4.4. Der Schaltkreis

5= (x1, X2, X3, X4,
(A,1,2), (A,2,3), (V,3,4),
(=,5), (=,6), (=,7),
(v,6,8), (v,9,10),
(A, 11,12))

ist nebenstehend graphisch dargestellt.

Die Anzahl der Eingénge eines Gatters ¢ wird als Fanin von ¢ bezeichnet,
die Anzahl der Ausgdnge von g (d.h. die Anzahl der Gatter, die g als
Eingabe benutzen) als Fanout.

5.5 Planare Graphen

Ein Graph heift planar, wenn er sich in der Ebene so zeichnen ldsst, dass
sich keine zwei Kanten tiberkreuzen (Kanten diirfen hierbei, wenn nétig,
als krumme Linien gezeichnet werden).

Wird ein planarer Graph in der Ebene kreuzungsfrei gezeichnet (was auf
verschiedene Arten moglich sein kann), so wird die Zeichnungsebene
hierbei in verschiedene Regionen zerlegt, wobei wir auch die , dufSere’
unendlich grofie Region mitzdhlen. Der folgende Satz von Euler sagt,
dass es fiir die Anzahl der Regionen keine Rolle spielt, wie der Graph
gezeichnet wird, und ferner stellt er einen Zusammenhang zwischen
Regionenzahl, Knotenzahl und Kantenzahl her.

7

Satz 5.5.1 (Spezialfall des Eulerschen Polyedersatzes). In jedem zusam-
menhingenden, planaren Graphen gilt:

Knotenzahl - Kantenzahl + Regionenzahl = 2.



Allgemeiner gilt der Satz fiir dreidimensionale geometrische Kérper,
die aus identischen, regelmafiigen Flachenstiicken zusammengesetzt
sind. Das wohl bekannteste Beispiel eines solchen Platonischen Kérpers
ist der Wiirfel, dieser besteht aus sechs Quadraten. Der Eulersche Poly-
edersatz besagt, dass fiir jeden konvexen Polyeder (= Vielflicher ohne
einspringende Ecken)

E-K+F=2

gilt, wobei E die Anzahl der Ecken, F die Anzahl der Flachen und K die
Anzahl der Kanten bezeichnet. Diesen Satz kénnte man wie folgt bewei-
sen: Durch Verwendung einer Zentralprojektion des gegebenen Polyeders
kénnen wir diesen als planaren Graphen darstellen. Anschaulich wird
dabei eine Flache entfernt und die Kanten nach aufien gezogen, und das
Objekt glattgebiigelt, wodurch wir den Kérper auf die Ebene projizieren.
D.h. es gentigt obigen Spezialfall fiir planare Graphen zu zeigen.

Beweis von Satz 5.5.1. Im Folgenden sei immer n die Knotenzahl, m die
Kantenzahl, und r die Regionenzahl.

Wir stellen uns vor, das kreuzungsfreie Zeichnen eines zusammenhén-
genden, planaren Graphen geschehe schrittweise. Als mogliche Schritte
kommen in Frage:

1. (Als erster Schritt:) Das Platzieren eines Knotens.

2. Die Unterteilung einer Kante durch einen neuen Knoten.

3. Die Verbindung zweier schon vorhandener Knoten durch eine
Kante, die hierbei keine andere Kante schneidet.

4. Das Ansetzen einer neuen Kante mit einem neuen Endknoten an
einen schon vorhandenen Knoten.

Nach dem ersten Schritthabenwirr = n = lundm = 0,alson—m+r = 2.
Bei Schritt 2 erhohen sich n und m um 1. Ebenso bei Schritt 4. Der Wert
von n —m + r bleibt dabei konstant bei 2. Bei Schritt 3 erhohen sich m und
r um 1, also bleibt auch hier der Wert von n — m + r konstant. Strukturelle
Induktion liefert die Behauptung O

5.6 Schleifeninvarianten

Mit vollstandiger Induktion l&sst sich auch die Korrektheit von Algo-
rithmen nachweisen. Will man die Werte verfolgen, die die Variablen
beim Ablauf eines Algorithmus annehmen, dann stellen Schleifen die
eigentlich Herausforderung dar. Um dies in den Griff zu bekommen
stellt man Schleifeninvarianten auf. Dies sind Eigenschaften einer Schleife,
die bei jedem Schleifendurchlauf erhalten bleiben. Wir betrachten drei
Beispiele, die Umrechnung einer Dezimalzahl in eine Bindrzahl, die
Exponentiation einer Zahl und die binére Suche.

Dezimal zu Binir

Die Darstellung einer natiirlichen Zahl n im Zahlensystem zur Basis b > 2
hat die Form

n= n[,1b8_1 + n[,2b€_2 + -0+ n2b2 +mb + ng, (5.1)
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Es konne hilfreich sein auf einem Blatt
ein paar Skizzen beim Lesen des Beweises
anzufertigen.
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wobei die Ziffern n; € {0,1,...,b —1} sind. Wir schreiben dann kiirzer
n = (g1 gy -+ N1 M)p.

Im Dezimalsystem, also fiir b = 10, 1dsst man tiblicherweise die Basis weg
und schreibt n = ny_1 ny_y - - 1y ng. Ist die héchstwertige Ziffer ny_; # 0,
dann heifit die Anzahl ¢ der Stellen von n auch die Linge von n (zur
Basis b).

Wir wollen die Dezimaldarstellung einer Zahl in ihre Bindrdarstellung
umrechnen. D. h. auf die Eingabe einer Zahl n = ny_yny_ --- nynp in
Dezimaldarstellung soll die Bindrdarstellung n = (bx_1 bx— - -+ b1 bo)2
von 1 berechnet werden.

Eine Moglichkeit dafiir wére, nach der grofiten Zweierpotenz zu suchen,
die < n ist, und diese dann von n abzuziehen. Dies wiederholt man
dann mit der Differenz. Zum Beispiel fiir n = 10 ist 2° = 8 die grofite
Zweierpotenz < 10. Die Differenz ist 10 — 8 = 2. Die néchst kleinere
Zweierpotenz ist 22 = 4 und ist > 2. Dann kommt 2! = 2. Dies ist < 2.
Die Differenz ist 0. Damit sind wir fertig. Die Bindrdarstellung von 10 ist
folglich (1010)5.

Es gibt eine elegantere Methode. Dazu betrachten wir die Bindrdarstel-
lung von n wie in (5.1). Alle Summanden sind Vielfache von 2, mit
Ausnahme von by. Wir kénnen also schreiben

br125 1+ bp0282 4 £ 512 + by
(bk_lzk_z + bk_zzk_?) +--+ bl) -2+ by.

n

D.h. wenn wir n durch 2 ganzzahlig dividieren, so bleibt by als Rest
tibrig. Ist n gerade, dann ist by = 0, ist n ungerade, dann ist by = 1.
Der ganzzahlige Quotient ist (bx—1 -2 - - - b1)2. Mit dem konnen wir
analog verfahren und so der Reihe nach by, by, . . . bestimmen. Fiir n = 10
erhalten wir:

10+2 = b5Rest0

5+2 = 2Restl
2+2 = 1Rest0
12 = ORestl

Die Bindrdarstellung von 10 ist also (1010),.

Ausgeschrieben betrachten wir somit folgende Darstellung von n:
n=((bke1-2+bga) 2+ +b1)-2+by. (5.2)

Zum Beispiel fiir n = 10 bekommen wir

10 = 2°+42
(22+1)-2
(1-2+0)-2+1)-2+0.

Die Schreibweise in (5.2) entpricht der Darstellung eines Polynoms gemaf3
dem Hornerschema. Fiir die Bindrdarstellung betrachten wir das Polynom
p mit

k—

p(x) = br-1x Lt brox*2 + byx + by,



wobei die Koeffizienten b; die Ziffern der Bindrdarstellung sind, d.h.
b; € {0, 1}. Das Hornerschema klammert gleiche Potenzen so weit wie
moglich aus:

p(x)= (- (bgo1 x +bra) x + -+ + b1) x + by

Fiir x = 2 erhalten wir die Darstellung in (5.2).

Der folgende Algorithmus Dec2Bin fiihrt diese Methode auf einer Einga-
be n > 0 aus und schreibt die Reste in ein Feld b. Am Ende steht in b die
Bindrdarstellung von 7.

Dec2BiN(n) (1 > 0%)
1 ten

2 ¢c«0

3 k<0

4 whilet >0do

5 b[k] < t mod 2
6 c —c+Db[k]-2F
7 k—k+1

8 t— |t/2]

9 returnb

In Zeile 1 wird die Eingabe 1 in der Variablen ¢ gespeichert. Mit ¢ werden
dann die Divisionen durchgefiihrt. Dadurch bleibt nn unveréndert. Die
Variable ¢ wird eigentlich nicht benétigt, sie dient nur zur Erklarung.
Man kann die Zeilen 2 und 6 also unbeschadet aus dem Programm
streichen. Variable k indiziert die Bits by der Bindrdarstellung.

Mit obiger Herleitung wissen wir bereits, dass Dec2Bin korrekt arbeitet.
Wir zeigen dies im Folgenden nocheinmal mit Hilfe von Schleifeninvari-
anten. In diesem Fall sind das die folgenden beiden Gleichungen. Wir
zeigen, dass sie jedesmal gelten wenn Zeile 4 erreicht wird.

(i) ¢ = (bg-1-""bo)2
() n=t-2F+c¢

Wir zeigen die Schleifeninvarianten mit vollstandiger Induktion dartiber,
wie oft Zeile 4 erreicht wurde. Beim Induktionsanfang betrachten wir
den Fall, dass wir zum ersten Mal Zeile 4 erreichen, d. h. der Algorithmus
hat die Zeilen 1-3 durchlaufen. Fiir die Variablen gilt dannt =n,c =0
und k = 0.

Wir verifizieren die Invarianten:

» Gleichung (i) gilt, da ¢ = 0 und ebenfalls
(bk—1--bo)2 = (b-1---bo)2 = 0.
» Gleichung (ii) gilt, da
t-2k+c=n-2"+0=mn.

Im Induktionsschritt zeigen wir, dass wenn die Invarianten bei einem
Erreichen von Zeile 4 gelten, dann gelten sie auch beim nédchsten Mal.
Damit wir die Werte einer Variablen vorher und nachher auseinander
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halten konnen geben wir ihnen im Beweis verschiedene Namen. Seien ¢,
c und k die aktuellen Werte in Zeile 4. Fiir diese gelten nach Induktions-
voraussetzung die Invarianten. Die neuen Werte der Variablen, wenn wir
das nichste mal Zeile 4 erreichen, bezeichnen wir mit t/, ¢/ und k’. Die
Induktionsbehauptung ist, dass auch fiir die neuen Werte die Invarianten
gelten.

Wir betrachten also einen Schleifendurchlauf. Der Wert von by in Zeile 5
héngt davon ab, ob t gerade oder ungerade ist. Wir unterscheiden die
beiden Fille.

Fall 1. t ist gerade. Wenn wir die Zeilen 5-8 ausfiihren, erhalten wir

by = 0,

¢ = c+0-2F=¢,
K = k+1,

t = t/2.

Wir verifizieren die Invarianten fiir die neuen Werte. Gleichung (i):

(bg—1-++-bo)a = (bk---bo)
= (0bk-1---bo)2
= (bg-1---bp)2 fiihrende Null kann man weglassen
= ¢ nach Induktionsvoraussetzung
= c.
Gleichung (ii):
Y. ’ t k+1
t-2" +¢c = 3 2"+ ¢
= t-2F4¢

= n nach Induktionsvoraussetzung.

Fall 2. t ist ungerade. Nach den Zeilen 5-8 gilt

b, = 1,

¢ = c+2k,

K = k+1,
t—-1

A —
2

Wir verifizieren wieder die Invarianten fiir die neuen Werte. Glei-
chung (i):

(br—1---bo)a = (Lbg-1---bo)
= (bg_1--+bo)+ 2% fithrende Eins hat Wert 2¢
= c¢+2" nach Induktionsvoraussetzung

= (.



Gleichung (ii):
’ t_l
t2K 4o = T-2k+1+c+2k
= (t-1)-2"+c+2F
= t-2F4+¢

n  nach Induktionsvoraussetzung.

Damit haben wir die gezeigt, dass die Invarianten jedes mal gelten, wenn
Zeile 4 erreicht wird. Insbesondere gilt dies auch beim letzten Mal. Dies
ist, wenn t = 0 ist. Die Invarianten liefern dann n = ¢ = (b),. Das zeigt,
dass der Algorithmus Dec2Bin korrekt ist.

Wir analysieren abschliefend die Laufzeit von Dec2BIN. In einem Schlei-
fendurchlauf werden konstant viele Rechenoperationen ausgefiihrt. Die
Rechenzeit ist also proportional zur Anzahl der Schleifendurchldufe. Da
die Variable k mit jedem Schleifendurchlauf um Eins hochgezahlt wird,
gibt k am Ende die Anzahl der Durchldufe an. Gleichzeitig ist k auch die
Lange der Bindrdarstellung von 1, also k = [log, 1| + 1 (dies haben Sie
auf Tutoriumsblatt 03, Aufgabe 7 (b) gezeigt).

Die Laufzeit wird als Funktion in der Linge der Eingabe angegeben.
Wenn wir n als Dezimalzahl eingeben, hat die Eingabe die Lange { =
[log,, ] + 1. Verschiedene Logarithmen unterscheiden sich nur durch
einen konstanten Faktor. Es gibt also eine Konstante ¢ > 1, so dass k < c?.
D.h. Dec2BiN hat nach Abschnitt 4.6 lineare Laufzeit und ist damit sehr
effizient.

Wir wollen nochmal betonen, dass bei Algorithmen deren Eingabe eine
Zahl n ist, die Lange von 7 als Maf fiir die Rechenzeit genommen wird,
also log 1, und nicht n. Betrachten wir beispielsweise einen Algorithmus
der aus einer Schleife besteht, die von der Eingabe 7 (in Dezimaldarstel-
lung) in jedem Durchlauf Eins abzieht. Dieser Algorithmus macht also 1
Schritte und hat damit exponentielle Laufzeit, da n = 10°8", Algorithmen
mit exponentieller Laufzeit sind bereits fiir relativ kleine Werte von n
nicht mehr praktikabel. Auch schnelle Rechner brauchen dann Jahre um
solch einen Algorithmus auszufiihren.

Exponentiation

Auf Eingabe von Zahlen 2 € R und n € N, soll a” berechnet werden.
Die naive Vorgehensweise multipliziert den Ausdrucka-a-a-...-a von
links nach rechts. Dabei werden n — 1 Multiplikationen durchgefiihrt.
Wir wollen versuchen mit weniger Multiplikationen auszukommen.

Das ist moglich weil die Multiplikation assoziativ ist. Um zum Beispiel a*
zu berechnen kénnen wir zunéchst a quadrieren. Das ist eine Multiplika-
tion. Dann quadrieren wir das Ergebnis mit einer weiteren Multiplikation
nochmal. Die Rechnung ist also

at = (a
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und kostet nur zwei Multiplikation, statt drei beim naiven Verfahren.
Wenn wir nochmal quadrieren verdoppeln wir den Exponenten:

a® = ((a2?).

Dies kostet nur drei Multiplikation, wahrend es beim naiven Verfahren
bereits 7 sind. Wenn wir weiter quadrieren erreichen wir alle Zweier-
potenzen als Exponent. Ist also n = 2%, fiir ein k > 1, dann kénnen wir
a" durch k-maliges quadrieren berechnen, statt # — 1 Multiplikationen
beim naiven Verfahren. Esist k = log #, d. h. wir haben exponentiell viele
Multiplikationen eingespart!

Was machen wir, wenn n keine Zweierpotenz ist? Dazu betrachten
wir nochmal die Schreibweise der Bindrdarstellung von 7 geméafSs dem
Hornerschema (5.2):

1’l=("'(bkfl'2+bk,2)'2+"-+b1)'2+b0.

Firn =10 = (2-2+1) - 2 im Exponent erhalten wir damit
2
210 = 422412 _ (((az)Z) -a) _

Fiir jede Ziffer b; der Bindrdarstellung von n wird also das aktuelle Zwi-
schenergebnis quadriert. Ist b; = 1, dann multiplizieren wir zusétzlich
noch mit a. Bei den Zweierpotenzen sind alle Ziffern Null (bis auf die
fithrende Eins). Deswegen reichte es hier lediglich zu quadrieren.

Der folgende Algorithmus Exp berechnet a” nach dieser Methode.

Exe(a, n)

1 b« Dec2Bin(n) = (bg_1,...,bg)
2 c«0

3 de«1

4 fori <« k—1downto0do
5 c« 2c

6 de—d-d

7 if b; =1 then

8 c—c+1

9 de—d-a

10 return d

Zuerst wird die Bindrdarstellung von n mit Dec2Bin berechnet. Die
Variable ¢ wird eigentlich nicht benétigt, sie dient nur zur Erklarung. Die
Zeilen 2 und 5 kann man also weglassen. Variable d enthdlt am Ende
das Ergebnis und wird mit Eins initialisiert.

Wir zeigen die Korrektheit von Exp. Es gelten folgende Invarianten bei
jedem Erreichen von Zeile 4:

(i) ¢ =(bk-1---bis1)2
(i) d =a°

Wir zeigen die Schleifeninvarianten wieder mit vollstaindiger Induktion
dartiber, wie oft Zeile 4 erreicht wurde.



Wenn wir zum ersten Mal Zeile 4 erreichen, gilt dannc =0, d = 1 und
i = k — 1. Wir verifizieren die Invarianten:

» Gleichung (i) gilt, da ¢ = 0 und ebenfalls
(bk-1---biv1)2 = (bg-1---br)2 = 0.

» Gleichung (i) gilt, daa® =a® = 1 =4d.

Im Induktionsschritt nehmen wir wieder an, dass die Invarianten fiir die
aktuellen Werte von ¢, d und i in Zeile 4 gelten. Wir zeigen, dass sie auch
bei ndchsten Mal in Zeile 4 fiir die neuen Werte ¢, d’ und i’ gelten.

Nach Zeile 5 und 6 gilt ¢’ = 2c und d’ = d?. Im Fall, dass b; = 0 ist
die Schleife bereits zu Ende. Es wird lediglich noch i runtergezahlt,
i"=i-1.

Fall 1. b; = 0. Wir verifizieren die Invarianten. Gleichung (i):

(Ok-1---birv1)2 = (bk1---bi)2
= (bk-1---bin0)
= 2 (bk-1---bin1)
= 2c¢ nach Induktionsvoraussetzung
= (.
Gleichung (ii):

’

a¢ = IZZC — (uC)Z — dz — d/.

Fall 2. b; = 1. In diesem Fall werden ¢’ und 4’ in Zeile 8 und 9 noch
weiter verdndert. Es gilt dann ¢/ = 2c + 1und d’ = d? - a.

Wir verifizieren wieder die Invarianten. Gleichung (i):

(bk-1-+-birra)y = (bk-1---binal)
= 2 (bk-1---bix1)2 +1
= 2c+1 nachInduktionsvoraussetzung
= (.
Gleichung (ii):

ac/ = g2+l = (aC)Z ca=d>-a=4d.

Damit haben wir die Invarianten bewiesen. Das letzte Mal wird Zeile 4 mit
i = —1 erreicht. GemiB Invariante (i) gilt dann n = ¢ = (b),. Eingesetzt
in Invariante (ii) erhalten wir damit d = a". Somit ist Algorithmus Exp
korrekt.

Wir schétzen die Anzahl der Multiplikationen von Exp ab. In jedem
Schleifendurchlauf wird in Zeile 6 eine Multiplikation ausgefiihrt. Dann,
abhingig vom jeweiligen Bit b;, nochmal eine in Zeile 9. Insgesamt also
< 2k Multiplikationen.

Die Laufzeit von Exp ist proportional zu k, die Lange der Bindrdarstellung
von n. Damit hat auch Exp lineare Laufzeit beztiglich der Lange der
Eingabe.
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Grundlagen Mathematik | 05.09: Schleife-
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Binare Suche

Der Algorithmus Binary SEarcH bekommt als Eingabe ein sortiertes
Feld A mit n € N* Elementen und ein Element 4. Es gilt also

Al < A[2] < -+ < Anl.

Wir nehmen zunéchst an, dass n eine Zweierpotenz ist, d.h. n = 27, fiir
ein p > 0. Der Algorithmus soll herausfinden, ob a in A vorkommt. Dazu
vergleicht er 2 mit dem mittleren Element von A und sucht je nach dem
in der unteren oder der oberen Hilfte von A weiter.

BiNaRrY SEARCH(A, a)

[ 1

ren

k<0

while [ < 7 do
k—k+1
e bt

if Alm]<athen!l <« m+1

elser «— m

return A[l] =a

O 0 N O Ul b= Wi -

Korrektheit

Kommt a nicht in A vor, dann ist BINARY SEARcH korrekt, da dies am Ende
durch den Test in Zeile 9 sicher gestellt wird. Nehmen wir im Folgenden
also an, dass a in A vorkommt. Wir miissen zeigen, dass BINARY SEARCH
dann 4 findet. Es gelten folgende Schleifeninvarianten in Zeile 4:

() r=1+1=mn/2k =2k
(i) A[l] <a < A[r]

Wir beweisen die Schleifeninvarianten durch Induktion tiber k: Die
Variable k wird ansonsten eigentlich nicht benétigt, sie ist nur zu Erkla-
rungszwecken da.

Firk=0istr =/ +1=n-1+1=n=n/2und A[1] < a < A[n]. Der
Induktionsanfang gilt also. Sei nun k > 0 und gelten die Invarianten fiir
die Werte r, [ und k. Wir betrachten einen Schleifendurchlauf, Zeile 5
bis 8. Die neu berechneten Werte bezeichnen wir wieder mit 7/, I’ und k’.
Nach Zeile 5und 6 giltalso k' = k + 1und m = ”’T_l Der Vergleich in
Zeile 7 ergibt zwei Fille.

Fall 1. A[m] < a. Dannist I’ = m + 1 und r’ = r nach Zeile 7. Wir zeigen,
dass die Invarianten fiir die neuen Werte gelten:
I+r-1  r—-I1+1 n n

r e — — — -
r'=I'+l=r-(m+1)+1 =7 5 = > = Skl = op

Dar’ =rist, gilta < A[r].Da A[m] < a,istauch A[l'] = A[m+1] < a.

Fall 2. A[m] > a. Dann ist I’ = [ und " = m nach Zeile 8. Wir zeigen,
dass die Invarianten wieder gelten:
I+r-1 r—1+1 n

"Ll =m—l41 = ST gy 2R
r " 2 2 oK


https://youtu.be/D1UjBGxjUF4

Dal’ = list, gilt A[l'] < a.Daa < A[m]und r’ = m,istaucha < A[r’].

Binary SEARcH stoppt, wenn die Bedingung der while-Schleife nicht mehr
erfiillt ist, wenn also I = r gilt. Nach Bedingung (ii) gilt A[I] < a < A[r].
Folglich ist dann A[l] < a < A[l] und somit A[l] = 4. BINaARY SEARCH
gibt also in Zeile 9 die richtige Antwort.

Laufzeit

Wir zghlen die Vergleiche V(1) von Binary SEArRcH zwischen Elementen
von A. Der einzige Vergleich findet in Zeile 7 statt (abgesehen vom
Schluss in Zeile 9), d.h. ein Vergleich pro Schleifendurchlauf. Es gilt also
V(n) = k. Damit ist auch die Laufzeit von BinaRY SEARCH proportional
zu V(n).

Am Anfang gilt r — [ + 1 = n. Gemaf3 der Invarianten (i) halbiert sich
dieser Wert bei jedem Schleifendurchlauf. Die Schleife wird abgebrochen
wenn [ = r gilt, also wenn r — [ +1 = 1 ist. Folglich muss n/2F = 2P7%F = 1
sein, und somit k = p. Da p = log n macht BiNary SEarcH also insgesamt
V(n) = log n Vergleiche.

Allgemeines 1

Wenn 1 keine keine Zweierpotenz ist, ist der Ausdruck HVT_l in Zeile 6
im Allgemeinen keine ganze Zahl. Da m ein Index im Feld A ist, muss m
auf jeden Fall ganzzahlig sein. Wir runden den Ausdruck einfach auf die
nédchst kleinere ganze Zahl ab. D.h. wir dndern Zeile 6 wie folgt:

¢ me |

Der Rest von BiNarRY SEarcH bleibt unverdndert.

Damit bleibt Binary SEARCH natiirlich korrekt. Fiir die Anzahl der Verglei-
che V(n) war oben entscheidend, dass sich die aktuelle Intervalllinge
r — 1 + 1 in jeder Runde halbierte (Invariante (i)). Durch das Abrunden
von m stimmt das zwar noch ungeféahr, aber eventuell nicht mehr exakt.

Die Anzahl der Vergleiche von Binary Search verhilt sich monoton
wachsend: Nehmen wir an, wir vergroéfSern die Eingabe, d.h. wir geben
ein Feld mit n” > n Elementen ein. Dann vergrofiern sich auch die
Intervalle r — [ + 1 in jeder Runde, und damit die Anzahl der Runden.

Sei 2V < n < 2Pl Wenn wir also statt n Elemente die néchst grofiere
Zweierpotenz n’ = 2P*1 an Elementen eingeben, machen wir exakt p + 1
Vergleiche und dies sind mindestens so viele wie bei Eingabe von n
Elementen. Allerdings machen wir auch mehr wie p Vergleiche, da dies
die exakte Anzahl bei 2 Elementen war. Da p +1 = [log |, macht Binary
SearcH im Allgemeinen folglich V(n) = [log n] Vergleiche.
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Kombinatorik

Die Anzahl der Méglichkeiten verschiedene Dinge miteinander zu kombi-
nieren ist ein zentrales Thema der Kombinatorik. Typische Fragestellungen
sind:

» Wie viele Moglichkeiten gibt es drei Kugeln Eis in der Eisdiele
auszuwihlen?
» Wie viele Moglichkeiten gibt es fiir die 6 Zahlen einer Lottoziehung?

Die Lottoziehung motiviert ein grundlegendes kombinatorisches Experi-
ment. Wir betrachten eine Urne mit n Béllen. Die Bélle seien von 1 bis n
nummeriert. Wir ziehen k der Bille. Bei der Lottoziehung ist n = 49 und
k=6.

Wir betrachten verschiedene Varianten einer solchen Ziehung. Beim Lotto
wird ein einmal gezogener Ball nicht wieder in die Urne zuriickgelegt.
Wir werden auch die Variante betrachten, bei der ein gezogener Ball
wieder zurtickgelegt wird. Aufierdem kommt es im Lotto nicht auf die
Reihenfolge an in der die Bélle gezogen werden. Das Ergebnis wird in
der Regel einfach gemaf3 aufsteigender Ballnummer angegeben, also z.B.
als 3, 4,19, 25, 31, 39. Die Reihenfolge in der die Bélle gezogen wurden
kann aber eine ganz andere sein. Wir werden beide Varianten betrachten,
also mit und ohne Beachtung der Reihenfolge.

Die Varianten bzgl. Zuriicklegen und Reihenfolge ergeben 4 verschiedene
Experimente die wir nun der Reihe nach untersuchen wollen.

6.1 Ziehen mit Zuriicklegen und mit
Reihenfolge

Wir betrachten eine Ziehung, bei der der gezogene Ball nach jedem
Zug zurtiickgelegt wird. Auflerdem beachten wir die Reihenfolge, in der
die Bélle gezogen wurden. D. h. wir unterscheiden beispielsweise die
Ziehung 1, 2, 3 von der Ziehung 3, 2, 1.

Fir kleine Werte fiir n und k kann man die moglichen Ergebnisse
noch tibersichtlich auflisten. Nehmen wir als Beispiel n = 3 und k = 2.
Folgende Tabelle zeigt alle moglichen Ergebnisse der Ziehungen:

(1,1 1,2) 1,3
2,1 (2,2) (2,3
(3,1 (3,2) (3,3

Die Ergebnisse (1,1), (2,2), (3,3) sind moglich, da wir den gezogenen
Ball zuriicklegen. Insgesamt gibt es also 9 mogliche Resultate einer
Ziehung.

6.1 Ziehen mit Zuriicklegen und mit

Reihenfolge ............ 95
6.2 Ziehen ohne Zuriicklegen und
mit Reihenfolge . . . . ... ... 97
6.3 Ziehen ohne Zuriicklegen und
ohne Reihenfolge . . . . ..... 99
6.4 Ziehen mit Zuriicklegen und oh-
ne Reihenfolge .......... 103
6.5 Eigenschaften der Binomialkoef-
fizienten . . .. ........... 104
6.6 Das Binomialtheorem . ... 112
6.7 Berechnung der Binomialkoeffi-
zienten................ 116
6.8 Abschitzungen der Binomialko-
effizienten ............. 118
69Ubungen . ............ 123
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Beim Ziehen von k Billen aus einer Urne mit n Béllen, die mit1,...,n
nummeriert sind, mit Zurticklegen und unter Beachtung der Reihenfolge
ergibt sich als Grundmenge der moglichen Ereignisse

Q= {(al,...,ak)lai e{1,...,n}fﬁrallei=1,...,k}
={1,...,n}*

Wir versuchen eine allgemeine Formel fiir die Anzahl der Moglichkeiten
aufzustellen. Dazu betrachten wir die Anzahl der moéglichen Ergebnisse
pro Ball den wir ziehen: Wenn wir den ersten Ball ziehen, gibt es offenbar
n Moglichkeiten. Da wir den gezogenen Ball wieder zuriicklegen gibt
es beim zweiten Ball ebenfalls n mogliche Ergebnisse. Da wir auch die
Reihenfolge beachten, ergibt dies 7 - n = n? mogliche Kombinationen fiir
die ersten beiden Bélle. Wenn wir den dritten Ball ziehen gibt es wiederum
n mogliche Ergebnisse, und die Gesamtzahl der Kombinationen fiir die
ersten drei Bille steigt auf n - n - n = n°. So geht es weiter bis zum
k-ten Ball bei dem es immer noch n Moglichkeiten gibt. Das ergibt dann
insgesamt n¥ mogliche Ergebnisse.

Theorem 6.1.1. Bei einer Ziehung von k aus n Billen, mit Zuriicklegen und
mit Beachtung der Reihenfolge, gibt es n* magliche Ergebnisse.

Fiir die Randflle, wenn 2 oder k Null sind, legen wir folgende Konvention
fest:
n®:=1, firallen € N.

Insbesondere ist damit auch 0° = 1. Dagegen ist 0¥ = 0 fiir k # 0. Diese
Festlegung gilt iibrigens nicht nur fiir natiirliche Zahlen sondern auch
reelle k und n.

Bei der Anwendung dieser Formel besteht die Kunst darin, eine evtl. ganz
anders formulierte kombinatorische Aufgabe als das Ziehen-von-Béllen
darzustellen. Als Beispiel wollen wir die Anzahl der Worter der Lange 5
tiber dem Alphabet a, b, ¢, ..., z bestimmen. Das hat zunéchst nichts mit
Béllen zu tun. Aber wir kénnen das Problem in ein Ziehen-von-Béllen
tibersetzen: Wir nehmen n = 26 Bille und beschriften sie mita, b, ¢, ...,
z anstatt mit 1,2, ...,26. Um ein Wort der Lénge 5 zu erhalten ziehen wir
nun k = 5 mal und setzen die Buchstaben auf den gezogenen Béllen in
der Reihenfolge ihrer Ziehung zu einem Wort zusammen. Die Ziehung
erfolgt

» mit Zuriicklegen, da jeder Buchstabe auch mehrfach in dem Wort
vorkommen darf, und

» mit Beachtung der Reihenfolge, da z.B. “spass” und “passs” ver-
schiedene Worter sind.

Es gibt genauso viele der gesuchten Worter wie Ergebnisse dieser Ziehung.
Dies sind nach Theorem 6.1.1 also n* = 26° = 11.881.376. Wenn wir k
variabel lassen haben wir also das Ergebnis: es gibt 26 Worter der
Lange k tiber dem Alphabeta, b, c, ...,z

Wir dndern obige Aufgabe leicht ab und betrachten statt dem Alphabet
a,b,c, ..., zmit 26 Zeichen das bindre Alphabet das nur aus den zwei
Zeichen 0 und 1 besteht. Dann kénnen wir analog die Anzahl der 0-1-
Worter der Lange k berechnen. Der einzige Unterschied ist, dass wir nur
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noch n = 2 Bélle haben die wir mit 0 und 1 beschriften. Das ergibt dann
2k 0-1-Warter der Lange k. Diese Worter kann man auch als Binérzahlen
auffassen.

Korollar 6.1.2. Die Anzahl der k-stelligen Bindrzahlen ist 2~.

Als ein weiteres Beispiel berechnen wir die Anzahl der Funktionen
f : A — B auf zwei endlichen Mengen A und B. Sei A = {a1, 4z, ...ax}
und B = {b1, by, ..., by}. Zum Beispiel fiir A = [5] und B = [3] kénnen
wir eine Funktion f : A — B durch folgende Wertetabelle darstellen.

All1 2 3 45
fl3 2123

Die Frage ist nun, wie viele solche Funktionen es gibt. Oder anders
formuliert: Wie viele Moglichkeiten gibt es eine solche Wertetabelle
auszufillen?

Auch dies lasst sich als ein Ziehen-von-Ballen darstellen: Eine Funktion
f + A — B ordnet jedem Element von A ein Element von B zu. Wir
nehmen n Bille und beschriften sie mit den Elementen by, b,,...,b,
von B. Die Wertetabelle fiir eine Funktion f fiillen wir nun durch k-
maliges Ziehen aus. Den Wert auf dem ersten Ball ordnen wir a; zu,
den Wert vom zweiten Ball a,, und so weiter, bis zum k-ten Ball, dessen
Wert ay zugeordnet wird. Die Ziehung erfolgt

» mit Zuriicklegen, da jedes Element von B beliebig oft als Funkti-
onswert vorkommen darf, und

» mit Beachtung der Reihenfolge, da wir die Zuordnung genau in
der Reihenfolge a1, ay, . .., ar machen.

Es gibt genauso viele Funktionen von A nach B wie Ergebnisse dieser
Ziehung, also n* = |B|4! nach Theorem 6.1.1.

Korollar 6.1.3. Die Anzahl der Funktionen f : A — B ist |B|I .

Ein Spezialfall sind Boolesche Funktionen. Eine Funktion f : {0, 1} —
{0,1} heiB3t k-stellige boolesche Funktion. Z.B. kann die logische und-
Verkntipfung als 2-stellige Boolesche Funktion aufgefasst werden:

{0,1¥ > (x,y) — x Ay € {0,1}.

Die Menge A = {0, 1}* besteht bekanntlich aus allen 0-1-Tupeln der
Linge k. Nach Folgerung 6.1.2 ist |A| = 2¥. Die Menge B = {0, 1} hat zwei
Elemente. Nach Folgerung 6.1.3 ist die Anzahl der k-stelligen Booleschen
Funktionen |B|4| = 22" Es gibt also beispielsweise 22 = 2 = 16 zwei-
stellige Boolesche Funktionen.

6.2 Ziehen ohne Zuriicklegen und mit
Reihenfolge

Wir betrachten eine Ziehung, bei der der gezogene Ball nicht zuriickgelegt
wird, aber weiterhin die Reihenfolge beachtet wird, in der die Bille

Grundlagen Mathematik | 06.02: Ziehen
ohne Zuriicklegen und mit Reihenfolge
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gezogen wurden. Fir n = 3 und k = 2 zeigt folgende Tabelle alle
moglichen Ergebnisse der Ziehungen:

(1,2) (1,3)
2,1 (2,3)
3,1 (3,2

Im Vergleich zur Ziehung mit Zuriicklegen fehlen die Diagonalelemente
(1,1), (2,2), (3,3). Diese sind jetzt nicht mehr moglich, da wir den
gezogenen Ball nicht zuriicklegen. Insgesamt gibt es also 6 mogliche
Resultate einer Ziehung.

Die allgemeine Grundmenge ergibt sich zu

Q:{(al,...,ak)|ai€{1,...,n}unda,-¢a]-fiiri¢j}.

Um eine allgemeine Formel fiir die Anzahl der Méglichkeiten herzuleiten
betrachten wir wieder die Anzahl der méglichen Ergebnisse pro Ball
den wir ziehen: Wenn wir den ersten Ball ziehen, gibt es offenbar
n Moglichkeiten. Da wir den gezogenen Ball diesmal nicht zuriicklegen
gibt es beim zweiten Ball nur noch n — 1 Bélle in der Urne. Da wir die
Reihenfolge beachten, ergibt dies n(n — 1) mogliche Kombinationen fiir
die ersten beiden Bélle. Wenn wir den dritten Ball ziehen sind nur noch
n — 2 Bélle iibrig, und die Gesamtzahl der Kombinationen fiir die ersten
drei Balle ist n(n — 1)(n — 2). So geht es weiter bis zum k-ten Ball bei
dem noch n — k + 1 Bélle in der Urne sind. Das ergibt dann insgesamt
n(n—-1)(n-2)-...-(n -k +1) mogliche Ergebnisse.

Der Ausdruck n(n —1)(n —2) - ... (n — k + 1) wird als fallende Faktorielle
von n der Linge k bezeichnet. Das k-fache Produkt n - n - ... - n wird
mit n* abkiirzt. Analog dazu definieren wir fiir die fallende Faktorielle
die Abkiirzung

nt=nmn-1)n-2)-...-(n-k+1),

das k ist hier also unterstrichen. Fiir den Randfall k = 0 legen wir fest:
nd=1.

Beispiel 6.2.1. Esistalso n%=n(n —1)und nl = n.

Bemerkung 6.2.2. I der Literatur findet sich auch die Bezeichnung (n)y fiir
die fallende Faktorielle der Linge k. Da wir allerdings mit Zahlenwertsystemen
in dieser Vorlesung arbeiten, verwenden wir diese Notation nicht.

Unsere obigen Uberlegungen lassen sich nun wie folgt zusammenfas-
sen:

Theorem 6.2.3. Bei einer Ziehung von k aus n Billen, ohne Zuriicklegen
und mit Beachtung der Reihenfolge, gibt es nk magliche Ergebnisse.

Da wir hier nicht zurticklegen, konnen wir hochstens n mal ziehen, dann
ist die Urne leer. In dem Ausdruck nX kénnen wir aber trotzdem Werte
k > n einsetzen:

24=2.1.0-(-1) =0.
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Da das Produkt dann die Null durchlduft, ist das Ergebnis immer
Null. Das kann man auch kombinatorisch sinnvoll interpretieren: es
gibt 0 Moglichkeiten ohne Zuriicklegen 4 Bélle aus 2 zu ziehen (mit
anderen Worten: Q = (). Man beachte auch, dass die Formel nk =
n(n —1)---(n — k + 1) auch dann definiert ist, wenn man fiir n reelle
(oder komplexe) Werte einsetzt.

Dann geht die kombinatorische Interpretation verloren. Man kann nk
dann als ein reelles Polynom vom Grad k betrachten. Diese Sichtweise ist
in manchen Argumenten sehr hilfreich.

Wir betrachten noch einmal obiges Beispiel, die Anzahl der Worter der
Lange 5 tiber dem Alphabet a, b, ¢, ..., z zu bestimmen. Im Unterschied
zu oben soll jetzt aber jeder Buchstabe in einem Wort héchstens einmal
vorkommen. Dies konnen wir in unserem Experiment dadurch modellie-
ren, dass wir die Bélle nicht zuriicklegen. D.h. wir kénnen Theorem 6.2.3
anwenden und erhalten 262 = 26-25-24-23-22 = 7.893.600 viele Worter
der Lange 5 mit jeweils unterschiedlichen Buchstaben.

Analog konnen wir in obigem Beispiel der Anzahl der Funktionen
f + A — B verfahren. Dort haben wir die Bélle mit den Elementen
von B beschriftet und durch die Ziehungen den Elementen von A Funk-
tionswerte zugeordnet. Wenn wir die Bélle nun nicht zuriicklegen, wird
also jedes Element von B hochstens einmal als Funktionswert benutzt.
Folglich ist die Funktion die dadurch entsteht injektiv.

Korollar 6.2.4. Die Anzahl der injektiven Funktionen f : A — B ist |B|@.

Einen interessanten Spezialfall erhalten wir fiir A = B = [n]. Die injek-
tiven Funktionen von [#n] nach [n] sind die Permutationen auf [n], die
wir mit ©,, bezeichnet haben (vgl. Proposition 4.4.5 (2)). Deren Anzahl
ergibt sich nun nach Folgerung 6.2.4 als

nt=nn-1)-...-2-1.

Diesen Ausdruck bezeichnet man als n Fakultit und er erhilt eine eigene
Abkiirzung mit einem Ausrufezeichen nach dem n,

nl:=nn-1)-...-2-1.
Zur Erinnerung: Den Randfall n = 0 definieren wir als 0! := 1.

Korollar 6.2.5. Es gibt n! Permutationen auf [n].

6.3 Ziehen ohne Zuriicklegen und ohne
Reihenfolge

Im Unterschied zum vorherigen Fall unterscheiden wir nun nicht mehr
die Reihenfolge in der die Bélle gezogen werden. Dies entspricht der
Lotto-Ziehung. Fiir n = 3 und k = 2 bleiben drei Ergebnisse iibrig

(1,2) (1,3)
(2,3)

Auf komplexe Zahlen sind wir in dieser
Vorlesung bisher nicht eingegangen. Wir
verweisen auf andere Veranstaltungen.

Grundlagen Mathematik | 06.03: Ziehen
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Im Vergleich zur Ziehung mit Reihenfolge fehlen jetzt die Ergebnisse
(2,1), (3,1), (3,2) dadies nur Permutationen der bereits aufgezahlten Er-
gebnisse sind. Dies ist auch bereits die Beobachtung, die den allgemeinen
Fall 16st: wenn wir k Elemente haben, dann gibt es nach Folgerung 6.2.5
genau k! Permutationen dieser Elemente. Bei Beachtung der Reihenfolge
sind dies auch k! verschiedene Ergebnisse. Ohne Beachtung der Reihen-
folge werden die k! Permutationen nur als ein Ergebnis gezihlt. D.h.
die nk Ergebnisse bei Ziehung mit Beachtung der Reihenfolge, lassen
sich in Gruppen der Grofe k! einteilen, wobei jede Gruppe aus den
Permuationen von k Zahlen besteht. Die Anzahl der Gruppen ist %'
und dies ist auch die Anzahl der Ergebnisse bei einer Ziehung ohne
Beachtung der Reihenfolge.

Wir definieren eine Abkiirzung fiir diesen Ausdruck:

Die linke Seite wird gelesen als 7 iiber k (engl. n choose k) und wird auch
als Binomialkoeffizient bezeichnet. Woher dieser Name kommt werden wir
spéter sehen.

Als Randfélle haben wir fiir alle n € N:

0
n:n—:lzl‘
0 o 1

Insbesondere ist also auch (8) = 1. Eine sinnvolle Erweiterung fiir k auf
die ganzen Zahlen ist die Festlegung (}) := 0 fiir k < 0.

Ist n eine nicht-negative ganze Zahl und n > k, so ist
n\ n!
k| kl-(n—-k)

Theorem 6.3.1. Bei einer Ziehung von k aus n Billen, ohne Zuriicklegen
und ohne Beachtung der Reihenfolge, gibt es (}) mogliche Ergebnisse.

In obigem Beispiel war n = 3 und k = 2 und es gilt

N _E_32_,
2] 2t 2.1

Beim Lotto haben wir nn = 49 Bélle und ziehen k = 6 mal. Dies ergibt

49\  49¢
= =13.983.816,
(6) 6!

also knapp 14 Millionen méogliche Ergebnisse. Die Chancen bei zufilliger
Ziehung 6 Richtige zu haben sind also ungefahr 1:14 Millionen. Fiir den
Jackpot braucht man auch noch die richtige Superzahl. Dafiir gibt es
noch einmal 10 Moglichkeiten. Die Gewinnchancen sinken damit auf
1:140 Millionen. Deutschland und Frankreich haben zusammen etwas
tiber 140 Millionen Einwohner. Wenn man einen Einwohner aus diesen
beiden Landern zufllig auswéhlt, dann hat man ungefahr die gleiche
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Chance gewihlt zu werden wie im Lotto den Jackpot zu gewinnen. Wir
folgern: Mathematiker spielen in der Regel kein Lotto!

In unseren Beispielen bei den Ziehungen mit Beachtung Reihenfolge
konnten wir die Ergebnisse als Worter oder Zahlen interpretieren, da
mit der Ziehung eines Buchstabens oder einer Ziffer auch deren Platz
definiert war. Ohne Reihenfolge kommt es nur noch darauf an, was
tiberhaupt gezogen wurde. Wir konnen das Ergebnis also als Menge
interpretieren. So ist hier ndmlich

Q:{(al,...,ak)la,-E{l,...,n}unda1<a2<-~<ak}.

Man kann sich Q) alternativ eben auch als die Menge aller ungeordneten
k-elementigen Teilmengen von {1, ..., n} vorstellen, also

Q= {{al,...,ak}|ai€{1,...,n}unda,' ;tajfﬁri;tj}.

Bei Mengen spielt es keine Rolle in welcher Reihenfolge die Elemente
aufgezahlt werden. Wenn wir aus einer Menge mit 7 Elementen k-mal
ziehen, dann erhalten wir alle Teilmengen der Grofe k als mogliche
Ergebnisse der Ziehung.

Korollar 6.3.2. Eine Menge mit n Elementen hat () Teilmengen der Grie k.

Nehmen wir speziell die Menge [11] und interpretieren die Zahlen als
Platznummern. D. h. wir ziehen k Platznummern. Damit konstruieren
wir eine 0-1-Sequenz der Lange n indem wir genau auf den gezogenen
Plédtzen eine 1 setzen, und auf die restlichen Pldtze 0. Die moglichen
Ergebnisse erzeugen damit alle 0-1-Sequenzen der Lange n mit genau k
Einsen.

Korollar 6.3.3. Es gibt () 0-1-Sequenzen der Linge n mit genau k Einsen.

Nullen und Einsen kann man im obigen Argument natiirlich vertauschen.
Es gibt also auch (}) 0-1-Sequenzen der Lénge 1 mit genau k Nullen. Eine
0-1-Sequenzen der Lange n mit k Nullen hat # — k Einsen. Jede Sequenz
mit k Nullen definiert also eine Sequenz mit n — k Einsen, und umgekehrt.
Von beiden Sequenzen gibt es also gleich viele. Nach Folgerung 6.3.3 gibt
es (nﬁk) 0-1-Sequenzen der Lange 1 mit n — k Einsen. D.h. fir 0 < k < n

gilt folgende Symmetrie
n n

Wenn wir die Mengen der 0-1-Sequenzen der Lange n mit genau k Einsen
alle vereinigen, fiir k = 0,1, ..., n, dann erhalten wir alle 0-1-Sequenzen
der Lange n. Davon gibt es nach Folgerung 6.1.2 insgesamt 2" viele.
Folglich muss die Summe der (Z)—Werte 2" ergeben:

Zn: (Z) — " 6.2)
k=0

Dies ist ein Spezialfall des Binomialtheorems / Binomischen Lehrsat-
zes.

Lotto-Spielen wird daher von zynischen
Zungen auch als Dummen-Steuer bezeich-
net.
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Abbildung 6.1: Ein Gitter mit Seiten-
langen a und b ist ein ungerichteter Graph
der sich wie abgebildet zeichnen lisst. Die
Gitterpunkte sind die Knoten. Kiirzeste
Wege von s nach t sind Wege, die nur
nach rechts oder nach oben gehen.

Wir schreiben O fiir einen Schritt nach oben
und 1 fiir einen Rechtsschritt. Der dick
eingezeichnete Weg wir dann durch die
Sequenz 01110110 beschrieben.

| Ende der 10. Vorlesungswoche

Als ein weiteres Beispiel zdhlen wir kiirzeste Wege in Gittern. Wir
betrachten ein rechteckiges Gitter mit Seitenldngen a4 und b. Mit w(s, t)
bezeichnen wir die Anzahl der kiirzesten Wege vom unteren linken
Eckpunkt s zum oberen rechten Eckpunkt t. Abbildung 6.1 zeigt die
Situation.

Ein kiirzester Weg von s nach t macht an jedem Gitterpunkt entweder
einen Schritt nach rechts oder nach oben. Die Lange ist 4 + b, da man
insgesamt 4 Schritte nach rechts und b Schritte nach oben machen muss.
Die Wege unterscheiden sich nur in der Reihenfolge, wann nach rechts
bzw. nach oben gegangen wird. Wir konnen die kiirzesten Wege durch
0-1-Sequenzen der Lange a + b kodieren: ein Schritt nach rechts wird
durch eine 1 représentiert, ein Schritt nach oben durch eine 0. Es entsteht
eine 0-1-Sequenz der Lange a + b mit genau a Einsen und b Nullen. Jede
solche 0-1-Sequenz reprasentiert einen kiirzesten Weg von s nach t. Aus
Folgerung 6.3.3 erhalten wir w(s, t).

Korollar 6.3.4. Es gibt w(s, t) = (“}?) kiirzeste Wege von s nach t in einem
a X b-Gitter.

Natiirlich kann man anstatt die Pldtze der Rechtsschritte genauso die der
Schritte nach oben betrachten. In den 0-1-Sequenzen ist dies die Lage der
Nullen. Die Anzahl der Moglichkeiten bleibt dabei gleich. Dies ist die
oben erwdhnte Symmetrieformel (6.1). Sie lautet hier

a+by [a+Db
a )] \b |
Formel (6.1) erhdlt man daraus wennman n = a+b und k = a definiert.

Freiwilliges Ubungsblatt 05

Bearbeiten Sie bitte das fiinfte freiwillige Ubungsblatt. Wir vertiefen
dort unser Wissen iiber Graphen und Induktion weiter.

Besprechung Blatt 05

Fiir das Freiwillige Blatt 05 erhalten Sie wieder eine handschriftliche
Musterlosung (unter den Modulen in Canvas).
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6.4 Ziehen mit Zuriicklegen und ohne
Reihenfolge

Da wir nun die Bélle wieder zuriicklegen kommen in unserem Beispiel
mit 7 = 3 und k = 2 die Diagonalelemente wieder hinzu:

(1,1 1,2) (1,3
2,2) 2,3)
(3,3)

Insgesamt gibt es also 6 mogliche Resultate einer Ziehung.

Wir erweitern das Beispiel und ziehen k = 5 mal aus n = 3 Béllen.
Typische Resultate einer Ziehung sind

11233
12222
22333
11111

Die Ergebnisse sind jeweils aufsteigend sortiert angegeben. Die tatsdchli-
che Reihenfolge in der die Bélle gezogen wurden spielt hier keine Rolle.
D.h. es kommt nur darauf an, wie oft eine Zahl gezogen wurde.

Wir konnen die Ergebnisse als kiirzeste Wege in Gittern darstellen: wir
betrachten ein k X (n — 1) Gitter. Bei einer Héhe von n — 1 hat das Gitter
n horizontale Linien. Diese Linien entsprechen von unten her den Béllen
1,2,...,n. Die Rechtsschritte in jeder Zeile auf einem kiirzesten Weg
von s nach t sind die Anzahlen, wie oft der jeweilige Ball gezogen wurde.
Bei der Seitenldnge k ziehen wir dabei insgesamt k-mal. Abbildung 6.2
zeigt die Wege fiir obige Beispiele.

Es gibt also genauso viele Ergebnisse bei dieser Ziehung wie es kiirzeste
Wege in einem k X (n — 1) Gitter gibt. Nach Folgerung 6.3.4 sind dies

(”+Il§_1) viele.

Theorem 6.4.1. Bei einer Ziehung von k aus n Billen, mit Zuriicklegen und
n+k—1

ohne Beachtung der Reihenfolge, gibt es ("*,~") mdgliche Ergebnisse.
In obigem Beispiel mit 7 = 3 und k = 2 erhalten wir (**; ') = (5) = 43 =
6, und fiir k = 5 ergibt sich (3+§_1) = (;) = (Z) = 26 = 21. Dabei haben
wir in der Mitte die Symmetrie (6.1) der Binomialkoeffizienten benutzt.

Die Ergebnisse bei dieser Ziehung kdnnen wir auch etwas kompakter
darstellen, indem wir fiir jeden Ball angeben, wie oft er gezogen wurde,
also durch Werte x1,x2,...,x,. In obigem Beispiel mit k = 5 und
n = 3 geben wir dann die Ziehung 11233 durch x; = 2, x = 1 und

Abbildung 6.2: Ein Gitter mit Seiten-
laingen k = 5 und n — 1 = 2. Die dick
eingezeichneten Wege reprisentieren die
Ziehungen (a) 11233, (b) 12222, (c) 22333
und (d) 11111. Die Anzahl der horizonta-
len Schritte auf der i-ten Linie von unten
gibt die Anzahl an, wie oft Ball i gezogen
wurde, firi =1,...,n.

Grundlagen Mathematik | 06.04: Ziehen
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Grundlagen Mathematik | 06.05: Pascal-
sches Dreieck — Eigenschaften der Binomi-
alkoeffizienten

x3 = 2 an. Die Anzahl der gezogenen Bélle erkennt man an der Summe:
X1 + x2 + x3 = 5 = k. Bei der Ziehung 12222 erhalten wir x; =1, x, = 4
und x3 = 0. Jede Ziehung entspricht also einer Gleichung der Form

X1 x4+ x, =k, 0<x <k (6.3)

Die Zerlegung einer Zahl k in eine feste Anzahl n von Summanden
x; 2 1 nennt man eine Zahlpartition. In unserer Variante hier gilt lediglich
x; > 0. Wir betrachten hier eine geordnete Zahlpartition, da wir die
Reihenfolge der x;’s beachten. Wir unterscheiden hier z.B. zwischen den
Darstellungen1 +4 =5und4+1=>5.

Korollar 6.4.2. Es gibt ("*~1) Maglichkeiten eine Zahl k als Summe von n
Zahlen wie in Gleichung (6.3) zu schreiben.

Die Zahlpartitionen lassen sich als mogliche Ergebnisse einer Wahl

interpretieren: Es gibt k Wahler und n Kandidaten. Sei x; die Anzahl der

Stimmen die Kandidat i bekommen hat. Dann muss x1 + X, +---+x, = k
n+k-1

gelten. Es gibt also (", ") mogliche Wahlergebnisse.

Man kann die Anzahl der Wahlergebnisse auch ohne Zahlpartitionen
direkt mit dem Ziehen von Béllen erkldren. Wir betrachten ein Beispiel.
Die 50 Studenten eines Semesters wihlen einen Semestersprecher. Es
stehen 3 Kandidaten zur Wahl. Die 3 Kandidaten werden durch n = 3
Bélle reprasentiert. Eine Stimmabgabe bei der Wahl entspricht dann
dem Ziehen eines Balls. D. h. es wird k = 50 mal gezogen. Die Ziehung
erfolgt

» mit Zuriicklegen, da jeder Kandidat beliebig oft gewé&hlt werden
kann, und

» ohne Beachtung der Reihenfolge, da die Reihenfolge in der ein
Kandidat seine Stimmen erhilt keine Rolle spielt.

Nach Theorem 6.4.1 ist die Anzahl der mdglichen Wahlergebnisse

n+k-1 52 52 5251
1) (e

Dabei haben wir in der Mitte wieder die Symmetrie (6.1) benutzt.

6.5 Eigenschaften der Binomialkoeffizienten

Die Anzahl der Ergebnisse bei den beiden Experimente ohne Beachtung
der Reihenfolge der gezogenen Bille sind Binomialkoeffizienten. Diese
spielen eine wichtige Rolle in der Kombinatorik. Wir geben hier noch
einmal die Definition an. Dabei sind 71, k € Z, wobei wir bereits erwdhnt
haben, dass diese Voraussetzung fiir n nicht notwendig ist, denn n diirfte
beispielsweise auch reell sein.
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Definition 6.5.1. Fiir n, k € Z ist

>

’,‘(—, firk >0
" !
(k) = 1 flirk=0
0 fir k < 0.

Folgende Tabelle zeigt die Werte (2) firn =0,1,...,10. Fir k > n
ist (}) = 0. Diese Werte sind zu Gunsten der Ubersichtlichkeit nicht
eingetragen. So entsteht das in Abbildung 6.3 gezeigte Zahlenfeld in der
Form eines Dreiecks, das nach Blaise Pascal benannte Pascalsche Dreieck.

n n n n n n n n n n n
o) G) G B) G 6) 66 G)G) L)
o[ 1
101 1
20 1 2 1
3 1 3 3 1
4 1 4 6 4 1
501 5 10 10 5 1
6| 1 6 15 20 15 6 1
71 7 21 3 3 21 7 1
8/ 1 8 28 5 70 56 28 8§ 1
9 1 9 3 8 126 126 8 36 9 1
10/ 1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1

Die 1-Spalte ganz links im Dreieck kommt von der Definition (j) = 1.
Nach der Symmetrieformel (6.1) ist () = (,",) = (!). Die Werte (%)
stehen in der ersten Diagonalen im Dreieck und sind somit ebenfalls
alle 1. In der zweiten Spalte stehen die Werte (’f) = n, die dann wegen

der Symmetrie auch in der zweiten Diagonalen stehen, (") = n.

Es gibt eine Vielzahl von Beziehungen zwischen den Zahlen Pascalschen

Dreieck von denen wir einige herleiten wollen. Wir beginnen mit einigen
einfachen Gleichungen fiir Binomialkoeffizienten.

Fakultitendarstellung. Die Fakultitendarstellung der Binomialkoeffizi-
enten ist eine Formel, in der alle Ausdriicke Fakultdten sind. Man erhilt
sie durch eine einfache Erweiterung:

n _nk_n(n—1)~~-(n—k+1) (n-k! n!
(k)‘ﬁ‘ k! -k k(=K

Die Fakultdtendarstellung lautet

n n! .
(k) = m , 0 < k < n ganzzahlig. (6.4)

Wir haben oben erwidhnt, dass man im Binomialkoeffizienten (Z) fiirn
beispielsweise auch eine reelle Zahl einsatzen kann. Die Fakultdten-
darstellung gilt aber nur wenn 7 eine nattirliche Zahl ist, da sonst der
Ausdruck (n — k)! im Nenner nicht definiert wire.

Abbildung 6.3: Das Pascalsche Dreieck.
Die Eintrége an den freigelassenen Plitzen
sind 0.
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Absorbtions- und Extraktionsregel. Eine andere niitzliche Eigenschaft
ist, dass man den Bruch % aus dem Binomialkoeffizienten (Z) herauszie-
hen kann. Dabei muss natiirlich k # 0 sein:

n nk
(k) Kt
nn=1)---n—k+1)
k!
nn-1)---(n—-k+1)
k(k—-1)
n-1---(n—-k+1)
' (k—1)!
(n—1EL
T (k-1)!

(:21)

n n(n-1
T A -

Diese Gleichung wird als Absorbtions- oder Extraktionsregel bezeichnet, je
nachdem in welche Richtung man sie anwendet. Nach dem Herausziehen
des Bruchs £ bleibt also ein Binomialkoeffizient als Faktor tibrig. Das
liegt daran, dass wir durch das Herausziehen von k den Nenner auf
(k — 1)! verringert haben, und nach dem Herausziehen von n immer
noch k — 1 aufeinanderfolgende Zahlen im Zghler stehen. Die Zahl n
ist die grofite Zahl im Zdhler. Wir miissten also eine analoge Gleichung
erhalten, wenn wir stattdessen die kleinste Zahl im Zahler herausziehen,
also n — k + 1, da dann ebenfalls noch k — 1 aufeinanderfolgende Zahlen
im Zghler stehen:

k]~ k!

n-....n—k+2)(n—-k+1)

= = o=

Es gilt also

k(k—1)!
_ on—k+1 n-...-(n-k+2)
- kK (k- 1)!
_ on—k+1 nk=1
- kK (k=1

_ n—k+1( n
B k k-1)

Es gilt also eine zweite Absorbtionsregel

n n—k+1 n

Symmetrie. Sehr auffillig im Pascalschen Dreieck ist die Symmetrie
jeder Zeile bzgl. ihrer Mitte. Dies ist die Symmetrieeigenschaft (6.1), die
wir bereits oben entdeckt hatten:

n n .
(k) = (n _ k) , n > 0 ganzzahlig. (6.7)
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Die kombinatorische Begriindung fiir die Symmetrie war einfach und
elegant. Aber man kann die Formel natiirlich auch nachrechnen. Dabei
benutzen wir die Fakultdtendarstellung.

( n )_ n! B n! _(n)
n—k|  (m-kl(n-m-k) m-kk \k|’

Die Fakultdtendarstellung konnen wir allerdings nur fiir 0 < k < n
anwenden. Die Symmetrie gilt aber auch fiir k < 0 und k > n, weil dann
beide Seiten 0 sind: Ist k < 0, dann ist nach Definition (}) = 0. In diesem
Fall ist n — k > 1 und somit auch (,",) = 0. Das Gleiche gilt fiir k > 1,
dadannn -k < 0ist.

Summenformel. Eine weitere fundamentale Eigenschaft im Pascal-
schen Dreieck ist die Summenformel: nimmt man zwei nebeneinanderste-
hende Zahlen im Dreieck dann findet man ihre Summe direkt unterhalb
der rechten der beiden Zahlen. Nehmen wir beispielsweise in der 7. Zeile
(;) =21 und @) = 35, dann findet man die Summe 21 + 35 = 56 = (g)
unterhalb der 35. Die allgemeine Summenformel lautet fiir beliebiges 1

und k,
n n-1 n—1

) =e=2)= () 69
Mit dieser Formel lasst sich das komplette Pascalsche Dreieck auch ohne
Kenntnis von Binomialkoeffizienten aufbauen. Man beginnt mit der Eins
in der obersten Zeile, bei n = 0, (siehe Abbildung 6.3) und stelle sich
links und rechts von dieser Eins jeweils ein Null vor. Die Summe der
linken Null mit der Eins ergibt Eins, dies ist nach der Summenformel
die linke Eins in der zweiten Zeile. Die Summe der Eins mit der rechten
Null ergibt ebenfalls Eins, dies ist nach der Summenformel die rechte
Eins in der zweiten Zeile. Damit haben wir also die zweite Zeile im
Pascalschen Dreieck erzeugt. Wir setzen wieder jeweils eine Null an die
beiden Enden der zweiten Zeile und verfahren analog. Dann ergibt sich
die dritte Zeile, und so weiter. Die Korrektheit der Summenformel lasst
sich einfach nachrechnen:

n-1 n-1 n-1 n—-k (n-1 .
(k—1)+( ' ) = ( )+T(k—1) nach Gleichung (6.6)

n-1 -k
K- 1) ( ? ) ausklammern

»
—_

= (n 1) Z Bruch zusammenfassen
( ) nach Gleichung (6.5).

Diese Rechnung ist aber nur fiir k # 0 giiltig, da wir dabei mit Briichen
hantieren, bei denen k im Nenner steht. Entsprechend gelten ja auch die
beiden Gleichungen (6.5) und (6.6) nur fiir k # 0. Die Summenformel (6.8)
ist aber auch fiir k = 0 korrekt. Das konnen wir einfach direkt tiberpriifen:
Auf der linken Seite steht dann (g) = 1, und auf der rechten Seite ("__11) =0,
da wir die Binomialkoeffizienten fiir k < 0 als 0 definiert haben, und

("5h) =1

107



108 6 Kombinatorik

Abbildung 6.4: Jeder kiirzeste Wege von s
nach t geht entweder tiber to oder tiber t;.
Die Zwischenpunkte ¢y und t; partitionie-
ren also die Wege nach ¢ in zwei Gruppen.

| Ende der 11. Vorlesungswoche

Einen eleganteren Beweis der Summenformel erhélt man durch folgendes
kombinatorisches Argument: Es gibt (}) Moglichkeiten k aus n Béllen
zu ziehen. Wir teilen die Ergebnisse in zwei disjunkte Gruppen ein. Man
sagt auch: wir partitionieren die Ergebnisse.

» Die eine Gruppe enthilt alle Ergebnisse bei denen der Ball mit der
Nummer #n nicht gezogen wurde. Das entspricht einem Experiment
bei dem k-mal gezogen wird, aber nur n — 1 Bélle in der Urne sind,
da Ball Nummer # nicht dabei ist. D. h. es gibt (";1) Ergebnisse in
dieser Gruppe.

» In der anderen Gruppe sind alle Ergebnisse mit Ball Nummer .
Das entspricht einem Experiment, bei dem der Ball mit Nummer 7
bereits vorab zum Ergebnis gelegt wird, und dann noch (k — 1)-mal
aus n — 1 Béllen gezogen wird. Folglich gibt es (Zj) Ergebnisse in
dieser Gruppe.

Die Summe der Moglichkeiten aus den beiden Gruppen muss die Ge-
samtzahl der Moglichkeiten ergeben, also (Z) Das ist genau die Sum-
menformel.

Die vielleicht anschaulichste Begriindung fiir die Summenformel erhalt
man tiber die kiirzesten Gitterwege. Dazu setzen wir zwei Zwischen-
punkte £y, t; unmittelbar vor den Zielpunkt ¢, so wie es in Abbildung 6.4
gezeigt ist.

t
1't

to

Die kiirzesten Wege von s nach t lassen sich in zwei Gruppen partitionie-
ren: Jeder kiirzeste Wege von s nach t geht entweder tiber ¢y oder tiber ¢;.
Ein Weg der tiber tq und t; geht ist kein kiirzester Weg mehr. Der weitere
Weg nach t ist jeweils eindeutig. Fiir die Anzahl der Wege gilt also

w(s,t) = w(s,ty) +w(s, t). (6.9)

Nach Folgerung 6.3.4 ist w(s,t) = (“;h). Auch w(s, tg) und w(s,t1)
konnen wir einfach bestimmen.

» Die kiirzesten Wege von s nach ty verlaufen innerhalb des Gitters
mit den Seitenlédngen a und b — 1. Es gilt also w(s, to) = (**/7).
» Die kiirzesten Wege von s nach t; verlaufen innerhalb des Gitters

mit den Seitenldngen a — 1 und b. Es gilt also w(s, t1) = (”;E;l)

Eingesetzt in Gleichung (6.9) erhalten wir

a+by f[a+b-1 N a+b-1
a ) \ a-1 a '
Dies ist die Summenformel. Um die Form von Gleichung (6.8) zu erhalten
muss man lediglich n = a + b und k = a setzen.
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Parallele und obere Summe. Wir haben die Summenformel dadurch
bekommen, dass wir die Wege von s nach t mittels geeignet gewéahlter
Zwischenpunkte partitioniert haben. Mit dieser Methode lassen sich ein
Vielzahl weiterer Gleichungen sehr einfach herleiten. Wir geben einige
Beispiele.

Statt zwei Zwischenpunkten wie oben, setzen wir b + 1 Zwischenpunkte
to, t1, ..., tp in die vorletzte Gitterspalte, siehe Abbildung 6.5.

tb t

.

.

b .

11

S to

Ein Weg von s nach ¢ kann jetzt tiber mehrere dieser Zwischenpunkte
fiihren. Aber jeder Weg von s nach t macht von einem der Punkte #
aus einen Rechtsschritt. Nach diesem Rechtsschritt ist der restliche Weg
eindeutig, da man nur noch nach oben bis ¢ gehen kann. Wir kénnen
also die Wege von s nach t unterteilen in die Wege, die von s bis ¢, gehen
und dann einen Rechtsschritt machen, fiir k = 0,1,...,b. Es gilt also

b

w(s, t) = Zw(s,tk). (6.10)

k=0

Die Punkte s und t; definieren ein Rechteck der Grofie (2 — 1) X k. Es
gilt also wieder nach Folgerung 6.3.4 und der Symmetrie (6.7):

w(s, t) = (a - ,1< " k) (6.11)
a-1+k
( o ) . 6.12)

Wir setzen (6.11) und (6.12) in Gleichung (6.10) ein.

a+b b la—1+k
)BT e

k=0

b la-1+k
Z( 1 ) (6.14)

k=0

Gleichung (6.13) wird als parallele Summe bezeichnet, da sich im Binomi-
alkoeffizienten bei der Summation oberer und unterer Wert gleichzeitig
erhohen. Betrachten wir ein Zahlenbeispiel mit a = 3 und b = 5 und
verfolgen die Summe im Pascalschen Dreieck.

Grundlagen Mathematik | 06.06: Parallele
und obere Summenformel im Pascalschen
Dreieck

Abbildung 6.5: Jeder kiirzeste Wege von s
nach t geht erreicht irgendwann die rechte
Spalte in der auch ¢ liegt. Es gibt also fiir
jeden solchen Weg genau einen Punkt ¢
von dem aus ein Rechtsschritt in die rechte
Spalte gemacht wird. Ab diesem Punkt ist
der restliche Weg nach t eindeutig. Die
Zwischenpunkte fg, t1, ..., t, partitionie-
ren also die Wege nach t in b + 1 Gruppen.


https://youtu.be/bWQtWbmnqbQ
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Grundlagen Mathematik | 06.07: Vander-
mondesche Identitit/Konvolution bei Bi-
nomialkoeffizienten
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Die Summe startet mit (“;') = (5) = 1 ganz links in der Zeile fiir

n = 2 im Pascalschen Dreieck. Dann wird k parallel erhcht. D.h. wir
gehen im Pascalschen Dreieck vom Startpunkt (é) die Diagonale nach
rechts unten: der ndchste Summand ist (i’) = 3, dann geht es weiter mit
2) =6, (3) =10, (§) = 15. Die Summe endet bei (“";**) = ({) = 21. Die
parallele Summenformel sagt, dass das Ergebnis nun direkt unterhalb
von (;) im Pascalschen Dreieck steht, namlich (g) = 56. Wir priifen nach:
1+3+6+10+15+21 = 56. Wir kénnen also zusammenfassen: wenn wir
in der linken Spalte im Pascalschen Dreieck starten und die Diagonale
nach rechts unten gehen, dann steht die Summe dieser Zahlen direkt
unterhalb der aktuellen Zahl.

Gleichung (6.14) wird entsprechend als obere Summe bezeichnet, da sich
im Binomialkoeffizienten bei der Summation nur der obere Wert éndert.
Wir betrachten auch hier das Beispiel 4 = 3 und b = 5 im Pascalschen
Dreieck. Startpunkt ist diesmal (?”}) = (}) = 1 ganz rechts in der Zeile
fiir n = 2 im Pascalschen Dreieck. Jetzt wird k nur oben erhoht. D. h. wir
bleiben in dieser Spalte und gehen senkrecht nach unten: der nichste
Summand ist (3) = 3, dann geht es weiter mit (3) = 6, (3) = 10, (%) = 15.
Die Summe endet bei (”;ib) = (;) = 21. Die obere Summenformel sagt,
dass das Ergebnis nun eine Zeile unterhalb und eine Zeile rechts von
(;) im Pascalschen Dreieck steht, namlich (g) = 56. Wir bekommen also
die gleichen Zahlen wie oben, 1 +3 + 6 + 10 + 15 + 21 = 56. Das ist
natiirlich kein Zufall. Parallele und oberere Summe unterscheiden sich
ja nur durch die Symmetrieformel. Wir kénnen also zusammenfassen:
wenn wir in der Hauptdiagonalen im Pascalschen Dreieck starten und in
dieser Spalte nach unten gehen, dann steht die Summe dieser Zahlen in

der nichsten Zeile, eine Spalte rechts von der letzten Zahl.

Vandermondsche Konvolution. Die Punkte t; und t; die wir zur Her-
leitung der Summenformel benutzt haben liegen auf einer Diagonalen.
Wir verschieben die Diagonal nach links, so wie es Abbildung 6.6 zeigt.

Wir haben also wieder b + 1 Zwischenpunkte £, t1, . .., t5. Da die Punkte
auf einer Diagonalen liegen geht jeder kiirzeste Weg von s nach ¢ durch
genau einen dieser Zwischenpunkte. Wenn wir bei einem t; angekommen
sind ist der weitere Weg zu ¢ allerdings nicht mehr eindeutig. Stattdessen


https://youtu.be/FHWdap2KYvQ
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ty a ¢ ty a t T
b
b b T %
t1 ik
S T S . o
e p ——fe g b=k

o p —>=g—
(a) (b)

haben wir ein weiteres Gitter mit Startpunkt #; und Endpunkt ¢. Es gibt
also w(ty, t) Wege von t; nach t. Jeder Weg von s nach fx lasst sich mit
jedem Weg von t; nach t kombinieren, und ergibt dann einen Weg von s
nach t. Die Anzahl der Wege von s nach ¢ tiber den Zwischenpunkt £ ist
also w(s, tx) w(tx, t). Es gilt also

b

w(s,t) = Zw(s,tk)~w(tk,t). (6.15)

k=0

Wir unterteilen die Seite a des Gitters in die Linge p von s bis tg und den
Rest der Lange g. Esistalsoa = p + 4.

» Die kiirzesten Wege von s nach t; verlaufen innerhalb des Gitters
mit der Grundseite p — k und der Hohe k. Es gilt also

o= 1))

» Die kiirzesten Wege von f; nach t verlaufen innerhalb des Gitters
mit der Grundseite g + k und der Hohe b — k. Es gilt also

(q+k)+(b—k)):(q+b)

it = (1) 7y

Eingesetzt in Gleichung (6.15) erhalten wir

a+b)_ b (p)(q+b)
( b kZ:O k)\b—-k)
Diese Gleichung ist wenig einpragsam. Wir machen folgende Umbenen-

nung:setzer =punds =g +b. Dannistr +s=p+4g+b=a+bund
obige Gleichung lautet dann

)= 2 -

k=0

Gleichung (6.16) geht auf Vandermonde zurtick und wird als Vandermond-
sche Konvolution bezeichnet. Ein anderer Weg diese Formel zu zeigen geht
iiber das Ziehen von Billen. Wir ziehen b-mal aus #n Béillen, die Anzahl
der Ergebnisse ist also (Z) Jeder Ball sei entweder rot oder schwarz.
Sagen wir, es gibt r rote Bélle und s schwarze. Esistalson = r +s.

Die Ergebnisse kénnen wir nun gemaf der Anzahl der roten Bélle auch
in Gruppen partitionieren. In der Gruppe mit k roten Béllen sind b — k

Abbildung 6.6: (a) Jeder kiirzeste Wege
von s nach t geht durch genau einen der
Punkte tg, t1, ..., t,. Die Zwischenpunkte
partitionieren also die Wege nach t in b +1
Gruppen. (b) Ein Zwischenpunkt ¢ defi-
niert ein (p — k) X k Rechteck zwischen s
und g, und ein (g + k) X (b — k) Rechteck
zwischen t; und b.
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Grundlagen Mathematik | 06.08: Binomi-
altheorem hergeleitet

schwarze Bille.

» Die Anzahl der Moglichkeiten k rote Blle zu ziehen ist ().
» Die Anzahl der Moglichkeiten b — k schwarze Bille zu ziehen ist

(s4)-

Zusammen sind dies (}) (,°,) Moglichkeiten. Der Bereich von k ist dabei
0 < k < b. Die Summe tiber die Gruppengrofien muss die Gesamtzahl
() ergeben. Dies fiihrt zur Vandermondschen Konvolution (6.16).

6.6 Das Binomialtheorem

Die Binomialkoeffizienten haben ihren Namen vom Binomialtheorem, das
Potenzen des Binoms x + y ausmultipliziert, d. h. wir betrachten (x + y)",
fiir n > 0. Fiir n = 2 erhdlt man beispielsweise

(x+y)P?=x+2xy +y*. (6.17)

Wir wollen untersuchen, wie man die rechte Seite der Gleichung berech-
net. Das Ausmultiplizieren von (x + y)*> = (x + y)(x + y) erfolgt nach
dem Distributivgesetz. Das bedeutet letztendlich, dass man jeden Sum-
mand der ersten Klammer mit jedem Summand der zweiten Klammer
multipliziert.

» Nimmt man also x aus der ersten Klammer und multipliziert dies
mit den Summanden der zweiten Klammer, so erhilt man die
Terme x? und xy.

» Nimmt man y aus der ersten Klammer und multipliziert dies mit
den Summanden der zweiten Klammer, so erhdlt man die Terme yx
und y2.

Wir nehmen an, dass wir tiber einem Zahlenbereich arbeiten, in dem das
Kommutativgesetz gilt. Dann ist yx = xy. Dieser Term tritt also zweimal
auf. Daher kommt der Koeffizient 2 von xy in Gleichung (6.17).

Wir betrachten das Beispiel n = 3:

(x +y)® = 2% +3x%y + 3xy” + °. (6.18)

Beim Ausmultiplizieren wihlt man wieder aus jeder der drei Klammern
im Ausdruck (x + y)® = (x + y)(x + y)(x + y) einen der Summanden x
oder y.

» Wihlt man in allen drei Klammern x aus, bekommt man den
Term x2. Dies ist die einzige Moglichkeit zu x3 zu kommen. Deshalb
ist der Koeffizient 1. Wahlt man stattdessen immer v, so erhilt man
entsprechend y°.

» Wahlen wir aus den drei Klammern genau einmal x aus, so gibt
es dafiir drei Moglichkeiten. Aus den restlichen zwei Klammern
wihlen wir dann jeweils . Das ergibt den Term xy?2, der also auf
drei Arten zustande kommt. Deswegen bekommen wir hier den
Koeffizienten 3.

» Wenn wir zweimal x auswihlen, und entsprechend einmal y, so
ist dies symmetrisch zum vorherigen Fall, mit vertauschten Rollen
von x und y. Der Term xy? hat also ebenfalls den Koeffizient 3.


https://youtu.be/0Azaer0mYxQ

Da wir aus jeder Klammer einen Summanden wéhlen muss die Summer
der Hochzahlen immer gleich 3 ergeben. D.h. alle Terme haben die Form
x*y3k, da k + (3 — k) = 3. Dies gilt auch fiir x3, da man x* = x3y°
schreiben kann.

Im allgemeinen Fall

(x+y)'=@x+y)x+y) - (x+y)

n—mal

haben wir n Klammern und wéhlen aus jeder entweder x oder y aus.
Wenn wir k-mal x auswédhlen und aus den restlichen n — k Klammern y,
erhalten wir den Term x* yy"~%. Wie oft kommt dieser Term zustande?
Wir nummerieren die Klammern von 1 bis 7 und reprédsentieren sie
durch Bille. Dann ziehen wir k mal. Aus den Klammern, deren Nummer
wir gezogenen haben, wihlen wir x. Aus den restlichen Klammern y.
Die Ziehung erfolgt ohne Zuriicklegen, da wir aus jeder Klammer nur
einen Summanden wihlen, und ohne Reihenfolge. Es gibt also (})
Méoglichkeiten den Term x¥ "% zu erzeugen. Damit erhalten wir das
Binomialtheorem,

n
(x+y)" = > (Z)x" y' T, n > 0 ganzzahlig. (6.19)
k=0

Wir haben oben mit dem Beispiel n = 2 begonnen und die Randfille
n = 0,1 ausgelassen. Oft sind es gerade die Randfille, fiir die ein
Argument nicht mehr zutrifft. Deshalb priifen wir die beiden Félle nach:
Fiir n = 1 steht auf der linken Seite (x + y)! = x + y. Auf der rechten
Seite erhalten wir

(é)x0y1_0+(1)x1y1_1 =1-1-y+1-1-x = x+y.

Fiir n = 0 steht auf der linken Seite (x + 1) = 1. Auf der rechten Seite
erhalten wir

0) 0,0
=1-1-1=1.
e
Das Binomialtheorem gilt also in der Tat fiir alle n > 0.

Fiir x und y kénnen wir dabei beliebige Werte einsetzen. Setzen wir
zum Beispiel x = 1und y = 1, dann ist (x + y)" = (1 +1)" = 2". Damit
bekommen wir die uns bereits bekannte Gleichung (6.2):

n
o _ ; (Z) — (’S) + (7;) 4o+ (Z) , n > 0 ganzzahlig.

Auf der rechten Seite wir eine komplette Zeile im Pascalschen Dreieck
aufsummiert. Die n-te Zeilensumme ist also 2".

Setzen wir x = —1und y = 1, dann ist (x + y)" = (-1+1)" = 0" =0 fiir
n > 1. Diesmal erhalten wir eine neue Gleichung,

0= é(_l)k (Z) = (g)_(?ll)+_n+(_1)n (Z) , n > 1 ganzzahlig.

6.6 Das Binomialtheorem
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Wir summieren hier ebenfalls {iber eine ganze Zeile im Pascalschen
Dreieck, aber mit alternierendem Vorzeichen. Die n-te alternierende
Zeilensumme ist also 0. Man beachte, dass wir hier n > 1 brauchen, da
fir n = 0ist 0° = 1. Die alternierende Zeilensumme ist ebenfalls 1.

Eine Gleichung die in der Wahrscheinlichkeitstheorie eine wichige Rolle
spielt erhalten wir fiir x = p und y = 1 — p. In der Wahrscheinlichkeits-
theorie steht p fiir eine Wahrscheinlichkeit (engl. probability), also eine
Zahl 0 < p < 1. Diese Einschrankung ist fiir uns aber nicht wichtig. Es
ist(x+y)" = (p+(1-p)" =1und damit

n
1 = (Z)pk (1- p)n—k , n > 0 ganzzahlig. (6.20)
k=0

Das Binomialtheorem kann man leicht auf lingere Ausdriicke erweitern.
Wir betrachten Trinome, also Ausdriicke der Form x + y + z. Analog zu
oben nummerieren wir die n Klammern in (x + y + z)". Jetzt haben
wir drei Variablen mit jeweils einer Potenz. Die Summe der Hochzahlen
muss wieder 1 ergeben. Die Terme haben also die Form x* y! z" =%~/ fiir
k,I > 0und k + 1 < n. Den Koeffizienten eines solchen Terms kénnen
wir wieder durch eine Ziehung beschreiben:

» Ziehe k-mal aus n Billen. Aus den Klammern, deren Nummer wir
gezogenen haben, wihlen wir x. Dafiir gibt es (Z) Moglichkeiten.
Da wir nicht zurticklegen, sind jetzt noch n — k Bille tibrig.

» Dann ziehen wir /-mal aus den verbleibenden #n — k Billen. Aus den
Klammern, deren Nummer wir gezogenen haben, wahlen wir y.
Dafiir gibt es (";*) Moglichkeiten.

Aus den restlichen Klammern wahlen wir z. Insgesamt ergibt dies
(1) ("7¥) Moglichkeiten den Term x* y! z"~*~! zu erhalten. Wir formen
den Ausdruck noch etwas um:

n\(n-ky _ n! (n —k)!
(k)( I ) o kKl(n—k) I(n-k-1)

n!
klt(n—k -1

Bei letzten Ausdruck sieht man die Analogie zur Fakultdtendarstellung
der Binomialkoeffizienten. Entsprechend nennt man den Ausdruck hier
Trinomialkoeffizient und schreibt dafiir

ny\ n!
k1) kllt(n—k-=1)"

Damit konnen wir das Trinomialtheorem formulieren,

(x+y+2)" = > (knl) xkyl gkt n > 0 ganzzahlig.
ki>0 \"/
k+l<n
(6.21)

Die Summe ist hierbei so zu verstehen, dass wir iiber alle Werte von k
und / aufsummieren, die die Bedingungen unter dem Summenzeichen
erfiillen. Es handelt sich also eigentlich um eine Doppelsumme, die wir



explizit auch so schreiben kénnen:

n

n STEAWNEES
(x+y+2) :szlxyz .

k=0 [=0

6.6 Das Binomialtheorem

Die Schreibweise in Gleichung (6.21) ist aber wohl leichter lesbar.

Ubersicht. Die folgende Tabelle stellt noch einmal alle gezeigten Glei-

chungen zusammen.

Name

Gleichung Bereich
n n!
f-ln) e
n nif{n-1
) = #)
n n—-k+1{( n
W) = =) e
n\ _ [(n-1 + n-1
k| k k-1
(m+n+1) e (m+k)
n = k
ni) = 20)
= m,n >0
m+1 o \m
() = 2
n = \k)\n—k
" (n
(x+y)" = (k) xkynk n>0
k=0
x+y+2)" = (n)xky’z”_k‘l n>0
k,1>0 k1

Freiwilliges Ubungsblatt 06

Fakultiten-Darstellung
Symmetrie
Absorbtion/Extraktion 1
Absorbtion/Extraktion 2
Summenformel

parallele Summe

obere Summe

Vandermonde Konvolution

Binomial Theorem

Trinomial Theorem

Bearbeiten Sie in dieser Woche das sechste freiwillige Ubungsblatt,

auch als Vorbereitung fiir die Klausur.

Besprechung Blatt 06

| Ende der 12. Vorlesungswoche

Fiir das Freiwillige Blatt 06 erhalten Sie wieder eine handschriftliche

Musterlosung (unter den Modulen in Canvas).
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Grundlagen Mathematik | 06.09: Algo-
rithmische Berechnung Binomialkoeffizi-
enten mit Absorptionsregel

6.7 Berechnung der Binomialkoeffizienten

Um (Z) fiir gegebene Werte 11 und k zu berechnen bietet sich die Definition

an:
k]~ kU

Die Frage ist, wie man diesen Ausdruck am Besten auswertet.

Der naheliegendste Weg ist wohl, zuerst Zahler nX und Nenner k! zu
berechnen und diese anschlieSend zu dividieren. Der Nachteil dieser
Vorgehensweise ist, dass die Zwischenergebnisse die man fiir Zahler
und Nenner erhilt riesig sein konnen im Vergleich zum Endergebnis.
Im Extremfall ist k = n. Dann wiirde man n! berechnen und am Ende
das Ergebnis () = 1 bekommen. Da die darstellbaren Zahlen in einem
Computer begrenzt sind, konnte es also passieren, dass die Rechnung
an den zu hohen Zwischenergebnissen scheitert, obwohl das Ergebnis
eigentlich im darstellbaren Bereich liegt.

Um die grofien Zahlen zu vermeiden, kann man (Z) als Produkt von
Briichen berechnen:

n nn-1 n—-k+2n-k+1
() T . (6.22)

k|~ 2 1
Dann sind alle Zwischenergebnisse kleiner als das Endergebnis. Aller-
dings wartet bereits das ndchste Problem: wenn wir die Briiche % fur
i=0,1...,k—1Dberechnen, und dann multiplizieren erhalten wir als
Zwischenergebnisse gebrochene Zahlen, was bei endlicher Zahlendarstel-
lung zu Rundungsfehlern fithren kann. Da (}) eine ganze Zahl ist, wére
es natiirlich gut, wenn unsere Rechnung ebenfalls ganzzahlig bleibt.

Das gelingt dadurch, dass man die Briiche in Gleichung (6.22) von rechts
her aufmultipliziert. Das liegt an der Extraktionsregel (6.5):

ny_n(n- 1
k]~ k\k=1)
Hat man (';j) bereits berechnet und multipliziert dies mit 1, so kann

man anschliefend durch k dividieren und erhélt als Ergebnis wieder
eine ganze Zahl, ndmlich (}).

Folgender Algorithmus Bivom(1, k) berechnet nach dieser Methode (7).
Als Optimierung wird dabei die Symmetrie ausgentitzt: ist k > 1/2 dann
wird k durch n — k ersetzt.

Bivom(n, k)

1 if2k>nthenk —n-—k
2 b1

3 fori« 1tokdo

4 be—b-(n—k+i)

5 be—bli

6 returnb

Algorithmus Bmvom(1, k) berechnet (}) mit k Multiplikationen und k Di-
visionen. Zwar sind nun alle Zwischenergebnisse ganzzahlig, aber nicht


https://youtu.be/Wi71ZodOO2s

6.7 Berechnung der Binomialkoeffizienten 117

mehr kleiner als das Endergebnis: zum Beispiel ist die letzte Operation
in Binom(n, k) die Division durch k. Folglich ist der Wert von b vor der
Division um den Faktor k grofier als das Endergebnis. Im Vergleich zum
ersten Ansatz ist das aber natiirlich eine drastische Verbesserung.

Die Summenformel (6.8) liefert eine Methode um (}) ganzzahlig berech-
nen und alle Zwischenergebnisse klein zu halten. Die Idee ist einfach,
das Pascalsche Dreieck bis zur Position (Z) aufzubauen. Dazu muss man
das Dreieck nicht vollstiandig bis zur n-ten Zeile aufbauen. Es geniigt
den rautenférmigen Ausschnitt mit der Summenformel zu berechnen, so

dass die untere Ecke bei (}) liegt (siehe Abbildung 6.7).

| N

4 (b)

Algorithmus Binom-Apprriv(n, k) beschreibt die Methode detailliert.

Binom-Apprtiv(#, k)

1 if2k>nthenk «—n-k

2 fori«—Otokdob[i] —1

3 forj«1ton—kdo

4 fori « 1to k do b[i] « b[i — 1] + b][i]
5 return b[k]

In Zeile 1 wird b[i] = 1 = (}) mit den Diagonalwerten des Pascal-
schen Dreiecks initialisiert. Die for-Schleife in Zeile 2 berechnet die
Binomialkoeffizienten auf den Parallelen zur Diagonalen im Abstand
j=1,2,...,n — k. In der for-Schleife in Zeile 3 wird b[i] der Wert
(j+i) = (7+i_1)+(7+i_1) zugewiesen. Bei der letzten Zuweisungistj = n—k
i i1 i :
und folglich ist am Ende b[k] = (] ;k) = (Z) Insgesamt haben wir dabei
k(n —k) Binomialkoeffizienten berechnet und ein array der Lange k < /2

benutzt.

Grundlagen Mathematik | 06.10: Algorith-
mische Berechnung Binomialkoeffizienten
mit Summenformel

Abbildung 6.7: Um (}) = (g) zu berech-
nen, werden alle Binomialkoeffizienten im
grau gefarbten Bereich mit der Summen-
formel berechnet.


https://youtu.be/HiKK9Gd82Ys
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zungen von Binomialkoeffizienten - Allge-
meiner Teil

6.8 Abschitzungen der Binomialkoeffizienten

Maximalitit der Binomialkoeffizienten. Im Pascalschen Dreieck kann

man beobachten, dass die Binomialkoeffizienten bis zur Mitte immer

grofler werden, und dann symmetrisch in gleicher Weise wieder kleiner.

Diese Eigenschaft ldsst sich einfach nachrechnen. Dazu untersuchen wir

fiir welche k die Binomialkoeffizienten wachsen, alsc;{ wann ( kﬁl) < (Z)
n—k+1 n

gilt. Die zweite Absorptionsregel (6.6) sagt (}) = 2= (,",). Folglich

) = e

1 n—k+1
k
+1
— k<n

Die letzte Ungleichung bestétigt das monotone Wachstum bis zur Mitte.
Folglich sind die Koeffizienten in der Mitte am gro8ten, also (,),) fiir

gerades n und ((n_”l) /2) fiir ungerades n.

Lemma 6.8.1. Der Binomialkoeffizient (}}) ist maximal fiir k = |n/2].

Eine erste untere und obere Schranke. Arithmetische Ausdriicke
mochte man meistens so einfach wie méglich darstellen. Wenn Bino-
mialkoeffizienten in einem Ausdruck vorkommen ist das in der Regel
eher hinderlich. Eine Méglichkeit, Binomialkoeffizienten loszuwerden,
besteht darin, sie moglichst genau nach oben und unten durch einfache
Ausdriicke abzuschétzen und dann mit einer Abschédtzung anstatt dem
genauen Wert weiter zu rechnen. Fiir viele praktischen Anwendungen ist
das vollig ausreichend. Hier ist ein Beispiel fiir eine einfache Abschétzung;:

k
(%)k < (Z) < (%) , 1<k<n. (6.23)

Untere und obere Schranke in (6.23) sind Briiche mit Potenzen. Mit diesen
Ausdriicken rechnet es sich natiirlich einfacher als mit den fallenden
Faktoriellen im Binomialkoeffizienten.

Wir zeigen als erstes die untere Schranke in (6.23). Dazu schreiben wir
(¥) als Produkt von k Briichen:

(n) nn-1)---(n—k+1)

k k!
B E‘n—l‘“”n—k+2.n—k+1
Tk k-1 2 1
_ k-1 7’l—j
= k=1

D.h. ausgehend von  werden Zdhler und Nenner gleichermafien ver-
ringert. Der Ausdruck (%) auf der linken Seite in Ungleichung (6.23) ist
dagegen das k-fache Produkt von immer dem gleichen Bruch, %. Wir


https://youtu.be/0jWukry5uiM
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zeigern, dass

Z:;ﬁhdbj:QL”wk—L

|
IA

Daraus folgt dann die erste Ungleichung.

Fiir j = 0 ist die Behauptung trivial. Fiir j > 1 gilt

S

-

<
s k—]

— (k—j)n < k(n-j)

>

— jk <jn
— k < n.

Die letzte Ungleichung ist nach Voraussetzung richtig. Damit ist die
untere Schranke gezeigt.
Betrachten wir die obere Schranke % < (\/%)k . Der Zahler auf der linken

Seite ist kleiner gleich dem rechten Zihler, nk < nk Wir zeigen, dass
auch % < (\/L%)k gilt. Daraus folgt dann die Ungleichung. Es gilt:

k
o < (%) — kk < k! (6.24)

= k" < (kn2 (6.25)

Im letzten Schritt haben wir beide Seiten quadriert. Wir schreiben (k!)?
etwas um:

(k1)?

1 - 2 j e (k=1) - Kk
k- (k=1) - (k—j+1) --- 2 -1

k
[]jk-j+1)
j=1

In der letzten Formel haben wir jeweils die zwei {ibereinander stehen-
den Faktoren in den zwei Zeilen davor zusammengefasst. Um Unglei-
chung (6.25) zu zeigen, geniigt es, wenn jeder der k Faktoren j (k —j + 1)
groBer oder gleich k ist, firj =1, ..., k. Esist

jlk=j+1)2k = jk-j+1)-k=0.
Wir schreiben den letzten Ausdruck um:
jlk=j+D) =k = =2+ (k+1)j—k = =(j =1 - k).

Der Ausdruck —(j — 1)(j — k) ist ein quadratisches Polynom in j mit den
Nullstellen j = 1und j = k. Fir1 < j < kist =(j —1)(j — k) > 0. Das war
Zu zeigen.

Eine bessere obere Schranke mit analytischen Methoden. Mit Me-
thoden aus der Analysis erhalten wir eine bessere obere Schranke. Dort
wird die Reihenentwicklung der Exponentialfunktion gezeigt. Sei e die
eulersche Zahl, e = limy_o (1 + %)n ~ 2,718---. Fiir alle x € R gilt
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dann

| =

X
=32
j=1 ] ‘
Fiir x > 0sind alle Summanden in der Summe nicht-negativ. Die Summe
ist also sicher groBer als jeder ihrer Summanden. Fiir x = k ergibt sich

In der letzten Abschédtzungen haben wir den Summanden fiir j = k aus
der Summe herausgepickt. Folglich gilt

1 ek

k! Kk’

IA

und damit auch

k k ok

n<ne
kT kK

Damit erhalten wir die oberer Schranke

(Z) < (%)k (6.26)

Diese Schranke ist fiir k > 8 besser als die obere Schranke in (6.23):

en\k n\f en n
& <(F) = T=%
- & .1

k™ ik

= e <k

— 8<k

Die letzte Ungleichung folgt, da €® ~ 7,389 - - - und k ganzzahlig ist.

Grundlagen Mathematik | 06.12: Abschét-
zungen von Binomialkoeffizienten - Bruch-
teile von n

Bruchteile von n. Die Abschédtzungen in (6.23) und (6.26) gelten fiir
jedes k im Bereich 1 < k < n. In vielen Anwendungen ist k aber nicht
im Randbereich, sondern ein Anteil von #, etwa k = n/2 oder k = n/3.
Betrachten wir den groften Binomialkoeffizienten, also k = 1n/2. Aus
Ungleichung (6.23) und (6.26) erhalten wir folgende Schranken:

n n/2 a2 n en n/2 A
(7)== (o) < (3] =0

Da e > 2, ist die obere Schranke > 2". Wir konnen also festhalten, dass
die Binomialkoeffizienten zur Mitte hin exponentiell grof$ sind. Dies ist
fiir viele Anwendungen bereits gut genug.

Benoétigt man aber moglichst genaue Approximationen, dann sind unsere
Schranken nicht besonders gut. Bereits eine (fast triviale) Uberlegung
liefert bessere Schranken fiir k = /2. Dazu betrachten wir noch einmal


https://youtu.be/REvSbT3GyQQ
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die Summe aller Binomialkoeffizient,

Zn] (") =21

k=0 k

» Da alle Summanden positiv sind miissen folglich die einzelnen
Koeffizienten < 2" sein.

» Die Summe besteht aus n + 1 Summanden. Der Mittelwert der
Summanden ist also 2" /(n + 1). Es muss folglich mindestens einen
Summanden geben, der diesen Mittelwert erreicht. Da der Koeffi-
zient in der Mitte der Grofite ist, muss dies zumindest fiir diesen
Koeffizienten zutreffen.

Damit erhalten fiir ( n’/’z) die verbesserte Abschitzung

2 (” ) < 2" (6.27)

n+1 n/2

Diese Schranken sind schon sehr prazise: Untere und obere Schranke
unterscheiden sich nur noch um den Faktor 7+1. Wenn man bedenkt, dass
( nr/lz) exponentiell grof$ ist, kann man einen vergleichsweise so kleinen
Faktor an Ungenauigkeit in vielen Anwendungen vernachldssigen, z. B.
wenn es darum geht Rechenzeiten von Algorithmen abzuschéitzen.

In der Literatur findet man noch bessere Abschitzungen. Mit Hilfe der
Stirlingschen Formel kann man zeigen, dass die GréSenordnung von ( n"/z)

ziemlich genau durch den Ausdruck \2/—% beschrieben wird.

Abschétzung (6.27) kann man auf beliebige Bruchteile von 1 verallge-
meinern. Sei 0 < p < 1. Wir wollen (p"n) abschédtzen. Folgendes Lemma
erweitert Lemma 6.8.1.

Lemma 6.8.2. Sei 0 < p < 1. Dann ist sy == (})p* (1 - p)"=* maximal fiir
k =|pn].

Um dies zu zeigen, untersuchen wir fiir welche k die Folge (s¢)ren
monoton wachsend ist:

(k ! 1)17"‘1 (1=p) D < (Z)pk (1-py*

Sk-1 < S
n—k+1
— 1-p < X
— k(l-p) <m-k+1)p
— k< m+1lp.

Folglich wichst sy fur k =0,1, ..., [pn].

In unserer Abschitzung fiir ( p”n) beniitzten wir die (bindre) Entropiefunkti-
on. Das ist die Funktion & : [0, 1] — [0, 1] definiert durch k(0) = k(1) =0,
und fiir 0 < p <1 durch

h(p) = —(plogp + (1 - p)log(1 —p)).

Die Funktionswerte der Entropiefunktion liegen zwischen 0 und 1, d. h.
es gilt 0 < h(p) < 1 fiir alle p € [0, 1]. Der Hochpunkt liegt bei p = 1,
an dieser Stelle gilt h(%) = 1. Anhand der Definition sieht man sofort,
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dass h symmetrisch zum Hochpunkt ist, #(p) = h(1 — p). Zum Beispiel
ist h(1) = h(3) ~0,8113....

Wir bentitzen die Entropiefunktion im Exponenten. Es gilt

ohpy - L
pr=p)i

Sei also 0 < p < 1. Um uns die eckigen Klammern zum abrunden
von pn zu ersparen nehmen wir der Einfachheit halber an, dass pn
bereits ganzzahlig ist. Dann gilt folgende Verallgemeinerung von Ab-
schatzung (6.27):

onh(p) ( n
<

< 2mhp), 6.28
n+1 np) B (628)

Die Behauptung ist trivial fiir p =0und p = 1. Seialso0 < p < 1.

Wir zeigen zuerst die obere Schranke. Dazu betrachten wir noch einmal
Gleichung (6.20)

kZ (Z)Pk 1-p* =1
=0

Da alle Summanden in der Summe grofSer als 0 sind, miissen sie auch
kleiner als 1 sein. Dies gilt auch fiir den Summanden mit k = pn, also

n np _ p\h—np
(np);? (1-p) <1

Daraus erhalten wir

() :
< —_—
np p"r (1 —p)r=np

- \pra-pt
onh(p)

Fiir die untere Schranke betrachten wir ebenfalls Gleichung (6.20). Wir
schdtzen die Summe mit Hilfe des groiten Summanden nach oben ab.
Nach Lemma 6.8.2 ist dies (n”p)p"p (1-p)" . Da die Summe n + 1
Summanden hat bekommen wir

n

2 (Z)Pk (1-py*

k=0

—_
|

IA

(n + 1)(;;);7”” (1=py=.

Daraus erhalten wir analog wie bei der oberen Schranke

n S 1 1
np) — n+1pW(A-p)r

o1 1 "
T on+1l \prA-p)tr
L )

n+1
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5. Zeigen Sie das Binomialtheorem (6.19) durch vollstandige Induktion
tber n.

Eine Losung finden Sie unter https://de.wikibooks.org/wiki/Beweisarchiv:
_Algebra:_Ringe:_Binomischer_Lehrsatz.
| Ende der 13. Vorlesungswoche
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