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Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit beschreibt die korrekte Formalisierung eines Software�Entwick�
lungsschrittes mit Funktionalen h�oherer Ordnung am Beispiel des schematischen Algorith�
mus Globalen Suche� Wir zeigen� da� sowohl der Entwicklungsschritt selbst als auch dessen
Korrektheit in ein und demselben �typtheoretischen� Formalismus dargestellt werden kann�
Die Anwendungsm�oglichkeit dieses Entwicklungsschrittes wird anhand eines Beispiels ver�
deutlicht�
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� Einleitung

Software�Entwicklung durch
�
schrittweise Verfeinerung� stellt eine weitverbreitete und aner�

kannte Methode dar� mit formalen Methoden sichere und korrekte Software zu erhalten� Die
Idee hierbei ist� ausgehend von einer formalen Anforderungsspezi�kation durch schrittweise
Anwendung von transformationellen korrektheitserhaltenden Entwicklungsschritten zu einem
ausf
uhrbaren Programm zu gelangen� welches genau das in der Anforderungsspezi�kation spe�
zi�zierte Problem l
ost� Diese Methodik wird insbesondere im Verbund�Projekt KORSO �Kor�
rekte Software� ��	� verfolgt�

Eine wesentliche Aufgabe hierbei stellt die Identi�zierung und Formalisierung korrekter Ent�
wicklungsschritte dar� Solche Entwicklungsschritte k
onnen sehr unterschiedliche Komplexit
at
aufweisen� Einer oder sehr wenige m
achtige komplexe Entwicklungsschritte k
onnen ausreichen�
ein ausf
uhrbares Programm zu erhalten� wohingegen die Anwendung zahlreicher

�
elementarer�

Transformationen n
otig ist� um zum selben Ergebnis zu gelangen� Diese lassen sich insbesondere
zu m
achtigen Schritten zusammenfassen� Die Idee der transformationellen Programmentwick�
lung wurde vor allem von der M
unchner CIP�Gruppe �	� �� �	� verfolgt� Sie hat Transforma�
tionstechniken zusammen mit einer Vielzahl solcher elementarer Transformationen entwickelt�

In diesem Bericht geht es um die Formalisierung und Veri�zierung eines Entwicklungsschrit�
tes mittels Funktionen h
oherer Ordnung in einem typtheoretischen Rahmen ����

Die Formalisierung von Transformationen mit Hilfe von Funktionen h
oherer Ordnung wurde
u� a� auch von Huet und Lang ��� untersucht� Dort werden Programmtransformationen f
ur Re�
kursionseliminierung als Schemata zweiter Ordnung im einfach getypten ��Kalk
ul ausgedr
uckt�
Wir betrachten hier jedoch� im Gegensatz zu Huet und Lang� einen sehr

�
m
achtigen� generi�

schen Entwicklungsschritt und zeigen anhand des schematischen Algorithmus Globale Suche�
da� es in der Sprache QED m
oglich ist� diesen Schritt in eleganter Weise zu formalisieren und
seine Korrektheit nachzuweisen�

Ein schematischer Algorithmus kann als eine allgemeine algorithmische Struktur� eine Al�
gorithmentheorie ����� betrachtet werden� die ein globales Programmierkonzept kodi�ziert� auf
welcher viele Algorithmen beruhen� Globale Suche etwa� verallgemeinert so bekannte Suchstra�
tegien wie Backtracking� Tiefensuche und heuristische Suche� die einen bestimmten L
osungs�
raum systematisch durchsuchen� Kann man ein gegebenes Problem zu einer bestimmten Form�
einer sogenannten Globalen Suchtheorie� durch Hinzuf
ugung zus
atzlicher Datenstrukturen er�
weitern� so l
a�t sich sofort durch Instanziierung des schematischen Algorithmus Globale Suche
eine L
osung des Problems angeben� Dies bedeutet also� da� die einmalige Anwendung dieses
Entwicklungsschrittes ausreicht� um ein ausf
uhrbares Programm zu erhalten�

Der vorliegende Bericht basiert auf den Arbeiten von Doug Smith ��� ��� ���� der zahlreiche
Algorithmentheorien untersucht und in seinem KIDS�System ����� welches eine sehr leistungs�
starke Umgebung zur transformationellen Software�Entwicklung zur Verf
ugung stellt� imple�
mentiert hat� Teilaspekte werden dabei allerdings nur informell erfa�t� Diese Dinge werden wir
im folgenden genauer formalisieren und zeigen� da� sowohl der komplette Entwicklungsschritt
als auch dessen Veri�zierung in rigoroser mathematischer Weise in einem typtheoretischen For�
malismus dargestellt werden kann�

Christoph Kreitz hat in seiner Habilitationsschrift �� neben zahlreichen elementaren Theo�
rien insbesondere Programmierkonzepte� Entwicklungsschritte und bestehende Ans
atze zur Pro�
grammsynthese in Nuprl ��� formalisiert� u� a� auch den in diesem Bericht betrachteten schema�
tischen Algorithmus Globale Suche� Die vorliegende Arbeit ist jedoch in einem anderen Kontext
und unabh
angig davon entstanden�

	



Dieser Bericht ist wie folgt gegliedert�
Im zweiten Kapitel werde ich kurz auf die verwendete Spezi�kationssprache QED eingehen�
welche eine Erweiterung des �typtheoretischen� Kalk
ules ECC ��� darstellt� Es werden die we�
sentlichen Konzepte dieser Sprache erl
autert� soweit sie f
ur die dann folgende Formalisierung
erforderlich sind� Im dritten Kapitel geben wir an� in welcher Form ein konkretes Problem zu
spezi�zieren ist� Ein Problem wird dabei im wesentlichen durch dessen Ein��Ausgabeverhalten
deskriptiv beschrieben� Im vierten Kapitel de�nieren wir eine Erweiterung des Problems um
Datenstrukturen� die zur Durchf
uhrung der globalen Suche notwendig sind und fassen diese zu
einer Spezi�kation global search theory zusammen� Im f
unften Kapitel formalisieren wir den
schematischen Algorithmus� der im wesentlichen eine mit einer global search theory parametri�
sierte Funktion darstellt� die genau das Suchverfahren durchf
uhrt� Die Korrektheit und Termi�
nierung des schematischen Algorithmus wird im sechsten Kapitel mit Hilfe des Spezi�kations�
und Beweissystems PVS ���� durchgef
uhrt� Dabei wurde die QED Spezi�kation nach PVS


ubertragen� und die sich ergebenen Beweisverp�ichtungen mit Hilfe des PVS Gentzen�Bewei�
sers� welcher ad
aquate Beweisunterst
utzung f
ur Logik h
oherer Ordnung bietet� bewiesen� Die
Anwendungsm
oglichkeit der globalen Suche wird anhand eines einfachen Beispiels im siebten
Kapitel demonstriert� Insbesondere wird gezeigt� welche Beweisverp�ichtungen sich durch die
Anwendung des Entwicklungsschrittes ergeben� Abschlie�end werden die Resultate kurz zu�
sammengefa�t und ein Ausblick gegeben�

Danken m
ochte ich dem Leiter unserer KORSO�Gruppe Herrn von Henke und meinen
Kollegen �Malte Grosse� Detlef Schwier� Martin Strecker und Harald Rue�� f
ur deren kritische
und hilfreiche Anregungen und Bemerkungen zum vorliegenden Bericht� Diese Arbeit wurde
vom BMFT im Rahmen des KORSO�Verbundprojektes unterst
utzt�

� Elemente der Sprache QED

In diesem Abschnitt beschreiben wir kurz die verwendete Sprache QED� Detaillierte Angaben
und Erl
auterungen �ndet man in der Sprachbeschreibung ���� und dem Semantikpapier �����
Die Abb� � fa�t die wesentlichen Sprachelemente zusammen� QED ist eine auf einer Typtheorie
��� ��� basierende Spezi�kationssprache� die einen Rahmen zur modularen formalen Programm�
entwicklung� Veri�kation und funktionalen Programmierung zur Verf
ugung stellt� Aufgrund des
ausdrucksm
achtigen zugrundeliegenden Typkonzeptes k
onnen mathematische Sachverhalte in
nat
urlicher und eleganter Weise formalisiert werden� Einige wichtige Sprachkonzepte stammen
aus dem Spezi�kations� und Veri�kationssystem PVS ����� Das Typsystem umfa�t vorde�nierte
Standarddatentypen f
ur Boolesche Ausdr
ucke �B�� nat
urliche Zahlen �N�� polymorphe Listen
und Mengen zusammen mit elementaren Operationen� Weiterhin gibt es Typkonstruktoren� mit
denen sich so fundamentale Konzepte wie abh
angige Funktions� und Recordtypen� semantische
Subtypen� abstrakte Datentypen� Spezi�kationen und induktive Datentypen de�nieren lassen�

Uber das Prinzip des propositions�as�types ��� l
a�t sich eine �intuitionistische� Logik h
oherer
Ordnung in das Typsystem einbetten� Logische Formeln werden also als die Typen ihrer Be�
weise betrachtet� Die Sprache stellt weiterhin Konzepte zur Verf
ugung� wie sie in g
angigen
funktionalen Programmiersprachen vorhanden sind� Solche Konzepte umfassen let�Konstrukte�
Bedingungen� allgemeine Rekursion und primitive Rekursion h
oherer Ordnung� Alle Objekte
m
ussen bez
uglich eines Kontextes � wohlgetypt sein� d�h� jedes Objekt a hat im Kontext �
einen eindeutigen �prinzipalen� Typ A �� � a � A��

�



QED
Kontext � � Liste von Deklarationen a � A und De�nitionen f �� t
Universen� Prop f
ur logische Formeln�Type f
ur Datentypen
Logik� ��������� � �� ���Leibniz

Typen� kanonische Objekte

Standarddatentypen� B �N� polymorphe Listen
Recordtyp� 	 a� � A�� � � � � an � An 


Tupel� �a�� a�� � � � � an�
Kartesisches Produkt� A� B

�a� b� mit a � A und b � B
Funktionstyp� �a � A�� B und A� B

Funktionen� � a � A� M mit �� a � A � M � B
Semantische Subtypen� fa � A j P�a�g

�a� p� mit a � A und p � P�a�
Spezi	kationen� Strukturen�

spec x� � A�� � � � � xn � An with ax�� ax�� � � � � axm end

struc x� �� a�� � � � � xn �� an �p�� � � � � pm� end
mit pi � axi �x�  a�� � � � � xn  an �

Wohlfundierte Datentypen� datatype X � T � M
Applikation� f �t�
Let� let f �� t in M end

Rekursive Funktionen� fix f � A� M und primitive Rekursion�

Abbildung �� Die Spezi�kationssprache QED
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� Allgemeine Problembeschreibung

In diesem Abschnitt geben wir an� in welcher Form die Anforderungsspezi�kation eines Problems
erfolgt� Wir werden dabei im folgenden auf die vorde�nierten Datentypen der Sprache QED
zur
uckgreifen� Weiterhin setzen wir voraus� da� der Datentyp der parametrisierten �endlichen�
Mengen mit den folgenden zugeh
origen Operationen gegeben ist�

� Set�T � bezeichnet �den Typ der� Mengen mit Elementen vom Typ T

� �T bezeichnet die leere Menge �
uber T ��

� insert�elem� s� f
ugt das Element elem in die Menge s ein�

� � ist der Test auf Enthaltensein

� card�s� Kardinalit
atsfunktion

� �Set bezeichnet die �entscheidbare� Gleichheit auf Mengen
�

Die Anforderungsspezi�kation eines Problems beschreiben wir anhand dessen Ein��Aus�
gabeverhaltens� Hierf
ur verwenden wir einen �abh
angigen� Record�Typ mit vier Feldern der
folgenden Form

Problemspec �� 	 D � Type�R � Type� I � D � Prop�O � D � R � Prop 


Hierbei bezeichnen

� D den Domaintyp�

� R den Ergebnistyp�

� I �x� die Eingabebedingung� die die Eingabe x auf diejenigen Objekte des Domains be�
schr
ankt� f
ur welche diese Bedingung gilt�

� O�x � z � die Ausgabebedingung� welche genau dann wahr ist� wenn z � R eine L
osung in
Abh
angigkeit von x � D ist�

Eine Realisierung einer Problemspec ist dann ein als ��Tupel �dimpl � rimpl � iimpl � oimpl � beschrie�
benes Problem� d�h� f
ur D und R werden konkrete Typen und f
ur I und O konkrete Pr
adikate
angegeben� Gesucht sind nun alle diejenigen Objekte z von R� f
ur welche die Bedingung O�x � z �
erf
ullt ist� Das Problem� eine einzelne L
osung zu �nden �etwa eine optimale L
osung� ist dann
ein Spezialfall� wobei die L
osungsmenge genau ein Element enth
alt� Wir formalisieren dies
als eine Funktion req spec� die eine Problembeschreibung Problemspec als Eingabe erh
alt und
eine Proposition liefert� gerade die Aussage� da� f
ur jedes Objekt des Domains� welches die
Eingabebedingung erf
ullt� eine Menge S existiert� so da� f
ur jedes Element dieser Menge die
Input�Output Relation erf
ullt ist�

req spec �� � �D �R� I �O� � Problemspec�
� x � D � I �x�� � S � Set�R�� � elem � R�

��elem � S� � true�� O�x � elem�

�Hiebei setzen wir nat�urlich voraus� da� ebenso eine entscheidbare Gleichheit auf dem Elementtyp T gegeben

ist�
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Die Anforderungsspezi�kation eines Problems ist also durch solch ein Viertupel eindeutig spe�
zi�ziert� Ein �konstruktiver� Beweis von req spec �dimpl � rimpl � iimpl � oimpl� liefert eine Funktion
f � die zu jedem x aus dimpl � welches die Eingabebedingung iimpl erf
ullt� die gesuchte Menge S
berechnet� Ein solcher Beweis ist im allg� sehr schwierig� wenn nicht sogar unm
oglich zu �nden�
Doch wir werden sp
ater sehen� da� durch Erweiterung der Anforderungsspezi�kation um spezi�
elle Datenstrukturen und Operationen� eine L
osung durch Instanziierung eines schematischen
Algorithmus synthetisiert werden kann� Dieser Algorithmus basiert auf diesen zus
atzlichen
Datenstrukturen�

Im n
achsten Abschnitt geben wir eine solche Theorie als Erweiterung einer Problembeschrei�
bung an� auf welcher sich dann ein schematischer Algorithmus de�nieren l
a�t�

� Globale Suchtheorie

In diesem Abschnitt betrachten wir eine spezielle Algorithmentheorie� die Globale Suche� Eine
Algorithmentheorie kann als eine Zusammenfassung von Algorithmen betrachtet werden� die
eine gewisse 
Ahnlichkeitsstruktur aufweisen� F
ur diese Klassen lassen sich dann gemeinsame
Realisierungen �nden ����� Man kann eine solche Theorie als Erweiterung eines konkreten Pro�
blems um zus
atzliche Datenstrukturen betrachten� die zur L
osung des Problems erforderlich
sind� F
ur diese Klassen lassen sich allgemeine L
osungsprinzipien� die im n
achsten Abschnitt
betrachteten schematischen Algorithmen� ableiten� Kann man nun das konkrete Problem in
solch ein Schema einbetten �durch entsprechende Realisierungen der Datentypen und Funk�
tionen� so k
onnen die allgemeinen L
osungsprinzipien durch Instanziierung mit dem konkreten
Problem verwendet werden� und man erh
alt sofort eine L
osung�

Globale Suche stellt eine Generalisierung so bekannter Suchstrategien wie Backtracking�
bin�are Suche� Branch�and�Bound und heuristische Suche dar ����� Sie beruht auf der Idee der
Aufspaltung von Mengen in Untermengen und der Extrahierung von L
osungen aus diesen Men�
gen� Das Verfahren l
a�t sich als eine Suche in einem Suchbaum repr
asentieren� wobei Knoten
den Mengen und die S
ohne dieser Knoten den Untermengen entsprechen� Die Nachfolgerrelation
bezeichnen wir im folgenden in Analogie zu Smith ���� mit split��

Die oben erw
ahnten Mengen� auf welchen das Suchverfahren arbeitet� k
onnen im allg� nicht
explizit repr
asentiert werden� sie werden daher implizit in Form von Mengendeskriptoren dar�
gestelllt� Den Typ dieser Mengendeskriptoren bezeichnen wir mit S � Die Suche arbeitet also
auf diesem Typ� Um den Typ S auf bestimmte Werte einzuschr
anken� die mit der Eingabe vom
Typ D konform sind� ben
otigen wir ein Pr
adikat J � J ist genau dann wahr� falls ein Deskriptor
aus S in Abh
angigkeit von der Eingabe x g
ultig ist�

Wir wollen eine Suche im Suchraum R durchf
uhren� verwenden hierf
ur aber einen anderen
Typ� den Typ der Mengendeskriptoren� Deshalb ben
otigen wir eine Art Schnittstelle zwischen
diesen Typen� Das Pr
adikat satis�es realisiert eine solche Schnittstelle� Es ist genau dann
wahr� falls ein Objekt des Zielraumes R sich in der durch den gegebenen Mengendeskriptor
beschriebenen Menge be�ndet� Diese Objekte von R sind also m
ogliche L
osungen des Problems
�D �R� I �O��

Das Pr
adikat extract� beschreibt� welche Elemente aus einer gegebenen Menge direkt ex�
trahiert werden k
onnen� Die tats
achlichen L
osungen sind dann alle aus der Menge extrahierten

�Wir brauchen hier auch eine Funktion split � die uns explizit aus einer gegebenen Menge diese Untermengen

berechnet�





Elemente� welche die Problembedingung O erf
ullen� Hierf
ur f
uhren wir die Funktion extract
ein��

Um den Wurzelknoten des Suchbaumes� d� h� die Initialmenge zu generieren� die dann den
Ausgangspunkt der globalen Suche darstellt und implizit alle L
osungen enth
alt� verwenden wir
die Funktion init � welche uns in Abh
angigkeit der Eingabe den Initialdeskriptor berechnet�

Die so eingef
uhrten und f
ur das Suchverfahren ben
otigten Datentypen und Funktionen fassen
wir in einer Spezi�kation global search theory zusammen� Die vollst
andige Spezi�kation wird
in Abb� � dargestellt� Im Prinzip handelt es sich hierbei um eine mit einer Problembeschrei�
bung parametrisierte Spezi�kation� welche wir in Form einer Funktion� die ein Problemspec
als Eingabe erh
alt und eine Spezi�kation liefert� ausdr
ucken� Die Axiome schr
anken dabei
die m
oglichen Realisierungen auf die f
ur die Suche notwendigen und sinnvollen ein� insbeson�
dere sind wir daran interessiert eine korrekte und vollst
andige L
osungsmenge zu berechnen�
Nachfolgend seien die Axiome der Spezi�kation kurz erl
autert�

ax�� Der Initialdeskriptor ist ein g
ultiger Deskriptor�

ax�� Falls s ein g
ultiger Deskriptor ist� dann sind auch alle seine Nachfolger g
ultige Deskrip�
toren�

ax	� Alle L
osungen sind in der durch den Initialdeskriptor beschriebenen Menge enthalten�

ax�� Ein Element des Ergebnistyps in genau dann in der durch s beschriebenen Menge enthal�
ten� wenn es aus einem Nachfolger von s extrahiert werden kann��

ax�� Das Ergebnis des Aufrufs von extract ist eine Menge� so da� jedes Element dieser Menge
aus dem Knoten extrahiert werden kann und die Problembedingung O�x � z � erf
ullt ist�

ax�� split berechnet f
ur einen gegebenen Knoten seine Nachfolger �Untermengen��

ax� Es gibt keine Zyklen bez
uglich der Nachfolgerrelation�

ax�� Jeder Deskriptor hat h
ochstens einen Vorg
anger�

Wir m
ussen noch das Pr
adikat transcl de�nieren� welches eine Relation als Eingabe erh
alt und
genau die transitive H
ulle dieser Relation realisiert� Das Pr
adikat verwendet ein Hilfspr
adikat
hered � welches eine Eigenschaft P in Abh
angigkeit der gegebenen Relation vererbt� d�h� falls x
die Eigenschaft P besitzt und R�x � y� gilt� so soll y ebenfalls die Eigenschaft P besitzen� Die
Formalisierung dieser Pr
adikate zeigt die Abb� 	� Die Korrektheit dieser Formalisierung der
transitiven H
ulle ergibt sich durch den Beweis des soundness Theorems� die transitive H
ulle
einer Relation ist transitiv und die Minimalit
at durch den Beweis des minimality Theorems�
transcl�Rel� ist die kleinste transitive Erweiterung von Rel �

Die Hauptschwierigkeit� ein gegebenes Problem zu einer globale Suchtheorie zu erweitern�
besteht in der De�nition des Repr
asentationstyps S � also dem Typ der Knoten im Suchbaum�
zusammen mit den Pr
adikaten split� und extract�� Die restlichen Elemente der Spezi�kation las�
sen sich dann leicht angeben� insbesondere k
onnen die Funktionen split und extract im allg� sehr
einfach aus den Pr
adikaten split� bzw� extract� bestimmt werden� Wir werden dies am Beispiel
im � Kapitel noch genauer sehen�

�Smith verwendet nur Mengenbeschreibungen� Wir hingegen ben�otigen eine explizite Operation� welche die

L�osungen durch Extrahierung und Testen heraus�ltert�
�Das so erhaltene Element mu� dann noch auf G�ultigkeit �uberpr�uft werden�

�



global search theory �� � �D �R� I �O� � Problemspec�
spec

S � Type
J � D � S � Prop
init � D � S
satis�es � R � S � Prop
split� � D � �S � S � Prop�
split � D � S � Set�S�
extract� � R � S � Prop
extract � D � S � Set�R�

with

ax� � � x � D � I �x�� J �x � init�x���
ax� � � x � D � r � s � S �

�I �x� � J �x � r� � split��x��r � s��� J �x � s��
ax	 � � x � D � z � R�

�I �x� � O�x � z ��� satis�es�z � init�x���
ax� � � x � D � r � S � z � R�

�I �x� � J �x � r���
satis�es�z � r�� �extract��z � r� �

� s � S � transcl�split��x���r � s�� extract��z � s���
ax� � � x � D � r � S �

�I �x� � J �x � r���
� z � R� �z � extract�x � r�� � true � extract��z � r� � O�x � z ��

ax� � � x � D � r � S �
�I �x� � J �x � r���
� s � S � �s � split�x � r�� � true � split��x��r � s�

ax � � x � D � s � S �
�I �x� � J �x � s��� � transcl�split��x���s � s��

ax� � � x � D � r�� r�� s � S �
�I �x� � J �x � r�� � J �x � r����
�split��x��r�� s� � split��x��r�� s��� r� � r�

end

Abbildung �� Die Globale Suchtheorie
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trans� �� � T j Type�Rel � T � T � Prop�
� x � y � z � T � Rel�x � y�� Rel�y � z �� Rel�x � z �

hered �� � T j Type� Rel � T � T � Prop� P � T � Prop�
� x � y � T � P�x�� Rel�x � y�� P�y�

transcl �� � T j Type� Rel � T � T � Prop� �x � y� � T � T �

�P � T � Prop� hered�Rel �P��
�� u � T � Rel�x � u�� P�u��� P�y�

soundness �� �T j Type� Rel � T � T � Prop� trans��transcl�Rel��
minimality �� �T j Type� Rel � T � T � Prop�

Reltr � fT � T � Prop j trans��Reltr�g�
�� x � y � T � Rel�x � y�� Reltr�x � y���
� x � y � T � transcl�Rel��x � y�� Reltr�x � y�

Abbildung 	� Spezi�kation der transitiven H
ulle

Hat man konkrete Pr
adikate und Funktionen satis�esimpl � splitimpl usw� als ein struc �
Konstrukt vom Typ global search theory�dimpl � rimpl � iimpl � oimpl� angegeben� so werden Beweis�
verp�ichtungen generiert� Dies sind im wesentlichen genau die mit den konkreten Funktionen
instanziierten Axiome der Spezi�kation� Die im n
achsten Abschnitt angegebene schematische
Funktion Fgs implementiert dieses Verfahren mit der oben de�nierten Datenstruktur�

� Schematischer Algorithmus

Der schematische Algorithmus� welcher auf den im letzten Abschnitt de�nierten Datenstruktu�
ren basiert und das Verfahren der globalen Suche implementiert� arbeitet in folgender Weise�

Aus einer Menge von aktiven Knoten wird einer ausgew
ahlt� Es werden aus diesem Knoten�
der ja eine bestimmte Menge repr
asentiert� alle extrahierbaren L
osungen berechnet und zur
L
osungsmenge hinzugef
ugt� Die Nachfolger �Untermengen� des betrachteten Knotens werden
zur aktiven Menge hinzugef
ugt und der betrachtete Knoten daraus entfernt� Das Verfahren
wiederholt sich� solange es noch nicht betrachtete Knoten in der aktiven Menge gibt�

�� Die aktive Menge besteht nur aus dem Knoten init�x��

�� Die Initial�L
osungsmenge ist anfangs leer�

	� Solange die aktive Menge nicht leer ist�

�a� W
ahle einen Knoten r aus der aktiven Menge aus�

�b� Eliminiere diesen Knoten und f
uge dessen Nachfolger hinzu�

�c� Falls L
osungen aus dem aktuellen Knoten r extrahiert werden k
onnen� f
uge diese zur
L
osungsmenge hinzu�

�� Das Ergebnis des Verfahrens ist die berechnete L
osungsmenge�

Wir realisieren einen solchen Algorithmus als eine Funktion Fgs � die im wesentlichen eine globale
Suchtheorie als Eingabe erh
alt und einen Algorithmus �Funktion� liefert� der f
ur die konkre�
ten Werte das Verfahren der globalen Suche durchf
uhrt� siehe Abb� �� Um die Terminierung

��



Fgs �� � �D �R� I �O� � Problemspec�
gs � global search theory�D �R� I �O��
let

F Type �� 	 aktiv � Set�gs �S��
solution � Set�R��
x � fD j Invariant��D �R� I �O�� gs � aktiv � solution� x�g


in

� arbsplit � �m � fSet�gs � S� j empty��m� � falseg��
	 elem � fgs � S j �elem � m� � trueg�

rest � fSet�gs � S� j rest �Set �m � elem�g 
�

huelle � ��aktiv � solution� x� � F Type��
fM � Set�gs � S� j

� t � gs � S � �t � M � � true �
�t � aktiv� � true �
� r � fgs � S j �r � aktiv� � trueg�
transcl�split��x���r � t�g�

fix f � F Type � Set�R�� � �aktiv � solution� x� � F Type�
if �empty��aktiv�� then solution

else

let

�r �A�� �� arbsplit�aktiv��
Newaktiv �� A� � gs �split�x � r��
Newsolution �� solution � gs �extract�x � r�

in

f �Newaktiv �Newsolution� x�
end

measure

� �aktiv � solution� x� � F Type� card�huelle�aktiv � solution� x��
end

Abbildung �� Der schematische Algorithmus Globale Suche
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Invariant �� � �D �R� I �O� � Problemspec�
gs � global search theory�D �R� I �O��
aktiv � Set�gs � S��
solution � Set�R��
x � D �

I �x� � � s � gs � S � �s � aktiv � true� � gs � J �x � s� �
� z � R� �z � solution � true�� O�x � z � �
� s�� s� � fs � gs � S j s � aktiv � trueg� � trancl�gs �split��x���s�� s��

Abbildung �� Invariante der Funktion Fgs

des Verfahrens sicherzustellen� f
ugen wir als Parameter noch eine Funktion huelle ein� die zu
der aktiven Menge jeweils deren �endliche� Menge M von Knoten in der �re�exiven� transiti�
ven H
ulle bestimmt� Damit erhalten wir eine endliche Tiefe des Suchbaumes� Eine endliche
Breite bekommen wir implizit durch die Funktion split � welche zu jedem Knoten dessen endliche
�direkte� Nachfolgermenge berechnet� Hier zeigt sich die elegante Formulierung mit Hilfe des
Konzeptes des semantischen Subtyps� um eine solche Funktion genau zu spezi�zieren�

Die rekursive Funktion spezi�zieren wir mit dem FIX�Operator� Um die Wohlgetyptheit
zu garantieren� wird au�erdem eine Ma�funktion ben
otigt� welche die Terminierungsordnung
de�niert� Als Terminierungsfunktion �Ma�funktion� w
ahlen wir die Kardinalit
at der �re�exiven�
transitiven H
ulle aller Knoten aus der aktiven Menge� Da jedesmal der betrachtete Knoten
aus der aktiven Menge entfernt wird� verringert sich diese Kardinalit
at bei jedem �rekursiven�
Funktionsaufruf genau um ��

Die Funktion arbsplit � welche wir ebenfalls als Parameter zu Fgs hinzunehmen� w
ahlt einen
Knoten r aus der aktiven Menge aus und gibt ein Tupel bestehend aus r und der Restmenge A�

zur
uck� Die Art der Auswahl dieses Elementes implementiert die verschiedenen Suchstrategien
wie Tiefen� oder Breitensuche� Tiefensuche k
onnte man etwa so realisieren� da� arbsplit immer
dasjenige Element aus aktiv w
ahlt� welches als letztes durch split hinzugef
ugt wurde�

Weiterhin m
ussen bei jedem Funktionsaufruf bestimmte Bedingungen erf
ullt sein� n
amlich
da�

� jeder Knoten der aktiven Menge ein g
ultiger Mengendeskriptor ist und

� jedes Element aus der L
osungsmenge tats
achlich eine L
osung darstellt� d�h� f
ur dieses
Element gilt die Ein��Ausgabebedingung O und

� f
ur je zwei beliebige Knoten t�� t� aus der aktiven Menge gilt� da� t� nicht in der transitiven
H
ulle von t� liegt�

Diese Bedingungen fassen wir als Invariante zusammen und de�nieren hiermit einen den Domain
D einschr
ankenden semantischen Untertyp� Abb� � zeigt die Formalisierung von Fgs �Wir geben
die Invariante in Abb� � an�

Um die Korrektheit des Entwicklungsschrittes Globale Suche sicherzustellen� m
ussen wir
zeigen� da� f
ur beliebige Problemspezi�kationen und Globale Suchtheorien� die instanziierte
Funktion Fgs das Problem l
ost� d�h� F inst berechnet genau die Menge aller z � R� f
ur die die
Bedingung O mit Input x erf
ullt ist� Die Initialwerte des Verfahrens sind dabei neben dem
Parameter x f
ur

��



soundness theorem ��
� �D �R� I �O� � Problemspec�
gs � global search theory�D �R� I �O��
arbsplit � � � � � huelle � � � �
x � fD j I �x�g� y � R�

let

F inst �� Fgs��D �R� I �O�� gs � arbsplit � huelle��
init set �� insert�gs � init�x���S��
init sol �� �R�

sol set �� F inst�init set � init sol � x�
in

��y � sol set� � true�� O�x � y�
end

Abbildung �� Korrektheit der Globalen Suche

� aktiv � die Menge� welche nur aus dem Initialdeskriptor init�x� besteht

� solution � �R

Dieses Theorem l
a�t sich im Formalismus QED in einfacher Weise explizit formalisieren wie
Abbildung � zeigt��

� Veri�kation der globalen Suche

Um die im letzten Abschnitt angegebene Korrektheitsaussage formal zu veri�zieren� ist eine
ad
aquate Beweisunterst
utzung unabdingbar� Da diese f
ur die Sprache QED momentan nicht
zur Verf
ugung steht� wurde f
ur die Durchf
uhrung des Beweises das Spezi�kations� und Be�
weissystem PVS ���� ausgew
ahlt� welches ebenfalls eine Logik h
oherer Ordnung mit einem
m
achtigen ausdrucksstarken Typsystem und 
ahnliche Konzepte wie QED �z� B� subtyping�
abh
angige Funktionen� Tupel� und Recordtypen� zur Verf
ugung stellt� Desweiteren beinhal�
tet PVS einen leistungsstarken �interaktiven� Gentzen�Beweiser f
ur Logik h
oherer Ordnung�
welcher m
achtige Entscheidungsprozeduren f
ur Arithmetik und Standarddatentypen enth
alt�
insbesondere l
a�t sich der Automatisierungsgrad durch Verwendung von Taktiken erheblich
erh
ohen� PVS enth
alt Konstrukte zur modularen Organisation und Zusammenfassung von
mathematischen oder programmiersprachlichen Konstrukten in Theorien� Die Behandlung ist
allerdings in der derzeitigen Version rein syntaktischer Natur� und im Unterschied zu QED sind
diese Theorien nicht in die zugrundeliegende Logik integriert� Parametrisierte Spezi�kationen
sind daher eher als variable Kontexte zu sehen� die� instanziiert mit aktuellen Parametern� erst
eine korrekte Datenbasis darstellen� Ebenso ist es nicht m
oglich� Theorien als Parameter zu


ubergeben� Allerdings lassen sich die formalen Parameter durch Verwendung von sogenann�
ten �assumptions� einschr
anken� Hierbei handelt es sich um Formeln� die f
ur jede Instanz der
Theorie erf
ullt sein m
ussen�

�Die Typde�nitionen von arbsplit und huelle wurden hier aus Lesbarkeitsgr�unden weggelassen�

�	



��� Umsetzung einer QED�Spezi�kation in PVS

Im folgenden beschreiben wir stichpunktartig die Umsetzung einer QED�Formalisierung in eine
entsprechende PVS�Formalisierung� Die folgende Aufz
ahlung orientiert sich an Abb� ��

�� Ein Kontext � bestehend aus Deklarationen und De�nitionen wird in eine oder mehrere
PVS�Theorien 
ubertragen� die dann �importiert� werden k
onnen� Die Importierung ent�
spricht im wesentlichen der Hinzuf
ugung von De�nitionen und Deklarationen zur aktuellen
Theorie�

�� F
ur Datentypen stellt PVS den Typ Type zur Verf
ugung� Formeln erhalten allesamt
den Typ Bool� PVS beinhaltet eine �klassische� Logik h
oherer Ordnung und stellt alle


ublichen Konnektoren zur Verf
ugung�

	� Die Standarddatentypen �nat � set �T �� list �T �� bool usw�� zusammen mit entsprechenden
Operationen sind in PVS vorde�niert�

�� Recordtypen der Form 	 a� � A�� � � � � an � An 
 werden als �a� � A�� � � �an � An � notiert�
Zu jedem Record�Typ gibt es entsprechende Projektionsfunktionen proj i �

�� Das Kartesische Produkt A� B wird als �A�B � notiert�

�� Funktionstypen haben die Form �a� � A�� � � � � an � An � B ��

� Die Notation der semantischen Subtypen entspricht derjenigen in QED�

�� QED�Spezi�kationen

name �� spec x� � A�� � � � � xn � An with ax�� ax�� � � �axm end

w
urde man in PVS etwa in der Art

name �x� � A��

x� � A��

���

xn � An� � THEORY

BEGIN

ASSUMING

ax� � ASSUMPTION ���

ax� � ASSUMPTION ���

���

axm � ASSUMPTION ���

ENDASSUMING

END name

umsetzen� Eine Realisierung einer solchen �parametrisierten� Theorie ist eine Instanz� wel�
che die Axiome erf
ullt� Durch Importierung der instanziierten Theorie werden eine Reihe
von Beweisverp�ichtungen generiert� Dies sind gerade die obigen Axiome instanziiert mit
den spezi�schen Werten�

��



��� Umsetzung der Globalen Suchtheorie

Wir formalisieren die Globale Suche als eine mit einer Problembeschreibung D �R� I �O und
den ben
otigten Datentypen und Funktionen �S � J � satis�es� ���� parametrisierten Theorie und
fassen alle Datenstrukturen� insbesondere den schematischen Algorithmus Fgs in dieser Theorie
zusammen� Weiterhin haben wir die folgenden 
Anderungen durchgef
uhrt�

�� Die Theorie der transitiven H
ulle einer Relation wird importiert� Die PVS�Formalisierung
ist im Anhang B angegeben�

�� Die Axiome ax� bis ax� werden im wesentlichen eins zu eins in Form von �assumptions�


ubertragen�

	� Die Funktion huelle� die in der QED�Spezi�kation durch einen semantischen Subtyp spe�
zi�ziert wird� wurde mittels eines Axioms huelle ax beschrieben�

�� Die Funktion arbsplit wird durch die beiden Axiome arbsplit� und arbsplit� beschrieben�
Dabei spezi�zieren wir arbsplit nur f
ur den Fall� da� die Funktion auf eine nichtleere
Menge angewandt wird� was bei der Benutzung von arbsplit auch immer der Fall ist�

�� F
ur die Ma�funktion ben
otigen wir die Kardinalit
at von �endlichen� Mengen� Hier brau�
chen wir lediglich die Tatsache� da� die Kardinalit
at einer echten Teilmenge einer Menge
kleiner ist als die Kardinalit
at dieser Menge�

�� Die schematische Funktion Fgs l
a�t sich nahezu identisch 
ubertragen�

� Die Beweise� die in der klassischen Logik h
oherer Ordnung von PVS durchgef
uhrt werden�
lassen sich in die QED�Logik 
ubertragen� Bei den verwendeten Pr
adikaten handelt es sich
allesamt um entscheidbare Pr
adikate�� Fallunterscheidungen wurden nur auf entscheidba�
ren Pr
adikaten durchgef
uhrt und alle �Existenz��Beweise konstruktiv gef
uhrt�

Die PVS�Theorie mit allen ben
otigten Datenstrukturen� Lemmata und Korollaren zur Globalen
Suche ist im Anhang A angegeben�

��� Durchf�uhrung des Beweises

Im folgenden beschreiben wir alle f
ur den Beweis des Korrektheitstheorems ben
otigten Be�
weisverp�ichtungen� insbesondere die Typkorrektheitsbedingungen� welche in PVS automatisch
generiert werden� Das Haupttheorem korrekt � welches die Korrektheit des schematischen Al�
gorithmus formalisiert und oben in QED angegeben ist� wird im wesentlichen mit Hilfe der
Lemmata lemma� und lemma�� bewiesen� lemma� und lemma�� beschreiben� welches Er�
gebnis Fgs f
ur allgemeine Parameter als Ergebnis liefert� Ein Element z liegt genau dann im
Wertebereich von Fgs � wenn es entweder schon in der L
osungsmenge solution liegt� oder es liegt
in der durch einen Deskriptor implizit beschriebenen Menge� die zur aktiven Menge geh
ort� und
z erf
ullt die Ein��Ausgabedingung O � Da in Fgs Rekursion auftritt� brauchen wir ein ad
aqua�
tes Induktionsschema� um lemma� und lemma�� beweisen zu k
onnen� Hierzu eignet sich die
sogenannte Measure�Induktion� welche auch als wohlfundierte Induktion bzw� noethersche In�
duktion bezeichnet wird� Dieses Induktionsschema ist in PVS als Axiom �f
ur wohlfundierte

�Aus Darstellungsgr�unden haben wir durchgehend den Typ Prop anstatt Bool verwendet�

��



� Subtype TCC generated for x

� proved � complete

F�gs�TCC��

OBLIGATION

�FORALL �aktiv� set�S�	
 �solution� set�R�	


�x� �y� D � invariant�aktiv
 solution
 y		�

NOT empty��S��aktiv	 IMPLIES

invariant�union�S��proj���arbsplit�aktiv		


split�x
 proj���arbsplit�aktiv				


union�R��solution
 extract�x
 proj���arbsplit�aktiv				
 x		

� Termination TCC generated for F�gs

� proved � complete

F�gs�TCC��

OBLIGATION

�FORALL �aktiv� set�S�	
 �solution� set�R�	


�x� �y� D � invariant�aktiv
 solution
 y		�

NOT empty��aktiv	 IMPLIES

kard�huelle�union�proj���arbsplit�aktiv		


split�x
 proj���arbsplit�aktiv				
 x		

� kard�huelle�aktiv
 x			

� Subtype TCC generated for x

� proved � complete

korrekt�TCC�� OBLIGATION �FORALL �x� �x�� D � I�x�		�

invariant�add�S��init�x	
 emptyset�S�	
 emptyset�R�
 x		

Abbildung � Typkorrektheitsbedingungen

Datentypen� vorde�niert� Das allgemeine Schema lautet �in QED Syntax�

induct scheme ��
�T j Type� measure � T � N�P � T � Prop�
�� x � T � �� y � T � measure�y� � measure�x�� P�y��� P�x���
� x � T � P�x�

Als Ma� f
ur diese Induktion bietet es sich hier an� dasselbe wie bei der De�nition von Fgs zu
verwenden� n
amlich die Kardinalit
at der transitiven H
ulle der aktiven Menge� Wir haben dieses
Schema f
ur unser Problem bereits instanziiert und in die PVS�Theorie mit aufgenommen� Die
Axiome me induct und me induct� stellen dieses instanziierte Schema dar� wobei p genau die
Aussage von lemma�� p� die Aussage von lemma�� und me das in der Ma�funktion von Fgs

de�nierte Ma� darstellen� Weiterhin ben
otigen wir f
ur den Beweis von lemma� und lemma��
eine Beziehung zwischen den Pr
adikaten satis�es und O � welche durch das lemma� beschrieben
wird� Au�erdem ben
otigen wir die folgenden Korollare�

� unique father � im wesentlichen eine Folgerung der Tatsache� da� jeder Knoten h
ochstens
einen Vorg
anger hat �ax��� Dieses Korollar wird f
ur den Beweis der G
ultigkeit der Inva�
riante ben
otigt� die mit den Parametern des rekursiven Aufrufs instanziiert ist�

� tcl sat J � Die Eigenschaft J �g
ultige Deskriptoren� wird durch die transitive H
ulle ver�
erbt�

��



� satax � ein Element� welches nicht aus der Menge r extrahiert werden kann� liegt in einem
Nachfolger s von r �

� satax� � ein aus der Menge s extrahiertes Element liegt in s �

� h� � kein Knoten s ist Nachfolger von sich selbst �eine Folgerung von ax��

� arb�� arb� beschreiben die Funktion arbsplit und folgen sofort aus der Axiomatisierung
von arbsplit �

Um die korrekte Typisierung aller Entit
aten zu gew
ahrleisten� werden vom System �au�
tomatisch� sogenannte Typkorrektheitsbedingungen generiert� Die von PVS generierten Typ�
korrektheitsbedingungen sind in der Abb�  dargestellt� Die Bedingungen F gs TCC � und
korrekt TCC � beschreiben die Anforderung� da� sowohl die Initialparameter als auch die Pa�
rameter des rekursiven Aufrufs die Invariante erf
ullen m
ussen� Der Beweis von F gs TCC �
ist dabei am aufwendigsten� insbesondere wegen der dritten Bedingung der Invariante� Um
diese nachzuweisen� braucht man im wesentlichen die Eigenschaften einer Baumstruktur wie
z�B� Zyklenfreiheit�

Desweiteren m
ussen wir den Nachweis der Terminierung von Fgs erbringen� Die Beweisver�
p�ichtung hierzu ergibt sich sofort aus der Typkorrektheit von Fgs � d� h� wir m
ussen zeigen�
da� das durch die measure�Funktion de�nierte Ma� bei jedem rekursiven Aufruf von Fgs kleiner
wird� F gs TCC � stellt genau diese Beweisverp�ichtung dar� die wir mit Hilfe der Lemmata
termax� und termax� zeigen�

Zum Schlu� bleibt noch zu zeigen� da� Fgs in der Tat eine konstruktive L
osung der An�
forderungsspezi�kation req spec ist� Der Beweis von req spec ergibt sich sofort aus dem Kor�
rektheitslemma korrekt und der Typkorrektheitsbedingung korrekt TCC �� wobei wir f
ur den
Existenzquantor in req spec gerade den auf die Initialwerte angewandten schematischen Algo�
rithmus Fgs einsetzen�

Alle Lemmata� Korollare und die sich aus der Typkorrektheit ergebenen Beweisverp�ich�
tungen wurden erfolgreich mit Hilfe des PVS�Beweisers bewiesen� Die vollst
andigen Beweise
in Form von Beweisskripten sind beim Autor erh
altlich� Als Beispielbeweis ist im Anhang C
der Beweis des Lemmas lemma� aufgef
uhrt� Wir gehen in diesem Bericht nicht n
aher auf die
verschiedenen Beweiskommandos des PVS Beweisers ein� N
ahere Informationen� insbesondere
auch 
uber die Verwendung von Taktiken �ndet man in �����

	 Ein Beispiel

In diesem Abschnitt wollen wir anhand eines einfachen Beispiels zeigen� wie man den in den
vorherigen Abschnitten formalisierten Entwicklungsschritt der globalen Suche anwenden kann�
Es wird sich dabei herausstellen� da� die Problemformalisierung wenig Schwierigkeiten bereitet�
die Realisierung der Mengendeskriptoren und der Operationen auf dieser Datenstruktur aber
mehr Ideen erfordert�

Betrachten wir nun folgendes Suchproblem Key search�
Gegeben sei�

� eine nat
urliche Zahl n

� eine �monotone� Funktion A auf f� � � �ng und

�



dp �� 	 n � N�� A � fn� � N� j n� � ng � N� key � Nat 

rp �� N

ip �� � �n�A� key� � dp � monoton�A�
o� �� � ��n�A� key�� index� � dp � rp � ��� � index � n� � �A�index� � key��
�dp � rp� ip � op� �� Problemspec
Key search �� req spec��dp� rp� ip � op��

Abbildung �� Anforderungsspezi�kation von Key search

� ein Schl
usselelement key �

Gesucht ist nun�

� die Menge aller �Indizes� zwischen � und n� so da� f
ur jeden Index gilt�
A�index� � key �

Zun
achst m
ussen wir die Anforderungsspezi�kation des Problems in Form einer Problemspec�
d�h� als ein Viertupel formalisieren� Als Problemdomain ergibt sich o�ensichtlich ein Tripel�
Als Eingabebedingung formalisieren wir die Anforderung an A� da� es sich um eine monotone
Funktion handelt� Wir k
onnten diese Bedingung auch als Subtypbedingung im Problemdomain
formalisieren� Die Eingabebedingung w
urde sich dann zu true vereinfachen� Prinzipiell kann
man durch Verwendung von semantischen Subtypen immer auf die Eingabededingung verzich�
ten� erspart sich dadurch aber nicht die Arbeit� diese bei Instanziierung nachzuweisen� Der
Ausgabebereich des Problems sind die nat
urlichen Zahlen� Wir erhalten die in Abb� � ange�
gebene Anforderungsspezi�kation� Wir haben nun das Problem eindeutig spezi�ziert� Um die
Globale Suche anwenden zu k
onnen� ben
otigen wir eine Erweiterung der Anforderungsspezi��
kation des Problems zu einer globalen Suchtheorie� Die Idee ist nun� das Verfahren der bin
aren
Suche durchzuf
uhren� wobei die Suche in einem Anfangsintervall beginnt� welches dann solange
in zwei etwa gleichgro�e Intervalle aufgeteilt wird� bis nur noch einelementige Intervalle vorhan�
den sind� Den Typ der Deskriptoren repr
asentieren wir somit als ein Tupel� welches genau die
untere und obere Grenze des Intervalls darstellt� Das Anfangsintervall umfa�t den gesamten
Suchbereich� in diesem Fall den Bereich zwischen � und n� G
ultige Intervalle �in Abh
angigkeit
der Eingabe� sind nun alle Intervalle� die zwischen � und n liegen� Ein Intervall splittet genau
in zwei gleiche Teilintervalle� falls es kein einelementiges Intervall ist� Potentielle L
osungen kann
man direkt aus einelementigen Intervallen extrahieren� Wir erhalten die in der Abb� � darge�
stellte Realisierung� Die Funktionen split und extract ergeben sich in naheliegender Weise aus
den Pr
adikaten split� bzw� extract�� split liefert zu einem gegebenen Intervall genau die zwei
Teilintervalle und extract gibt zu einem einelementigen Intervall genau diesen Wert zur
uck�
falls die Bedingung O erf
ullt ist� Das Typcasting �symbolisiert durch ��� fordert� da� diese
Struktur in der Tat eine Realisierung einer globalen Suchtheorie darstellt� Dadurch werden
eine Reihe von Beweisverp�ichtungen generiert� Dies sind gerade die mit den aktuellen Werten
dp � rp usw� instanziierten Axiome der global search theory � Die meisten Beweisverp�ichtungen
sind trivial� Beispielsweise ergibt sich das dritte Axiom �ax	� durch Instanziierung zu�

Goal� � ��n�A� key� � dp � z � N�
�monoton�A� � �� � z � n� � �A�z � � key��� �� � z � n�

Sind alle Beweisverp�ichtungen bewiesen� so erh
alt man sofort eine korrekte L
osung fkey search

��



key search theory ��
struc

S �� 	 i � N� j � N

J �� � ��n�A� key�� �i � j �� � dp � S � �� � i � j � n�
init �� � ��n�A� key�� �i � j �� � dp � S � ��� n�
satis�es �� � �k � �i � j �� � rp � S � �i � k � j �
split� �� � �n�A� key� � dp � �i�� j��� �i�� j�� � S �

�i� � j�� �
�i�� j�� � �i�� �i� j�� div �� �
�i�� j�� � ��  �i�  j�� div �� j��

split �� � ��n�A� key�� �i � j �� � dp � S �
if �i � j � then
let

�i�� j�� � �i � �i  j � div ���
�i�� j�� � ��  �i  j � div �� j �

in

insert��i�� j��� insert��i�� j������
else �

extract� �� � �k � �i � j �� � rp � S � ��i � j � � �k � i��
extract �� � ��n�A� key�� �i � j �� � dp � S �

if �i � j � � �A�i� � key� then insert�i ���
else �

end �� global search theory �dp � rp � ip� op�

Abbildung �� Die Globale Suchtheorie f
ur die bin
are Suche
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f �� Fgs��dp � rp� ip � op�� key search theory � arbsplit � huelle�
� fix f � F Type � Set�rp��

� �aktiv � solution� x� � F Type�
if empty��aktiv� then solution
else

let

��i � j ��A�� �� arbsplit�aktiv��
Newaktiv �� A��

if �i � j � then
let

�i�� j�� � �i � �i  j � div ���
�i�� j�� � ��  �i  j � div �� j �

in

insert��i�� j��� insert��i�� j������
end

else �

Newsolution �� solution �
if �i � j � � �A�i� � key� then insert�i ���
else �

in

f �Newaktiv �Newsolution� x�
end

f key search ��
� �n�A� key� � fdp j ip��n�A� key��g� f �insert���� n������� �n�A� key��

Abbildung ��� L
osung des Key Search�Problems
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des Problems durch einfache Instanziierung des Schemas Fgs � wobei wir voraussetzen� da� im
Kontext eine Funktion arbsplit gegeben ist� die jeweils ein Intervall in der aktiven Menge
ausw
ahlt� Weiterhin setzen wir voraus� da� eine Funktion huelle im aktuellen Kontext de�
klariert ist� Wir erhalten die in Abb� �� angegebene �Teil��expandierte L
osung�

Die so erhaltene L
osung f key search l
a�t sich o�ensichtlich noch optimieren� Durch die
Tatsache� da� die gegebene Funktion A monoton ist� brauchen nur diejenigen Intervalle �i � j �


uberpr
uft zu werden� f
ur welche A�i� � key � A�j � gilt� Durch Hinzunahme von sogenannten
Filtern� und zus
atzlicher Anwendung von optimierenden Transformationen� kann man den oben
erhaltenen linearen Algorithmus so modi�zieren� da� sich letztendlich ein Algorithmus mit
logarithmischer Komplexit
at ergibt� Wir wollen in diesem Bericht nicht n
aher auf diese Dinge
eingehen� Informationen hier
uber �ndet man etwa in �����


 Zusammenfassung

Wir haben in diesem Bericht demonstriert� da� ein typtheoretischer Ansatz einen ad
aquaten
Rahmen zur Verf
ugung stellt� einen

�
m
achtigen� generischen Software�Entwicklungsschritt zu

formalisieren und dessen Korrektheit nachzuweisen� Die Formalisierung erfolgte dabei rein auf
der Objektebene� also auf der Ebene von Spezi�kationen und Datenstrukturen mittels Funktio�
nen h
oherer Ordnung� Der Entwicklungsschritt Globale Suche wurde durch eine Funktion h
ohe�
rer Ordnung repr
asentiert� welche angewandt auf eine global search theory eine Probleml
osung
lieferte� wobei die global search theory als eine Erweiterung des urspr
unglichen Problems um Da�
tenstrukturen und Operationen auf diesen zu betrachten war� Hatte man ein Problem gegeben�
so bestand die Hauptaufgabe darin� konkrete Realisierungen der abstrakten Datenstrukturen
zu �nden� so da� die Axiome der globalen Suchtheorie erf
ullt waren� Wir sahen� da� sich im
Formalismus QED durch Typkorrektheitsbedingungen diese Beweisverp�ichtungen in nat
urli�
cher Weise ergaben� Die meisten davon lie�en sich sehr einfach beweisen oder waren trivial�
nur wenige erforderten ein di!zileres Beweisvorgehen� Hat man nun alle diese Beweisverp�ich�
tungen bewiesen� so konnte man durch Funktionsapplikation� also durch Instanziierung des
schematischen Algorithmus� sofort eine L
osung angeben� Die maschinelle Beweisunterst
utzung
erfolgte mit Hilfe des Spezi�kations� und Beweissystems PVS� welches einen Gentzen�Beweiser
f
ur Logik h
oherer Ordnung zur Verf
ugung stellt�

Entwicklungsschritte k
onnen allgemein als Transformationen betrachtet werden� die ange�
wandt auf eine Spezi�kation eine neue Spezi�kation liefern� welche eine Verfeinerung der ur�
spr
unglichen darstellt� Solche Transformationen erfordern jedoch gelegentlich den Zugri� auf die
innere syntaktische Struktur einer Spezi�kation� um diese in geeigneter Form zu modi�zieren�
beispielsweise die Ersetzung eines Axiomes durch ein st
arkeres oder die Hinzuf
ugung zus
atzlicher
Datenstrukturen zu einer Spezi�kation� Transformationen dieser Art m
ussen somit auf syntak�
tischen Repr
asentationen von Spezi�kationen operieren� Spezi�kationen und Transformationen
auf diesen Spezi�kationen lassen sich deshalb im allg� nicht im selben �Objekt��Formalismus
repr
asentieren und nachweisen� sondern erfordern die Einbeziehung eines zus
atzlichen �Meta��
Formalismus ���� Hierzu geh
oren insbesondere auch Transformationen� die innerhalb einer Spe�
zi�kation eine Funktion optimieren� Die Sprache QED stellt hinreichend m
achtige Konzepte
zur Verf
ugung� um die Meta�Theorie von QED in sich selbst zu re�ektieren �����

Die in diesem Bericht beschriebene Vorgehensweise l
a�t sich ohne weiteres sowohl auf m
ach�
tige generische Entwicklungsschritte der hier beschriebenen Art �wie z� B� auch divide�and�
conquer� als auch auf jene Transformationen wie sie etwa im CIP�Projekt �	� �� betrachtet
wurden� z� B� die Operationalisierung eines Existenzquantors� anwenden� Die langfristige Ziel�
setzung hiebei ist der Aufbau einer Bibliothek von Entwicklungsschritten unterschiedlicher
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Komplexit
at und Art �sowohl h
ohere Funktionale als auch Meta�Operatoren� als Basis f
ur ein
Entwicklungssystem f
ur korrekte und sichere Software�
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A PVS�Spezi�kation der Globalen Suche

global search	D 
 type�R 
 type� I 
 	D � bool��O 
 	D �R� bool�� S 
 type�

J 
 	D � S � bool�� init 
 	D � S ��
satis�es 
 	R� S � bool�� split 
 	D � S � S � bool��
split 
 	D � S � set	S ��� extract 
 	R� S � bool��
extract 
 	D � S � set	R���
arbsplit 
 	set	S � � 	S � set	S ���� huelle 
 	set	S ��D � set	S ��� 


theory

begin

assuming

importing transclos�	S �D � split�
ax� 
 assumption �� �x 
 D� 
 I �x � � J �x � init�x ���

ax� 

assumption

�� �x 
 D�� �r � s 
 S � 

�I �x � � J �x � r� � �split�x � r � s��� � J �x � s��

ax� 

assumption

�� �x 
 D�� �z 
 R� 
 �I �x � � O�x � z �� � satis�es�z � init�x ���

ax� 

assumption

�� �x 
 D�� �r 
 S �� �z 
 R� 

�I �x � � J �x � r��
�

�satis�es�z � r�
�

�extract�z � r�
� �� �s 
 S � 
 �transclosure�x � r � s� � extract�z � s������

ax� 

assumption

�� �x 
 D�� �r 
 S � 

�I �x � � J �x � r��
�

�� �z 
 R� 

z � extract�x � r� � �extract�z � r� � O�x � z ����

ax� 

assumption

�� �x 
 D�� �r 
 S � 

�I �x � � J �x � r��
� �� �s 
 S � 
 �s � split�x � r� � split�x � r � s����

ax� 
 assumption �� �x 
 D�� �s 
 S � 
 	 �transclosure�x � s� s���

ax� 

assumption

�� �x 
 D�� �r�� r� 
 S �� �s 
 S � 

�I �x � � J �x � r�� � J �x � r���
� �split�x � r�� s� � split�x � r�� s�� � r� � r��
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arbsplitax� 

assumption

�� �m 
 set	S �� 

	 �empty	S ��m��
� m � add�proj ��arbsplit�m��� proj ��arbsplit�m����

arbsplitax� 

assumption

�� �m 
 set	S �� 

	 �empty	S ��m��
� 	 proj ��arbsplit�m�� � proj ��arbsplit�m���

huelle ax 

assumption

�� �aktiv 
 set	S ��� �x 
 D� 

�� �t 
 S � 

�t � huelle�aktiv� x �

�
��� �r 
 S � 
 �r � aktiv � transclosure�x � r � t���

� t � aktiv����

endassuming

kard 
 	set	S � � nat�
kardax� 
 axiom kard�emptyset	S �� � �

kardax� 

axiom

�� �s�� s� 
 set	S �� 

�subset�s�� s�� � 	 �subset�s�� s���� � kard�s�� � kard�s���

invariant�aktiv 
 set	S �� solution 
 set	R�� x 
 D� 

bool

�
I �x �
� �� �s 
 S � 
 �s � aktiv � J �x � s���
� �� �z 
 R� 
 �z � solution � O�x � z ���
�
�� �s�� s� 
 S � 

��s� � aktiv � s� � aktiv� � 	 �transclosure�x � s�� s�����

F gs�aktiv 
 set	S �� solution 
 set	R�� x 
 fy 
 D j invariant�aktiv� solution� y�g� 

recursive set	R� �
if empty�aktiv� then solution
else let

newaktiv 
 set	S � �
union�proj ��arbsplit�aktiv��� split�x � proj ��arbsplit�aktiv�����

newsolution 
 set	R� �
union�solution� extract�x � proj ��arbsplit�aktiv����

in F gs�newaktiv� newsolution� x �
endif

measure

�� �aktiv 
 set	S ��� �solution 
 set	R���
�x 
 fy 
 D j invariant�aktiv� solution� y�g� 
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kard�huelle�aktiv� x ���

termax 

lemma

�� �aktiv 
 set	S ��� �solution 
 set	R���
�x 
 fy 
 D j invariant�aktiv� solution� y�g� 

	 �empty	S ��aktiv��
�

subset
�huelle�union�proj ��arbsplit�aktiv��� split�x � proj ��arbsplit�aktiv�����

x ��
huelle�aktiv� x ���

termax� 

lemma

�� �aktiv 
 set	S ��� �solution 
 set	R���
�x 
 fy 
 D j invariant�aktiv� solution� y�g� 

	 �empty	S ��aktiv��
� 	
�subset�huelle�aktiv� x ��

huelle�union�proj ��arbsplit�aktiv���
split�x � proj ��arbsplit�aktiv�����

x ����

F Type 

type �
	aktiv 
 set	S �� solution 
 set	R�� x 
 fy 
 D j invariant�aktiv� solution� y�g�

me�aktiv 
 set	S �� solution 
 set	R�� x 
 fy 
 D j invariant�aktiv� solution� y�g� 

nat � kard�huelle�aktiv� x ��

p�aktiv 
 set	S �� solution 
 set	R�� x 
 fy 
 D j invariant�aktiv� solution� y�g� 

bool

�
�� �z 
 R� 

z � F gs�aktiv� solution� x �
�

��z � solution
� �� �r 
 S � 
 �r � aktiv � satis�es�z � r� � O�x � z ������

p��aktiv 
 set	S �� solution 
 set	R�� x 
 fy 
 D j invariant�aktiv� solution� y�g� 

bool

�
�� �z 
 R� 


��z � solution
� �� �r 
 S � 
 �r � aktiv � satis�es�z � r� � O�x � z �����

� z � F gs�aktiv� solution� x ��

me induct 

axiom

�� �aktiv� 
 set	S ��� �solution� 
 set	R���
�x� 
 fy 
 D j invariant�aktiv�� solution�� y�g� 

�� �aktiv� 
 set	S ��� �solution� 
 set	R���

�x� 
 fy 
 D j invariant�aktiv�� solution�� y�g� 

me�aktiv�� solution�� x�� � me�aktiv�� solution�� x��
� p�aktiv�� solution�� x���
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� p�aktiv�� solution�� x���
�

�� �aktiv� 
 set	S ��� �solution� 
 set	R���
�x� 
 fy 
 D j invariant�aktiv�� solution�� y�g� 

p�aktiv�� solution�� x���

me induct� 

axiom

�� �aktiv� 
 set	S ��� �solution� 
 set	R���
�x� 
 fy 
 D j invariant�aktiv�� solution�� y�g� 

�� �aktiv� 
 set	S ��� �solution� 
 set	R���

�x� 
 fy 
 D j invariant�aktiv�� solution�� y�g� 

me�aktiv�� solution�� x�� � me�aktiv�� solution�� x��
� p��aktiv�� solution�� x���

� p��aktiv�� solution�� x���
�

�� �aktiv� 
 set	S ��� �solution� 
 set	R���
�x� 
 fy 
 D j invariant�aktiv�� solution�� y�g� 

p��aktiv�� solution�� x���

unique father 

corollary

�� �x 
 D�� �r � q � s 
 S � 

�I �x � � J �x � r� � J �x � q� � �q 
� r� � split�x � r � s� � transclosure�x � q � s��
� transclosure�x � q � r��

tcl sat J 

corollary

�� �x 
 D�� �r � s 
 S � 
 I �x � � J �x � r� � transclosure�x � r � s� � J �x � s��

satax 

corollary

�� �x 
 D�� �r � s 
 S �� �z 
 R� 

��I �x � � J �x � r� � 	 �extract�z � r���

� ��split�x � r � s� � satis�es�z � s�� � satis�es�z � r����

satax� 

corollary

�� �x 
 D�� �s 
 S �� �z 
 R� 

��I �x � � J �x � s�� � �extract�z � s� � satis�es�z � s����

h� 
 corollary �� �x 
 D�� �s 
 S � 
 	 �split�x � s� s���

arb� 
 corollary �� �m 
 set	S �� 
 	 �empty	S ��m�� � proj ��arbsplit�m�� � m�

arb� 

corollary

�� �m 
 set	S ��� �s 
 S � 

	 �empty	S ��m�� � s � proj ��arbsplit�m�� � s � m�

lemma� 

lemma

�� �aktiv 
 set	S ��� �solution 
 set	R���
�x 
 fy 
 D j invariant�aktiv� solution� y�g�� �z 
 R� 

z � F gs�aktiv� solution� x �
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�
��z � solution

� �� �r 
 S � 
 �r � aktiv � satis�es�z � r� � O�x � z ������

lemma�� 

lemma

�� �aktiv 
 set	S ��� �solution 
 set	R���
�x 
 fy 
 D j invariant�aktiv� solution� y�g�� �z 
 R� 

��z � solution

� �� �r 
 S � 
 �r � aktiv � satis�es�z � r� � O�x � z �����
� z � F gs�aktiv� solution� x ��

lemma� 

lemma

�� �aktiv 
 set	S ��� �solution 
 set	R���
�x 
 fy 
 D j invariant�aktiv� solution� y�g��
�z 
 R�� �s 
 fs� 
 S j s� � aktivg� 

�satis�es�z � s� � O�x � z ��

�
��extract�z � s� � O�x � z ��

� �� �s� 
 S � 
 split�x � s� s�� � satis�es�z � s�� � O�x � z ����

korrekt 

theorem

�� �x 
 fx� 
 D j I �x��g�� �z 
 R� 

z � F gs�add�init�x �� emptyset	S ��� emptyset	R�� x � � O�x � z ��

req spec 

theorem

�� �x 
 fx� 
 D j I �x��g� 

�� �s 
 set	R�� 
 �� �elem 
 R� 
 �elem � s � O�x � elem�����

end global search
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B PVS�Spezi�kation der transitiven H�ulle

transclos�	T 
 type�D 
 type� Rel 
 	D �T �T � bool�� 
 theory

begin

trans�R 
 	D �T �T � bool�� 

bool � � �x � y � z 
 T �� �d 
 D� 
 R�d � x � y� � R�d � y � z � � R�d � x � z �

hered�P 
 	D �T � bool�� d 
 D� 

bool � � �x � y 
 T � 
 P�d � x � � Rel�d � x � y� � P�d � y�

transclosure�d 
 D � x � y 
 T � 

bool

�
� �P 
 	D �T � bool�� 

hered�P � d� � �� �u 
 T � 
 Rel�d � x � u� � P�d � u�� � P�d � y�

trans is transitiv 
 theorem trans�transclosure�

minimality 

theorem

�� �R 
 	D �T �T � bool�� 

trans�R�
� �� �x � y 
 T �� �d 
 D� 
 Rel�d � x � y� � R�d � x � y��
� �� �x � y 
 T �� �d 
 D� 
 transclosure�d � x � y� � R�d � x � y���

rel tcl 

lemma �� �d 
 D�� �x � y 
 T � 
 Rel�d � x � y� � transclosure�d � x � y��

hilfslemma 

theorem

�� �d 
 D�� �x � y 
 T � 

�transclosure�d � x � y�

�
��� �z 
 T � 
 �Rel�d � x � z � � transclosure�d � z � y���

� Rel�d � x � y����

hilfslemma� 

lemma

�� �d 
 D�� �x � y 
 T � 

�transclosure�d � x � y�

�
�Rel�d � x � y�

� �� �z 
 T � 
 transclosure�d � x � z � � Rel�d � z � y�����

end transclos�

��



C Beispielbeweis

Terse proof for lemma��

lemma��

f�g �� �aktiv 
 set	S ��� �solution 
 set	R���
�x 
 fy 
 D j invariant�aktiv� solution� y�g��
�z 
 R�� �s 
 fs� 
 S j s� � aktivg� 

�satis�es�z � s� � O�x � z ��

�
��extract�z � s� � O�x � z ��

� �� �s� 
 S � 
 split�x � s� s�� � satis�es�z � s�� � O�x � z ����

For the top quanti�er in �� we introduce Skolem constants� �aktiv�� solution�� x � z � s���

Applying ax� where

Instantiating the top quanti�er in �� with the terms� �x � s� z ���

Adding type constraints for x ��

Expanding the de�nition of invariant�

Applying disjunctive simpli�cation to �atten sequent�

Adding type constraints for s��

Instantiating the top quanti�er in �	 with the terms� s��

Deleting some formulas�

Simplifying with decision procedures�

Invoking decision procedures�

Replacing using formula ���

Deleting some formulas�

Invoking decision procedures�

Converting equality to IFF�

Splitting conjunctions�

we get � subgoals�

lemma����

f��g s � � aktiv��

f��g I �x ��

f�	g J �x �� s��

f��g �� �s�� s� 
 S � 

��s� � aktiv�� � s� � aktiv���

� 	 �transclosure�x �� s�� s�����

f�g ��extract�z �� s��
� �� �s 
 S � 
 �transclosure�x �� s�� s� � extract�z �� s����
� O�x �� z ���
�

��extract�z �� s�� � O�x �� z ���
� �� �s� 
 S � 
 split�x �� s�� s�� � satis�es�z �� s�� � O�x �� z ����

Applying disjunctive simpli�cation to �atten sequent�

	�



Splitting conjunctions�

we get � subgoals�

lemma������

f��g extract�z �� s��

f��g O�x �� z ��
���

f�g �extract�z �� s�� � O�x �� z ���

f�g �� �s� 
 S � 
 split�x �� s�� s�� � satis�es�z �� s�� � O�x �� z ���

Invoking decision procedures�

which is trivially true�

This completes the proof of lemma������

lemma������

f��g �� �s 
 S � 
 �transclosure�x �� s�� s� � extract�z �� s���

f��g O�x �� z ��
���

f�g �extract�z �� s�� � O�x �� z ���

f�g �� �s� 
 S � 
 split�x �� s�� s�� � satis�es�z �� s�� � O�x �� z ���

Applying transclos��hilfslemma where

For the top quanti�er in ��� we introduce Skolem constants� �s����

Instantiating the top quanti�er in �� with the terms� �x � s� s����

Applying disjunctive simpli�cation to �atten sequent�

Replacing using formula ���

Splitting conjunctions�

we get � subgoals�

lemma��������

f��g �� �z 
 S � 
 �split�x �� s�� z � � transclosure�x �� z � s�����

f��g �transclosure�x �� s�� s���
�

��� �z 
 S � 
 �split�x �� s�� z � � transclosure�x �� z � s�����
� split�x �� s�� s�����

f�	g extract�z �� s���
���
���

For the top quanti�er in ��� we introduce Skolem constants� �z ����

Instantiating the top quanti�er in � with the terms� z ���

Invoking decision procedures�

Invoking decision procedures�

Invoking decision procedures�

Applying disjunctive simpli�cation to �atten sequent�

	�



Invoking decision procedures�

Applying ax� where

Instantiating the top quanti�er in �� with the terms� �x � z �� z ���

Applying ax� where

Instantiating the top quanti�er in �� with the terms� �x � s� z ����

Invoking decision procedures�

Invoking decision procedures�

Applying disjunctive simpli�cation to �atten sequent�

Deleting some formulas�

Invoking decision procedures�

Applying disjunctive simpli�cation to �atten sequent�

Instantiating the top quanti�er in � with the terms� s���

Invoking decision procedures�

which is trivially true�

This completes the proof of lemma��������

lemma��������

f��g split�x �� s�� s���

f��g �transclosure�x �� s�� s���
�

��� �z 
 S � 
 �split�x �� s�� z � � transclosure�x �� z � s�����
� split�x �� s�� s�����

f�	g extract�z �� s���
���
���

Instantiating the top quanti�er in � with the terms� s���

Invoking decision procedures�

Applying satax where

Deleting some formulas�

Applying satax� where

Invoking decision procedures�

Instantiating the top quanti�er in �� with the terms� �x � s�� z ���

Applying ax� where

Instantiating the top quanti�er in �� with the terms� �x � s� s����

Invoking decision procedures�

which is trivially true�

This completes the proof of lemma��������

	�



lemma����

f��g s � � aktiv��

f��g I �x ��

f�	g J �x �� s��

f��g �� �s�� s� 
 S � 

��s� � aktiv�� � s� � aktiv���

� 	 �transclosure�x �� s�� s�����

f�g ��extract�z �� s�� � O�x �� z ���
� �� �s� 
 S � 
 split�x �� s �� s�� � satis�es�z �� s�� � O�x �� z ����
�

��extract�z �� s��
� �� �s 
 S � 
 �transclosure�x �� s�� s� � extract�z �� s����
� O�x �� z ���

Invoking decision procedures�

Applying disjunctive simpli�cation to �atten sequent�

Splitting conjunctions�

we get � subgoals�

lemma������

f��g �extract�z �� s�� � O�x �� z ���
���

f�g ��extract�z �� s��
� �� �s 
 S � 
 �transclosure�x �� s�� s� � extract�z �� s����
� O�x �� z ���

Invoking decision procedures�

Applying disjunctive simpli�cation to �atten sequent�

Splitting conjunctions�

we get � subgoals�

lemma��������

f��g extract�z �� s��

f��g O�x �� z ��
���

f�g �extract�z �� s��
� �� �s 
 S � 
 �transclosure�x �� s�� s� � extract�z �� s����

Applying disjunctive simpli�cation to �atten sequent�

which is trivially true�

This completes the proof of lemma��������

lemma��������

f��g extract�z �� s��

f��g O�x �� z ��
���

f�g O�x �� z ��

		



which is trivially true�

This completes the proof of lemma��������

lemma������

f��g �� �s� 
 S � 
 split�x �� s�� s�� � satis�es�z �� s�� � O�x �� z ���
���

f�g ��extract�z �� s��
� �� �s 
 S � 
 �transclosure�x �� s�� s� � extract�z �� s����
� O�x �� z ���

For the top quanti�er in ��� we introduce Skolem constants� �s�

�
��

Applying disjunctive simpli�cation to �atten sequent�

Splitting conjunctions�

we get � subgoals�

lemma��������

f��g split�x �� s�� s�

�
�

f��g satis�es�z �� s�

�
�

f�	g O�x �� z ��
���

f�g �extract�z �� s��
� �� �s 
 S � 
 �transclosure�x �� s�� s� � extract�z �� s����

Applying satax where

Instantiating the top quanti�er in �� with the terms� �x � s� s�

�
z ���

Applying disjunctive simpli�cation to �atten sequent�

Invoking decision procedures�

Applying ax� where

Instantiating the top quanti�er in �� with the terms� �x � s� z ���

Invoking decision procedures�

which is trivially true�

This completes the proof of lemma��������

lemma��������

f��g split�x �� s�� s�

�
�

f��g satis�es�z �� s�

�
�

f�	g O�x �� z ��
���

f�g O�x �� z ��

which is trivially true�

This completes the proof of lemma��������

Q�E�D�
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