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Zusammenfassung

Die Analyse des globalen zeitlichen Verhaltens der Aktivitdt in grofien neuronalen Netzen
erfordert die Reduktion der hoch-dimensionalen Netzwerkgleichungen auf kleine, mathematisch
leichter zugdngliche Gleichungssysteme. In dieser Arbeit wird eine Klasse stochastisch gekop-
pelter Integro-Differentialgleichungen betrachtet, die eine Verallgemeinerung hiufig verwendeter
zeitkontinuierlicher Modelle neuronaler Netze mit graduellen, sigmoiden Neuronen darstellt. Es
werden Bedingungen an die Dynamik der Einzelneurone und die statistischen Eigenschaften der
Kopplungen angegeben, unter denen das betrachtete System asymptotisch in der Systemgrofie
und der Zeit exakt auf ein niedrigdimensionales System reduziert werden kann. Hierbei kénnen
die Einzelzellen mehrkomponentig, schwach nichtlinear und zeitabhingig sein; Kopplungen wer-
den in Form von Responsekernen mit statistischen Parametern erfafit.

1 Einleitung

Die Untersuchung der Vorgénge in biologischen neuronalen Netzen erfordert gewShnlich die Model-
lierung sehr grofler Netzwerke gekoppelter, meist nichtlinearer Einzelzellen. Eine detaillierte ma-
thematische Analyse oder gar die Angabe vollstdndiger Losungen der das Netzwerk beschreibenden
Gleichungen, wird daher nur in Ausnahmefillen moglich sein. Aus diesem Grund beschrénkt man
sich haufig auf die Betrachtung des “typischen” oder “mittleren” Verhaltens, zum Beispiel dem
zeitlichen Verlauf des FEnsemble-Mittelwertes der Zellaktivitdt. Hierzu ist fiir die jeweils konkret
betrachtete globale Gréfle aus dem vollstandigen System der Netzwerkgleichungen ein niedrigdimen-
sionales System abzuleiten. Bei dieser Reduktion ist man meist auf weitgehend heuristische Methoden
angewiesen.[3, 16, 13, 17]

Einige der auf diese Weise gefundenen Gleichungen fiir das Verhalten der Netzwerke im Mit-
tel lassen sich jedoch mathematisch strikt in tiberraschend allgemeiner Weise begriinden. Dies ist
Gegenstand dieser Arbeit.

Hierbei betrachten wir Netzwerke, die aus einer beliebigen endlichen Anzahl von Gruppen (Pools)
jeweils identischer Zellen bestehen. Die Theorie ist anwendbar auf graduelle Neuronen, wobei ein



relativ kompliziertes Einzelneuronmodell verwendet wird, dessen innerer Zustand mehrdimensional
und (schwach) nichtlinear sein kann, so dafl neben dem {iblicherweise in &hnlichen Modellen an-
zutreffenden einfachen Tiefpafiverhalten noch weitere, die Dynamik von Einzelzellen bestimmende
EinflulgroBen im Modell beriicksichtigt werden kénnen. Die Zellen in verschiedenen solcher Pools
konnen unterschiedliche Eigenschaften haben und etwa verschiedene Zellklassen beschreiben (Py-
ramidenzellen, Sternzellen, etc.).[19] Innerhalb jeder Gruppe und zwischen verschiedenen Gruppen
sollen die Zellen stochastisch verkniipft sein, im einfachsten Fall durch zufillig generierte Kopplungs-
konstanten oder synaptische Gewichte. Wir wollen aber auch die Moglichkeit zeitlich transienter
Wechselwirkungen zulassen, die biologisch plausibler ist und beispielsweise durch die Faltung der
Eingangssignale mit “synaptischen Responsefunktionen” modelliert werden kann.[13] Hier sind dann
die Parameter der Responsefunktionen Zufallsvariable. Die statistischen Figenschaften der Kopp-
lungsstérken und Responsefunktionen zwischen je zwei Pools diirfen sich voneinander unterscheiden
(exzitatorische vs. inhibitorische Zellen, schnelle vs. langsame Synapsen; Verzogerungen, Anstiegs-
und Abfallszeiten der Responsefunktionen usw.). Es zeigt sich, dafi dann alle Zellen in den einzelnen
Gruppen (unter einigen weiteren Voraussetzungen) asymptotisch in der Zeit und der Netzwerkgrofe
(d.h. mit wachsender Anzahl Zellen pro Pool) synchronisieren miissen, so daf§ zur Beschreibung des
Netzwerkverhaltens schliellich ein niedrigdimensionales Gleichungssystem ausreicht, welches jeden
Pool durch ein reprasentatives Neuron ersetzt. Dies stellt ein Grenzwertgesetz der groen Zahlen fiir
zuféllig gekoppelte Differentialgleichungen dar.

2 Netzwerk-Modell

Geman hat in [12] Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten von der Form
1 N
j/'i = —x; + WZC”]C(J}]), J}Z(O) =T € IR; 1= 1,2, - N
J=1

betrachtet, wobei die Koeffizienten C;; unabhéngig und identische verteilte Zufallsvariablen waren.
Modelle dieser oder dhnlicher Form (im allgemeinen mit strukturierteren Kopplungsmatrizen) sind
haufig zu finden bei der Modellierung neuronaler Netze.[16, 18, 25, 28] Unter der Annahme, daf
die charakteristische Funktion Ee*“11 der Verteilung der Koeffizienten analytisch in A = 0 ist (was
insbesondere impliziert, daB alle Momente ECF; k = 1,2--- existieren) und die Funktion f be-
schrankt und Lipschitzstetig ist, konnte gezeigt werden, dafl asymptotisch fiir N — oo und ¢t — oo
alle Variablen x;(t), ¢ = 1,2,--- identisch werden und ihr zeitliches Verhalten auflerdem einer ein-
dimensionalen Differentialgleichung gehorcht.[12] Werden P Systeme (Pools) gleichzeitig betrachtet,
die untereinander stochastisch miteinander gekoppelt sind, reduziert sich das System asymptotisch
auf eine P-dimensionale Differentialgleichung bestehend aus einer Gleichung pro Pool, die das volle
System, asymptotisch exakt, beschreibt. Der Beweis in [12] macht wesentlich Gebrauch von einem
ebenfalls von Geman in [11] bewiesenen Resultat, daB namlich, falls FCy; = 0, EC} = o* und
ECF, < k°F fiir ein geeignetes a und k > 2, der obere Limes E H\/I_N(Cij)lgi’jSNHz fast sicher

gleich 20 ist. (Bem.: Mittlerweile ist gezeigt, daB hierfiir bereits FC}; < oo notwendig und hinrei-
chend ist; siehe [4] und Referenzen darin).

Wir erweitern das Theorem von Geman [12] in verschiedene Richtungen. Theorem 8 stellt eine
Version bereit, bei der an die Stelle der eindimensionalen, linearen Gleichung der ungekoppelten



Untersysteme, #; = —z;, z; € IR, die héherdimensionale, explizit zeitabhdngige und nichtlineare
Differentialgleichung @, = A(t)x;(¢) + H(x;(t),t) + I(1), v; € R", 1 < n < oo tritt. Weiterhin
werden die Voraussetzungen an die Verteilung der Kopplungskoeffizienten von der Existenz aller Mo-
mente auf lediglich EC?, < oo abgeschwiicht. Die Verwendung des recht schwierig zu beweisenden
Theorems E H\/I_N(Cif)lﬁivfﬁNH = 20 f.s. wird in unserem Beweis umgangen. Theorem 9 beriick-
sichtigt anschlieflend zuséatzlich synaptische Responsefunktionen mit zufalligen Parametern, d.h. die
Zufallsvariablen C;; werden durch Zufallsfunktionen C;;(t) ersetzt.
Wir betrachten die Netzwerkgleichungen

cil:z;(t) = A(t)l’i(t)—|—H($Z’(t),t)—|—](t)_I_%;/Otc(t_87wij)F($j(S)7S)dS

2(0) = wo€R", i=1---N.

(1)

Hier beschreibt #; den internen Zustand eines Einzelelementes/Neurons. Dieser Zustand kann mehr-
komponentig sein; durch Verwendung mehrerer Variable kénnen beispielsweise Adaptation, Fazilita-
tion oder andere aktivititsabhingige Effekte erfaflt werden. Die Anzahl innerer Freiheitsgrade wird
durch n > 1 gegeben, N ist die Anzahl der Elemente im Netzwerk. Die Dynamik eines isolierten
Einzelelementes in (1) wird festgelegt durch die Differentialgleichung

i(t) = A(t)ai(t) + H(wi(t), 1) + (1) . (2)

Demgegeniiber definiert der Summenterm in (1) die Wechselwirkung der Elemente untereinander.
Wir nehmen an, daf} alle Elemente identische Figenschaften haben, aber untereinander zufallig ge-
koppelt sind.

In (2) reprasentiert die Funktion 7(¢): IRy — IR" externe Einfliisse auf z,. A(¢): Ry — IR™*"
ist eine Matrixfunktion und erfafit den linearen Anteil der Dynamik eines Einzelelementes, wogegen
H(xz,t) : R® x IRy — IR" eine geeignete nichtlineare Funktion ist. In der Literatur findet man
hiufig den Fall n = 1, H = 0 und A(¢) = 1/7, mit der Membranzeitkonstanten 7.[16, 18, 28]
Gleichung (2) beschreibt mit diesen Einschrankungen als Spezialfall einen einfachen Tiefpafl. Indem
man n > 1, H = 0 und fiir A(f) eine konstante Matrix A w&hlt, kann man zunichst weitere
zeitverschiebungsinvariante, lineare Systeme erfassen. Weiterhin gestattet eine Zeitabhéngigkeit von
A, dafB} sich Eigenschaften der Neurone auch zeitlich &ndern kénnen und Hinzunahme von H(x,t)
schlieBlich 148t auch die Untersuchung gewisser nichtlinearer Eigenschaften von Neuronen zu.

Die Ausgabe einer Zelle wird durch eine Funktion F(x,t): IR" x IRy — IR™ beschrieben. Diese
Funktion kann aufler vom inneren Zustand x auch von der Zeit ¢ abhdngen und soll fiir alle Elemente
des Netzwerks dieselbe sein. Man beachte, daf} jede Komponente von = Einflu} auf die Ausgabe
nehmen kann. Ebenso soll eine Zelle im Prinzip auf jede Komponente einer Zielzelle einwirken
kénnen, wobei dieser Einflufl insbesondere funktionell unterschiedlich fiir verschiedene Komponenten
der Zielzelle sein kann. Beispielsweise mogen gewisse Prozesse in der Zielzelle Aktivierungsschwellen
unterliegen, andere aber nicht (z.B. AMPA/NMDA-Rezeptoren). Aus diesem Grund ist F' als m-
komponentige Funktion angesetzt. Die Ausgabe kann dann nicht mehr einfach als Feuerrate der Zelle
interpretiert werden. Will man darauf beharren, daf} trotzdem im wesentlichen mittels Feuerraten
Signale zwischen Zellen ausgetauscht werden, mag man die Komponenten von F als Funktionen der
Feuerrate auffassen (die wiederum vom internen Zustand x abhéngt).

Im Wechselwirkungsterm von Gleichung (1) tauchen neben F(x,t) weiterhin Funktionen
C(tywij) : Ry x Q — IR™™ auf. Diese Funktionen reprisentieren die synaptischen Response-

3



funktionen, wobei w;; € () etwa einen Satz von Parametern wie Anstiegs- und Abfallszeiten, Ubert-
ragungstotzeit und Amplitude von postsynaptischen Potentialen darstellt und C ein durch w;; pa-
rametrisierter Funktionsprototyp ist. Fiir w;; = J;; und C(f,w;;) = w;;6(t) konnen die Integrale im
Kopplungsterm in (1) aufgeldst werden und der Ausdruck reduziert sich auf die hdufiger verwendete
gewichtete Summe mit konstanten Koeffizienten; allerdings sind diese Koeffizienten fir m,n > 1
genau genommen bereits n X m-Matrizen. Zur Verallgemeinerung des Theorems von Geman werden
wir annehmen, daff die Funktionen C'(¢,w;;) Zufallsfunktionen sind, d.h. wir nehmen an, daf§ die w;;
Elemente eines Wahrscheinlichkeitsraumes (€2, F, P) sind. C kann dann aufgefafit werden als eine
Funktion, die jedem Element w € Q eine Zeitfunktion C'(¢,w) zuordnet.

Ohne weitere Einschrankungen an A und H ist (2) d&quivalent zu der vollig allgemeinen Differen-
tialgleichung @,(t) = f(x;(t), 1) fiir eine beliebige Funktion f. In dieser Allgemeinheit kann man kaum
erwarten Aussagen liber das typische Verhalten des gekoppelten Systems (1) machen zu kénnen. Im
folgenden miissen wir daher weitere Forderungen an A und H stellen, die eine Reduktion von (1) auf
ein niedrigdimensionales System erméglichen. Die Annahmen hier sind recht rigoros und laufen - falls
A und H asymptotisch konstant sind - darauf hinaus, daf§ das isolierte Finzelsystem (2) selbst keine
autonomen, z.B. oszillatorische oder méglicherweise sogar chaotische, Lésungen besitzt, sondern nur
asymptotisch stabile Fixpunkte. Interessanterweise gibt es in der Literatur Hinweise darauf, dafl
Reduktionstheoreme der hier behandelten Form auch fiir Systeme mit gewissen oszillatorischen oder
sogar chaotischen Einzelelementen gelten konnten.[22, 20, 23] Die zitierten Arbeiten sind jedoch bis-
her numerischer Natur und betrachten auch lediglich den Fall der sogenannten ‘Meanfield’-Kopplung,
bei der alle Kopplungen identisch (nicht-zufallig) sind. Es ist weiterhin klar, daB sicher nicht be-
liebige ‘Meanfield’-gekoppelte Systeme synchronisieren. Beispielsweise haben Pikovsky et al. erst
kiirzlich ein Phdnomen “schwacher Synchronisation” in Systemen identisch gekoppelter chaotischer
Oszillatoren gefunden, bei dem Phasenkohdrenz nur in einem gewissen mittleren Sinn eintritt und
die Amplituden der Schwingungen einzelner Oszillatoren chaotisch und nahezu unkorreliert sind.[24]
Ein Beweis von Bedingungen, die Synchronisation (strikt oder schwach) solch allgemeiner, komplexer
Systeme gewdhrleisten, wire sehr niitzlich, kann aber mit den nachfolgend verwendeten Methoden
vermutlich nicht gefithrt werden.

Es sei bemerkt, daff wir die Diskussion soweit nur fiir eine einzige Gruppe identischer, zuféllig
gekoppelter Zellen gefiihrt haben. Eine Verallgemeinerung von (2) und (1) auf endlich viele (z.B. P)
Gruppen ist offensichtlich. Die Eigenschaften der Zellen in jedem Pool miissen dann als identisch
angenommen werden, kénnen sich aber zwischen Pools unterscheiden. Auflerdem kann man eine
beliebige Kopplungsstruktur der Pools untereinander annehmen. Die statistischen Eigenschaften der
Kopplungen zwischen je zwei Pools miissen weiterhin identisch sein, kénnen sich aber von Paar zu
Paar unterscheiden. In (1) sind dann alle Gréflen noch durch ihre Zugehérigkeit zu dem jeweiligen
Pool zu kennzeichnen, und es wird aufler iiber j noch iiber alle Pools mit denen Verbindungen bestehen
summiert (vgl. (14) und (23)).

3 Mathematische Hilfsmittel

Fir die Analyse des asymptotischen Verhaltens des Systems (1) benétigen wir eine Reihe von
Hilfsatzen, einerseits aus der Theorie der Differentialgleichungen [1], andererseits aus der Wahr-
scheinlichkeitstheorie [9, 6].



3.1 Differentialgleichungen und Matrixmaf3

Wir beginnen mit einer fundamentalen Ungleichung, deren Beweis man zum Beispiel in [10] findet.

Lemma 1 (Bellman-Gronwall) Sei (i) f,g,k: Ry — IR lokal integrabel; (ii) g > 0,k > 0 (iii) gk
lokal integrabel auf IRy. Falls dann fir eine Funktion v : IRy — IR gilt:

t

ult) < F1) +g(t) [ K pult)ar, Ve R,

0

so gilt auch

t
k(t")g(t")dﬂi dt', vteR; .

t

ult) < 70+ g0) [ KEFW) [exp

Man beachte, daf in der zweiten Ungleichung u nicht mehr auf der rechten Seite enthalten ist, wohl
aber in der ersten.
Wir betrachten nun die lineare, inhomogene Differentialgleichung, deren Theorie wohlbekannt ist
(siehe etwa [1]):

(t) = A(t)x(t) + b(t), x(0) =29 € R". (3)

Hier (wie im folgenden) nehmen wir an, dal A und b(t) beschrankt und stetig sein mogen. Ist n = 1,
lautet die eindeutige Losung des Anfangswertproblems (3)

t N 7t t t 1"y 340t
x(t):eJ;A(t)dtxo—l—/ eft’A(t )dt b(')dt', >0 .
0

Fiir n > 1 bleibt die Form der Losung dieselbe, falls A(t) und f5 A(#')dt’ fiir jedes ¢ € IRy kom-
mutieren, also speziell, wenn A eine beliebige konstante Matrix ist. Andernfalls ist die allgemeine
Form der Lésung komplizierter. Schranken fiir das Wachstum von Lésungen kénnen mit Hilfe einer
Matrixnorm ||A|| von A gewonnen werden. So gilt fiir die Euklidische Norm von Loésungen der zu
der inhomogenen Gleichung (3) gehorigen homogenen Differentialgleichung

#(t) = A(t)x(t), z(0) = zo , (4)

etwa .
z(t)]]2 < ||ffc(0)||ze><p/0 [[A(E)]]2dt" .

Die Matrixnorm ist stets grofer oder gleich Null und gleich Null nur fiir A = 0, so daf} in allen interes-
sierenden Fillen lediglich eine exponentiell in t anwachsende Schranke erhalten wird. Abschatzungen
dieser Form sind fiir unsere Zwecke zu grob. Zur Beschrankung von Losungen von (3) und letztlich
solcher des Systems (1) verwenden wir daher das Konzept des Matrizmafes.

Definition 2 (Matrizmaf) Sei|-| eine Norm auf €' und ||-|| die hiervon induzierte Matriznorm auf
", Sei I die identische Abbildung in C**". Als Matrixmal} u(A) einer Matriz A € " definieren
wir:
o U RA[ = T)
p(A) = Jim h




Offensichtlich hdngt g von der gewdhlten Norm ab. Bei Bedarf deuten wir dies durch eine
zusétzlichen Index an, etwa po fiir das von der Euklidischen Norm induzierte Matrixmafl. Das
Matrixmaf ist im tibrigen kein Mafl im Sinne der Maftheorie; beispielsweise kann es auch negative
Werte annehmen. Fine Liste mit Eigenschaften des Matrixmafles und deren Beweis findet sich in

[10]. Wir bendtigen lediglich

Lemma 3 (FEigenschaften des Matrizmafies) Sei x € ', A € C*", |-|, ||-|| und p wie in Definition
2. Dann gelten

ANl < —p(—A) < p(A) < [|A]
—p(=A)la] < |Ae| und — p(A)fe] < [Aa| < [|A]|- Je]
—p(—A) £ ReA(A) < plA), Vi€ {1,2,....n)

p2(A) = max; )\i(A';A* )

a
b

c

d

(a)
(0)
(¢)
(d)

Hier bedeuten A* die zu A adjungierte Matrix, A;(A),1 < ¢ < n, die (moglicherweise komple-
xen) Eigenwerte von A, und Re); den Realteil des i-ten Figenwertes. Mit Hilfe von (a) und (b)
sind scharfere Abschitzungen des Wachstumsverhaltens der Loésungen von Differentialgleichungen
moglich, als mit der Norm allein (siehe nichstes Lemma). Da g kleiner als Null sein kann, kann
oft sogar asymptotische Stabilitdt nachgewiesen werden, denn (c) zeigt, dal u das Spektrum der
Matrix A auf einen Streifen in der komplexen Zahlenebene einschréankt, der durch Realteile im In-
tervall [—p(—A), u(A)] bestimmt ist. (d) gibt an, wie p fir die Euklidische Norm berechnet oder
gegebenenfalls abgeschédtzt werden kann. Da A + A* symmetrisch ist, sind seine Eigenwerte alle reell
und oft leichter (z.B. numerisch) zu bestimmen als die Eigenwerte von A selbst. Auflerdem zeigt (d),
daB die Abschétzung (c) fiir symmetrische, reelle Matrizen scharf wird, da dann (A + AT)/2 = A ist
und alle Eigenwerte symmetrischer Matrizen reell sind.

Im weiteren werden Vektor- und Matrixnormen einheitlich mit || - || bezeichnet, wobei stets die
Euklidische Norm bzw. die von ihr induzierte Operatornorm gemeint ist. Auflerdem sei g = ps.

Lemma 4 (Lineare Differentialgleichungen und Matrizmaf)
a) Fir jede Losung der homogenen Gleichung (4) gilt:

¢ ¢
leollexp— [ n( @ < Jo(0)]| < el exp [ (A, 12 0.
b) Jede Fundamentalmatriz U(t) der homogenen Gleichung (4) erfillt die Abschitzung:
¢
M < 19 (s) [exp [ (A, 0< s <t

¢) Jede Losung der inhomogenen Gleichung (3) wird beschrinkt durch

eIl < feollexo [ [ utawnar] + [Ceso[ [ uawar] i yar, 1= o

Beweis: Teil (a) wird in [10] bewiesen. FEin alternativer Beweis ist folgender: Aus (4) folgt fiir
beliebiges € > 0
T+ eAt)—1
= A(t)z(t) = —————=x(t) .
O Aaqy = LHAO L,




Multiplikation von links mit 7 (#) fithrt auf
rde 1d 2T (T4 eA(t))x — [laD)]]* | +eA@R)]] -1
= e = T AW I AT+ AT Ly gy
dt — 2dt € €
Da dies fiir beliebiges € > 0 gilt, so auch im Limes € — 0. Es folgt
1d 5 5
L el < WA (o

Integration dieser eindimensionalen Differentialgleichung fiir [|z(¢)[|? fithrt schlieBlich auf die rechte

Ungleichung in (a); die linke kann &hnlich gezeigt werden.

Teil (b) ist eine direkte Folge von (a), da eine Fundamentalmatrix spaltenweise aus Losungen des
homogenen Systems (4) besteht und man in (a) statt Null eine beliebige Anfangszeit s wahlen kann.
Zum Beweis von (c) sei U(t) eine Fundamentalmatrix der homogenen Gleichung & = A(f)x. Dann
ist die allgemeine Losung des inhomogenen Systems (3)

z(t) = W)U (0)z(0) + /Otkll(t)kll‘l(t’)b(t’)dt’ :
Oder mit U(t,#') := W(t)T~(#)
lz(D] < IIU(t,O)II-||x(0)||+/0tIIU(t,t’)II-IIb(t’)IIdt’

Die Matrix U(t,t') ist selbst wieder eine Fundamentalmatrix der Gleichung & = A(t)x, nun
mit der Anfangsbedingung U(#',#') = I. Anwendung von (b) auf U(¢,t') liefert ||U(t,¢)|] <

U 1| exp [5 p(A@)dt", 0 < ¢ < t, woraus sich mit ||[U(#',#)|| = ||| = 1 die Behauptung
(c) ergibt. O
Nachfolgend treten hdufig Funktionen der Form
t 1N g4t t
1) = e 1) = g1.0), () = [ (1) 5)
0

mit bestimmten skalaren Funktionen a(t) auf (z.B. a(t) = u(A(2))). Der nichste Hilfsatz fafit einige
einfache FEigenschaften dieser Funktionen zusammen, von denen wiederholt Gebrauch gemacht wird.

Lemma 5 Sei a(t) : Ry — IR lokal integrabel, g(t,t"),hi(t), 0 < t' < &, definiert wie in (5).
Weiterhin mégen Konstanten ¢ > 0 und ag < 0 existieren, so dafs

Dann gelten:
(a) 0 < hy(t) < efe® ¢ >0; (b) tlim hi(t) =0
(¢) 0<g(t 1) <eXewl=) 0 < <t; (d) lim g(t, 1) =0, ¢ € Ry
t 2c
(e) 0= fglt,thdt < e, t20;  (f) lim [ g(t,t)dt' = 2o
—0o0 Jo ao

Falls auflerdem b(t) : Ry — IR stetig und beschrinkt und der Limes tli—mb(t) = b < oo ist, gilt

wetterhin
¢ €2C

(¢) im [ g(t,t")b(t)dt' < — - Tim b(¢) (7)

t—oo Jo |a0| t—00



Beweis: Gleichung (6) ist dquivalent zu

—c—l—a0t</ tYdt' < e+ agt, t>0,

so dafl .
0< hl(t) _ efO a(t’)dt! < gctaot 7 YVt e IR_|_ 7

woraus (a) und (b) folgen, da nach Vorausetzung ao < 0 ist. (¢) und (d) ergeben sich aus:
0< g(t,1') = ef:,a(t”)dt” _ ef a(t")de" —f (t")dt" - ctaot c=aot! _ 2¢ ao(t—t')

Integration dieser Ungleichungen iiber ¢’ liefert schlieBlich (e) und (f). Zum Beweis von (g) beachte
man, dafl nach Definition des oberen Limes fiir jedes ¢ > 0 ein T existiert, so daf} b(t) fir t > T fast
iberall kleiner als b + ¢ ist. Dann ist
oyt T gt .
Tm [ gt )b()dt' < T [ g(t,#') sup b(t")di’ + Tim / g4, 1) (b + o)dt’
—o00 JT

t—o0 Jg —o0 Jo o<t <T

2c

< sup b(t”)-m (tt)dt—l—(b—l—ehm/ (t,)dt' < — - (b+e) .
0<t!'<T t—o0 Jg |Cl0|
Die letzte Ungleichung verwendet (c) und da e beliebig ist, folgt (g) im Limes ¢ — 0. O
Bemerkung: Aus (6) ergibt sich unmittelbar
1t
lim = [ a(t)dt' = ag . (8)

t—oo 1 Jo

ag ist daher offensichtlich das Langzeitmittel des Integrals der Funktion a(t). Definiert man
o(t) := f3 a(t')dt' — agt, so beschreibt ¢() gerade die Abweichungen vom mittleren asymptotischen
Verhalten von fj a(#')dt', das proportional zu aot ist. Diese Abweichungen werden durch Bedingung
(6) auf |¢(f)] < ¢ absolut beschrankt. Identifiziert man weiterhin a(¢) mit x(A(¢)) in Lemma 4, zei-
gen die Abschatzungen (a-g), daf die Bedingung (6) zur asymptotischen Stabilitat von Losungen der
homogenen linearen Differentialgleichung fithrt (Lemma 4(a)) bzw. zur Beschranktheit von Losun-
gen der inhomogenen Gleichung (4c). In Anschlufi an Lemma 3 haben wir bemerkt, dal p(A(t)) die
Realteile der Eigenwerte der Matrix A von oben beschrankt; Bedingung (6) kann also auch dahinge-
hend interpretiert werden, dafl man fordert, dafl asymptotisch im Mittel alle Realteile kleiner als Null
sind. Realteile strikt kleiner als Null implizieren asymptotisch exponentielle Stabilitat. Die Form von
(6) 1aBt aber auch zu, daB a(t) asymptotisch in t noch zeitabhangig sein und sogar positiv werden
kann. Dann kénnen Lésungen voriibergehend auch wieder anwachsen. In den spiteren Theoremen
wird gezeigt, dafl asymptotisch die Einzelelemente des Systems (1) synchronisieren. Wenn a(t) bzw.
((A(t)) positiv werden kann, bedeutet dies, dafi die Konvergenz nicht monoton ist, sondern die Ein-
zeltrajektorien phasenweise auch wieder divergieren kénnen und sich nur asymptotisch Synchronitat
einstellt.

Der Zusammenhang des Matrixmafes ;(A) mit den Eigenwerten der Matrix A legt nahe, an Stelle
von a(t) = p(A(t)) direkt den Realteil des Eigenwerts mit grofitem Realteil von A zu verwenden,
a(t) = Rej\(A(t)). Die Bedingung (8) fordert dann gerade, dafi der sogenannte grofite Lyapunovez-

¢

1 )
ponent tlim ;/ ReA(A(t"))dt" (siehe z.B. [14]) kleiner als Null ist, was in der Theorie dynamischer
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Systeme ein haufig verwendetes Kriterium fiir Stabilitdt ist. Die in dieser Arbeit entwickelte Theorie
kann vermutlich auch weitgehend mit Lyapunovexponenten formuliert werden. Dies erfordert an
manchen Stellen Modifikationen, z.B. darf in Lemma 4 nicht ohne weiteres u(A(t)) durch Rej\(A(t))
ersetzt werden. Letzteres ware korrekt fiir konstante, symmetrische Matrizen A, ist aber im all-
gemeinen nicht richtig. Im Fall einer symmetrischen Matrix liefert das Matrixmaf} po im tibrigen
auch genau den grofiten Realteil der Eigenwerte, so dafl nichts gewonnen wird. Bei allgemeinen
Matrixfunktionen kénnen die Lyapunovexponenten scharfer sein, sind aber auch aufwendiger zu be-
rechnen. Héufig ergeben sie sich jedoch, quasi als Nebenprodukt, bei der numerischen Analyse von
dynamischen Systemen.

3.2 Statistische Grenzwertsatze

Lemma 6 Seiw;;, 1 =1,2,---, j =1,2,--- eine Menge unabhdingig und identisch verteilter, reeller
Zufallsvariablen mit Erwartungswert Ewyy, = 0 und Ew?, = 0? < oo. Sei W) .= (wij)1<ij<n
und 10N = (1,1,---, 1) € RY. Dann gelten

(a) Falls EwS, < oo : Nlim sup |5 Y wi] =0 fs.
T 1<<N

(b) Falls Ew; < oo : lim 12, =0 fus.
(c) Fulls Ew}, < oo : ]Vlgr;o ||w AWMy =0 fs.

Bemerkung: Die Aussage ]Vlgrgo |~ Zé\f:l wii| =0 f.s. (vgl. (a)) ist gerade das gewohnliche starke
Gesetz der groflen Zahlen, das schon giiltig ist, wenn die w;; nur unabhéngige, identisch verteilte,
reelle Zufallsvariablen mit endlichem Erwartungswert sind (Satz von Kolmogoroff, vgl. Satz 37.2
in [6]). Aussage (a) des Lemmas besagt dann, dafi die Konvergenz nicht nur fiir eine Einzelsumme
zutrifft, sondern fiir abzéhlbar unendlich viele Summen, indiziert durch i, gleichméBig in i erfolgt.
Beweis: Fiir (a) gilt aufgrund der Symmetrie in i:

1 X 1 X N 1 & ’
Py :=P< sup |ﬁ2w¢j|26 < NP |ﬁ2w1j|26 §6—6E ﬁzwli \
J=1 7=1

1<i<N i=1

die letzte Abschatzung unter Verwendung der Tschebyscheff-Markoffschen Ungleichung (z.B. [6]).

Nun ist

6
1 X 1
E (ﬁ Z wl]) = ﬁ Z E [wlﬁwl]é o wljts] . (9)
7=1

J1:J2y"J6

In der Summe laufen alle Indizes von 1 bis N. Summanden sind stets Null, wenn ein
Index ungepaart auftritt. Beitrage ungleich Null haben die Form (j1,72,73,J1,J5,06) =
(ivivisisisi), (5,054, 7,20)s (s is oo J) oder (i, gy, ) fiix 1< 4,k < N, i, j, b paarweise ver-
schieden und beliebige Permutationen hiervon. Terme der ersten Form erfordern Ew?, < oo damit
die Summe (9) endlich bleibt. Weil aus F|w|? < oo fiir ein p € IN folgt, dal auch F|w|? < oo fir
alle ¢ < p ist, sind die restlichen Terme ebenfalls endlich. Von der ersten Form gibt es N Summan-

den, von der zweiten und dritten O(N?) und von der vierten O(N?). Asymptotisch in N sind also



nur Terme von der vierten Form von Bedeutung, so dafl Py < C'/N? fﬁr alle N und eine geeignete
von N unabhdngige Konstante (' ist. Nun ist die Summe 3_y_; Py < 3 ZN 7z < 00, so daf} das
Borel-Cantelli-Lemma ([6, 9]) die Behauptung (a) impliziert.

A~ T A~
Zum Beweis von (b) beachte man, daf ||W||§ = )\(W(N;\,ﬂ), wobei A(A) die Spektralnorm der
Matrix A bezeichne. Da die Spektralnorm kleiner oder gleich jeder induzierten Operatornorm ist,

koénnen wir sie (z.B.) durch die Zeilensummennorm abschéatzen:

W(N) 2 ~ ZN_ Wi Wik N 1 N
= || =2\ k=1 TR IR < su _ Wipt0;
H ) N2 i - 1§i§pN ]Z:; N2 kZ::l Wik
N
1
< su wl 4+ su — WL W 10
1§i§pN Z k 1<z<pN ngﬂ N2 Zk: b ]k] (10)

Wir zeigen, dal beide Ausdriicke im Limes N gegen Unendlich verschwinden. Im ersten Term ist
FEw?, = 0% und

1 X, 1 2 o) 02 1 X1 X o

sup |—= > wi| < sup |— W, — 0o — )+ =

1<ien | V2 ,; H = sien | V2 Zk:( ¢ TN ; N ,; N
Definiere & 1= wl, — 02, ki = 1,2, 2 = | 00, €l i = 1,2, und Sy = £ 2, 2
Offensichtlich sind die &, k,2 =1,2,--- und ZZ(N), t=1,2,--- jeweils unabhangige, identisch verteilte

(N)

Zufallsvariablen. Die z;7’ hdngen aber von N ab, so dafl zum Beweis der Konvergenz von Sy gegen

Null das gewhnliche Gesetz der groflen Zahlen nicht angewendet werden kann. Wir verfahren daher

wie in Teil (a): Zunéchst ist E(Z§N))2 = F¢& /N und dies kleiner als unendlich, falls Fwf], < oo

ist, was nach Voraussetzung zutrifft. Weiterhin Verschwindet E(Z§N)) im Limes N — oo und somit
auch EZ£N) (wegen (Ez)? < Fz?). Sodann ist Sy = Ez§ + Y 1( Ez§ )) wobei, wie eben
gezeigt, EZ£N) im Limes N — oo verschwindet. Fiir die Summe gilt
N N 2
Pl S = ) > 0 < 58 |2 5 - )
N =1 N =1

1 ) w2 1 (N2 1 2
= yal (2" - BaV) < g BT = g B

Dies ist offensichtlich summierbar, so daffi Sy und damit auch der erste Term in (10) asym-
ptotisch fast sicher verschwinden. Zur Behandlung des zweiten Terms in (10) definiere fZ(JN) =
%Zi\le wipw;k|, 1,7 = 1,2,--+,7 # j. Dann ist F¢, = %, so dafl E¢j, und Ei, asymptotisch

in N verschwinden. Weiter 148t sich der zeite Term in (10) abschétzen durch:

1 %( - BeY))

]=1 J#1

N
i [ Z = Efg) + 121'1<pN

1SN =1,

1
m Z Wip Wk
k

Der erste Term, Efg\f), verschwindet im Limes N — oo. Im zweiten beachte man, dafl das Supremum
sich iiber Zufallsvariablen erstreckt, die zwar nicht unabhingig sind, aber identisch verteilt. Aus
Symmetriegriinden kénnen wir daher analog zum Beweis von Teil (a) verfahren, das Supremum
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eliminieren und unter Verwendung vierter Momente (statt sechster wie in (a)) zeigen, dafl auch der
zweite Term fast sicher verschwindet. Hierzu ist Fwj, < oo ausreichend. Die Details fithren wir
nicht weiter aus. Insgesamt konvergieren dann beide Terme in (10) fast sicher gegen Null, woraus
Behauptung (b) folgt.

Fiir (¢) schreibe

2

N
W
N

AGE) LB
= - Wi = — — Wi .
2 = 1<k<N N \VNis

Wieder hdngen die Ausdriicke in der Summe iiber k von N ab, so daf} das herkémmliche Gesetz der
groflen Zahlen nicht anwendbar ist. Weiteres Umformen liefert

2

1 X, 22X (1 1 &, 2&
e X by g | =g X vkt g e

k=1 i< J=1

Hier geht die Doppelsumme iiber wg; fast sicher gegen ¢ aufgrund des gewdhnlichen Gesetzes der
groflen Zahlen. Vom zweiten Term zeigt man mit den Methoden wie in (a) und (b) unter Verwendung
der Momente vierter Ordnung, daB er (f.s.) verschwindet, falls Ew], < oo ist. Auf die Darstellung
der Details verzichten wir wieder. O

Lemma 6 stellt Gesetze der groflen Zahl fir reellwertige Zufallsvariablen zur Verfiigung. Falls in
der Differentialgleichung (1) die Responsefunktionen als Diracfunktionen angesetzt werden, genauer
falls dort die Funktionen C'(t — s,w;;) von der Form w;;é6(t — s) sind, reduziert sich das System von
einer Integrodifferentialgleichung auf eine gew&hnliche Differentialgleichung mit konstanten, aber
zufalligen, Koeffizienten w;;. Mit Hilfe von Lemma 6 kann dann gezeigt werden, daf} asymptotisch
in der Netzwerkgrofie N, die Komponenten der Losungsfunktion x;(¢) identisch werden. Dies wird in
Theorem 8 im néchsten Unterabschnitt prazisiert.

Sollen realistischere Responsefunktionen beriicksichtigt werden, miissen die Aussagen des Lemmas
6 erweitert werden. Im einfachsten Fall ist C'(f,w;;) = w;;¢(t) mit einer festen Funktion g. Hier ist
eine Verallgemeinerung noch nicht nétig. Wenn die w;;, 2,5 = 1,2, .- -, die Bedingungen des Lemmas
6 erfiillen, gelten die Aussagen (a)-(c) des Lemmas offensichtlich gleichméflig in t, falls man dort
w;; durch w;;g(t) ersetzt. Erst wenn die Responsefunktionen sich aufier in ihrer Amplitude auch in
ihrem individuellen Zeitverlauf voneinander unterscheiden kénnen, treten weitere Probleme auf. Die
Responsefunktionen sind dann Zufallsfunktionen oder stochastische Prozesse und keine einfachen,
reellwertigen Zufallsvariablen mehr. GleichméfBige Konvergenz (oder Konvergenz in einem anderen
Sinne) ist dann nicht mehr ohne weiteres gewéhrleistet. Lemma 7 formuliert die fiir unsere Zwecke
notwendigen Verallgemeinerungen von Lemma 6.

Lemma 7 Sei {wif(t)}teIf{J,? = 1,2,--+, 3 = 1,2,--- eine Familie unabhdngiger, identisch
verteilter stochastischer Prozesse auf einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P) mit
Ewyi(t) = 0, Ewi (t) = o*(t) und Ewy()® < oo fir alle t € Ry, Fiir jedes w € Q sei wyy(t,w)
global Lipschitzstetig auf IRy. Ferner sei {l;;}, 1 =1,2,---, j=1,2,--- eine Menge unabhdingig und
identisch verteilter, reeller Zufallsvariablen auf demselben Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P) mit
EI$, < oo, derart daf fiir alle i = 1,2,-+-, 7 =1,2,--- und fast alle w € Q, l;;(w) Lipschitzkonstante
fiir wi;(t,w) ist. Definiere WN(#) := (wi;(1))i<ijen, t € Ry und 1M = (1,1, )T € RY.
Dann gelten fir 0 <T < oo
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WWM(t)

N
b) 1 =0 f.s. a)l s =0 f.s.
(B)Jim, sup | = |, =0 S (@)im, sup sup 2% /s
WM
1 / AW Z (D) dt =0 f.s.
(¢) lim | ‘ N 2 o(t) s

Beweis: Zunachst definiere

2 ISZSN ]‘:1
W (¢
o{V(1) = GRS
2

Nach Voraussetzung sind die Bedingungen des Lemmas 6 fiir beliebiges ¢ € IRy erfiillt; (a) und
(b) gelten daher punktweise fiir ¢ € IR;. Zu zeigen ist, daB die Konvergenz auf [0, 7] gleichmafig
erfolgt. Hierzu ist nachzuweisen, daf} fiir fast alle w € Q die Folgen {CI)EN)(t,w)}N, i =1,2 auf [0, 7]
gleichgradig stetig sind und daher in C[0,7], 0 < T < oo gleichméfig konvergieren. Aufgrund der
punktweisen Konvergenz von CI)EN)(t,w),i = 1,2 gegen Null und der Stetigkeit der Grenzfunktion

folgt dann, daf} die Konvergenz gleichmafBig gegen Null erfolgt, aufler vielleicht auf einer Nullmenge
in F.

1

N N 2
(@) - @iV(s))" < ¥ <5 2 (ww(t) = wi(s))?
1<k, i<N
1 N—oo
< Nz S G t—sP = ELt—s|* fs. Vs,it€R; .

1<ki<N

Der Grenziibergang benutzt das gewohnliche Gesetz der grofien Zahlen. Man beachte, daf} die Kon-
vergenz unabhéngig von der speziellen Wahl von t und s ist. Aufgrund der fast sicheren Konvergenz

existiert daher ein Ny, so daf fiir alle N > Ny und fiir fast alle w € Q die Zahl 2-/E[3; Lipschitzkon-
stante fiir CI)gN)(t,w) auf ganz IRy ist. Fiir N < Ny sind die CI)gN)(t,w) nach der obigen Abschitzung

ebenfalls Lipschitzstetig, moglicherweise jedoch fiir eine groflere Konstante als 2 - /Fl},. Endlich
Vlele glelchmaﬁlg stetige Funktionen sind jedoch immer gleichgradig stetig, so dafl die gesamte Menge
{CI) (t, W) }n=12,.. fast sicher gleichgradig stetig ist, woraus sich nach dem oben Gesagten (a) ergibt.

(b)

( sup le) |t — S| < ( sup | le E111| + Elll) |t — S|
1<ien N

= lim [®{"(1) — of" >(5)\§Ezn|t—3| f.s. Vs,teRy .

N—co

Die Konvergenz erfolgt hier wegen Lemma 6(a). Der Rest der Argumentation verlauft wie im Fall

(a).
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(c) Fiir CI)gN)(t) kann man schreiben

(@0) = 55 X wh()+ 5 2 X it (1)

1<k,i<N k i)

Vom ersten Term weist man leicht nach, daf er fiir N — oo gleichmifig in t fast sicher gegen o*(¢)
konvergiert. Der zweite geht wegen Lemma 6¢ punktweise gegen Null. Vermutlich ist die Konvergenz
gegen Null auch gleichméfig. Dies ist aber schwierig nachzuweisen, weshalb wir nur die schwéchere
Aussage (c) beweisen. Hierzu approximieren wir die Funktionen w;;(#,w) zunéchst durch stiickweise
lineare Néherungen: sei T' > 0 und h > 0 beliebig aber fest, S eine abzdhlbare, dichte Teilmenge von
[0, 7], T, ={t1,ta- -t} CSmMit0=1t; <ty < - <tp,=Tund ty 1 —tp <h, k=1,2--- . m—1.
Firwe Q, t € [0, 7] und 7,5 = 1,2, - definiere

)wij<tz+1,w> — w;;(t,w)

@j(t,w) = wij(tl,w) + (t — tl
lipr — 4

<t <t .
Die Funktionen w;;(#,w) sind Lipschitzstetig mit denselben Konstanten, /;;(w) wie w;;(t,w). Weiter-
hin sind die Differenzen A;;(#,w) := w;;(t,w) — @;;(t,w) tiberall betragsmifig kleiner als [;;(w) - h.

Definiere M 1) o || L 20y Baz (), Dann st lim (1) — 3 Di
efiniere @5 (1) := ||——F""——|| und (1) := Ew(t). Dann ist Jim &y (t) = o(t) f.s. Die

Konvergenz gilt punktweise in t wegen Lemma 6, aber auch gleichmafig, da &)gN)(t) nur von den

héchstens abzdhlbar vielen Punkten in 7, abhidngt und auf T, fast sicher konvergiert. Demnach ist

lim sup |®V (1) — 5(1)| = 0f.s , (11)

N—co 0<i<T

so daf fiir stiickweise lineare Funktionen w;;(t,w) Aussage (c¢) des Lemmas auch in der starkeren
Form der gleichmifligen Konvergenz analog zu den Teilaussagen (a) und (b) zutrifft. Da & beliebig
ist, trifft dies sogar fiir beliebig genaue Approximationen der urspriinglichen Funktionen w;;(#,w) zu.
Obwohl im Limes A — 0 die Funktionen &(¢) und &)gN)(t) gleichmaflig gegen o(t) beziehungsweise
CI)gN)(t) konvergieren, folgt hieraus allerdings nicht, dafi auch CI)gN)(t) gleichmaBig fast sicher gegen
o(t) konvergiert, denn es konnte im Prinzip fiir jedes w € Q eine Nullmenge A C [0,7] geben, auf
der sich die Approximationsfehler A;;(#,w) zuféllig derart akkumulieren, daf sie im Limes N — oo
nicht verschwinden.

Wir definieren daher A(N)(t,w) = (Ay;(t,w))1<ij<n und betrachten

T
J
Im ersten Term auf der rechten Seite ist Nlim %ZISMSN fOT AL ()dt < EIF AT fs., wegen

AZ(t) < BZh?, ¥Vt € [0,T]. Im zweiten Term definiere Z,EN) = LZZ’# fOT Agi (D) Ag;(t)dt. Die

N
Z,gN), k= 1,2--- N sind unabhéngige, identisch verteilte Zufallsvariable. Wir zeigen mit der

schon im Beweis von Lemma 6 wiederholt verwendeten Methode, daff < N, Z,EN) fast sicher ge-
gen Null geht. Hierzu rechnet man leicht nach, daf EZ,EN) = %lei#SNEfOT Ak (D) AR ()dt =

¥ C1<igi<N JTEA(H)AL;(t)dt = 0 und dhnlich E(Z,EN))Q < o (EILRT)? < oo, sowie E(Z,EN))4 <

dt = % 3 /OT A (1)dt + %22/5 AuDAu(Ddt (12)

1<k,i<N kit

A(N)(t) .1
N
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c2( BB R*T)Y < oo fiir geeignete, von N unabhéngige, Konstanten ¢y, cy gilt. Mit Hilfe dieser

Abschétzungen folgt weiter, dal F ‘% PN Z,gN)‘4 von der Ordnung O(1/N?) ist. Da dies summierbar

ist, ergibt sich ]Vlgr;o ~ e Z]g )

in Gleichung (12) ist somit beschrankt durch

= 0 f.s aus dem Borel-Cantelli-Lemma. Der Approximationstehler

2

T A(N)(t) -1

lim dt < EI},h*T f.s. . (13)
N—oo Jo
SchlieBlich ist

T

[ 1080 — ol

0

T ~ T _
g/o |q>gN>(t)_q>gN>(t)|dt+/o 3N (1) — & |dt—|—/ (4)|dt

fiir alle A > 0. (Die Abhéangigkeit der Funktionen &)gN)(t) und &(¢) von h ist nicht explizit gekenn-
zeichnet!). Gleichung (11) zeigt, da} der zweite Term aymptotisch in N fast sicher verschwindet. Das
dritte Integral verschwindet fiir A — 0 da &(¢) gleichméfig gegen o konvergiert. Der erste Ausdruck
kann mit Hilfe der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung weiter abgeschétzt werden durch

/0T|q>gm<t> |dt</ H dt <T- (/ th)l/z .

Wegen (13) ist dies im Limes N — oo kleiner oder gleich T'y/E3,h, was wiederum im Limes h — 0

N A(N)(t) .1

verschwindet. Insgesamt ergibt sich

i fim [ 196740) - o)l =0 ..

also die Behauptung (c) des Lemmas. O

4 Grenzwertsatze

Nach den Vorbereitungen des letzten Abschnitts kénnen wir nun Grenzwertsétze fiir Differentialglei-
chungen mit zutélligen Kopplungen formulieren.

Theorem 8 Wir betrachten das Anfangswertproblem

dz$ N N ol o N P 1 M o
G = AR GO0+ 10+ 3 5 O R0

22(0) = 25 e R a=1,2,...P, i =1,2..N,

(14)

Fiir alle a« =1,2,--- P sei

Ny (N .
(1) No(N) eine durch N indizierte Folge in IN, derart dafl Nlim # = ¢, fir gegebene Konstanten
Co > 0,
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(ii) A%(t) : Ry — R™ "™ und I°(t) : Ry — IR"™ beschrinkt und stetig,
(iii) F'*(z,t) : R™ x Ry — IR™" beschrinkt, Lipschitzstetig in x gleichmaBig in t und stetig in t,

(iv) He(z,t): IR"™ x Ry — IR™ Lipschitzstetig in « gleichmdfig in t mit Konstante LY und stetig
in i,

(V) | o u(A%(s))ds—ag-t] < ¢ fiir alle t € Ry und geeignete reelle Zahlen ¢ > 0 und a§ < —L§ < 0.

(vi) Ferner seien fir alle 1 < o, < P, 1 <k <n% 1 <1< m? die Mengen { Z»];l’aﬁ o

paarweise unabhdngige abzihlbar unendliche Mengen unabhingig und identisch verteilter Zu-

fallsvariablen mit E [(Cf{’aﬁ)j < oo und (Ukl’aﬁ)Q =F [(Cf{’aﬁ) 2].

Dann gelten

Al lim Bim sup sup ‘ xi(t) — x?(t)H =0 fs.

N—oo t—o0 1<a<P 1<4,5<Nq

A2 lim Tim sup sup [||20(t) — {A“(#)x{(t) + H*(2{(t), 1) + I°(t)+

N—oo t=00 1<4<P 1<i<N,

P
+ Z EClalﬁFﬁ(xf(t)at)}
/=1

‘:()f.s.

Bemerkung 1: In (14) und A2 sind die Cgﬁ (C7F in A2) bereits n® x m-Matrizen mit den Kompo-
nenten C;;l’aﬁ, 1<k<n® 1<I<mP’.

Bemerkung 2: Die Behauptung Al besagt, dafl sich asymptotisch in N und t alle Elemente jedes
Einzelpools identisch verhalten. Elemente verschiedener Pools kénnen sich dabei durchaus von-
einander unterscheiden. Man kann daher jeden Pool durch ein einziges repriasentatives Element
ersetzen, zum Beispiel das erste, : = 1. A2 gibt dann weiter eine Differentialgleichung dafiir an,
wie das asymptotische Verhalten genau aussieht. Bei P untereinander gekoppelten Pools reduziert
man so das hochdimensionale, vollstandige System (14) auf ein Ersatzsystem aus lediglich P ge-
koppelten reprasentativen Elementen. Man beachte aber, das jedes dieser Elemente seinerseits eine
Differentialgleichung der Ordnung n,, o = 1--- P ist. Die Komponenten eines Elementes werden
selbstverstandlich im allgemeinen nicht identisch werden. Es sollte aber klar sein, dafl aus A1 und A2
auch die aymptotische Gleichheit derselben Komponenten verschiedener Elemente eines Pools folgt;
letzteres auf Grund der Abschétzung sup;<,<, [ve| < ||v|| fiir ein beliebiges v € IR".

Bemerkung 3: Bedingung (i) des Theorems stellt sicher, daB bei mehreren Subsystemen/Pools (P >
1) die Anzahl der Elemente pro Pool N, asymptotisch in V in festen Verhaltnissen wachst. Weiterhin
stellen die Stetigkeitsannahmen in den Bedingungen (ii)-(iv) (unter anderem) sicher, dafi Losungen
des Anfangswertproblems existieren und eindeutig sind. Bedingung (v) ist notwendig, damit die
Komponentenfunktionen x{(#) asymptotisch in t konvergieren (vgl. Lemma 4). Bedingung (vi)
schlielich stellt Forderungen an die Wahrscheinlichkeitsverteilungen der Kopplungskonstanten und
steht in direktem Bezug zu Lemma 6.

Notation: Die erste Bemerkung zeigt, dafl die Notation aufgrund der verschiedenen Indizes recht
mithsam ist. In der Formulierung des Theorems bezeichnen griechische Indizes unterschiedliche
Subsysteme/Pools; Indexe i und j Elemente innerhalb eines Pools, und k.l indizieren Komponenten
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eines einzelnen Elementes. Den Beweis fithren wir nur fiir P = 1, da dieser Fall schon alles wesentliche
enthélt; die griechischen Indexe kénnen daher im weiteren weggelassen werden.

k

Als weitere Bezeichnungen werden verwendet: z7(t), k& = 1---n, fir die Kompo-

nenten eines Elements a;(t); «(t) := (:zjl(t) :I:N(t))T fir den Vektor aller Elemente;
F(l'ivt) = (fl(xivt)v"'vfm(xivt))T = (fl( Ty m )77fm(x 7x27t)) F(l‘,t) =
(F(xq,t),-++, F(zn,t))T; dasselbe fiir die Funktion H ﬂ sei eine Schranke fiir die Norm von F und Ly
eine Lipschitzkonstante fiir . Weiterhin definieren wir wfjl = Cf;l — BECOH; WH .= (wfj)ij; Wi =
(w kl)kl, W = (WH),. Die Zufallsmatrizen W* erfiillen offensichtlich die Voraussetzungen von
Lemma 6.

Der Ablauf des Beweis folgt im wesentlichen dem von Geman in [12]. Aufgrund zahlreicher Mo-
difikationen im Hinblick auf die vorgenommenen Verallgemeinerungen fithren wir ihn hier trotzdem
aus.

Beweis: Wie schon vorab bemerkt setzen wir P = 1. Sei dann W(#) ein Fundamentalsystem der
Differentialgleichung #(t) = A(¢)x(t) und U(t,t') := W(¢)¥~(¢'). Variation der Konstanten ergibt
als (formale) Losung von (14) fir e =1,2--- N:

ei(t) = w0+ [ v tt{ )+ Hll).8) + Z@ﬁ%A))}M. (15)

] 1

Definiere

¢
(1) ::/0 U(t, ") {](t’) + H(u(t),t ZECHF (x(t"),t )} dt", (16)
N

und u(t) = (ui(t), -, un(t))’ und beachte, daBf die Lésungen u,(t), ¢ = 1,---, N aufgrund der
Stetigkeitsannahmen (ii-iv) existieren, eindeutig sind und insbesondere alle w;(?) identisch sind. De-
finiere weiterhin a () := p(A(?)) und hq(t), ho(f) und g(¢,t') wie in (5). Dann kann ||U(t,1')|| gemaf
Lemma 5 abgeschatzt werden durch ||U(t,t")]] < g(t,t), 0 <t <1 < 0.

Der Beweis von Al geht nun in zwei Schritten vor: zunédchst wird gezeigt, dafl die Norm
||z(t) — u(t)|| beschrankt bleibt, wenn N gegen unendlich geht. Dies wiederum wird im zweiten
Schritt benutzt um zu zeigen, daf tatsachlich sogar alle Komponenten x;(f) von x(t) asymptotisch

identisch werden.
Es ist

Je(t) — a0 < V001 s 0) + [ g0t (). 0) — Bl £+
4 Lo {|| 5 Bt ) = By, + || Fe. }dt’ (17)
< o)+ o) { (205 2l = o+ |G Har

N
wobei die Dreiecksungleichung und die Lipschitzstetigkeit von H und F benutzt wurden. Die
Ausdriicke HWH und ﬁ

WFH kénnen weiter abgeschétzt werden

N

1 m
T 2w ), 1)
Nidi= 1<i<N1<k<n

[~

1

16



N
Zf Uy ),t)wajl) < ﬂmnsup

ik

Wkl ‘ ‘

Die zweite Gleichheit gilt auf Grund der Identitat der w,;(t), ¢ = 1,2,---. Analog ergibt sich H%H <

mnsupy HWTMH Mit den Definitionen
Kl
ay = Lp+ Lymn- sup ‘W (18)
Wkl -1
btt) o= @ te) + - | e (19)
folgt dann
¢
l2(t) = u(@)]] < b (1) + GN/O g(t ) | (t') — u(@)]| dt’
und die Anwendung des Bellman-Gronwall-Lemmas (Seite 5) hierauf fiihrt weiter auf
¢
() = u()I] < b(t) + an [ gt )bt explan(t = )] dt
¢ ¢
— by(1) +an / b (1) exp [ / (u(A(")) —I—aN)dt”] dt' . (20)
0 iz

Die Definition von by(t), Bedingung (v) des Theorems und Lemma 5a&e implizieren nun, dafl by(t)
beschrankt ist durch

2c
ba(t) < |J2(0)]] e+ + Brmn - sup ‘
k,l

S 21)

Jao| °

insbesondere existiert der Limes ¢ — oo, da ag nach Annahme kleiner als Null ist. Weiterhin
konvergiert ay aufgrund der Definition (18), Bedingung (vi) und Lemma 6b fiir N — oo fast sicher
gegen Lj. DaB heifit, es gibt fiir jedes € > 0 ein Ny, so daB fiir all N > Ny gilt P(lay — Ly <€) = 1.
Die Funktion dan(?) := a(t) + ay = p(A(t)) + an in (20) erfillt daher und wegen Bedingung (v)
fiir gentigend grofles N mit Wahrscheinlichkeit Eins die Voraussetzungen des Lemmas 5, so dafl das
Integral in (20) beschrankt fiir alle ¢ € IR} ist. Insbesondere bleibt es auch im Limes ¢ — oo endlich.
Es gibt daher eine von N unabhéngige (0.B.d.A in t stetige) Funktion ¢(¢, ||(0)]]), derart, daB fir
gentigend grofles N fast sicher ||a(f) — u(?)|| < ¢(t,]|x(0)||) fir alle ¢ € Ry erfiillt ist. Die Schranke
héngt im allgemeinen von den Anfangsbedingungen ab, Gleichung (20), Lemma 5b&g zeigen jedoch,
daB sie so gewdhlt werden kann, daff der Limes lim;_, ¢(t, ||zo||) = ¢s < oo unabhéngig von ¢ ist.
Nun betrachten wir eine Komponente x;(¢) — u;(t) von x(t) — u(t) :

ety =l < (0) 1 n(r) + / () L Nl — )+

+/0 (t,1) {H ZWM ) — Fu(t'), )] +
+ %fj%F(uj(t%t’) }dt/-




N kl und im dritten Term

Im letzten Ausdruck ist H% Zé\f:l Wi F(u;(t), 1)
gilt

< - supy |4 L

< |5 0 = P, )|

T 3 Wi (Flasft),#) = Flus(t). )

c(t, [lwoll)

%
<1 HNH () = w(t)|| < Lymn - SEP‘

wobei in der letzten Ungleichung, die Schranke ||z(t) — u(?)|| < ¢e(t, ||zo]]) aus dem ersten Teil des
Beweises eingesetzt wurde. Damit ist

iquHxi(t) — wi(D] < sup ||l2:(0)]] ha(t) + Srm SUPSUp | 3 Zwm ha(l
1<:<
HLpmnsup et ||zo||)dlt! —|—Lh/ g(t.7)sup [lai(t') = ui(t)]| d'

=b<>+L@/ (1, ) sup [fas(#) = (2|
g%@+hé%@wﬂf

!

(u(AU") + Lh)dt”] a' . (22)

Die dritte Zeile definiert hier &y (¢) und die vierte benutzt die Definition von ¢(¢,t'), sowie noch
einmal das Bellman-Gronwall-Lemma um sup, ||2;(t') — u;(#')|| auf der rechten Seite der Abschatzung
zu eliminieren. Wie schon fiir by () zeigt man, daff auch by (¢) im Limes N — oo fast sicher fiir alle
t € R4 bschrankt bleibt und Lemma 5g auf (22) angewendet werden kann. Es folgt

€2C
lim su () —w;(D]] <1+ Lp——— 3 - lim ¥ .
T sup i) — w0l < {1+ 20 )

Im Ausdruck fiir b\ (1) konvergiert nun der erste Term gegen Null, da hq(t) asymptotisch in t ver-

schwindet. Im zweiten Term von b (1) konvergiert ho(t) gegen exp(2¢)/|ao| (Lemma 5f), bleibt also

k

endlich. Andererseits konvergiert sup, ; sup, ‘N Z] L W !l 'aufgrund von Lemma 6a fiir N — oo fast

sicher gegen Null, so daf} der zweite Term von by (t) dann verschwindet. Ebenso verschwindet auch

der dritte Term, da Nlim Supy, HWTM
gebenen Eigenschaften von ¢(t,z) der Limes lim;_« [y g(t,")c(t', [|2o|[)dt’ < exp(2¢) - coof]ao] < o0

ist. Also haben wir insgesamt

hm Tim sup ||z;(¢) —w(t)]| =0 f.s.,

N—co t—o0 1<i<N

und weil ||z, — ;|| < |Ja; — wi|| + ||@; — uj]] ist, folgt hieraus die Behauptung Al.
Zum Beweis von Behauptung A2 betrachte

sup |[2:(1) — {A)z1(1) + H(a1 (1), 1) + 1(1) + ECu F(24(1), )}

1<i<N

At)(@; — x1) + (H(xy,t) — H(xq,1) + — ZC”F zj,1) — EC11 F(aq,t)

] 1

= sup
i
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ZWuF (21(2), )

] 1

< (AWM + Ln) sup [[zi — 21]| + sup

1 N 7 7
I Z:: Cij (F(z;(t), 1) — F(xl(t)vt))H

+sup

Zw

< [mnsup sup
k,l

(IIA (Ol + Lo+ Ly sup N - Z IICZJII) sup ||w; — @]

Hier konvergiert der erste Term wegen Lemma 6a im Limes N — oo fast sicher gegen Null. Im zweiten
Term verschwindet sup, ||z; — z1|| aufgrund der gerade bewiesenen Teilaussage Al des Theorems im
Limes N,t — oo. Der geklammerte Ausdruck bleibt gleichzeitig endlich, da A(t) nach Voraussetzung
beschrankt ist und sup, (£ 52, 1C511) < B 1Cull + sup, [+ 725 (131 — BlICull)| — EllCul
f.s. durch Anwendung von Lemma 6a auf die Zufallsvariablen ||C;|| — £ ||C11]]. O

Eine Erweiterung von Theorem 8 im Hinblick auf die Einfithrung von zufilligen Responsefunktio-
nen ist recht offensichtlich. Wir formulieren nachfolgend eine Variante, in der angenommen wird, daf
die Responsefunktionen nur auf einem endlichen Intervall [0,7], 0 < T' < oo, von Null verschieden
sind. In Anschluffi an Theorem 9 diskutieren wir den Fall exponentiell beschrankter Responsefunk-

tionen.
Theorem 9 Betrachtet sei das Anfangswertproblem

dz?
(¢
o ()

= A“(t)w?(t) +H (27 (1), )+ 1°(1) +

Z/ Caﬁ (xf(s),s)ds (23)

z2(0) = a5 € IR” a=1,2,..P, i=1,2..N,

K3

FEs seien die Voraussetzungen (i) bis (v) von Theorem 8 erfillt und an Stelle von (vi):

(vi’) Firallel <a,3< P, 1 <k<n® 1<1<m? seien die Mengen {CM ol )} . paarweise
ij=12,

unabhdngige Familien jeweils unabhangzger und tdentisch verteilter stochastzscher Prozesse auf
[0, 7], T < 0. (Q,F, P) bezeichne den zugrunde gelegten Wahrscheinlichkeitsraum. Fir jedes

a, Bk, sei E‘CMQB ‘ < oo fir alle t € [0,T] und Cklaﬁ( =0, t,5=12-- firt>T.
Weiterhin sollen fiir alle w € € die C;;l aﬁ(t,w), i,7 = 1,2+ Lipschitzstetig auf [0,T] sein
mit Konstanten l@l’aﬁ(w). Die l@l’aﬁ(w), i j =1,2--- seien unabhdingig und identisch verteilte
Zufallsvariablen auf (0, F, P) mit £

<oo.

Unter den Voraussetzungen (i)-(v) und (vi’) gilt die Behauptung Al aus Theorem 8 ebenfalls fiir das
System (23) und an die Stelle von A2 tritt

A2’ lim lim sup sup ||&3(t) — {A(t)a(t) + HY (27 (1), 1) + [*(1)+

N—oo =00 j<0<P 1<i<Na

+Z/ECflﬁt—s)Fﬁ(x1 }H—Ofs
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Beweis: Der Beweis verlauft im wesentlichen wie der von Theorem 8. Wir werden im folgenden
daher nur einige Stellen skizzieren, an denen Unterschiede bestehen. Es reicht den Fall P =1 zu
betrachten. Auflerdem sei n = m = 1; héherdimensionale Subsysteme kénnen wie in Theorem 8
behandelt werden.

Zuniachst zeigt man leicht, dafl mit Cj;(¢), ¢, = 1,2--- auch ECy1(f) und w;;(t) := Cy(t) —
ECy(t), 1,7 = 1,2--- Lipschitzstetig sind. Weiterhin ist offensichtlich E|w;(#)[¥ < oo fiir alle
t € Ry und k£ < 6. Die zentrierten Prozesse w;;(t) erfiillen demnach die Voraussetzungen des
Lemmas 7. Aufgrund der Stetigkeit der w;;(¢) sind F|wy(¢)| und o(t) := Ewi,(t) integrabel, so daf
JE Blwyy(t)|dt und [ o(t)dt endlich sind.

Wie im Beweis von Theorem 8 kann man eine formale Losung fiir «;(t), ¢ = 1,2--- angeben
und identische Funktionen w;(¢), in denen die Prozesse C;;(t) durch ihren Erwartungswert ECq1(t)
ersetzt werden (vgl. Gleichungen (15) und (16)). Definiere v(¢) := ||z(t) — u(¢)||. An die Stelle der
Abschéatzung (17) tritt dann

o) < Nellm(n) + 5 [ o) [

t / / / t / (t/ B t”)
b [t v o [ gy [P
0 0 0 N

Der erste Term aut der rechten Seite verschwindet asymptotisch in t. Der zweite bleibt fiir alle

t t//
W—H a4

(24)

‘ v(t")d"dt’

N und t fast sicher beschrankt wegen Lemma 7c und der Beschranktheit von f; o(t)dt. Im vierten
Term beachte man, da dort v(¢) innerhalb des Integrals {iber t” steht und daher das Bellman-
Gronwall-Lemma mcht direkt angewendet werden kann. Man kann jedoch die Integration iiber #’
und #” vertauschen. Beachtet man dabei, daf g(t,#') < hy(t)ece®, 0 < ' <t < oo, ist, ‘J—l‘
auflerhalb von [0,7] verschwindet und auf [0,7] wegen Lemma 7a asymptotisch in N fast sicher
gleichméfig kleiner als jedes € > 0 wird, kann der vierte Term in (24) fiir geniigend grofie N mit
Wahrscheinlichkeit 1 abgeschatzt werden durch

Lf/ (tt)/ot/

Definiere by (t) als Summe der ersten beiden Terme auf der rechten Seite von (24) und h_(t) :=
exp (— fg/ﬂ(A(t"))dt”). Dann ist g(¢,t") = hq(t)h_(t') im dritten Term von (24) und v(t) kann
weiter abgeschitzt werden durch

ece—aoT

W(t/ _ t//)
N

t 1
/ ha (e~ o(¢")dt" . (25)
0

o(t")dt"dt" < eLy
|ao|

=:a!

1) < ba(t) + (1) | (L () + ede™ ) o(t')dt

Hier kann nun wieder das Bellman-Gronwall-Lemma angewendet werden, und gezeigt werden, daf} fiir
N gegen unendlich, respektive € gegen Null, v(t) = ||(f) — u(t)|| fast sicher beschrankt bleibt durch
eine geeignete Funktion ¢(¢), wie schon im ersten Teil des Beweises der Aussage Al von Theorem 8.
Die Abschatzungen im zweiten Teil von Aussage Al fiir supy<;«n ||2i(2) — u;(¢)|| und im Beweis von
Ausage A2 kann man analog tibertragen, was wir hier jedoch nicht weiter ausfithren. O
Bemerkung 1: Eine wichtige Klasse von Responsefunktionen, die Theorem 9 nicht umfafit, sind
exponentiell beschrinkte Funktionen. Diese kénnen zum Beispiel in der Form charakterisiert werden,
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daBl T in Theorem 9 als unendlich angesetzt wird und angenommen wird, dafl unabhéngige, identisch
verteilte Zufallsvariablen b;; > 0 existieren, sowie ein v > 0 derart, daff |C;;(¢)| < b;je™" fir alle ¢, 5 =
1,2,---und t € IRy gilt. Die im Theorem 9 eingeschlossenen Responsefunktionen sind offensichtlich
eine Teilmenge exponentiell beschrankter Funktionen. FCiq(t) und w;;(t) = Cy;(t) — EC11(t) sind
ebenfalls exponentiell beschrinkt und Lemma 6 zeigt direkt, daB, wenn FE|b;1|® < oo ist, auch

]Vlgrgo H%‘ < Nl—%oQ (big) ) e < 2Eby1e7 (f.s.) und sup;, |% Yo wi(t)] L 2Ebye™ (f.s.) gelten.
Daher kann man fur Jedes ¢ > 0 ein Ny und ein Tj findet, so dafl die beiden Ausdriicke fiir alle t > Tg
und N > Ny (f.s.) kleiner als € sind. Dasselbe kann man auf [0, Tp] wegen Lemma 7 ebenfalls erreichen
(evtl. mufB hierzu Ny vergroBert werden). Die in Lemma 7 (a) und (b) behauptete gleichméaBige
Konvergenz, ist also fiir exponentiell beschrédnkte Prozesse auf ganz IR, erfillt. Weiterhin ist auch
o(t) exponentiell beschrankt, so daB [;° o(t)dt endlich ist und in Lemma 7¢ daher ebenfalls T durch
Unendlich ersetzt werden kann.

Die oben skizzierte Erweiterung von Lemma 7 auf exponentiell beschréankte Prozesse ist noch nicht
ausreichend um auch Theorem 9 entsprechend zu verallgemeinern. Schéatzt man in der Gleichung

(25) zum Beispiel HMH gleichméfig durch ein beliebiges € > 0 ab, evaluiert die Integrale in (24)

und wendet das Bellmann-Gronwall-Lemma an, so stellt man fest, dafl man v(¢) = ||z(¢) — u(?)|| im
Limes t — oo so nicht beschréanken kann. Um dies zu erreichen muf} explizit das Verhalten von H%H

fiir £ — oo bekannt sein, z.B. in der Form H%H < e-e " fir alle t > 0. Allgemeine Bedingungen,
wann letzteres gilt, sind unbekannt. Eine Moglichkeit ist, zu fordern, daff nicht die Prozesse Cy;(t),
sondern statt dessen Cj;(t)e™" die Lipschitzbedingung in Bedingung (vi’) von Theorem 9 erfiillen.
(Man beachte, dafl |C;;(t)]|e" beschrankt durch b;; ist.) Solange v > |ag| ist, kann man Theorem
9 dann wieder ohne weitere Einschrankungen beweisen. Ist andererseits v < |ag| zeigt sich bei der
Abschéatzung der Integrale von der Form (25), daff man Bedingung (v) im Theorem noch etwas ab-
schwichen muB, insofern als ag < —Lje*® zu gelten hat. Ob man hierauf gegebenenfalls verzichten

kann, ist nicht klar Unter der Annahme, dafl in Verallgemeinerung von th H H = 20 (Geman

1980, [11]) der Limes Nlim I'e HW H dt fast sicher beschrénkt ist, kann man den Beweis modifizie-

ren, so daB man die weitere Einschrankung ag < —Lje*® nicht vornehmen muB. Die angegebene
Verallgemeinerung von Gemans Theorem fiir die Norm von Zufallsmatrizen, ist sehr wahrscheinlich
richtig, aber unbewiesen.

Bemerkung 2: Alphafunktionen mit stochastischen Parametern als Responsefunktionen stellen eine
spezielle Wahl exponentiell beschrinkter Zufallsfunktionen dar. Alphafunktionen lassen sich als
Spezialfall von Losungen der linearen Differentialgleichung C'(t) = AC(t), C(0) = Co, fiir geeignete
nelN, n<oo, A€ R und Cy € IR" darstellen. Sind A und/oder Cy stochastisch erzeugt, so sind
die Losungen dieser Differentialgleichung Zufallsfunktionen. Falls nun der Realteil des grofiten Eigen-
wertes der (Zufalls-)Matrix A mit Wahrscheinlichkeit 1 kleiner oder gleich einer Konstanten —v < 0
ist, gibt es (ebenfalls mit Wahrscheinlichkeit 1) eine Konstante M, 0 < M < oo, die von der speziel-
len Realisierung von A nicht abhingt, derart dafl ||[C'(¢)|] < M ||Col| e™7 ist (siehe [5], Seite 204). Da
C(t) differenzierbar ist, ist es Lipschitzstetig und wegen HC(t)H < 1Al ICH)|] < |A|| M ||Col| e
sind die Funktionen C(t¢)e" fast sicher gleichméBig Lipschitzstetig auf IR; mit Lipschitzkonstante
I = ||A|| M ||Co|]. Wenn die sechsten Momente der Verteilung von [ existieren, erfiillen auf diese
Weise generierte (unanhéngig und identisch verteilte) Zufallsfunktionen also die in Bemerkung 1 for-
mulierten Bedingungen, und somit ebenfalls Theorem 9.
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Bemerkung 3: Indem die Theoreme 8 oder 9 ganze Pools von Zellen auf eine einzige, &quivalente Zelle
reduzieren, scheint es, als sei die Moglichkeit der Betrachtung jeglicher Informationsverarbeitungspro-
zesse in Netzwerken ausgeschlossen und nur die Analyse biophysikalisch-dynamischer Figenschaften
der Modelle moglich. Am Beispiel des Assoziativspeichers mit endlich vielen Mustern zeigen wir
nun, dafl bei geeigneter Wahl der Pools doch auch gewisse Aspekte der Informationsverarbeitung
erfaBit werden konnen (vgl. [13]). Hierzu nehmen wir an, dafl in einem Netzwerk aus N Zellen M
zuféllig generierte, bindre Muster ¢%, o = 1,--- M, geméaf der inkrementellen Hebb’schen Lernregel
gespeichert sein mogen: Cj; = Y7 £r6s. Die &, a=1---M, ¢ =1,--- N seien unabhéngig und
identisch verteilte binire Zufallsvariablen, mit P(¢f = 1) = p € [0,1]. Auf die genaue Spezifikation
der Einzelzellen usw. kommt es im weiteren nicht an.

Neuron i kann in jedem Muster Null oder Eins sein. Insgesamt gibt es 2 Moglichkeiten, die von
der Form x = (&,--+,&M) € {0,1}M sind. Die Menge der N Neuronen 1aft sich nach x € {0,1}™ in
Aquivalenzklassen zerlegen, die durch [x], x € {0,1}M bezeichnet sein sollen. Jede Aquivalenzklasse
kann als Pool im Sinne der Theoreme 8 oder 9 aufgefaBt werden: falls in x € {0,1}* insgesamt
k Komponenten Eins sind, |¢| = k, so ist die Wahrscheinlichkeit, dafl ein Neuron zur Klasse [x]
gehort gleich ¢, = ¢ = p*(1 — p)M=*. Offensichtlich enthélt eine Klasse [x] dann asymptotisch in N
mit Wahrscheinlichkeit Eins einen Bruchteil von ¢, Zellen, so dafl Bedingung (i) der Theoreme (fast
sicher) erfiillt ist. Weiterhin sieht man leicht ein, daf sich die Synapsenvektoren je zweier Zellen
derselben Klasse [x] nicht voneinander unterscheiden, d.h. C;; = Cy;,75 = 1,--- N; i,k € [2]. Hierzu
braucht man nur in der Lernregel zu beachten, dafl & = £ fiir alle o = 1,--- M ist, wenn 1 und k
aus derselben Klasse sind. Weiterhin sind dann sogar alle Synapsen irgendeiner Zelle ¢ € [¢1] zu allen
Zellen einer anderen Klasse j € [x2] identisch, namlich gleich der Anzahl der koinzidierenden Einsen
in ;7 und z5. Die Kopplunsmatrizen zwischen Neuronen der jeweiligen Klassen haben demnach
identische Eintrage, was als Spezialfall einer entarteten Verteilung in Bedingung (v) von Theorem 8
natiirlich enthalten ist.

5 Diskussion

Zusammenfassend haben wir gezeigt, dafl sich hochdimensionale modulare neuronale Netze mit sto-
chastischen Kopplungen mathematisch exakt auf niedrigdimensionale Systeme reduzieren lassen. Die
niedrigdimensionalen Gleichungen kénnen zur leichteren Analyse des asymptotischen Verhaltens des
vollen Systems benutzt werden. Im allgemeinen kénnen die reduzierten Systeme immer noch sehr
kompliziert sein, wenn die Einzelelemente hoherdimensional sind und eventuell auch mehrere/viele
Pools vorhanden sind. Auflerdem kénnen niedrigdimensionale Differentialgleichungssysteme bereits
sehr kompliziertes Losungsverhalten zeigen. In der Referenz [26] haben wir das exemplarisch an
einem zeitdiskreten Spezialfall von Theorem 8 gezeigt. Das dort betrachtete Netzwerk besteht aus
zwel Pools wechselseitig stochastisch gekoppelter Zellen, von denen eine Gruppe exzitatorische und
die andere inhibitorische Neuronen enthélt. Die reduzierten Gleichungen sind zweidimensional und
wurde von Pasemann und Nelle[21] detailliert numerisch untersucht. FEs zeigt sich, dafl in diesem
System sehr vielfaltiges zeitliches Verhalten moglich ist, das von einfachen Fixpunkten, {iber Oszil-
lationen und Quasiperiodizitat, bis hin zu deterministischem Chaos reicht. All diese Verhaltensmodi
kann man in der hochdimensionalen Variante des Systems in Ref. [26] reproduzieren und Theorem 8
sagt ganz konkret aus, dafl man asymptotisch in der Systemgréfle und der Zeit auch nur genau dieses
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Verhalten bekommt, nicht weniger und nicht mehr. Dies bedeutet, dafl die Analyse kleiner neuonaler
Netze durchaus sinnvolle Resultate liefern kann, die sich auf Netzwerke realistischer GréBenordnung
verallgemeinern lassen.

Eine Grundannahme der Betrachtungen dieser Arbeit besteht in der Verwendung gradueller Neu-
rone. Simulationen und heuristische Argumente legen nahe, dal Theoreme analog zu den hier bewie-
senen mindestens fiir stochastische Schwellenneurone in derselben Form gelten (Aussagen A1,A2&A2’
der Theoreme 8 und 9). Ein rigoroser Beweis dieser Behauptung steht noch aus. Simulationen des
oben bereits angesprochenen chaotischen Systems in Referenz [26] mit stochastischen Schwellen-
neuronen weisen jedoch asymptotisch dieselbe komplexe Bifurkationsstruktur auf, wie die entspre-
chenden graduellen Systeme bzw. deren reduzierte Gleichungen. Hierdurch wird die Behauptung
zumindest sehr unterstiitzt. Fir deterministische Schwellenneurone in diskreter Zeit (McCulloch-
Pitts-Neurone) mit stochastischen Kopplungen hat Amari verwandte Resultate gezeigt.[2] Ob und
wann auch kompliziertere Neuronenmodelle, mit gegebenenfalls sogar oszillatorischem oder chao-
tischen Zeitverhalten bereits in der isolierten Finzelzelle, Mittelungsprozeduren erlauben, und von
welcher mathematischen Form deren mittlere Dynamik ist, ist im allgemeinen unbekannt. Hierunter
fallen Integrate-and-Fire-Neurone und natiirlich die Hodgkin-Huxley-Gleichungen, sowie alle davon
abgeleiteten Modelle.

Eine weitere Grundannahme sind stochastische Kopplungen zwischen Zellen. FEs gibt experi-
mentelle Hinweise, die nahelegen, dafl die Verbindungstopologie kortikaler Kopplungen tatsachlich
in einem hohen Maf stochastisch ist.[8, 15] Trotzdem handelt es sich bei dieser Annahme um eine
starke Vereinfachung, mindestens insofern funktionelle Korrelationen zwischen Synapsen, wie sie
beispielsweise durch Hebb’sches Lernen entstehen kénnen, im wesentlichen aufler Betracht gelas-
sen werden. Strukturelle Korrelationen, die etwa auf unterschiedliche Zellklassen oder auf grobe
anatomische Verschaltungsstrukturen zurtickzufiihren sein kénnen, lassen sich dagegen mittels ge-
eigneter Definitionen von Pools erfassen. Da weiterhin nicht alle Zelltypen lernfahig sind, mag die
“mikroskopische” Unordnung fiir Kopplungen zwischen solchen Zellklassen funktionell erhalten blei-
ben, so dafl dann Massenwirkungsargumente anwendbar sein sollten. Dies mag zum Beispiel auf die
haufig anzutreffende Vorstellung zutreffen, nach der hemmenden Zellen weitgehend Aufgaben der
Aktivitatskontrolle zukommt und weniger detaillierte Informationsverarbeitungsprozesse.

Die grobe Verschaltungsstruktur der betrachteten Zellpools kann in konkreten Anwendungen
nahezu beliebig komplex sein und insoweit an ganz unterschiedliche biologische Fragestellungen an-
gepafit werden. So kénnen Pools etwa verschiedene Zellklassen repréasentieren, oder die Schichten-
struktur des Kortex oder die kolumnére Struktur, die man in vielen Arealen findet. Ebenso kann ein
einzelner Pool aufgefafit werden als ein ganzes, nicht weiter strukturiertes Areal oder ein Kern, so dafl
Modelle auf einem gréberen anatomischen Niveau ebenfalls eingeschlossen sind. Zusammen mit den
weiteren Freiheiten bei der Wahl der Einzelzelldynamik und den synaptischen Kopplungsfunktionen
bieten sich kaum zu {iberschauende Anwendungsméglichkeiten.

Auch in Bezug auf kiinstliche neuronale Netze hat die hier vorgestellte Theorie Relevanz, wenn
auch eher indirekte. Klassische Modelle und Anwendungen der Neuroinformatik (Assoziativspeicher,
Backpropagation, etc.) bestehen meist nur aus weniger als einigen tausend kiinstlichen Neuronen.
Angesichts der groflen Zahl von Zellen bereits in einer einzigen Kolumne eines priméren visuellen
Areals (2 10°) und der relativ einfachen Aufgabe, die sie gemeinsam ausfithren und die anscheinend
kaum iiber eine Kantendetektion hinausgeht, erscheint es naheliegend, die Neuronen eines kiinstlichen
neuronalen Netzes bereits als Représentanten grofler Gruppen von Zellen im Sinne dieser Arbeit zu
interpretieren.
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Ein Beispiel in dem Theorem 8, 9 oder eine geeignete Variante direkt anwendbar ist, stellt geméas
Bemerkung 3 nach Theorem 9 der Assoziativspeicher dar. Allerdings miissen bei M gespeicherten Mu-
stern bereits 2 Pools in Erwigung gezogen werden, was in der Praxis eine starke Einschschrankung
ist. Das Beispiel zeigt aber, dafl man Mittelungsprozeduren offensichtlich auch benutzen kann, wenn
Aspekte kortikaler Informationsverarbeitung qualitativ untersucht werden sollen. Interessante Fragen
in dieser Richtung betreffen zum Beispiel Interaktionen (weniger) gleichzeitig aktivierter neuronaler
Assemblies, wie wir sie mit Hilfe von Simulationen groBer Netzwerke bereits in einem einzelnen [27]
oder verteilt iiber mehrere Areale [7] untersucht haben.
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