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In diesem Blatt sei (M, d) immer ein metrischer Raum.

Wir versehen M?

= M x M mit der Produktmetrik
d?: M? x M? - R, d&*((z1,y1), (22, y2)) = d(z1,22) + d(y1, y2).

Dadurch wird M? wieder zu einem Metrischen Raum, das miissen Sie nicht Zeigen.

1. Sei A C M. Zeigen Sie die folgenden Aussagen.

(i) A ist abgeschlossen <= A=A .
Sei BC A. Esgilt BC A .

(i)
(iii)

(iv)

(v)

i- N B
ACB
B abg.

A= | B

BCA
B offen

Es gilt: (A%)°

= (A7)’

, wobei A%2 = A x A.

Auf der linken Seite wird hierbei das Innere beziiglich der Produktmetrik

gebildet.

2. Seil) #AC M.

Wir definieren fiir x € M den Abstand von z zu A durch

Zeigen Sie:

(i) Va,y € M gilt: |dist(x, A) — dist(y,

dist(x, A) :=

(ii) Esgilt x € A <= dist(z, A) = 0.

inf d(z,y).

A)l < d(z,y).

3. Entscheiden Sie, ob die folgenden Mengen offen oder abgeschlossen sind, und be-
stimmen Sie das Innere, den Rand und den Abschluss. Sie miissen ausnahmsweise
keine vollsténdigen Beweise angeben.
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4. Beweisen Sie: (2)
Eine Folge (z,)neny € M konvergiert gegen genau dann z, wenn fiir jede Teilfolge
(TF) (@n,) ey eine Teilteilfolge (TTE) (zn, )ien existiert, welche gegen x konver-
giert.

5. In dieser Aufgabe wird es darum gehen, dass die Wahl der offenen Mengen in me- (4*)
trischen Rédumen Aquivalent zum Konvergenzbegriff sind.
Sei d eine weitere Metrik auf M. Betrachte die Systeme der offener Mengen:
O:={0 C M;Vz € O 3§ > 0: B{(x) C O} und
O :={0 Cc M;Vz € O 3§ > 0: BX(z) C O} die beziiglich d bzw. d offenen Men-
gen.
Hier bezeichnet Bé(z) = {y € M;d(z,y) < 6} und B(z) = {y € M;d(z,y) < 5}.
Beweisen Sie die Aquivalenz der folgenden Aussagen:

(i) Fiir jede Folge (zp)neny C M gilt )
x, — x € M beziiglich d <= =z, —— x € M beziiglich d.

(i) Fiir jedes § > 0 und o € M gilt Bé(z) € O und Bi(z) € O.
(i) O =0.

Hinweis: Fir (i)— (ii) kann man Verwenden, dass eine Menge genau dann offen
ist, wenn sie keine Randpunkte enthdlt (der Rand ist von der Metrik abhdingig!).
Ahnlich wie in der Vorlesung zeigt man fiir (i)— (iii), dass man Offene Mengen
als Vereinigung tiber &6 Kuglen schreiben kann.

(iii)— (1) folgt mit der Konvergenzcharakterisierung aus der Vorlesung.

Die Ubungsbliitter sowie aktuelle Informationen sind unter folgender Adresse verfiigbar:
http://www.uni-ulm.de/790134
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