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Ubungen zur Vorlesung Analysis II Blatt 07

1. Untersuchen Sie die folgenden Mengen auf Kompaktheit.
(i) Im R3 mit dem euklidischen Abstand || - ||o die Menge (2)

A= {q: € R’ ‘ x> —1, exp(z1) + 25 + 23" < 2, exp(||z]|2) < \/5} :

(ii) Im Raum (£, - ||~) die abgeschlossene Einheitskugel. (2)
(iii) Im normierten Raum (C°[—1,1],] - ||o) die abgeschlossene Einheitskugel. (4%)

2. Wir betrachten den metr. Raum (R, |-|) und die Teilmenge A = {(—=1)" + % | n € N}.
(i) Sind die folgenden Mengensysteme offene Uberdeckungen von A? (1)

Sy = {(ql — @, +¢@) |aeQpen [0,00)} und S = {B% ((=1)%) ‘ x>0,k€ ]N}

(i) Existiert jeweils eine endliche Teiliiberdeckung von A? Ist A kompakt? (2)
3. Sei (X,]| - ||) ein normierter Raum. Zeigen Sie, dass jede Kugel B, (z) konvex ist.  (2)

4. Zeigen oder Widerlegen Sie die folgenden Aussagen:

(i) Es existiert ein metrischer Raum (M, d) und eine kompakte Teilmenge K C (2)
M, sowie eine Teilmenge A C K abgeschlossen, die nicht kompakt ist.

(ii) Die Menge A := {(z,y) € R? |y > 0, 1 < 22 +y? < 4} ist zusammenhiingend. (2)
(iii) Fir alle n > 1 ist R™\ {0} zusammenhéngend. (2)
(iv) R ist homéomorph zu R™ fiir n > 1. (2)

5. Wir betrachten den Vektorraum der reellen n x n Matrizen R"*™ und bezeichnen (3)
mit GL,(R) € R"*" die Untergruppe der invertierbaren Matrizen. Fiir A € R"*"

definieren wir || Al|ps = (szzl a?k> 5, die Hilbert-Schmidt Norm von A. Das Paar

(R™"™ || - |lgs) ist ein normierter Vektorraum, dies miissen Sie nicht zeigen. Ist
GL,(R) offen? Ist GL, (R) kompakt? Ist GL,(R) zusammenhéngend?
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