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Ubungen zur Vorlesung Analysis I1 Blatt 14

1. Sei U C R" ein Gebiet und F' € C°(U; R"). Zeigen Sie die Aquivalenz der folgenden (2+42%)
Aussagen.

(i) F ist ein Gradientenfeld.

(ii) Es existiert eine Funktion ¢ € C*(U;R), sodass fiir alle z,y € U und alle
stiickweise differenzierbaren Kurven v: [a,b] — U mit y(a) = z und v(b) =y
die Gleichung

erfiillt ist. In diesem Fall gilt Vp(z) = F(x) fir alle z € U.
2. Wir  betrachten das Vektorfeld F: R®> —  R3, definiert durch (2)

F(x,y,z) = (y?23 2xy23 32y%2?) fiir alle (2,9,2) € R3 und den Weg
v: 10,37 + 1] — R3, gegeben durch

exp(t)(cos(t),sin(t), 0)" :t €0,
’7<t) = (t_ﬂ-)(ov\/ﬁ7 \/§>T+(]‘_t+7r)(_eﬂ-a070)T e [71-777-—}_1]

(=7 —1,v/2,v/2)T + (t,cos(t — 1) + 1,sin(t — 1)) :t € [r+ 1,37+ 1].

Berechnen Sie das Kurvenintegral fv F-dz.
3. Beweisen oder widerlegen Sie die folgenden Aussagen.
(i) Jede Lebesguesche Nullmenge ist beschrankt. (1)
(i) Ist U C R™, sodass U ein abgeschlossenes Intervall I mit || > 0 enthélt, dann (2)
ist U keine Lebesguesche Nullmenge.

(iii) Es existiert eine beziiglich der euklidischen Topologie offene nichtleere Teil- (3)
menge des R", die eine Lebesguesche Nullmenge ist. Gilt das fiir eine beliebige
Topologie?

(iv) Sei I C R™ ein abgeschlossenes und beschrianktes Intervall und f: I — R eine (3)
stetige, nichtnegative Funktion, dann folgt aus [, f(z) dz = 0 stets f(z) =
fiir alle x € 1.

4. Bestimmen Sie, sofern existent, die folgenden Integrale.

) [, asin(zy) d(z,y) fiir die Menge D := {(z,y) e R* | <2 <1,1<y <1} (2)
(11) [ x*yd(z,y), wobei D := {(z,y) e R®* |0 <z <1und 0 <y < x}. (2)
(i) D y*>d(z,y), wobei D das Innere der Ellipse 422 + 3? = 4 bezeichnet. (3)
(iv) J, fog_i) dz fir 0 <a <. (2%)
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