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Advanced Topics in the Calculus of Variations: Blatt 11
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Die Dualitdtsmethode. In der Vorlesung haben wir geklart, wie wir der Losung der Possion-

Gleichung fiir rechte Seiten aus Cy(£2)" einen Sinn geben kénnen. Es sei p € (1,00) so, dass p > &

und T': LP(Q) — Co(Q) wie in der Vorlesung. Sei nun f € L'(Q) € Co(Q)'. Sei u :=T*f € L¥ (Q)

wobei p’ so gewahlt sei, dass % + L = 1. Zeige: Dann ist u wohldefiniert und 16st die folgende

Gleichung v
/ uA¢ dx = / fodx Vo € C%(Q) : ®loe = 0. (1)
Q Q

Subharmonizitit der kleinen Ldsung. In der Vorlesung haben wir gesehen dass fiir eine kleine
Losung u der H-Flichengleichung die Funktion |u|? * schwach subharmonisch ist. Hier wollen wir
diese Aussage quantitativ machen. Sei dazu u € C?(Q; R?) eine Losung von

{Au =2H(0yu X Oyu) in Q @)

U = U auf 09,

mit ||ul|so < ﬁ Zeige, dass Alul? > 2(1 — |H||u])|Vu|?

Die Produktregel fiir Sobolevfunktionen. Es sei Q C R" offen und u, € L*°(2) N H(Q).
Zeige: Dann ist uyy € L*°(Q) N HY(Q) und V(w)) = ¢y Vu + uVip.

Die Cauchy-Riemann’schen Differentialgleichungen. Wir definieren fiir ein f € C*°(C;C)
die Cauchy-Riemann-Operatoren 8. f := 3(9, f — i0, f) und 0z f := 5(9,f — i0, f).

(a) Zeige: Fiir ein holomorphes f : C — C gilt 9zf = 0.

(b) Zeige: Es gilt Af = 49,0=f.

(¢) Seien f = f(w):C — Cund g = g(2) : C — C glatt. Zeige

9:(fog) = (0wf)og 0.9+ (9wf)og 0.3 (3)
Polarkoordinaten. Es sei w € C*°(R?). Zeige
o 1 2 2
|0 w] —|—T—2\89w| = |Vwl|*. (4)
Diese Formel haben wir im Beweis von Satz 3.8 benutzt.

H} und L™ in zwei Dimensionen? Beweise: Fiir Q C R? bettet HZ () fiir alle p € (1, 00) stetig
in LP(Q) ein. Finde dazu eine Hg(Q)-Funktion die nicht in L>°(Q) liegt. Einen Hinweis findest du
am Ende des Blattes.

Das Jéger’sche Maximumsprinzip. Es sei Q C R? glatt und beschrankt sowie ug € C*(Q;R?),
H > 0 und seien u1,us € C?(£;R) kleine Lésungen von
Au = 2H (0zu x Oyu) in Q (5)
U = U auf 09,

mit [|u1c, |[U2]|oo < 7. In dieser Aufgabe zeigen wir, dass u; = up. Setze zunachst f(z) =
d(Jui|?) + ¢(|uz|?) fiir eine glatte reellwertige Funktion ¢, die wir spéter withlen wollen. Setze auch
z = uy — ug. Ferner identifizieren wir z = x1,y = xo.



Zeige, dass
2
_f L
=230, [eto, (ofed)| =202 + VS VER 4 1EPAL (©)
Jj=1

Zeige, dass z die Gleichung

U1 + ug U1 + us

Az =2H (812X82( )+81(

) 322> (7)

16st. Nutze die Antisymmetrie der Determinante und die Identitéit |a x b|? + |a - b|* = |a|?|b|?
um zu folgern, dass

1 3
2 Ac| < JH|V(ur +ua)? (|z|2|w|2 . 4|V|z|2|2) . ®

Nutze die Peter-Paul-Ungleichung um zu folgern, dass

2 2 2 21,12 |V|Z|2|2
20[ef? 2 ~2lHP(Vur[* +[ual) 2P + 57 (9)

Gehe zuriick zu Teilaufgabe (a) und nutze die Peter-Paul Ungleichung um zu zeigen, dass
2 i i 1
230 [e750; (12%e% )| = —2HP(Vur? + [Vusl?) 2 = 7RIV AP +[22Af. (10)

Benutze die vorigen Teilaufgaben um zu zeigen, dass

2 2

L(z) =2 0; e, (|oPeF )| = 30 2= H2 + (1~ [H |l (luil) | Vual2l22 - (11)

j=1 i=1

2 1
+Z( (|ual?) 2czﬁ’(luz’|2)2>IVluz‘|“|Z|2~ (12)

Zeige: Fiir die Wahl von ¢(z) := —2log (lP}P

— x) gilt, dass L(z) > 0. Warum folgt z = 07



Hinweis zu Aufgabe 58: 2 = B1(0) C R? und f(z) := loglog % tut’s.
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For more information on the course see
https://wuw.uni-ulm.de/index.php?id=99696&no_cache=1
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